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| [MITES DE FUNGIONES, ™=z
&Y CONTINUIDAD Y RAMAS INFINITAS |

C.E.: CE 1.5. (EA 1.5.2.) CE 1.6. (EA 1.6.1.-EA 1.6.2.-EA 1.6.3.-EA 1.6.5.) CE 1.8. (EA 1.8.1.) CE 1.10. (EA 1.10.1.)
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Resuelve

A través de una lupa

El aumento A producido por cierta lupa viene dado por la si-
guiente ecuacion:

2
A= _2
2-d

donde d es la distancia (en decimetros) entre el objeto que quere-
mos observar y la lupa.

AUMENTO

DISTANCIA (DM)

Si acercamos el objeto a la lupa hasta tocarla (4 = 0), su tamafo
se mantiene igual. Esto, en términos de limites, se escribe asi:

lim A=1
d—0
:Cémo se escribiria lo siguiente en términos de limites?

a) Si acercamos el objeto a 2 dm, aproximadamente, se hace més y mds grande. Ademds, el objeto se
vera al derecho si d <2, o invertido, si 4> 2.

lim A= ... lim A= ...
d—2" d—2*
b) Si alejamos la lupa del objeto, este se ve cada vez mds pequeio.
lim A= ...
d — +oo

a) lim A=+
d—2~

lim A=—o
d-2%

b) lim A=0

— +00

Ruido y silencio

120 INTENSIDAD DE SONIDO (DB)
Si acercamos la oreja a un foco de sonido, este se hace in-
100 soportable. Si la alejamos mucho, deja de oirse. Traduce
80 estos hechos a limites, llamando I a la intensidad del
60 sonido (en decibelios) y d ala distancia (en metros) ala
40 que nos colocamos del foco emisor:
20 DISTANCIA (M) ,f’Z’f, I=... dl_l?ﬁ,o I=...

a{z’m I=+ Iim I=0

-0 — 400
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T ) COMPORTAMIENTO DE UNA FUNCION EN EL INFINITO

C.E.: CE 3.3. (EA 3.3.1.-EA 3.3.2.)
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1 @ Cabezas pensantes. [La bisqueda de los limites propuestos permite trabajar esta técnica].
Di el limite cuando x — +oo de las siguientes funciones:

a) c) d)

=5

/

N

a) xé{@wﬁ (x) =—oo b) xé{;zzm Hx)=-3 ¢ xé{;;nm fx) =+ d) xéz:wm f4(x) no existe.

=5

71 I
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2 ) CALCULO DE LiMITES DE FUNCIONES CUANDO X — +oo

C.E.: CE 1.6. (EA 1.6.1.-EA 1.6.2.-EA 1.6.3.) CE 1.12. (EA 1.12.1-EA 1.12.2.-EA 1.12.3.) CE 3.3. (EA 3.3.1.-EA 3.3.2.)
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1 Di el valor del limite cuando x — +co de las siguientes funciones:

a) fx) =—x%+3x+5 b) fx) = 5% + 7x ) flx) = x - 3x*
e o= i 22t
a) e b) +oo C) — oo
d) 0 C) 0 f) — oo

2 Como xlj,’ztoo (%3 — 200x2) = +oo, halla un valor de x para el cual sea x° —200x? > 1000 000.

Por ejemplo, para x = 1000, f(x) = 800000 000.

3 [La bisqueda del valor que pide el enunciado permite poner en préctica la asuncién de ries-
gos de la dimensién productiva de esta clave].

Como Ulim =0, halla un valor de x para el cual sea 5 1 < 0,0001.

x=4 42 10x x“ —-10x

Por ejemplo, para x = 1000, f(x) = 0,000001 .
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4 Calcula lim_f(x) y representa sus ramas:
-1 -3 L = 3x—
3 f@ =L b) ) = 3 ) fio)=-L &) f) =35
a) 0 b) 0 o0 d) +eo

+ e

5 Calcula lim_ f(x) y representa sus ramas:

3_ 2 _ —x
) fo) - 21 b) £(%) = "x33 o) flw) = —X d) fx) = L—:S

a) —oo b) 0 C) +oo d) -1

o
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3 D LIMITE DE UNA FUNCION CUANDO X — —oo

C.E.: CE 3.3. (EA 3.3.1.-EA 3.3.2))
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1 Indica el limite cyando x — —oco de las siguientes funciones:
7=
a) f% C) \ ¥ =fé? d)
a) xl_.l’@o fi(x) = —oo b) x[_%o Hx) =1 <) xéz’r_nm (%) = +o0 d) xéz’r_nm f4(x) = no existe



MNAYABACHILLERATO
Matematicas aplicadas a las
Ciencias Sociales |

A ) CALCULO DE LIMITES DE FUNCIONES CUANDO X — —oo

C.E.: CE 3.3. (EA 3.3.1.-EA 3.3.2.)
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1 Halla los limites cuando x — —c0 y cuando x — +co de las funciones siguientes:

a) f(x) =257 + 7x? b) f(x) = 3x% - 7x <) f(x) = 10¥
d) f(x) = 5x -8 e) flx) = V=22 +1 B flx) =-5*
a) XQ@W (2x3 + 7x?) = xéi(ﬂw —2x3 = 400

xéz:znm (2x3 + 7x?) = xéz:rﬁo 2x3 = —oo
b) xé@c (Bxt = 7x) = x/_)z’rﬁo 3x% = 4oo

xéz:{rnw (B3x* = 7x) = xéz:r)rnm 3x% = too
O lim 10°=0

1

Ya que para x=-10,1071% = 010 ~ 0,00000000001 y andlogamente ocurriria para valores negati-

vos de x menores que —10.

De forma similar a la anterior, podemos comprobar que  /im  10* = +oo.
X — 0o

d) El limite cuando x tiende a —eo no tiene sentido porque la funcién estd definida para x > %

lim 5x-8 = lim {5x = +o0 porque el radicando tiende a +oo.

X — +oo
e) No tiene sentido calcular ninguno de los dos limites porque el dominio de definicién de la funcién

2 2

es el intervalo [—— =

2°2)
0 i, -0
Ya que para x =-10, —5710 = —ﬁ =-0,0000001024 y andlogamente ocurriria para valores ne-

gativos de x menores que —10.

De forma similar a la anterior, podemos comprobar que /im —5% = —co.
X

— 400

2 @ Parada de 5 minutos. [La reflexién por parejas que plantea esta técnica puede ser una bue-
na forma de que el alumnado coopere para calcular los limites propuestos].

Halla los limites cuando x — —c y cuando x — +co de las funciones siguientes:

= 3_ _x%+3 =X _ 5x°-10_
a) f(x) = m b) f(x) = ——x3 <) f(x) x2+3 d f(x) 33 +10x2

a) lim y{3—x = lim y—x =+ porque el radicando tiende a +oco.
X — —o0 X — —0
El limite cuando x tiende a +0 no tiene sentido porque la funcién estd definida solo cuando x < 3.

2 2
b) lim X3 i X lm L0

X — —o0 _x3 X — —o0 _x3 X— -0 _y
2 2
lim % = lm X = hm L 20
X — oo —x X — +00 —x X =400 _x
_xa ,
c) lim > = lim =2 = [im —x =+
X — —o0 x +3 X — —0 x X — —0
53 .
lim = lim = = lim —x=—c0
X — +oo x +3 X — +00 x X — +00

, 5x3 -10 . 5x3 5

d) Iim —=———— = |/ =

) s 3x3 +10x2 = 353 x== 3 3
3 3

SX —10 _ // 5 1; 5 %

m ——F
x=too 333 L 10x2 X 33 x—te 3
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5 ) COMPORTAMIENTO DE UNA FUNCIGN EN UN PUNTO.
LIMITES Y CONTINUIDAD

C.E.: CE 1.6. (EA 1.6.1.-EA 1.6.2.-EA 1.6.3.-EA 1.6.5.) CE 1.10. (EA 1.10.1.) CE 1.12. (EA 1.12.1.-EA 1.12.2.-EA 1.12.3.) CE 3.3. (EA 3.3.1.-
EA 3.3.2.) CE 3.4. (EA 3.4.1.)
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1 Comprueba que lz’nlz_ ﬁ =+ dando a x valores menores que 1, cada vez mds préximos a 1,
como, por ejemplo, 0,95 0,99; 0,999; 0,9999; ...
x=09 - —L ___100
(0,9-1)*
x=099 - —L 10000
(0,99-1)
x=0,999 — — 1000000
(0,999-1)
x=0,9999 — —L . _100000000
(0,9999-1)
x=0,99..99 » — L~ -100...0
n- veces (0,99...9-1) 2n - veces
Luego lim = +oo

x=17 (x—1)2

2 Comprueba, dando valores a la variable x, las siguientes igualdades:

, 1 __ , 2 _
a) xlinlz_ P 00 b) xlinlz_ (x“+5)=6
1
- 0,9 — -1
a) x=0,9 0.9-1 0
1
0,99 — ~~100
¥=099 = §591
1
=0, - =-1000
¥=0999 = 55991
x=09..9 » — L1 __10...0
7 - veces ,9...9-1 7- veces
n - veces
L I l .
ww tn

b) x=0,9 = (0,9)?+5=5,81
x=0,99 = (0,99)% + 5 =5,9801
x=0,999 — (0,999)% + 5 = 5,998001
x=0,9999 — (0,9999) + 5 = 5,99980001
Luego x/inlz_ (x?+5)=6
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3 Cada una de las siguientes funciones tiene uno o mds puntos donde no es continua. Indica cudles
son esos puntos y qué tipo de discontinuidad presenta:

_x+2 _ x%—3x
a)y——x_3 b) y T X
x*-3 3 sixz4
= d =
)y x )y {1 si x=4

a) Rama infinitaen x =3 (asintota vertical).
b) Discontinuidad evitable en x =0 (le falta ese punto).
¢) Rama infinitaen x =0 (asintota vertical).

d) Salto en x=4.

% ) [Las explicaciones que debe dar el alumnado permiten trabajar la destreza expresién oral de
esta clave].

Explica por qué son continuas las siguientes funciones y determina el intervalo en el que estin

definidas:

a) y=x2-5 b) y=+V5-x
Q) y= 3x—4 si x<3 d) _{x si 0<x<2
y= x+2 six23 y= 2 si 2<x<5

a) Estd definida y es continua en todo IR, por ser una funcién polindmica.
b) Estd definida y es continua en (oo, 5].

Las funciones dadas mediante una expresion analitica sencilla (las que conocemos) son continuas don-
de estdn definidas.

c) Estd definida en todo IR. Es continua, también, en todo IR. El tnico punto en que se duda es el
3: las dos ramas toman el mismo valor para x = 3.

3.3-4=9-4=5 3+2=5
Por tanto, las dos ramas empalman en el punto (3, 5). La funcién es también continua en x = 3.

d) También las dos ramas empalman en el punto (2, 2). Por tanto, la funcién es continua en el inter-
valo en el que estd definida: [0, 5).

5 Halla m para que esta funcién sea continua en todo R:
_Jxt-5 six<3
mx+10 si x>3

y es continua en (—oo, 3) U (3, +o0) por serlo las funciones fi(x) = x> =5 y £ (%) = mx + 10.
Hemos de procurar, pues, que también lo sea en el punto de empalme, x = 3.

lz’n;zi y=£0B)=3)2-5=4
P

11'7}31+ y=f(3)=3m+10

4=3m+10 = 3m=4-10 = 3m=-6 — m=§ — m=-2.

Para que y sea continua en x = 3, ha de ser m = -2.
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6 Calcula m y n paraque f sea continua en todo [R:
2x+3 si x<0
f@) =1x?+mx+n si 0sx<6
45 — x? si x>6
9 es continua en (—eo, 0) U (0, 6) U (6, +o0) por serlo las funciones f{(x) = 2x + 3, f(x) = x> + mx + n
y f(x) =45 - X2,
Hemos de procurar, pues, que también lo sea en los puntos de empalme.

e x=0

£(0)=3 lz’ng_ y=3
fi(o):n Zin(/)l+ }/:ﬂ 3:71

Para que y sea continuaen x =0 hadeser = 3.

*x=06

£ (6)=36+6m+3 11/7}61* y=6m+39
£.(6)=45-36-9 “im =9 6m+39=9—>6m=—30—)m=—%—>m=—5.
3 B B - x—6* N

Si m=-5y n=3, entonces f(x) es continua en todo R.

7 Calcula p y q para que f sea continua en [R: j=lh
px+2 si x<2 y=_%x+q
fx) =14 si 2<x<5 7 =|px + 2

1

_§x+q Six>5 |

f(x) es continua en (—e0, 2) U (2, 5) U (5, +e0) por setlo las funciones f(x) = px + 2, fo(x) =4 y
) = —%x +q.

Hemos de procurar, pues, que también lo sea en los puntos de empalme.
°* x=2

f1(2)=2p+2 x@?g_ flx)=2p+2

ﬁ(2)=4 x€n§+f(x):4 }2p+2=4—>2p=20 —)p=1

Para que f(x) sea continuaen x=2 hadeser p=1.
e x=5
]3(5)=4 x[i,n;l* f(x):4
f0G)=—1+q| lin, f(x)=—1+q]4=_1 +q > q=5.

Si p=11y g=5, entonces f(x) es continua en todo R.
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© P CALCULO DE LIMITES EN UN PUNTO

C.E.: CE 1.6. (EA 1.6.1.-EA 1.6.2.-EA 1.6.3.) CE 1.12. (EA 1.12.1-EA 1.12.2.-EA 1.12.3.) CE 3.3. (EA 3.3.1.-EA 3.3.2.)
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1 Calcula razonadamente el valor de los siguientes limites:

a) lz’n%) - b) lz’n% (cos x —1) c) lz’ni Vx> =3x+5 d) lz’;z)zl log x
2) _% b) 0 9 V3 d) -1
Pagina 177

2 Calcula 7 para para que exista el limite en x=-1.

flx) = {n—x3 si x<-1

2x+4 si x2-1
Para que f'(x) tenga limite en x = —1 ha de cumplirse /l'ml _flo)= lz’ml LS.

xé’;:nl_f(x) = xé’r_nl_fl (%) = f1(=1) = n— (~1)? pues f;(x) es continua en todo IR y, por tanto x/ﬁnfl fi(x)
coincide con fj(-1).

A=) =n+ 1.

xé’r_ﬂﬁf(x):xé’;ziﬁfz(x) = fo(=1) =2 (=1) + 4 = 12 pues fo(~1) es continua en todo R vy, por tanto
xlﬁn_zl /(%) coincide con f5(-1).

Ha de cumplirse, pues,zn+1=2 — n=1.

Para 7 = 1, f(x) tiene limite en —1 y vale 2:

/z’n;zl flo)=2.
3 Calcula % para que esta funcién tenga limite en x = 3:

7 si x>3

Halla su limiteen x=0 yen x=11.

f(x)={x3—2x+k si x<3

Para que f'(x) tenga limite en x = 3 ha de cumplirse ll'n;z_ flx)= lz’n;+ flx).

lz’n;z_f(x) = [z’naz_ﬁ(x) =£(3)3°—=2-34+k=27-6+k=Fk+21 pues f,(x) es continua en todo IR y,

X

por tanto [z’m3 /i (x) coincide con £(3).
11’7731+ flx)= lz’n31+ fo(x) = 5(3) = 7 pues f5(x) es continua en todo IR y, por tanto /z’m3 /> (x) coincide
con f(3).

Ha de cumplirse, pues, £#+21 =7 — k=-14.
Para k = —14, f(x) tiene limite en 3 y vale 7.

Digamos, también, en consecuencia, para # = —14 f'(x) es continua en [R:

lim fx) = £(0) =£0)=0°-2.0-14=-14

xli'nlil flo) = f(11) = (11) =7



4 Halla el limite de esta funciénen x=0, x=3 y x=4:

CJa—5x+3 six=-2
f(x) - {5 si x=-2

e Limiteen x=0:

/z'm()f(x): /z'n% (x3-5x+3)=0>-5.0+3=3

e Limiteen x=3:

lz’m3f(x)= lz'm3 (x3-5x+3)=3%-5.3+3=15

e Limite en x = 4:

/z’m4f(x): /z'm4 (x3—5x+3)=4>-5-4+3=47

5 Halla el limite de esta funcién en x = 3:

Sflx) = {

—-x+2 six=23

2x+5 si x<3

Halla también su limiteen x=1 yen x=7.

« lim f() = lim fi() = f(3) =3 + 2= -1.
* j%f(x)=){l;mlﬁ(x) =fA(1)=2-1+5=7.

* lim f() = lim A& =f(7) =7 +2=-5.
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6 Calcula cada uno de los siguientes limites y representa los resultados:

a) lim *=3 b) lim £=3

c) lim
x—-0 x x—0 A

X
x=1 (x—1)2

a) El denominador se anula en x =0, pero no el numerador. Por tanto, el limite es infinito, con signo

m4ds o menos.

= 400

IZQUIERDA: x =-0,01 — M:wl —  lim

—0,01 x—07

x-—3
X

DERECHA: x = 0,01 — M:—Z% - Iim x=3 __
1 x—0t X

>

/

/

b) El denominador se anula en x =0, pero no el numerador. Por tanto, el limite es infinito, con signo

mads 0 menos.

1ZQUIERDA: x = —0,01 — —0.01=3 _ 30100 — jgn ¥=3

(-0,01)2 =07

DERECHA: x = 0,01 — M=—29900 — lim x—23 =—o0
0,017 =0

X

10

— o0
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¢) El denominador se anula en x =1, pero no el numerador. Por tanto, el limite es infinito, con signo
mads o menos.

0,993 , X3 \
IZQUIERDA: x=0,99 — _>77 -9703 — [im = +oo |
(0,99 -1)2 x—17 (x—1)? /|\
|
3 3
DERECHA: x= 1,01 — L=10303 - lz’m+x42=+oo :
(1,01-1)2 x=1" (x—1) |
i1
:
|
|
|
, 2 _4x-5 . 2x3 —5x2
a) lim X~ =2 b) lim ==——=2=—
)x*5x2—8x+15 )x“ x*

a) Tanto el numerador como el denominador se anulan en x = 5.

Simplificamos la fraccién:

x?—dx—-5  (+D)(x=5  x+1

x2—8x+15 - (x=3)(x-5) S x-3

2
f 96—4796—5:/{,%&:3
x=5 x> —8x+15 x—5x-—3

Y
4
3
2
1
gl 1 2345067X
)
-3
—4

b) Tanto el numerador como el denominador se anulan en x = 0.
Simplificamos la fraccién:

2552 _ 2(2x-5) _

2% —5
x2 x2
3 2

lim @ = lim 2x—-5)=-5
x— X x—0
y=2x-5

4

3

654321112

2
-3
L4
-5

n
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x*+4x-5 &7 + 35

x=1 x3 _2x%+ x x=0 a4

a) Tanto el numerador como el denominador se anulan en x = 1.

x%+4x -5 _ (x+5)(x—1) __X+5
=2+ x x(x—1)2 x(x—1)

Simplificamos la fraccién —

lim x*+4x -5 _ 7 X+5
=133 2%+ x x—1 x(x—1)

— Ahora se anula el denominador, pero no el numerador. Por
tanto, los limites laterales son +co.

Estudiamos el signo de la funcién a uno y otro lado de 1.

2 X _ 2
IZQUIERDA: x = 0,99 — 0,997 +4-0,99-5 =-605 = lim Xo+dx=5

0,993 -2.0,99%+0,99 x—1" x5 —2x% + x

2 . _ 2
1,01+4.1,01-5 2595 — lim x3 +4x2—5 = oo
1,013-2.1,012+1,01 x—1* 33— 2x% + x

DERECHA x = 1,01 —

Por tanto, el limite pedido no existe.

1

\

b) Tanto el numerador como el denominador se anulan en x = 0.

x3 + 3x% =x2(X+3) _x+3

x* x4 x?

Simplificamos la fraccién —

3 2
Lim % = o X3

: : — Ahora se anula el denominador, pero no el numerador. Por tanto,
X — X X — X

los limites laterales son too.
Estudiamos la funcién a uno y otro lado de 0.
_ 343.(~ 2 3., 3,2
(0,01)7+3-(-0,01) =29900 — lim %:wx
(-0,01)* x=0"

3 . 2 3 2
0,017+3-0,017 _ 30100 = fm 2435 _,
0’014 x—0% .X'4

IZQUIERDA: x =-0,01 —

DERECHA x = 0,01 —

Por tanto, el limite de esta funcién cuando x — 0 es +co.

y= x+23

X
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7 D RAMAS INFINITAS. ASINTOTAS

C.E.: CE 1.12. (EA 1.12.1-EA 1.12.2.-EA 1.12.3.) CE 3.3. (EA 3.3.1.-EA 3.3.2.)
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1 Determina las asintotas y la posicién de la curva respecto a ellas:
_ 3x+1 _3%*-7 _1 __1 |
2 y= x-2 b)y= x—2 c)y—x dy= x2 ©)y= ¥2_9

a) Como el denominador se anula cuando x =2, estudiamos en ese punto la existencia de una asinto-
ta vertical.

b x4+l 7
L S wlr T
3.1,99+1 . 3x+1
tx=199 - —2— =-0697 = |/ =—
IZQUIERDA: X 99 1.99_2 97 xinzz_x_z
3.2,01+1

, 1

DERECHA: x=2,01 — =703 = [lim S+l +00
2,01-2 x—2%" x—=2

Por tanto, la recta x =2 es una asintota vertical.

Veamos ahora si tiene asintotas horizontales:

lim Sxe+l lim 3% _ lim 3=3

X—+4o0 x 7 X—+00 A X — +00

lim Sx+l lim 3x _ lim 3=3

X——0 x 2 X — —o0 X X — —o0
Por tanto, la recta y = 3 es una asintota horizontal.

Para saber la posicién de la curva respecto de la asintota horizontal, debemos tener en cuenta que

_3x+l 5, 7
x—=2 x—=2
Cuando x — +oo el cociente % toma valores positivos y la funcién estd por encima de la
asintota. Bl

Cuando x — —oo, ocurre lo contrario y la funcién estd por debajo de la asintota.
No tiene asintotas oblicuas porque los limites en el infinito de la funcién no son infinitos.

b) Como el denominador se anula cuando x =2, estudiamos en ese punto la existencia de una asinto-
ta vertical.

L 3x*-7 5
x[% x=2 0 -t
3.1,992-7 . 3x*—7
cx=1,99 —» 20277 _ 48803 — |/ - o
IZQUIERDA: x = 1,99 1.99-2 3 om0
DERECHA: x=2,01 — 2.01-2 =512,03 — xliﬂzﬁ w2 '

Por tanto, la recta x = 2 es una asintota vertical.

Veamos ahora si tiene asintotas horizontales:

2 2
lim =7 lim 3% _ lim 3x=+oo
X—+4o0 A _ 7D X—+4o0 X — +00

2 2
lim =7 lim a7 _ lim 3x=—oo
x—eo  x—2 x—-eo x =0

Por tanto, no tiene asintotas de este tipo.

Ahora estudiamos las asintotas oblicuas:

3x*-7 5
Y= =3x+6+ .
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c)

d

~

e)

Larecta y=3x+ 6 es una asintota oblicua ya que tiende a 0 cuando x — +eo.

Cuando x —> +oo el cociente —2— toma valores positivos y la funcién estd por encima de la

, . x—=2
asintota oblicua.

Cuando x — —oo, ocurre lo contrario y la funcién estd por debajo de la asintota.

Como el denominador se anula cuando x =0, estudiamos en ese punto la existencia de una asinto-
ta vertical.

A S S,
xl% x 0 *
IZQUIERDA: x =-0,01 — _1 =-100 = Iim 1 =—oo

—0,01 x—-0" X

DERECHA: x = 0,01 — L _100 » lm L =i
0,01 x—-0" X

Por tanto, la recta x = 0 es una asintota vertical.

Veamos ahora si tiene asintotas horizontales:

im L -0
X — 400 A
im L -0
X— -0 A

Por tanto, la recta y = 0 es una asintota horizontal.

Cuando x — +oo, la funcién es positiva y estd por encima de la asintota horizontal. Cuando
x —> —oo, la funcién es negativa y estd por debajo de la asintota.

No tiene asintotas oblicuas porque los limites en el infinito de la funcién no son infinitos.

Como el denominador se anula cuando x = 0, estudiamos en ese punto la existencia de una asin-
tota vertical.

lim =Ll porque la funcién siempre toma valores negativos.

Por tanto, la recta x = 0 es una asintota vertical.

Veamos ahora si tiene asintotas horizontales:

lim —— =0
x e 2
lim —12 =0
e

Por tanto, la recta y = 0 es una asintota horizontal.
Como la funcién siempre toma valores negativos, estd por debajo de la asintota horizontal.

No tiene asintotas oblicuas porque los limites en el infinito de la funcién no son infinitos.

La funcién estd definida cuando x2—9 > 0, es decir, cuando x € (o0, —3) U (3, +0). En los
puntos -3 y 3 se producen divisiones entre 0. Vamos a estudiar en ellos la existencia de asintotas,
pero solo podremos calcular limites por uno de los lados en cada punto.

b — L1 _ L
x—{;:nS_ lx2_9 0 *
lim, —L -1 _ o

x=3% 2 _9 0
Porque la funcién siempre es positiva. Luego las rectas x =—3 y x =3 son asintotas verticales.

Larecta y=0 es claramente una asintota horizontal porque /im S S—)
PR

x* =9
Tanto si x — +c0 como si x — —co, la funcién queda por encima de la asintota horizontal por
tomar valores positivos.

No tiene asintotas oblicuas porque los limites en el infinito de la funcién no son infinitos.

14
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8 D RAMAS INFINITAS EN LAS FUNCIONES RACIONALES

C.E.: CE 1.12. (EA 1.12.1-EA 1.12.2.-EA 1.12.3.) CE 3.3. (EA 3.3.1.-EA 3.3.2.)

Pagina 183
1 Halla las ramas infinitas de las siguientes funciones y, a partir de ellas, perfila la forma de la curva:
1 x ' K2 +2
a = b = C = d == =
)y x?+1 )y 1+x2 )y x?+1 )y x?—2x
_ x? ¥ _ x?+3x _2x3 —3x*
= 1+a? b= 1+a2 gy= x+1 h)y= x-1

a) Asintotas verticales. No tiene porque el denominador no se anula.

Ramas en el infinito:  /im

=0. Asintota: y=0

vodeo x241
« ) . - . ’ / \
Como la funcién siempre es positiva, queda por encima de la asintota.
b) Asintotas verticales. No tiene porque el denominador no se anula.
Ramas en el infinito: _/im " ¥ — = 0. Asintota: y= 0
X — too
+X -
Estudiamos el signo de su diferencia con la asintota: -~
+ 81 X >+ 00

f)-0-= lxz {

+x° |— sl x > —o0

¢) Asintotas verticales. No tiene porque el denominador no se anula.

Ramas en el infinito: como grado de P(x) — grado de Q (x) = 2, tiene
una rama parabdlica cuando x — —co y otra cuando x — +co.

K4

= +oo —> Las ramas parabdlicas son hacia arriba.
¥odeo w2 4]

d) Asintotas verticales. Obtenemos las raices del denominador:
x2=2x=0 — x; =0, x, =2 son asintotas porque el numerador no se anula en estos valores.

Estudiamos la posicién de la curva respecto a ellas:

PROXIM. x =0 PROXIM. X = 2
X —0,01 0,01 1,99 2,01
x2+2 + - - "
x2-2x
o J| o
Ramas en el infinito: I
2 2 |
lim ’;7+2 = lim ’;—J'z = 1. Asintota: y=1. 1 | >~
Xx=hoo 2 9y x=e 2 )y =TT S

Estudiamos la posicién de la curva respecto de la asintota:

x2 - 2x x% —2x

2 + 5l x >+ 00 |
Fl 1o 2 1-@{ |

- si oo /\
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e) Asintotas verticales. No tiene porque el denominador no se anula.
2

lim —*— = lim X
e lexs T lex

Estudiamos el signo de su diferencia con la asintota:

Ramas en el infinito:

= 1. Asintota: y=1

Ciencias Sociales |

fe-1= -1

1+x2

{— Si X =+ o0

si x > —oo

f) Asintotas verticales. No tiene porque el denominador no se anula nunca.

Ramas en el infinito: como grado de P(x) — grado de Q(x) = 1, tiene
una asintota oblicua.

X3 X ’
= =X — — La recta Jy=x €s§ la asintota.

1+x2 x2 -1

Estudiamos la posicién de la curva respecto de la asintota: ’

) —x = =X {" S ’/

X241 |+ si x— —o0

g) Asintota vertical: x=—1 porque se anula el denominador y no el numerador.

Estudiamos su posicién:
(-1,01)%2+3-(~1,01)
-1,01+1

(—0,99)2+3.(_0’99) - .
—-0,99+1 =-198,99 (ﬂegatlvo)

IZQUIERDA: f(~1,01) =

= 200,99 (positivo)

DERECHA: f(-0,99) =
Ramas en el infinito: como grado de P(x) — grado de Q(x) = 1, tiene |

una asintota oblicua.

2
X+

X%+ 3x
x+1

y= =x+2—

Estudiamos la posicién de la curva respecto de la asintota: ,

f@)—(c+2) =

— i ’
) SI X — + o0 . I
x+1 |+ si x > —o0 |
h) Asintota vertical: x =1 porque se anula el denominador y no el numerador.
Estudiamos su posicién:

2-(0,99)%-3.(0,99)2
0,99 -1

2.(1,01)3-3-(1,01)2
1,01-1

1ZQUIERDA: f(0,99) = = 99,97 (positivo)

DERECHA: f(1,01) =

=-99,97 (negativo)

Ramas en el infinito: como grado de P(x) — grado de Q(x) = 2, tiene
una rama parabdélica cuando x — —c y otra cuando x — +oo.

|
|
, ¢
— Larecta y=x+ 2 es 13. asintota. /1
[
|
|
|

2x3 — 3x2
x—1

2x3 — 3x2
x—1

lim

X — +0o

+o0 — Rama parabdlica hacia arriba

lim

X — —o0

+o0 — Rama parabdlica hacia arriba
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D RAMAS INFINITAS EN LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS,
EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

C.E.: CE 3.3. (EA 3.3.1.-EA 3.3.2.)
Pagina 184

3 ) :Qué te hace decir eso? [La decision sobre las afirmaciones puede completarse a través de las
tres fases que propone esta estrategia].

:Verdadero o falso?

a) La funcién y = |log, x| se representa asi:

L—

Tiene dos ramas infinitas: una asintota vertical en y = 0 y una rama parabélica cuando x — +oo.

b) La funcién y = log, |x| se representa asi:

o~

|

Tiene una asintota vertical en x = 0 y sendas ramas parabdlicas en —co y en +oo.

a) Falso. Tiene una asintota vertical en x=0 noen y=0.

b) Verdadero.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS

v

C.E.: CE 1.12. (EA 1.12.1.-EA 1.12.2.-EA 1.12.3.)
Pagina 185

1. Calculo de limites cuando x —» +© y x - —x

Hazlo tu

e Calcula xl_z:rizoo [y xLiflzw f(x) en los siguientes casos:

a) fo) = Y21 b) f(x) = ?4,’22 =1

) fe = 35+

9 fw) =2

Interpreta graficamente los resultados.

3

a) lim Nx*—1 = +eo porque el radicando es tan grande como queramos dando a x valores muy grandes.

X — +o0

lzm \/3627—1 = +oo por una razén andloga a la anterior.

b) lim 4?1 _1 = lim 4x22 = [im i=—2

X—4o0 3 x X—deo D)y X —4o0 D

lim 5 = = 4 _ 9
¥ 3 2x X=e Dy X —
2 2
o lim X — = lim X = lim x=+
X — +00 X — X — +oo X X — oo
2 2
lim = lim X = lim x=—oo
X—-e0 x _ xX—-e0 X — -0
d) lim SX43 _ ppy X3 g porque el grado del numerador es menor que el grado del deno-
x—teo 42 9 x>—ee 42 9
minador.
2. Cdlculo de limites de una funcién en un punto
Hazlo tu
* Calcula:
2
a) lim X =2x+1 b) lim .
x=1 2x%_2x x—=2 (x+ 2)
2
a) lim % =2x+1 _ 0 1pdeterminacion. Tenemos que simplificar la fraccion.

_1)2 2
—2x+1 _ (x 1) :x—l; lim X —2x+1 _ lim x—1 -0

22— 2% 2x(e—1)  2x ~ x-1 2x*_2x  x—1 2x

b) lim X___ =2 __o porque el denominador siempre es positivo y el numerador siempre es
2 (x+2)? 0 d y
X = — + . . .
(c+2) negativo en las proximidades del punto x = —2. (En este caso no son
necesarios los limites laterales).
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4. Limites y continuidad de una funcidn definida «a trozos»

Hazlo tu

2x—3, si x<3
T en x=0 yen x=3. Estudia su continuidad.
x—2, six=3

* Halla el limite de la funcién f(x) = {

En x=0, como 0 < 3, /z’mof(x) = lz’mo 2x-3)=-3
x =3 esun «punto de rupturar. Por ello, calculamos los limites laterales:

lim_ flx)= lz’naz_ (2x-3)=3

x—3 x—

lim f(x) = lim, fix)= lim (x~2)=1

— No coinciden; por tanto, no existe el limite.

Esta funcién es discontinua en x = 3, porque el limite en ese punto no existe. Tiene un salto finito en
él. Para los demds valores de x, la funcién es continua porque estd formada por trozos de rectas.

5. Funcién continua en un punto

Hazlo tu

2x -5 si x<1
* Halla el valor de % para que la funcién f(x) = {x"i k5 : ; _1 Seacontinuaen todo R.

La funcién es continua si x = 1 porque estd formada por dos trozos de rectas.
Estudiamos la continuidad en el «punto de ruptura» x = 1:
f(1)=2.1-5=-3

lim (2x-5)=-3

x—1

;gl—-mlf(x) - lz’7¢11+(x+/e)=l+/e

Para que exista el limite debe ser -3 =1+, — k=-4

Si k=-4 se cumplen todas las condiciones para que sea continua en x =1 y, por tanto, en todo R.

Pagina 187
6. Ramas infinitas y asintotas
Hazlo tu
* Estudia las asintotas de las siguientes funciones:
3x -1 X3 22
V- DI=25 VD=2

a) * Asintotas verticales:

x=2=0 > x=2

lim 3x=1_5 _ too — x =2 esuna asintota vertical.
x=2 x-2 0
Si x—> 27, <f(x fx) > —oo

-2
Si x— 27, <f(x)=f=+> Fx) = +oo

19



¢ Asintotas horizontales:

/l/m 3.X‘ -1

X —too 4

=3; y=23 es una asintota horizontal.

Estudiamos la posicién de la curva.

fy-3=x=1_3_ >

X
x—=2 x—2

Si x— +oo, f(x)—3>0. La curva estd sobre la asintota.
Si x = —oo, f(x) —3 < 0. La curva estd bajo de la asintota.

b) * Asintotas verticales. No tiene porque su denominador nunca se
anula.

¢ Asintotas horizontal u oblicua.

Como el grado del numerador es una unidad mayor que el del
denominador, hay asintota oblicua. Dividiendo obtenemos:

3
X _x— 2x — y=x es asintota oblicua.
x2+2

x%2+2

Estudiamos la posicion:

Ix Six—+00(d<0) fix)<y
x2+2 [Si x> =00 (d>0) flx)>y

d=f(x)—y=-

c) * Asintotas verticales:
P—4=0 > x=+2
x? 4

lim —%— == = too — x =2 esuna asintota vertical.
X — 2 xz p— 4 0

Si x> 25 (f=t =) 5 flw) > —eo.

Si x— 27, (f(x)=$=+> = flx) = +oo.

2
lim —X— = 4 _ too — x=—2 es una asintota vertical.
x—==2x2_4 0
Si x— 27, <f(x): :+> — flx) = +o0.

Si x> 27, (fl) =L =) = fl) > oo,

¢ Asintotas horizontales:

lim =1 — y=1 esunaasintota horizontal.

X —too

X —

Estudiamos la posicién de la curva:

2 2 2
Cqoxt _q_x=x+4 4
e x*—4 x2—4 x2—4

Si x — +oo, flx) — 1 > 0 — La curva estd sobre la asintota.

Si x — —oo, flx) — 1 > 0 — La curva estd sobre la asintota.

20
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS GUIADOS

v

C.E.: CE 3.3. (EA 3.3.1.-EA 3.3.2))
Pagina 188

1. Limites en el infinito

* Calcular los siguientes limites:

2
a) lim 2% b) lim V3% O lim X *3
X — 400 4x2+1 x—+00 5 4 ] x—+t00V o _ 2D

a) , Sx _ 5 5

= porque el numerador tiene grado 1 y el denominador también, ya que Jx? = x.

lim = =2
X Jhx? 41 J4 2
b) lim 13

T 0 porque el grado del numerador serfa % y es menor que el grado del denominador, que es 1.

2
C) [z'm x“+3
X — +oo X —

= +oo porque el radicando tiende a +co al ser un cociente de polinomios en el que el
grado del numerador es mayor que el del denominador.

2. Limites de una funcion definida «a trozos»

1

= si x<0
* Dada la funcién f(x) = ?fx _5 si 0<x<4 hallar xl_z)r:zoo fx), xLirzzm fx), lz’rg_ Sy lz’nz fx).
Ox —x* si x24

. xéiﬁnmf(x) = x/l,';”m (9x—x?2) = —
o lim f(x)= lim 1_p
X — —o0 X — —0 X
o /7 = /7 l:l:_w
Jm S0 =t o=

. x/inzll S = x/f)nz+(9x —x%=20

11'7141 )= lz’n41_(3x —5)=7 — No existe el limite en x = 4.

3. Asintotas
ax -5

* Determinar 2 y b para que las rectas x=2 e y =4 sean asintotas de la funcién f(x) = =—

3x+b’

Para que la recta x =2 sea unaasintotade f(x), el denominador se debe anular en la abscisa dada. Por tanto:
3.2+46=0 > b=-6

Para que larecta y =4 sea una asintota horizontal, debe ser /im_f(x) = 4.

Jim () = lim “w->_a por ser un cociente de polinomios del mismo grado.

x—%0 31 h 3

12x -5

i: = 14 =
3 4 - 4=12 — Lafuncidénes f(x) E

21
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4. Ramas infinitas en funciones exponenciales y logaritmicas

¢ Estudiar y representar las ramas infinitas de las funciones siguientes:
a) flx) =1,5* b) f(x) = 0,4*-2 o fx) =In (2x-4)
a) * Asintotas verticales. No tiene por ser continua.
* Asintotas horizontales.

lim 1,5% = +co por ser una funcién exponencial con base mayor que 1.
X — 400

lim 1,5°=0 por el mismo motivo.
X — —o0

Luego y=0 es una asintota horizontal cuando x — —oco.

Tiene una rama parabdélica cuando x — +oo.

/

-

|
b) e Asintotas verticales. No tiene por ser continua.
* Asintotas horizontales.

lim 0,4*-2=-2,yaque 0,4*— 0 cuando x — +oo.

X — +oo

lim 0,4°-2 = +eo, ya que 0,4° — oo cuando x — —oo.

X — —o0
Luego y=-2 es una asintota horizontal cuando x — +co.

Tiene una rama parabdlica cuando x — —co.

\

B

¢) El dominio de definicién de la funcién es el intervalo (2, +o0) ya que se debe cumplir que 2x—4 > 0.
En el dominio es una funcién continua y no tiene asintotas verticales.

Estudiamos el comportamiento cerca del punto x = 2 por la derecha. Podemos verlo evaluando
algunos puntos.

x=2,001 = /n(2-2,001 —4)=-6,2
x=2,0001 = /»(2-2,0001-4)=-8,5

lz'n21+ In(2x—4) = —oo

Luego x =2 es una asintota vertical cuando x — 2*.

Tiene una rama parabdlica en el infinito de crecimiento cada vez mds lento hacia arriba por ser una
funcién logaritmicay /lim In(2x —4) = +eo.
X — +00

e

|

22
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5. Existencia de asintotas

¢ ;Tiene alguna asintota la siguiente funcién?:

X —-3x*—4x+12
fla) - =32
:Qué relacién hay entre su grifica y la de g(x) = x? — 42

* Asintotas verticales:
Estudiamos el comportamiento de la funcién en x = 3, punto que anula el denominador.

X0 —3x*—4x+12 _ 0

lim 0 Indeterminacién. Tenemos que simplificar la fraccién:

x—3 x—3
-3 —4x+12  (x=3)(x*-4) 4
= = x° —
x-3 x-3
X0 —3x%—4x+12 . 2 B
Luego xlz_»m3 3 —xlz_%(x -4)=5

Por tanto, en el punto x =3 no tiene asintota vertical. En ese punto hay una discontinuidad del tipo III.

¢ Ramas en el infinito:

3 2
Sixz2 8 flx)=2 ‘3’;_‘34’”12 —x2 4= gl

Luego la funcién es una pardbola salvo en el punto x =2, donde no estd definida.

Tiene dos ramas parabdlicas hacia arriba cuando x8 —co y x8 +c0 yaque /lim f(x) = +oo.
X — too

23
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

v

C.E.: CE todos los tratados en la unidad (EA todos los tratados en la unidad)

Pagina 189

Para practicar

Limite cuando X - +x y X = -x

1 Determina cudl es el limite cuando x — +o0 y cuando x — —co en las siguientes graficas:

AUNEVE
~F

Y

a) lim f(x)=—co
m ) = oo

b) lim f(x)=+eo
Jm f@)=0

o lim flx)=2
im, ) =2

2 Calcula el limite cuando x — +o0 y cuando x — —oo de cada una de las siguientes funciones.
Representa los resultados que obtengas.

a) flx) = x> — 10x

o flx)=7-3x

e) fla)=1—-(x—2)2
g f®) = 5-%7

b) f(x) = Jx*— 4
d) flo) =—x? +8x+9
f) flx) =7x* —x°
h) flx) = (x + 1) — 242

a) xé};noo (x3 = 10x) = + oo /

xé’;:noo (x3 - 10x) = —

b) xifﬁﬂwvxz—4=+w \ /

2

lim Yx*—4 = +o0
X — —oo

24
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C) xgﬁ”w (7—396):—00 \

lim_(7-34) = +oo

d) xézznw (%% +8x+9) =—oo

xé’{noo (%% +8x+9) =—oo

e) xlz’m [1-(x—2)%]=-o

— +oo

L [1 —(x—2)]=-

X — 400

£) lim Ix?-x3)=-c0 \

xlﬁ,” (7x% = x3) = +o0

g) lim (5-x)7%=+eo \ f

xé,;:noo (5 _x)Z = too

h) x[ﬁz’;;n()(} [(x+ 1)% = 2x?] = +o0 /‘

xé’r_nw [(x+ 1)3 —2x?] = —oo

25



__ 3
)= P

_ x*+5
d)f(x)—ﬁ

a =0

) x=oo (x —1)2

b) lim 2 - 4o
X > t00 3

c) lim -1 _»

£) lim 3-2x _y

X — too —zx

b) ) = 52

o flo) = 2235

im
x==oo (y —1)2

Jim 5 <o
Jim 2 =2
lim X245 _ e
x>—o0 1 —x

S 3226

im =
x>0 5—2x

0 flx) = 2
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3 Calcula los limites de estas funciones cuando x — +c0 y cuando x — —oo y representa en cada caso
las ramas que obtengas:

x —1
x+2

H flo) = 2=2%

5-2x

Y|

41

i

4 2

_25

4}

/

26
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4 Calcula el limite cuando x — +o y cuando x — —co y representa los resultados.

- - _ 112
a) fl0) = " b) f(x) = 1) o flx) = 322
3 2 2

d) fl) = L= e ol _3x’-Tx+2

0= Gy A ERA i
Para calcular estos limites debemos tener en cuenta la regla de los grados del numerador y del denominador.

2 2
a) lim —F— = too lim %= —
X—+400 X — X—>—0 X — 1

2 2
b) lm —2X___3 lim —3%"__ _
) x=eo (x —1)2 X0 (x —1)2
_______ 3l _ >
-~
2 2
o m 12127 _ 4 lim 1_1%’6 4
x—too By x—-o 3y
e | B
Cl l—x l—x
) X — oo (2x+])2 X =2 (2x+1)2
/ \
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\

£ lim M =3/2

lim M =3/2
x—+e0 Dy L 4y 9

x—~=0 2y 4 4x 9

5 Halla el limite cuaando x — +c0 y cuando x — —oo de cada una de estas funciones:

3 fw) = 2 b) fo) = 25

+3
_537 _2
9 fe= @ oo - 2
a) lim X _ _o lim —2%_ -2
X —> 400 4 X — —oo x_S
3 3
b) lim = =7 oo =7
x=eo 4y 43 X~ 4x? 13
c) lim > =0 lim 5~ = too
X > +oo xS reo D
, 2% ,
O Jm, 5= i, (2739 = v o0

6 Halla el limite cuando x — +o0 y cuando x — —oo de las siguientes funciones:

3—x six<0

si x<3
2) flo) = {5— si x23 b) flx) = {2 si x=0
x+
si x<4 si x<2

Q) f) = { d) flx >—{

+27% si x>2

log)x si x>4

a) lim f(x):xiiizzw (5=x)=—o0 -0

X — 400

b) lzm fx) = lim

x =40 x+l

Hm f@) = lim B -x) = veo

Jim_ )= lim 22

o lim f(x) = lzm log, x = log, o0 = oo

X — +oo

d) xéz}ﬁo fx) = xé{;;nw 1+2%=

lim 1+ -1
X — 400 2X

Jm f6) = dm 2=2 i f6) =l 3x = veo
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Limite en un punto

7 Calcula los siguientes limites:

a) lz’;ri3«/x2—2x+l b) lz’n%log2<34x_5>
x— x— —-X

) I 2x -1 d) I x

¢ x1111728x+2 xl—%x—Z

a) f(x) = 3x® —2x + 1 esta definida y es continua en x = 1.
Por tanto, /z’ml 3x?—2x+1=31-2+1=0.
x—

b) f(x) = log, (3496_—;) estd definida y es continua en x = 2.

Por tanto, xlz_’mz Zog2<34x__xs> = log2<2__g) = log2<%> =_1.
2x—1 0
C) lim e x+2 26‘5/2:60:1

x—»i

d) Debemos estudiar el limite por la derecha y por la izquierda:

lim X __ oo

x—2t x—2
lim —* —=—c
x—2"x—2

Como los limites laterales son distintos podemos decir que no existe el limite en x = 2.

8 Sobre la grifica de f; halla los limites cuando x tiende a:

/e

a) lz’r_rg it b) ll'1_713 . fx) c) xll;”f) f=)
& lim £ o lim 3 D lim f
a) +oo b) —co <2

do €e) 3 f)o

9 Relaciona cada una de estas expresiones con su gréfica:

a) xlzz;g fx) =2 b) 51:75 flx) =4 c) xl% f(x) no existe
D4 D) 4 @ 4
2 ° 2 2

r | 234 /‘ 234\ /| 234
:Alguna de ellas es continua en x = 3?

2) I b) I o 11
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2 .
2l st x<0
x+1 six=20

10 Dadala funcién f(x) = {

B lm f)  b) lim flo) 9 lim f)
a) 5
b) 4

O lim f) = lim f) = lim f() =1

2x si x<3
L4 _ 2 .
11 Dada la funcién flx) = xz _39 six>3 calcula:
x“ —3x
a) lz'176 fx) b) lz’n% fx) c) lz'ng fx)

a) Como 0 < 3, lz'n% fx) = 11'7%296 =0.

b) x =3 esel punto de ruptura. Usaremos limites laterales.

/z’7¢31_ 2x=6
lim f(x) = 2
x—3 lim X = 2.0 — Indeterminacién.

x—3% 2 —3x 0

Para calcular el limite por la derecha necesitamos simplificar la fraccién:

¥*-9 (x+3)x—3) x+3

x2—3x  x(x=3) x

2_
lim % 2 _ lim m=2
x—3"x2_3x x—3" «x

Luego los limites laterales son distintos y /z’m3 f (%) no existe.
e

2 _8

c¢) Como 5 > 3, [sz(x)-[iriﬁsxz "5

x*-2 six<-1
12 Enla funcién: f(x) = 13x -1 si —-1<x<4, halla:
4x+3 si x4

a) lim flx) b) lim flx) o) lim flx)
a) x=—1 esun punto de ruptura. Usaremos limites larerales para calcular el limite.
lim _(x2 -2)=-1
lzm f(x) x;;ﬂ (Gx—1)=—4 Por tanto, no existe el limite.
o

b) x =4 esun punto de ruptura. Usaremos limites laterales para calcular el limite.

sz (Bx-1)=11

/sz(x)— /zm (4 +3)=11 Por tanto, xlz;m4f(x):11

¢) Como 9 > 4, lz;m9f(x)= 112;19(4«/;+3)=15
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13 Calcula los siguientes limites:
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2 3
a) lim 2%~ +3% b) lim X1 O lim X+2
x—0 X x—-1 x2+x x—'72x2_4
. x2_x_2 , x+3 T |
d) a{l—»”i x—2 © xlg’}3x2+4x+3 D ’{z—’n{xz—l
2
a) lim 26"+ 3% _ Iy, x(2x+3) =3
x—0 X x—0 X
S = [ (x+1)(x2—x+1)_i__
b) xlin_i] x2+x - xlf.n_il x2+x - xlin_i] x(x+1) - _1 - 3
X+ 2 (x+2) _ 1
SO L0 P Py S
oxtox—2 . (x+D(x-2)
G = m Gy 73
, x+3 _ (x+3) __ 1
e) xlin—i3x2+4x+3 —xi7"_13 (X+3)(X+1) - 2
4 2 2 _
f) 1Z'mxz_—1: /[mwzz
x=1x -1 x-1 x2 -1
Pagina 190
14 Resuelve los siguientes limites y representa los resultados:
/ X / x2+x
D b) = \
, x2 , x3 :
° xlin—z x% 4+ 2x 9 ’{% xt 1042 I
|
P Sl S I
V e i
Sixo 1 5 (f=t=r) f() > - |
- |
*Six—1" = (f(x):f:+) S(x) = +oo \I
2
b) lim X+%_ 0 _ Indeterminacién.
) lim 2 0 ndeterminacién \
x2+x_x(x+1)_x+1_ Xt ex g x+l _1
2 2 _x’xl% ) _xh—»n%)x_()_
*Si x> 0" = (flg=t=o) () > —oo
*Si x> 0" — <f(x)=i=+> fx) = +oo
+
2
I X :i:ioo |
9 R x*+2x 0 /:
|
“Si x> -2 — (f(x)=i=+) F6) = 400 |
+
|
“Si x> 2" = (f=t=-) () oo =
|
|
|
/
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3
d) lim ﬁ SRR Indeterminacién.
x=0 x4 _10x2 O

XS X3 X

1022 x2(2-10) x2-10

0 A 0k w0210
f(0) no estd definido.
Si x<0, f(x)>0 ysi x>0, f(x)<0

X3 ’ X =0

15 Calcula los siguientes limites y representa los resultados:

2

a) lz’mixz_x_6 b) lim X —2X*< =3x+2
x=3 x?_3x x=1x2_2x+1

. x?—2x / X+ x*
c) lim d) lim X T2
=0 x3 4 x2 x=-1x242x+1

4 2

lim X -1 li 2x“ -8

€) a1 b x%x2—4x+4

. xt—x=6_0
?) x[l—’m3 x2-3x 0

x2—x—6 _ (x+2)(x—-3) _x+2
x* —3x x(x—3) x

— Indeterminacién.

lim 2ox=6 lim X2 _3
x—3 x2_3x x—3 X 3

Dando a x valores préximos a 3 podemos averiguar cémo se acer-

ca por ambos lados.

2
b) lim x=3x+2 0 Indeterminacién.

x=1 x2_2x+1 O

x2—3x+2 _ (x=2)(x-1) _x=2
x?—2x+1 (x—1)2 x—1

Simplificamos:

2
I X-=3x+2 0 _ g x=2 _

x=1 52 _2%+1 0 x-1 x-1

Sixo 17 = (fg=T=+) f@) > e

“Si x> 1t <f(x):f:_> Fl) = — oo

2
o lim*~ =2x _ 0 _ [ndeterminacion.
x=0 34x2 0

x2—2x= x(x—2) __x=2
Brx? x+l) xlx+1)
x?—2x o o x=2 =2

lim = lim =
x—0 X +x2 x—0 x(x‘l'l) 0

=+ oo

*Six—>0 — (f(x =:=+> f(x) > +oo

$Si x>0 5 (f9=T=) f) > e
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3 2 |
d) Ilim _xex” 0 Indeterminacién. |
x=-1x242x+1 0 :\
%2+ x? _ x*(x+1) _ x? :
x2+2x+1 (x+1)2  x+1 I
1
X0+ x? - I x2 D S :
=1 x4 2x+1  x—-lx+1 0 |
|
*Six =17 = (f=T=-) () - \
. Si x> 1" — <f(x)=i=+> F(3) = oo
+
, x4—] 0 . .,
e) lim 2——=-- — Indeterminacidn. 4 }
x-1 x—-1 0

X1 2 +1)(x2-1) ~ G2+ (e +1) (x=1) _

x—1 (x—1) = 1 (x2+ D+ 1)

4
lim % _11 = lz’m1 [(x2+ D+ 1] =4

x—=1 x—

Dando a x valores proximos a 1 podemos averiguar como se acer-
ca por ambos lados.

2
{_‘ // 2X —8 :g
) i 0

2% -8  2(x=2)(x+2) _ 2(x+2)

— Indeterminacién.

|

|

|

|

) |

2 —dx+4 x_2)2 x—2 |
)

, 22 -8 4, 2(x+2)_§_ oo !
f%x2_4x+4 _xh—{nz x—2 o * I
|

*Six—>2 — (f(x)=i=—> fx) > —o \I

*Si x—>2" > <f(x)=f=+> f(x) = +oo

16 Calcula.
2 5@%(%>2_5x b) lim 10g2(i§:14>5
O lim e d) lim log @3x-5)
o (] -GS
b) lim /0g2<i§:14>5 - zog2<2:f)5 _ log,(2) = Slogy2 = 5
o) lim 1€ o 14" 5 oo esar definida y ser continua en x = 0.

x=0m(x+e)  In(0+e)

d) lim log(2{3x~5)% = 3log (23-10-5) = 3log10 = 3
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17 ;Cuidl de estas funciones es continua en x = 3? Sefala, en cada una de las otras, la razén de su

18

discontinuidad:

a) b) )

2 4 2 4 2\{4

d) e) f)

2a\Es S

d 24\

N

\%]
8]

2 14N

a) Discontinuidad de tipo IV en x =3, porque el valor de la funcién no coincide con el limite en el

punto.

b) Discontinuidad de salto finito (tipo II). La funcién existe en x = 3, pero los limites laterales, aun-

que existen, son distintos.

¢) Discontinuidad de salto infinito (tipo I). Tiene un asintota vertical por la izquierda en x = 3.

d) Continua.

e) Discontinuidad de salto infinito (tipo I). Tiene una asintota vertical en x = 3.

f) Discontinuidad de tipo III. La funcién no estd definida en x = 3, pero existe el limite en dicho

punto.

Cada una de las siguientes funciones tiene uno o mds puntos donde no es continua. Indica cud-

les son esos puntos y el tipo de discontinuidad:

a’ S
4 214
/2/ — E
o 52 4
;) 2 4 \‘zh
JEEdECdcEsicc pise) S S
E .
i 24 m

a) Discontinuidad de tipo Ill en x=-1.

[N

Discontinuidad de salto finito en x =4 (tipo II).

b) Discontinuidad de salto infinito en x=1 (tipo I).

Discontinuidad de tipo IIl en x = 2.

¢) Discontinuidades de salto finitoen x=0 y x=3 (tpo II).

d) Discontinuidades de salto infinito en x=-2 y x=2 (tipo I).
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3 ) Piensa y comparte en pareja. [El alumnado podrd compartir sus decisiones sobre la conti-
nuidad de las funciones para trabajar esta estrategia].

Comprueba que solo una de estas funciones es continua en x = 1. Explica la razén de la discon-
tinuidad en las demas:

x+2 si x<1 2x si x=1 si x<1 1
= b = = d =—
2 f { si x>1 ) 1) { si x=1 9 £ {x 3 six21 ) f) x-1
a) La funcién no estd definida en x = 1. Por otro lado:
lzm (x+2)=3

[zm fx) = 323

xﬂl"

Luego existe lz’ml flx)=3
i

Por tanto, tiene una discontinuidad de tipo Il en x = 1.

b) f(1) =-1
[z’m1 fx) = [z’m1 2x=2

En este caso, tiene una discontinuidad de tipo IV.

O f1)=1-3=-2
/zm_ —2=-2
sz S0 = lzm (x—3)=-2

Esta funcién es continuaen x=1.

d) La funcién no estd definida en x = 1.

N S
lsz(x)—lzmxl 0 +

*Si x> 17 (f)=t =) f) - oo
¢S x> 10 (9= tmt) £ - veo

La funcién tiene una discontinuidad de salto infinito (tipo I) en x = 1.

20 Comprueba si las siguientes funciones son continuas en los puntos de ruptura:

2) flx) = 3—x six<-1 b)f(x)—{ si x<1

x*+3 six2-1 21 i x>1

o F) - 4—x six<0 d)f()—{ si x<2

x—2 six=20 2x—6 si x22

5-x six<3

e flx)=1_ 2

a) f(-1)=(-1)2+3=4
lim (3-x)=4

X ——

lzm (x +3)=4

x——1

b) (1) no estd definido.
lim 1=1

x—1"

lim 2*-1=1

x—1*

o f(0)=0-2=-2

' lim y4—x=2

lim f(x) = x_:O La funcién tiene una discontinuidad de salto finito (tipo II) en x = 0.
x—0 lim (x—2)=-2

x—0*

vx —1 si x<1
log,(x+1) si x>1

f)f()-{

si x23

La funcién es continuaen x =—1.

i 09 =

La funcién tiene una discontinuidad del tipo Ill en x = 1.

IICE
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d) 11'7;217 fx) = 11’7;217(2 —xH)=-2
lz'n21+ fx) = lz’7}21+(2x -6)=-2

lz'm2 f(2)=-2 — La funcién es continua.
X —

) f3) = 525 =2
lim (5-x)=2
lz’m3 fx) = ) La funcién es continua en x = 3.

f) [Z/”f, fx) = lz'rqz}«/x -1=0
lz'r)lz+ fx) = lz’nlz+ log, (x +1)=log,2=1

No coinciden los limites laterales y por tanto no es continua.

21 Indica para qué reales son continuas estas funciones:

a)y:«/x2+2 b) y= 2

x%+3x3
) y=45-2x d) y=In(x+4)
e) y=23% ) y=1lx-5|

a) Continuaen|R.
Su dominio de definicién es IR y su expresion analitica es elemental.
b) Veamos si se anula el denominador de la fraccién:
x443x3=0 5 x3(x+3)=0 > x,=0, x, =3
La funcién es continua en su dominio de definicién, es decir, en IR — {-3, 0}.

¢) Para calcular su dominio resolvemos 5 — 2x > 0. El intervalo solucién (—oo, %] es el conjunto de
valores donde la funcién es continua.

d) La expresién analitica de esta funcién es elemental, luego es continua en su dominio, es decir, en

(-4, +oo).
e) Andlogamente al caso anterior, es continua en IR porque siempre estd definida.

f) Es continua en IR porque siempre estd definida y su expresién analitica es elemental.

22 @ Saco de dudas. [La biisqueda de puntos de discontinuidad puede servir para trabajar esta

técnica].

Estas funciones, ;son discontinuas en algin punto?

1-x% si x<1 x% six=-1
= b =
a)f(x) {x—l si x2>1 )f(x) {—1 si x=-1
c)f(x): 4 si x<?2 d)f(x)= 2%-3 §ix<3
;c si x=>2 Jx—-3 si x>3
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a) La funcién estd formada por un trozo de paribola y otro de recta, luego el tinico punto posible de
discontinuidad serfa el punto de ruptura. Estudiamos la continuidad en él.

f1)=1-1=0
[l,”l’, (1-x%)=0
lim f(x) ="
xﬂlf lim (x-1)=0
x—1*
La funcién también es continua en x = 1, por tanto, no es discontinua en ningdn punto.

b) Esta funcién coincide con la paribola y = x? salvo en el punto x = —1. Luego tiene una disconti-

nuidad de tipo IV en dicho punto.

¢) La funcién estd formada por un trozo de hipérbola, la cual no estd definidaen x=0 < A0) = % = oo),

y otro de recta, luego el Gnico punto posible de discontinuidad seria el punto de ruptura. Estudia-
mos la continuidad en éL.

f2)=2
[1'7}21_% =2
lim f(x) ="~
2 / 11’7}21+ x=2

La funcién también es continua en x = 2, por tanto, solo tiene discontinuidad de tipo IIl en x = 0.

d) La funcién estd formada por dos trozos de funciones cuyas expresiones analiticas son elementales
(correctamente definidas), luego el tnico punto posible de discontinuidad serfa el punto de ruptu-
ra. Estudiamos la continuidad en él.

f(3) no estd definido.

lim 2%=3=1
x—3"

x[zln3 fx) = lim x=3-0 En el punto x =3 hay una discontinuidad de salto finito (tipo II).

x—3*

23 ;Para qué niimeros reales son continuas estas funciones?

W fl =L b) fl) = 52

o) flw) = Vx* +5x +4 d) flx) =In (x2 -2x)

a) flx) por un lado es un cociente, luego los posibles puntos de discontinuidad son aquellos que
anulan el denominador,

Yyx-1=0—->x—-1=0— x=1 — Punto de discontinuidad

Por otro lado hay que calcular los puntos para los que la raiz no existe, que son aquellos que hacen
negativo el radicando,

x—1<0 = x<1

Conclusién: f(x)= 1 s continua en todo IR menos en el intervalo (—o0,1], luego su domi-
yx—1

nio es (1, +00).

b) Por un lado se trata de un cociente, luego los puntos donde no es continua son aquellos que
anulan el denominador.

x2-1=0 > x2=1 > x=+4y1 = x=+1 — Puntos de discontinuidad

Por otro lado hay que ver los puntos para los que la raiz no existe, que son aquellos que hacen ne-
gativo al radicando

x+2<0 > x<-2
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Conclusién: flx) = ;HT es continua en todo IR menos en el intervalo (—o0,—2] y en los pun-
x —

tos 1 y —1. Luego el dominio es [-2,-1)U(-1,1)U(1,+o0).

c¢) Se trata de una raiz, luego hay que ver en qué puntos no existe la raiz, que son aquellos que ha-
cen negativo el radicando.

x2+5x+4<0
1
4

-5+425-16 _-5%3
2 2

2 +5x+4<0 > x=

=/ -
~_
Para x = —1 y x = —4 se anula la ecuacién

+ — +

4 -1 0
+5x+4<0 si xe (-4, -1)

Conclusién: f{x)= ¥x? +5x + 4 es continua en todo IR menos en el intervao (-4, —1).

Luego el dominio es (—o0, —4]U[-1, +o0)

d) fix) es un logaritmo neperiano, luego hay que ver en qué puntos se cumple x*(x — 2) < 0.

x2—2x<0 = x(x—-2)<0

x=0
x=2=0-x=2
— + t
0 2
— — +
5 3 (x—2)
. _
)
0 2 *(x=2)

Luego en xe [0, 2] fi(x) = X —2xes negativa o cero.

Conclusién: flx) es continua en todo R menos en el intervalo [0, 2]. Luego el dominio
es (—o00,0)U—(2,+00)

24 FEstudia la continuidad de esta funcién en x = 1.

X +x—2

= si x<1
S@=7 x-1
4x -1 si x21
Veamos que la funcién es continua en sus dos trozos:
* Si x< 1, podemos simplificar ya que la funcién existe siempre para x = 1:
Prx—2=(x+2)x-1) — f{x) = x + 2 es una recta, por lo tanto, continua.
® Si x2 1, lafuncién es una recta y por lo tanto también es continua.
Nos queda estudiar qué pasa en el punto de ruptura.
lim f(x)= lim (x+2)=3
x—1 x—1"
lim f(x)= lim (4x—1)=3
x—1% x—1*

() es continua.
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Asintotas

25 De una funcién f(x) conocemos sus asintotas y la posicién de la curva respecto a ellas. Repre-
senta la informacién.

si x =17, flx) = +oo si x —> +oo, flx)>-2
x=-17 y=-27.
si x > 1%, fx) > +oo si x —> —oo, flx)<—2

Representa esta informacién.

Pagina 191

26 [El ejercicio puede plantear dudas a los compafieros y compaieras, de
forma que, al ayudarse mutuamente, el alumnado pueda trabajar la comuni- f
cacién (dimensién social)]. — :

Esta grafica muestra la posicién de la curva y = f(x) respecto a sus asintotas.

Di cudles son estas y describe su posicién.

¢ Asintota vertical: x=2 * Asintota horizontal: y=3 j
Si x—27, flx) >+ Si x—>—o0, f(x) =3>0
Si x—>2, flx) > - Si x— 400, f(x)—3<0

27 Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitdia la curva respecto a cada una de ellas:

_ 2x _x-1 _2x+3
a) y= x-3 b)y= x+3 9y 4—x
4x +1
dy= IEx ¢ = 21x Dy=els
a) Asintotas: x=3; y =2 b) Asintotas: x = —3; y=1
1A S
__________ 2l >
(\ _4{ ______ : _______ || ;_'
3 X = X
c) Asintotas: x = 4; y=-2 d) Asintotas: x=1; y=10
Y }E Y}E
I X — 5 X
P R 11 —
) — :
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e) Asintotas: x =

2, 9=0
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f) Asintotas: x = %; y=2

28 Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitda la curva respecto a ellas:

2
x
a =
)y x+4
222 -1
C =
) ¥ 2
R |
)y (x +2)?

\ /-P
X
c) Asintotas: x=0; y=2
Y
______________ 2 ..
\ /
X

e) Asintotas: x=-2; y=0

-~ —25

i

3
b =
)y 2 +1
4
_ X
d)y— x-1
_ 3
f)y P |

b) Asintota: y=10

Y
e SN
X
d) Asintota: x =1
Y E\
1 X

\

f) Asintotas: x=1, x=-1; y=0

1

T
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29 Cada una de las siguientes funciones tiene una asintota oblicua. Hillala y estudia la posicién de
la curva respecto a ella:

2 @) = 35 b) fg = 3*+£=5"
9 fi9 =423 B fl = 222
O flo - 2523 0 fw =223

2
Q) X 35 3,
x+1

,
/I
'
'
'
'

Asintota oblicua: y=3x-3 A

x+1

3+x—x> 3
b) — x+1+x \

Asintota oblicua: y=—x+1 T \

4 -3 _, 3
) 2x =2x 2x /

Asintota oblicua: y=2x A1

2 /
d) X +x=2 _ . 4, 10
x-3 x-3 ’

Asintota oblicua: y=x + 4

,
.
4

Asintota oblicua: y = 2x

—2x*+3 1
f) =23 oy .
L N

Asintota oblicua: y=-x—1
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30 Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitdia la curva respecto a cada una de ellas:

_ (3-%? b o X B D ve 352
a)J’_ 2x +2 )J’— x2+x+1 C)y— x2_4 )y_ x+2
_ 1. 13 49/4 NY
V=TI e 12 P
: - - X
Asintotas: x:—%; y:%x_% -2 _22 476 8
A1
b) Asintotas: y=1 Y
4
-« 2
R o R [
-6 -4 -2 i 6
)
4
_ 4 11 A~
VI D) \
1
Asintotas: y=x; x=-2, x=2 o _22 W X
A\
d) Asintotas: x=-2; y=3x—-0 Y )
\ r /
: !
5 b i
RSNy
E 2/
\ _3,'/

31 ;Cuiles son las asintotas de estas funciones?

a) f(x) =3+ 1 b) f(x) = 2x— 3

x—2 x
a) xéiizzw flx)= xé’:”m flx)=3 — Existe una asintota horizontal en y = 3.

Si hay asintota vertical, existird donde se anula el denominador, es decir en x = 2.
lim_f(x)=—co

x—2
lim f(x) = +oo

x— ZJ

Hay una asintota vertical en x = 2.

No existen asintotas oblicuas porque el grado del denominador de la fraccién es mayor que el del
numerador.

b) i, =1

lim flx)=—

Jm | flx)=—co

No existe una asintota horizontal.

Si hay asintota vertical existird donde se anula el denominador, es decir, en x = 0.
lim _f(x)=0+ o0 = +oo

x—0
lim_flx)=0— o0 = —oo

x— OJ

Hay una asintota vertical en x = 0.
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Hay asintotas oblicuas si el grado del numerador es mayor que el del denominador, en nuestro caso
es asi:

2
flx) = 2x— 3 _ =3 — Existe asintota oblicuay es y = 2x.
x X
Para resolver

32 El tipo de interés anual que ofrece una financiera depende del tiempo que el cliente esté dispues-

6t

to a mantener la inversidn, y viene dado por la funcién 1(z) = R t>0, (¢ en ahos).
+

a) Representa la funcién para un periodo de 10 afios.

b) ;A qué valor tiende el interés si la inversién se mantiene a muy largo plazo?

a) [(z) = 1‘671:1 =6+ ;61 tiene una grafica similar a la de la funcién y = =1 desplazada en ambos
+ + x

ejes y estirada en el sentido del eje vertical.

Evaluamos en los extremos del intervalo de definicién:

7(0)=0, 7(10) = % ~55

— N W AN

X
1234567 8910

b) Si la inversién se mantiene a muy largo plazo, el tipo de interés tiende a:

Iim 1= Ilim or__g
t—>+o0 t—+oo p 4]

33 Meta 14.4. [Tras el visionado del video el docente puede plantear un anilisis de las conse-

cuencias que pueden tener las malas pricticas pesqueras].

El nimero de peces de una determinada piscifactoria evoluciona segin la funcién

S(® =50+ % (¢ en dias).

a) Prueba que la poblacién de peces aumenta durante la primera semana.
b) :El crecimiento serd indefinido o se estabilizara?

a) Calculamos una tabla con los valores de la primera semana.

t 0 1 2 3 4 5 6
f(t) 50 100 | 130 | 140 | 144 | 146 | 147

Podemos comprobar que el niimero crece pero de una forma cada vez mds lenta.

2
b) Para estudiar el comportamiento de la funcién a largo plazo podemos calcular  /im <50 » 100z ) = 150.

X — +00 t2+1

Este resultado indica claramente que el crecimiento tiende a estabilizarse.
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34 La siguiente funcién:
2+2 si 0<z<1
p()=182_¢-1
2
muestra cémo varia la profundidad de la capa de arena de una playa desde la construccién de un
dique (p en metros, ¢ en afios). Si la profundidad llega a superar los 4 m, se tendrd que elevar
el paseo maritimo.

sit>1

a) Estudia si la profundidad es una funcién continua del tiempo.

b) A largo plazo, ;serd necesario elevar la altura del paseo maritimo?

a) La funcidn estd formada por dos trozos.
La funcién del primero es continua por ser parte de una parabola.
La del segundo también lo es porque es parte de una funcién elemental bien definida para #> 1.
Estudiamos la continuidad en el punto de ruptura = 1.

Comprobamos si t[i/”l p(&)=p(1):

p(1)=3
lim_ p)= lim 2+1)=3
p (t) r—1" r—1"
im =
’_)110 lim_p()=lim 82—r-1 =3
r—17* r—>1* 242

La funcién también es continuaen #= 1.

b) Podemos estudiar el comportamiento de la funcién a largo plazo con el limite.

lim p(t)= lim 81‘2—71?—1:4.

t—>+oo t—>+o0 21_2
La profundidad no llega a alcanzar los 4 m porque, si bien tiende a 4, los valores que toma son

inferiores a 4, ya que p(z) = 82— -1 —4-t+l

242 242

Por tanto, no serd necesario elevar la altura del paseo.

35 La siguiente funcién representa la valoracién de una empresa, en millones de euros, en funcién
del tiempo, #, en los dltimos 13 afios.
5-0,1z si 0<t<5
Jf@®) =1a+0,05(t-5) si5<£<10
4,75+0,3(t-b) si 10<2<13
a) Calcula el valor de 2 y de b para que la valoracién de la empresa sea una funcién continua
del tiempo.

b) ;Cudl era el valor inicial de la empresa? ;Y su valor a los 13 anos?

a) La funcidn estd formada por tres segmentos, luego su continuidad en funcién del tiempo depende
de lo que ocurra en los puntos de ruptura.

* Continuidad en x=5 — tlz’_;}ns f@)=£(5)

f(5)=a
lim_fl)= lim_(5-0,19=4,5

, t—5"
tliﬂS f(t) -

) L > a=45
té}n%+f(t)—té}n%+[a+0,05(t—5)]—ﬂ

e Continuidad en x=10 — f/i;nfo f() =£(10)

f(10) =4,75+0,3(10-6) =7,75-0,3b
lim _ f(9)= lim [4,5+0,05(r-5)]=4,75
lim f(t) _ t—10" t—10"
t 10 lim _f()= lz’7¥10+ 4,75+0,3(¢t=b)]=7,75-0,3b
t—

t—10*

— 4,75=7,75-0,3b = 6=10

Si a=4,5 y b=10, lafuncién siempre es continua.
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b) El valor inicial es f(0) = 5 millones de euros.

El valor a los 13 anos es f(13) = 4,75 + 0,3(13 — 10) = 5,65 millones de euros.

36 En una empresa se hacen montajes en cadena. El namero de montajes realizados por un trabajador
sin experiencia depende de los dias de entrenamiento segun la funcién M(7) = % (z en dias).
a) ;Cudntos montajes realizard al terminar el periodo de entrenamiento que dura 20 dias?
b) Halla la asintota horizontal de la funcién M(#) y explica su significado.

a) Hard M (20) = 25 montajes.

b) lim 30z _ 30 — y =30 es la asintota horizontal.
to¥eo t+ 4

Significa que el ndmero de montajes tiende a estabilizarse en 30.

37 El coste de la produccién de x wunidades de un articulo viene dado por la funcién
C(x) = 0,5x + 1000. El coste de una unidad depende del niimero de unidades producidas.

a) ;Cudl es la funcién, Ulx), que da el coste de una unidad si se producen x unidades?

b) Calcula la asintota horizontal de la funcién U(x) y explica su significado.

a) El coste por unidad se obtiene dividiendo el coste de la produccién entre el nimero de unidades
producidas:

——= es el coste por unidad.
x

Ul = Cl¥) _ 0,5x+1000 _0,5, 1000
x x
b) gm Ulx) = gm (0,5+w> =0,5 = y=0,5 eslaasintota horizontal.
X + oo X + oo X

Cuando el ndmero de unidades producidas aumenta indefinidamente, el coste por unidad se esta-
biliza en 0,5, siendo siempre superior a esta cantidad.

Pagina 192

38 Determina, en cada caso, cudl debe ser el valor de 2 para que se verifiquen las siguientes igual-

dades:

. ax+3 _ . axt-2x+7
R T O e
. ax+3 _ 2a+3 2a+3 _ _
a)xl%_’)x—l_ 5 - 5 =-1 8 a=-4
. axt—2x+7 a a
b) xé@mw=—gﬁ—g=—284=6

39 Calcula, en cada caso, el valor de % para que la funcién f(x) sea continua en todo R.

2) f(x) = {x2—4 si x<3

x+k six>3 vbkx  six=2

b) £(x) = {6—(x/2) si x<2

2 . _ i x<
o i 170 20 W

Y lim_ flx)=5= f3)

Zl,7§l+f(x)=3+k 5=3+k%k=2
b) lim_f2)=5

/l’;’}él+f(x)=4+2k=f(2) 5=4+2k —> k: 1/2
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C) l%f(x) / X(Xx+1) -1 = k=1
lim_ flx)=k-2
CD x[;;%z+f(x):m=2 /e—2=2%/c‘=4—>f(x)=2

40 Calcula % para que las siguientes funciones sean continuas en el punto donde cambia su definicién:

2
2+ kx si x<2 x=25 si x=5
= b =12
W S {k—Sx si x22 A F= 4 cs
a) Para que sea continua en x =2 debe ser lan flx) = A2).

£2) = k=10

Como x=2 esun punto de ruptura, calculamos los limites laterales (que deben ser iguales):

lim_f(x)= lim (—x%+bx)=—4+2k
5o

, _ x—27 x _ - b_ - _
xZZ%Zf(x)_ lim f()= lim (k—5%)=k-10 — —44+2k=k-10 > k=-6
x—27F x—27

Con el valor #=-6 se cumplen todas las condiciones para que f(x) sea continuaen x = 2.

b) Comenzamos estudiando la funcién en el punto de abscisa x = 5.

f(5) =k
, o xr=25 0 Sy
x[Zl%S fx) = x[Zl%S 250 — Indeterminacién.

x*=25  (x+5(x-=5) _ x+5

x2—5x  x(x-=5) x

2
lim = =25 _ [z’mm =2
x—5 xz_SX x—=5 X

Si £ =2, lafuncién es continua en x = 5.

Observamos que el denominador también se anula en x =0, luego f(0) no existe. Ademds:

2
, _ J, X°=25 225
lim £ = fim 5= - = =
Por tanto, en x =0 tiene una discontinuidad de salto infinito (tipo I). En el resto de los puntos es

continua.

41 Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

V2—x si x<2 e3> % si x<3
a) f) = L i b)f(x>=110g2(x_2) si x>3

a) Las funciones de cada trozo son continuas porque son funciones elementales, bien definidas en sus
respectivos intervalos de definicién. Estudiamos la continuidad en el «punto de ruptura», en x = 2.

1
2) = —
-1
lim_ f(x)= lim {2—x=0
x—27 x—=2"
lim_ f(x)= 1 1 — El limite no existe porque los limites laterales son

-2 lim f(x) = lim —=— dife

x—27% x—=2tx 2 irerentes.

En el punto de abscisa x =2 la funcién tiene una discontinuidad de salto finito (tipo II).
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b) La funcién estd formada por dos trozos de funciones continuas porque sus expresiones son elemen-
tales y estdn bien definidas en sus respectivos intervalos de definicién. Estudiamos la continuidad
en el punto de ruptura, en x = 3.

fB)=¢=1
lim_ f(x)= lz’m_e3’x =e0=1
lz'm3 f(x)= x; : ~ x;>3 / Nelor1<0[ = El limite no existe porque los limites
¥ x Zré+ f)= x i>né+ 0gy (x =2)=logy 1= laterales son diferentes.

En el punto de abscisa x =3 la funcién tiene una discontinuidad de salto finito (tipo II).

42 Determina a y b para que la siguiente funcién sea continua:

3x+b si x<-2
Sfx) =14 si 2<x<3

ax—2 si x>3

Estudiamos la continuidad en los puntos de ruptura.

* x=-2
f(=2)=4
lz'mz_3x+b=—6+b
iy PO =Y i 4= 4

x—=2

Por tanto, —6 + b=4 — b =10 para que exista el limite y la funcién sea continua en x =-2.
* x=3

f(3)=4
lim 4=4

x—3"

/z'm+¢zx—2=3¢z—2

x—3

lin 59 -

Por tanto 32—2=4 — a=2 para que exista el limite y la funcién sea continua en x = 3.

Si a=2 y b6=10 lafuncién es continua en los puntos de ruptura. En los demds puntos también es
continua por estar formada por trozos de rectas.

2 .
43 Dada la funcién f(x) = x+ax+b sixs 2, calcula los valores de @ y de b para que f sea
4x -2 si x>2

continua y su grifica pase por el origen de coordenadas.

Para que su gréfica pase por el origen de coordenadas, f(0) = 0.
Por tanto, 2-0%+a-0+ b =0, de donde vemos que & = 0.
Exigimos la continuidad en el punto de ruptura:
f2)=2-22+4.-2=24+8

lim_ 2x%+ax)=2a+8

X —

x/z_’mzf(x)= 11’7}21+ln(x—1)=0 Luego 22+8=0 — a=-4

La funcién es continua en el resto de IR porque estd formada por dos trozos: uno de pardbola y otro
de funcién logaritmica bien definido.
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2 +2x2+9

x*-9

44 Estudia el tipo de discontinuidad que presenta la funcién flx) =

en x=3 yen x=-3.

La funcién f(x) en los puntos x=3 y x=-3 no estd definida.
3 2
. o X2 +mxt+9
b 0= fim s
0

Si 334+ m-32+9=0, esdecir, si m=—4, tendriamos una indeterminacién del tipo o

B %2 —4x%+9 x=3)x*-x-3) . x*-x-3 1
Por tanto, si m = —4, lsz(x)— /zm3 2 9 _xl—-S 3 (-3 —xl_{?'é 13 3

La discontinuidad en x =3 es evitable del tipo III.

Para m =—4, en x=-3 tenemos una discontinuidad de salto infinito (tipo I) porque:

x> —4x2+9 _ =54
lzm f(x)—x[inf3 2 9 3 =+

3
. I o X emxt+9
Jim @) = fim, S
0

Si (=33 +m-(=3)2+9=0, esdecir, si m =2, tendrfamos una indeterminacién del tipo .

3 2 2 _ 2
Por tanto, si m=2, [lim X42°+9 g (r+3) (" —x +3) = lim X —x+3 _ =5

x—-3 x2_9 x—-3  (x+3)(x—=3) x—-3 x-3 2
y tenemos una discontinuidad evitable de tipo Il en x = -3.

Para m =2, en x=3 hay una discontinuidad de salto infinito (tipo I) porque:

B K+2x*+9 54 -
/zm f(x) [zm R =+

Si m=—4 y m=2, las discontinuidades en x=3 y x=-3 son de salto infinito (tipo I) porque el
numerador de la funcién no se anula.

45 Calcula los siguientes limites. Para ello, ten en cuenta que, como en el caso de cociente de poli-
nomios, al calcular limites en el infinito, solo importa el término de mayor grado del numerador
y del denominador, y sus coeficientes.

Recuerda también que P = xPIm grado = p/n.
a) It x+3 b) lim 3x -5 AL
X—+00 xﬂ+wm x——c0 3/ 2

3/ [ 12
d) lim 3x e [ x0-7x ) lim V2x7+1

x_'_w«/4—x3 x % 4x -2 o x—=2
Calcularemos estos limites usando el criterio de los grados del numerador y del denominador.
a) lim Ax+3 0 b) lim B3x=5 _ 3 o lim 100x _ _

R e [T 1 =l 32

3/.6
d) x@o% -0 o lim. H e 6 iim «/Zx 1
— X - X — +oo
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46 [El andlisis de la informacién grifica proporcionada por el enunciado permite trabajar la
iniciativa (dimensién productiva)].

Observa la grifica de las siguientes funciones y describe sus ramas infinitas, sus asintotas y la
posicién de la curva respecto de ellas:

RISEREE 18 (5=

a) Asintotas verticales: rectas x=2 y x=4.

Posicién:

Six—27, flx) > -

Si x—>2%, f(x) = +o

Si x=>47, f(x) > —oo

Si x> 4%, f(x) = +o

Asintota oblicua: recta y = % -1
Posicion:

Si x— +oo, f(x) > %—

X1
2
b) Asintotas verticales: recta x =1

Si x——o0, flx) <

Si x— 1% f(x) = +e0

Six—17, flx) > -

Asintota horizontal: recta x=-2 en +oo
Si x = +oo, fi(x)>2

Rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez més rdpido en —oco.

47 Representa, en cada caso, una funcién que cumpla las condiciones dadas.

a) lz'mz_f(x) = —oo; lfmz+f(x) = +00

Jim_f0) =3, £ <35 lim_f@) = +oo
b) Asintota vertical: x =1
lz’nlz_ S = lz’nlz+ J(x) = —o0
Asintota oblicua: y=x+2

diferencia [f(x) —y] <0 si x — xoo

9] lz'ml+f(x) = —oo0; lz'ml_f(x = 400

Jim ) =2, fx)>25 lim f(x) =2, flx) <2
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Y b)

48 Determina el valor de 2 y de & de modo que las rectas x=-1 e y= % sean asintotas de la

funcién f(x) = Z;H'Z .

Después, representa la posicién de la curva respecto a ellas.

* DPara que larecta x =—1 sea una asintota de f(x), el denominador se debe anular en la abscisa
dada. Por tanto:

bo(-1)—4=0 = b=—4
3

* DParaquelarecta y= 5 sea una asintota horizontal, debe ser /_z)nz flx)= %
X Too

, o ax+3 _ a . : : :
Jim fl) = lim  — 4 4 = 4 Porserun cociente de polinomios del mismo grado.
43 46— La funcidén es f(x) = —6x+3.
4 2 —4x—4
Posicién
* Respecto de la asintota x = —1:
S o —6(1,0D)+3 , )
IZQUIERDA: x =-1,01 — f(-1,01) = 41004 =226,5 — xﬁnfl_f(x)-+
o g _ —6(=0,99)+3 _ , _
DERECHA: x =-0,99 — f(-0,99) = 4(0.99)—4 " 223,5 — xil)i’{ll+f(x)_

* Respecto de la asintota y = %:

Calculamos f(x) — %= :Zii _%= 4(;9+1)

(x = +0) = flx) — % <0 — f(x) estd debajo de la asintota.
(x = —00) = fl(x) - % >0 — f(x) estd encima de la asintota.

_ —6x+3
VT T4
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49 Halla las ramas infinitas de las siguientes funciones exponenciales y logaritmicas:

a) y=2%+3 b)y=15"-1
) y=2+e" dy=e*+1
e) y=log(x-3) Dy=1-lnx
g y=In(2x+4) hy=In(@x?+1)

* Consulta las sugerencias del ejercicio guiado 4 de la pdgina 188.
a) Es una funcién exponencial y por tanto continua para todo IR. Buscamos si tiene asintotas calcu-
lando su limite en +oo:

lim  f(x)=+oo

X — +00
lim fx)= S S N Hay una asintota horizontal en y = 0.
X — —o0 400
b) Es una funcién exponencial y por tanto continua para todo IR . Buscamos si tiene asintotas calcu-
lando su limite en +oo:

lim  f(x)=+oo

X —+00

Jim_ flx)=0-1=-1 — Hay una asintota horizontal en y = —1.

¢) Es una funcién exponencial y por tanto continua para todo IR. Buscamos si tiene asintotas calcu-
lando su limite en +oo:

M f) = oo

xélfg flx) =2+0=2 — Hay una asintota horizontal en y = 2.

d) Es una funcién exponencial y por tanto continua para todo IR. Buscamos si tiene asintotas calcu-
lando su limite en +co:

lim_flx)= 1 120+121 5 Hay una asintota horizontal en y = 1.
+00

Lo @)= veo

e) Es un logaritmo, por lo que debemos mirar dénde estd definido.
x=3>0 > x>3 > Dom={x|x>3}
Estudiemos los limites en x = 3 y +oo:

lim _ flx)=+o0

X —+00

/z'm+ f{x)=—oc0 — Hay una asintota vertical en x = 3.
x—3

f) Es un logaritmo, por lo que debemos mirar dénde estd definido.
Dom = {x | x> O}
Estudiemos los limites en x = 0 y +oo:

lim_flx)=—o0

X — +00

lim_f(x)=+c0 — Hay una asintota vertical en x = 0.
x—0

g) Es un logaritmo, por lo que debemos mirar dénde estd definido.
2x+4>0 = x>-2 — Dom:{x|x>—2}
Estudiemos los limites en x = =2 y +oo:

lim_f(x)=+o0

X — +00

lim f(x)=—co — Hay una asintota vertical en x = 2.
x— =2
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h) Es un logaritmo, por lo que debemos mirar dénde estd definido.
x*+1>0 — Dom= R

Estudiemos los limites en +oo:

Jm fx)= oo

JLim flx) = +eo

Por tanto, no existe asintota horizontal.
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Cuestiones teoricas

% ) [La justificacién de las afirmaciones es una oportunidad para trabajar la destreza expresién
oral de esta clave].

:Verdadero o falso? Justifica la respuesta y pon ejemplos.

a) Si no existe f(2), no se puede calcular 517}12 fx).

b) Si no existe f(1), f(x) no puede ser continua en x = 1.
¢) Una funcién no puede tener dos asintotas horizontales.

d) Una funcién puede tener tres asintotas verticales.

S

e) Si g(a) =0, y=~—— tiene asintota vertical.

g(x)
f) Lafuncién y =2 no tiene asintotas.
a) Falso. En una discontinuidad evitable de tipo I1I no existe la funcién en un punto pero si existe el limite.
b) Verdadero, ya que no se cumple una de las condiciones de la continuidad.

c) Falso. Puede tener cero, una o dos asintotas horizontales. Tendrd dos y serdn y = 2 e y = & cuando,
por ejemplo, cumpla:

I =a
im_ f(x)
lim flx)=0b
im f(x)
d) Verdadero. Incluso puede tener infinitas asintotas verticales, como ocurre con la funcién y = zg x.
e) Falso. Si f(a) =0, puede ocurrir que la funcién tenga una discontinuidad evitable en x = 4.

f) Falso. Porque /lim 27%= lim 1o ylarecta y=0 esunaasintota horizontal cuando x — +co.
X — +oo X — +oo 2X

51 Explica, en cada caso, cémo debe ser el numerador de la fraccién Jim ——————— para que
el resultado sea: 2x"=5x+3
2) +0o b) —oo 00 d 3
a) Debe ser un polinomio de grados 3 o superior en el que el coeficiente del término de mayor grado

sea positivo.

b) Debe ser un polinomio de grado 3 o superior de forma que el coeficiente del término de mayor
grado sea negativo.

c¢) Debe ser un polinomio de grado 1 o inferior.

2

d) Debe ser un polinomio de grado 2 en el que el término en x? sea 6x2.
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52 Dada la funcién f(x) = ax” + bx""! + ... + b, justifica si son verdaderas o falsas las siguientes
afirmaciones:

a) Si a>0 y n es par, entonces xéi;zzm J(x) = —oo.
b) Si 2> 0 y n es impar, entonces xéi’zzw f(x) = +oo,
¢) Si a<0 y n es par, entonces xlgﬁo J(x) = —o0.

d) Si 2<0 y n esimpar, entonces lim_f(x) = +oo.

a) Falso.

JJim f(x) = lim ax"=+eo porque ax”>0 alser n pary a>0.
b) Falso.

Jim f(x) = lim ax"=—co porque ax” <0 alser n impary a>0.
c) Verdadero.

JJim f(x) = lim ax"=—co porque ax”<0 alser n pary a<0.

d) Verdadero.

/ 2, n n i
= =+ r > r n impary a<0.
JJim f(x) = lim ax oo porque ax” >0 alser » impary <0

Para profundizar

2
53 Calcula  [im @ —ax cuando 2>3 y 0 <a<3. ;Paraquévalorde a es el limite un
— 400 g0

nimero real? ;Cudl es ese limite?

3x? —5x e 3x% —5x — ax® + ax _ B-a)x?+(a—-5)x
x—1 x—1 x—1
e 4>3
_ 2 _
lim B-a)x"+(@-5)x = —oo, ya que el coeficiente de x2 serfa negativo.
X —+00 x—1
e 0<a<3
— 2 p—
lim B-ax"+la=5)x _ +oo0, ya que el coeficiente de x? serfa positivo.
X = too x—1
2
* DPara que el limite sea un niimero real, el resultado de la operacién @ — ax debe ser un
x —

cociente de polinomios del mismo grado, es decir, el grado del numerador debe ser 1.

2
B-a)x+(@a-5)x —>3-4=0 — 2=3

x—1
2
lim (M—Sx)= lim =2%_ __)
X —> +oo x—1 X —>+o0 x—1

54 Halla los siguientes limites (utiliza la calculadora).

a) xlz’m x—x b) x[,'m IL
— 400 e — +00 nxX
O i (7 & tim (075 - )
3 3
a) x=50 — 5%:2,41-10_17—> lim X~ =0
e X too X

1000 , x
=1 - = 144,76 —
b) x = 1000 n1000 76 xl—lﬁzm Inx

¢) x=50 — 250-50=1,13-10" — lim (2% x") = +eo

= +o0

f) x==50 = 0,75~ (=502 = 1,76 - 10 > lim_ (0,75~ x?) = +oo
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55 a) Halla lzm

1 . Para ello, multiplica numerador y denominador por el binomio conju-
x —

gado (Jx +1).

b) Con el mismo procedimiento, calcula li"i x _42 .
Xx—-4 X —

1 0 ..,
a) lim =L = (—) — Indeterminacién.
x—1 & -1 0

x—1 _ (x—l)(«/;+l) B (x—l)(«/;+l) = x4 ,ox=1 _ +1 =
-1 (x-DEx+1) x-1 = dxel > -1 = a1 =2

Jx-2 (0) .,
b) x[i 4~ \o — Indeterminacidn.

oz (R-2)(ke2) 4
=4 (e-)(x+2) (-4 (x+2) Vx+2
/zm( -1

x—4 x—4 x—>4‘/;+2 4

56 Calcula los siguientes limites:

a) lim |x-2| b) lim x|x|
|| |x-2|
C) xlf»’zzoo x—-2 d) xé+oo 2x

a) xli;zloo |x—2| = xl_zirfw (x—2) = +o0 xé@m |x—2| = xé@m [-(x—2)] = xéf@w(—x+ 2) = +oo

b) lim x|x|= lim x?>=+e0 lim x|x|= lim [x(=x)]= lim —x?=—co
X — +00 X — +00 X > —co X — —oc0 X = —o0

X =400 x — X—>t+oo o X—>—00 g X——00 x —
oo lx=2 o x—2 1, Ix=2] 0 =2, xe2 1
R R I T R S ")

57 Halla las asintotas de las funciones siguientes:
2
D fe = 2

a) * Asintota Vertical x=2.

o |Six—=27, fly) > -
Posicién
Si x—2% flx) > +o0
¢ Asintotas horizontales:
2x
lim | | lim —2%_ _2
X—+400 50 _ 7 X—+400 50 _ 7

Larecta y=2 esuna asintota horizontal cuando x — +co.

lim |2x2| = Ilim —2x =2

xX——oo x — x—=—oo x—2

Larecta y=—2 es una asintota horizontal cuando x — —oo.
b) * Asintota vertical x = 0.
Sl X—>O_, f(X)—)—oo

Posicién:
Si x—>0% flx) > +oo

54



MNAYABACHILLERATO
Matematicas aplicadas a las
Ciencias Sociales |

¢ Asintotas horizontales:

-2
i F2 k-2
X — +oo X X — +oo X

Larecta y=1 esuna asintota horizontal cuando x — +co.

x—2 _
lim Ix=2] -l =Xt2 -4
X — —oco X X — —oo X

Larecta y=—1 es una asintota horizontal cuando x — —oo.
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AUTOEVALUACIGN

v

C.E.: CE 3.3. (EA 3.3.1.-EA 3.3.2.) CE 3.4. (EA 3.4.1.)
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2x -5 si x<3

1 Calcula el limite de f(x) = { en los puntos de abscisas 0, 3 y 5. Disi f es
x?

—x-7 si x>3
continua en esos puntos.

2x =5, x<3
f()_{ -x-7, x>3

lim f@)=2-0-5=-5

lz’n;_f(x)=2-3—5=l
xlllnS f(x) < x[;n;+ -3 371 No tiene limite en x = 3.
x[zZnSf(x)=52—5—7=I3

Es continuaen x=0 yen x=5. No es continuaen x =3, porque no tiene limite en ese punto.

2 Halla los siguientes limites:

a) lim2x-1 b) lim o lim—*%
x—0 x—5 x+4 x4 (x — 4)?

a) /z'm2x’1 1L

N S 1 _1
) Im 4 J49 3
) lz ——— =+c0 (§Si x> 4" osi x—> 47, los valores de la funcién son positivos).
—4 (x— 4)

fil CHHE
[ e

Sobre la grifica de estas dos funciones, halla, en cada caso, los siguientes limites:

lim 0 lim fG); lom f; tim_f)

o
<

lim_ f(x)=+ oo
a) lzm f(x) < xl:ni Fx) = —oo No tiene limite en x = 3.
lz’mzf(x) =1 xl_z:;ﬁof(x) =0 xé[risz(x) = too
b) 11’17% flx) =0
lm;_ flx)=3
x[%f (20 < "[;’7}21+ A=1 No tiene limite en x = 2.
lim f(x) =—o

(Jim [ =3
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4 Halla las asintotas de la funcién f(x) = 24x +: y estudia la posicién de la curva respecto a ellas.
El dominio de definicién de f(x) es IR — {4}.

* Estudiamos lo que ocurre en x = 4:

9511}14 fx) = x/% % =% =+o00o — Larecta x=4 esuna asintota vertical.
Posicién:
IZQUIERDA: X = 3,99 — % =898 — x@rgf% = +oo
DERECHA: x = 4,01 — % =-902 — xli?@% =—
* Asintotas horizontales:
x/_z:rfw fx) = xli’zfzm % =—2 — Larecta y=-2 esuna asintota horizontal.

Posicidon:

Calculamos f(x) — (-2) = 24x +; +2= y 9 "

Si x = 400, f(x) — (-2) <0 — La funcién estd por debajo de la asintota.

Si x — —oo, f(x)—(-2) >0 — Lafuncidn estd por encima de la asintota.

5 Justifica qué valor debe tomar & para que la funcién f(x) = {ax -2 sixsl sea continua en [R.

4x —2a si x>1
f(x) B {mc—2 si x<1
4 —2a si x>1
La funcién es continua para valores de x menores que 1 y mayores que 1, porque ambos tramos son rectas.
Para que sea continua en x =1, debe cumplirse: lz’m1 fx)=£(1)
f(Q)=a-2
11'7;11_ fl)=a-2

7 x_>

xlli/ri f(x) < ll’”il_'_ f(x): 4 _ 2ﬂ
x%

Para que exista el limite, debe ser: 4 —2=4-2a — 3a=6 — a=2

3 2
6 Halla el limite de f(x) = %%6 cuando x = 35 ¥ — 2; x — +00; x —> —co y representa la
x*—5x+

informaci6én que obtengas.

3 2
o x> —3x :g
xl—>m3x2—5x+6 0

x? (X - 3) x2

Simplifi : =
implificamos G-3) " x_2
3 2 2
lim 32c =3xX"_ _ X" __9 .
x=3 x*-5x+6 x—3x—2 Y E\ /
lim_ f{x)=—oo ? \
e lim S im x? o :
x—2 x2 _ T x52 x— lim flx)=+ o
x*=5x+6 x=2 2+f( )
o lim 03 = lim x? = +o0
X — +00 x2_5x+6 X—+4o0 x_ 7
3 2 2
. X7 =3x" N 2 X - _ oo ! X
< x2-5x+6 xél’@’ x=2 / \: >
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7 Representa una funcién que cumpla las siguientes condiciones:

a) lz’r_nz_f(x) = —0c0 b) lz’7_112+f(x) = 400
<) xl_ztr:zm fx) =0 d) xéi@m flx) =2

Y

2
8 Estudia las ramas infinitas de f(x) = x_2 y sitiia la curva respecto a su asintota.
x —_—

Como el dominio de f es IR — {2}, estudiamos la existencia de asintotas verticales:

2
lim f(x) = lim X~ _(4). too — Larecta x=2 es una asintota vertical.
x—2 x—=2 x—2 0

Posicion:

e zquisroa: x= 1,99 — — L1997 _ 39601 = lim X - e
1,99-2 i )

2,012 2
27 40401 > lim X
2,01-2 e 2

® DERECHA: x = 2,01 —

=x+2+

P , =
or otra parte, f(x) - -

— Larecta y=x+2 esuna asintota oblicua de la funcién.
Posicion:

Calculamos f(x) — (x + 2) = %:

* Si x = 400, f(x) = (x+2)>0 — Lafuncién estd por encima de la asintota oblicua.

* Si x> —oo, f(x) = (x+2) <0 — La funcién estd por debajo de la asintota oblicua.
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