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Para consultar los criterios de evaluacién y los

estandares de aprendizaje evaluables,

C.E.: CE 1.5. (EA 1.5.1.-EA 1.5.2.-EA 1.5.3.) CE 1.6. (EA 1.6.1.-EA 1.6.2.) CE 1.14. (EA 1.14.1.-EA 1.14.2.)
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D E R IVADAS véase la Programacion.

Resuelve

Movimiento de una particula

Una investigadora, para estudiar el movimiento de una particula, la ha iluminado con destellos de
flash cada décima de segundo (0,1 s) durante cuatro segundos. Esta es la fotografia a tamafio real:

1. Aproxima la velocidad de la particula en el instante #=2s hallando su velocidad media en los
intervalos [2; 2,5] y [2; 2,1]. Para ello, toma medidas sobre la fotografia. Observa que Py; P,; y
P, 5 son las posiciones de la particula en los instantes 2 s; 2,1 s y 2,5 s, respectivamente.

2. Calcula las velocidades medias anteriores tomando valores sobre la ecuacién del movimiento de
dicha particula: s = %(t4 - 823 + 1872
3. Halla ahora las velocidades medias en los intervalos [2; 2,001] y [25 2,000001] tomando de nuevo

valores sobre la ecuacién del movimiento de la particula. ;Podemos considerar que esta dltima
velocidad media es muy parecida a la velocidad instantinea en #=2s?

1. La distancia que separa los puntos en los instantes =2 y #=2,5 esde 12,5 mm, luego la velocidad es:

102”55 =25 mm/s = 2,5 cm/s
La distancia que separa los puntos en los instantes =2 y r=2,1 esde 3,5 mm, luego la velocidad es:
22 _ 33 mm/s = 3,5 cms
0,1
2. 51=%(24—8-23+18-22)=12cm 132812
"= vl=%=2,56cm/s
52:%(2,54—82,53+182,52):13,28Cm ’
fi=12em 12,37 -12
- =;=3’77 /
;3=%(2,14—8-2,15+18'2,12)=12,37cm = 0,1 e
3.51=12cm
p=12,003997 =12 _ 3 997 /s
s4=4(2,0014-8:2,001° +18:2,001%)=12,003997 cm 0,001 ’
sp=12cm

_12,000004 —12

- ~4cm/
55=%(2,0000014—8-2,0000013+18-2,0000012)=12,000004cm ¥=770,000001 e

Si podemos considerar que esta dltima velocidad es muy parecida a la velocidad instantdnea en 7=2s
porque el intervalo de tiempo transcurrido es tan solo una millonésima de segundo.

1
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1 ) MEDIDA DEL CRECIMIENTO DE UNA FUNCION

C.E.: CE 3.3. (EA 3.3.1.)
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Hazlo tu
1 HallalaT.V.M.de y=yx-1 en [1,2], [1,5] y [1, 10].

T.V.M.[1,2] = SO - _{1-10 =1

2-1 1
CfO-A) fE-0
TVM. [1,5] = S e - 2o
CA1I0-A) B
TV.M.[1,10] = 101 = 5 =3

Piensa y practica

Piensa y comparte en pareja. [La decisién sobre la correccién de las afirmaciones se puede
aprovechar para trabajar esta estrategia].

:Verdadero o falso?

a) La T.V.M. mide el crecimiento medio de una funcién en un intervalo.

b) Si f es creciente en [a, b], su T.V.M. en ese intervalo es positiva, y si es decreciente, su
T.V.M. es negativa.

¢ SilaT.V.M.de f en [a, b] es 0, significa que f es constante en [a, b].
a) Verdadero.

b) Verdadero. El signo de la T.V.M. depende solo del signo del numerador. Si f es creciente
f(b) > f(a), luego el numerador es positivo. Si f es decreciente, f(6) < f(a), luego el numerador

es negativo.

c) Falso. Solo podemos afirmar que f{a) = f(4). Esto no quiere decir que sea constante.

2 Hallala T.V.M. de la funcién y=x2—8x+ 12 en los siguientes intervalos:
(1, 2], [1,3], [1, 4], [1,5], [1,6], [1,7], [1, 8]

TVM. [1, 2] = ﬂz;:{(l) - 0;5 -5

- 35
TVM. [1,3] = =5~ =2 =4

TVM. [1, 4] < LB _—4-5 _ 5

4-1 3

_f6)-A1) 3-.5
TVM.[1,5) = S50 = =22 =)

T.V.M. [1, 6] = f(a:{(l) - 0;5 -1

_ - 5.5 _
TVM.[1,7] = == 27> =0

Cf®-A) 12-5
TVM. (1, 8] = S —mr =2 =




MNAYABACHILLERATO

Matematicas |

3 HallalaT.V.M.de y= x* — 8x + 12 en el intervalo variable [1, 1 + h].

Comprueba que, dando a h los valores adecuados, se obtienen los resultados del ejercicio ante-
rior.

_ AU+ - A1) (1+h)2-8(1+h)+12-5 _h2_6h _h(h-6)

T.VM. [1,1 +h] 0 0 b 0

=h-6
Dando a h los valores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 se obtienen los resultados del ejercicio anterior.

Pagina 319
4 Calcula f'(a), f'(B), f'(c), f'(d)y f'(e).

PUNTO PENDIENTE
—8) = 2

S VICUR
b ~3)= L
f=3) = 7

c £y =-1
d sy 1
e =-1

¢ £(10)=2

5 @ Comprobamos. [El trabajo con la pendiente de la grifica que propone el ejercicio puede
servir para trabajar esta técnica].

La siguiente grifica muestra el espacio recorrido por un ciclista a lo largo de una carrera.

a) Calcula su velocidad media entre estas horas: ESPACIO (km)
(1, 2], [1, 3], [1; 4,5], [15 5,5] y (1, 6] 100 ¢
b) Halla la velocidad que llevaba a las 2 h. 801
c) Estima su velocidad a las 5 h 30 min. 60T
40+
20t
| TIEMPO (.h)

T 2 3 4 5 6
Vemos los valores que toma la funcién en cada punto:
f(1)=30km
f(2)=50km
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f(3)=60km
f(4,5)=70km
f(5,5)=80km

a) T.V.M.[1,2]= w =20 km/h

T.V.M.[1,3]=w=15 km/h

s JES) - 40
TVM.[1:45]= 75— —= 35 =11,43 km/h

TVM.[1:55]= S22 =D 50 1y

5)5_1 _4)5

b) Aproximamos la velocidad en 7= 2:

f2,5)-f2) 58-50
05 05 ~L0kmh

f2,25)- f2) s54-50
0,25~ 0,25 ~[okmh

f2)-AL5) s50_42
05 05 ~1okmh

f2)- A1,75) 50_46
025 " 0025 \0kmh

Podemos decir entonces que su velocidad a las dos horas es de 16 km/h.

¢) Aproximamos la velocidad en 7= 5,5 (es decir, a las 5 h 30 min):

[0 =155 9080 _ 50 1/

0,5 0,5
f5,5) - f5) 80-75
05 05 ~\Ckmh

Haciendo un promedio, podemos decir entonces que su velocidad a las 5 h 30 min es de unos

15 km/h.
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) OBTENCION DE LA DERIVADA A PARTIR DE LA EXPRESION
ANALITICA

C.E.: CE 1.2. (EA 1.2.1.-EA 1.2.2.-EA1.2.3.-EA 1.2.4.-EA 1.2.5.) CE 3.3. (EA 3.3.1.)
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Hazlo tu

1 Hallala derivadade y = 3 5 en los puntos de abscisas 1, -1y 5.

X —

e fAxh)= A1)
S = fim =

3 3
b= =17

- B
f=175 =72

3 (3.3h
fleby= A =2 —3)= 2

3h
A+ - /1) h-1 _ 3
h " h  h-l

7 _ , 3 _
S = fim 1= =3

f=1+h)- f(-1)
h

.3 3
felsh)= ==

S g,

__3 __
feD =551

fieleh)— fi-1)= (D=

SE
h-3

h
fleh) = f) B-3

h h h-3
11
SV =53

e oSG = f5)
£O= i 5

3 3
f(5+h)_5+h—2_h+3
__3 _
fO) =571
_ 3 1_ -h
f(5+h)_f(5)_h+3 l_h+3
—h
fG+h)-f5) h+3 1
h " h  h+3
)= lml——1 )o_1
f(5)—}{l_7:%( h+3>_ 3
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Hazlo tu

2
2 Hallala derivadade y = x? + 7x en los puntos de abscisas 0, 1, 2, 3, 4y 5.

(x+h)2

fle+h)= 3

+7(x+h)=x72+xh+h72+7x+7h

f(x+h) —f(x) = %2*'Xh+h72+7x+7h—(x?z+7x>:xh+h72+7h

h2
Ax+h)— Ax) _xh+7+7h .
b = b —x+?+7

v faerh) = fl) h -\
f(x)—}{%#—f{%<x+§+7>—x+7

FO)=0+7=7 f)=1+7=8  f2=9  f@ =10 fA&=11  f(5 =12

Piensa y practica

1 ;Verdadero o falso?

a) La derivada de una funcién, y = f(x), en x =4 esla pendiente de la recta tangente a la grifica
de la funcién en ese punto.

b) f'(3) = 0 significa que la tangente a la graficade y = f(x) en x=3 es paralela al eje X.
o) Si f'(2) > 0, entonces f es creciente en el punto de abscisa 2.

a) Verdadero.

b) Verdadero. La pendiente de la recta tangente en x =3 es cero, luego la recta es horizontal.

¢) Verdadero, debido a la inclinacién de la recta tangente a f en ese punto.

2 Hallala derivadade y = % en el punto de abscisa —2.

f(=2+h)— f(-2)
h

f'e2) = lim

= -1 1_-2+h+2__ h
T A N Bl Y5 0% S Ml

_h
f2+h)- f(=2) = lim 2h—4 _ lim —L1 ~

1 _ rg _l
2= lim h T h W Oh—4 4

3 Halla la derivada de y = —2x + 4 en los puntos de abscisas -3, 0, 4 y 7. Explica por qué obtienes
en todos los casos el mismo resultado.

ooy g JE3+h) = f-3)
S = fim, h

f(3+h) —f(-3)=-2(-3+h)+4-10=6-2h—-6=-2h

(3) =l =2 _ _
S )= fim == =2

o )= AO)
SO = fim =
F(h) — £(0) =—2h + 4 — 4 = 2h

(O fim =2h __
£ i -
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. F14) = f(4+h) f(4)

f(4+h)—f(4)=—2(4+h)+4—(—4)=—8—2h+8=—2h

') = lm % -2

. F17) - f(7 + h) f7)

f(7+h)—f(7)=—2(7+h)+4—(—10)=—14—2h+ 14 = -2h

f'(7) = lzm _ﬁh =-2

Como la funcién es una linea recta, crece o decrece siempre de la misma forma y al ser la derivada una
forma de medir el crecimiento de una funcidn, esta debe valer lo mismo en todos los puntos.

Halla la derivada de y = 3x2 —5x+ 1 enlos puntos de abscisas -2,-1,0, 1,2, 3,4, 5y 6.

Calculamos la derivada de forma general y la evaluamos en cada uno de los puntos pedidos.

9 = f(x + h) flx)

f(x+h)—f(x)=3(x+h)2—5(x+h)+l—(3x2—5x+ 1) =
=3x% + 6xh + 3h2 = 5x—5h + 1 —3x2 + 5x— 1 = 3h? + 6hx— 5h

' _ , 3h2+6hx—5h _ , _ _ _
f(x)_hll—%—h —}{%(3h+6x 5)=6x—5

f=2)=-
fl=1) =11
f0)==5
F)=1
Q=7
f3)=13
£(4) =19
£'(5) =25
£ =31
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3 ) FUNCION DERIVADA DE OTRA

C.E.: CE 3.3. (EA 3.3.1.)

Pagina 322
1 [La comprension del enunciado propuesto sirve para trabajar la _fW .S
destreza comprension escrita de esta clave]. 22
:Verdadero o falso?
Las rectas tangentes en un punto cualquiera, x, a las grificas de 2=/
y=fx) e y=f(x) +5 son paralelas.
X0

Eso significa que las dos funciones tienen la misma funcién derivada.

Verdadero, porque al ser paralelas las rectas tangentes en cualquier punto, deben tener la misma pen-
diente en todos los puntos.

2 Halla la derivada de f(x) = % y, a partir de ella, calcula f'(4), f'(-1), f'Q) y f'(5).

x —
3 3 x—2—-x-h+2
flx+h)— flx) ) x+h—2 x-2 _3. (x+h-2)(x-2) _ -3
h h h (x+h-2)(x—-2)
o farb-f 5
S = fim h = fim, w+h-2)(x—2)  (x—2)2
"4) = =3
f@=7
(—1) = =L
fe ==
f'(1)=-3

(5)< =L
f6=3

3 Halla la funcién derivada de f(x) = yx —3 y calcula las pendientes de las rectas tangentes a la
curva en los puntos de abscisas x=4 y x=7.

fa+h)- flx) Jx+h-3-yx-3 (x+h-3-x—3)(fx+h-3+{x-3) _
h h h(/x +h=3+x-3)
_ x+h—-3-(x-3) _ 1
h(Wx+h-3+yx-3) JYx—3+Jh+x-3

vy g S = flg 1 1
f(x)_hll—% h _f{%«/x—3+«/h+x—3_2«/x—3
4) = L

f-1

7) =L

f@) = i
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4 Halla la funcién derivada de f(x) = x> + 2.

flx+h) - flx) _ (x+h)?+(c+h)? - (x° +x?) x2+3hx?+3h%x+h3+h?+ 2hx v x? — 53 — %2
h - h N h N

_ 3hx? +3h%x+h3+h?+ 2hx
h

=3x2+3hx+h?+h+2x

fle+h)— flx)
h

f(x) = hlz’n’g = h/l'n% (Bx? + 3hx+ h2+ h + 2x) = 3x% + 2x
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4 ) REGLAS PARA OBTENER LAS DERIVADAS DE ALGUNAS FUNCIONES

C.E.: CE 1.3. (EA 1.3.1.-EA 1.3.2.) CE 3.3. (EA 3.3.1.-EA 3.3.2.)
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1 Halla las funciones derivadas de estas funciones:
Jx? 3f
Af®) =+ b)fx)= é Ifw) =%  Hf@=V2  of ) et
a) f'(xs) = 5x4
’ 1 1y _ _2
0 () s}
(3N i3y 1 3y-1_1 —2i3_ 1
o £ ()= £ sx 35
(3] 2 23 _ 2, 03)-1_2 13__2
[ 3«F X312 . 413 (.516)_ 5 (5161 __ 5
o) f( 5 = Fllx >=E’“( ) -
Pagina 325
Hazlo tu
1 Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:
a) f(x) =55~ 222 +3x-7  b) g(x) = 5x - 33x* o) h(x) = 23[
a) f'(x) =5 -4x>—2.2x+3=20x> —4x+3
b) g(x)= 6&_363@=6x1/2_36x4/3
. 2.1 12 37 4 1/3_£_43«B3
g(x)—ﬁzx B3x SE 3 Vx
c) hix) = 2 1/3 =3x~43
) 4\ _ 4 4
b (X) = 3'(-;).96' 7/3=—W=—x23‘/;
Hazlo tu
2 Hazlo ta. Ha.lla la funcién derivada de las siguientes funciones:
- x—73x+1 _ a3 -5x% 4 2x -1
2 fw) =3 b g - £=3x4] ) b = X =55

1 (54)x 1 L 625

2) f1) = 173 125

4 _L X /71625 x
F1) = 36257 n625- 182 625

(2x—3)-(x2+x—3)—(x2—3x+1)-(2x+1) 2x% —x? - 9x+9- (27 —5x% —x+1)  4x? _8x+8
(x*+x—3)2 (x*+x—3)? S (P ex—3)2

b) g'(x) =

) /J(x)=xz—5x+2—l
x

h'(x) =2x—-5+ %
x
10
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Para practicar

Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:

2 f(x) =5x* +7x-24x

“10x+7 - L

) =5 2%+ 7 -2 . 1
f'(x) =5 2x722& y

3 fl(x) = V323 . €*
f(x) _ B x3 & = ngS/z &

- B @xm e B(3 e vl - g(g)

4 - oo

_ 1 cosx
f(x)_ 24 2%

f,(x):L‘(excosx—exsenx)Zx—exmsx2x[n2:L‘gxmsx_exsmx_exwyxlnzz
24 (2%)2 Y 7%

1 € (cos x —sen x —In 2 cos x)

- 24 2%

5 fW)=x-3".1gx

f'(x)=3"tgx+x-3"In3-tgx+ x'23x
cos” x
log, x
6 fl- l082%*
x
1 1 1
f,() ;-H-X—lonzx-l H—Zngx l—an/ogzx
x) = = =
x? x? x2n2
3
7 f(x)= 2x —2x+3
x
5.3 1 -2
f(x)=2x—;+?=2x—5«;+3-x
f'(x):2+%+3~(—2)x‘3=2+%—%
2
8 =&+l
f(x) x* -1
£ = 2x(x2—1)—(x2+1)2x: 2x3—2x—2x3—2x: —4x
(x*-1)2 (x*-1)2 (x*-1)2
9 f(x) = (arc sen x)(x + 3)
f'(x) = 1 (x+3)+(arcsenx)-1= X+3 | e senx

V1—x2 V1—x2

n
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10 f(x) - arc sen x

cos x

L osx— (arc sen x) (—senx) —S55X_ o5 x + (arc sen x) sen x

[ = 147 = V1-x :6052x+«/1—x2(arcsenx)smx
cos’ x cos? x J1= 2 cos’x

X

M flw) = 20

- Lo
Je) =5

@ =—§sx + %sx/nszsxxln%

X

Pagina 326

Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:
12 f(x) = sen (x*> - 5x +7)
F'(x) = (2x = 5) cos (x* = 5x +7)

13 f(x) = ¥(5x+3)% = 5x + 3)?/3

’ 2 -1/3 10
- 2(5¢+3) 18510
[0 =5 06x+3) 335 3

14 f(x) = sen® 3x+%

(O0%)'=20
D 5(371 3x+— (senD) -cos[l
3x+— =

- l T T T
f'(x) = 25€n 3x 2 cos 3x+ 2 -3= 636n(3x+ 2)605(3x+ 2)

También, usando la férmula del seno del 4ngulo doble, podriamos dar el resultado de esta otra manera:

f'(x) = 2sen (3x + %) cos <3x + %) -3 =3sen (6x + ) = =3 sen 6x

15f()_M

2(1-/n10 log x)
x2 10

> i) =

2 log x
fly = 22

16 f(x) = cos 3x— )
f'(x) = =3 sen 3x—m)

17 f(x) = V1+2x
A «/1+2x



MNAYABACHILLERATO

Matematicas |

18 f(x) =xe?*+1
f'(x) - €2x+1 +x€2x+1 .2=€2x+1 (1+2x)

19 _ sen (x* +1)
J& o
_ 2x«/1—x2cos(x2+1)+[xsen(x2+1)]/«/1—x2: 2x (1= x2) cos (x* +1) + x sen (x* +1)
1—x? /(1_x2)3

')
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© ) UTILIDADES DE LA FUNCIGN DERIVADA

C.E.: CE 1.3. (EA 1.3.1.-EA 1.3.2.) CE 3.3. (EA 3.3.1.)
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Hazlo tu

1 Escribe las ecuaciones de la tangente y la normal a la curva de la funcién f(x) = In (tgx) enel

. n
punto de abscisa x = %

Para escribir la ecuacién de una recta debemos conocer un punto y su pendiente.

Hallamos la ordenada de x = %z f (%) =In (tg(Z)) =n(1)=0

Punto de tangencia: P(%, 0)

Hallamos la pendiente de la recta tangente: m= f ’(1)

4
el .1 __ 1 (=) 1 _ :_1):_1
f(x)_tg(x) (cosx)?  sen xcosx _)f<4> 0,5 2= 2<x 4 2x 2
Pagina 329
Hazlo tu

1 Halla los puntos singulares de f(x) = 2x> — 3x> — 12x + 3 y determina los intervalos donde crece
o decrece.

Resolvemos la ecuacién f"(x) = 0:
fl(%) = 6x2—6x—12
F0)=0 = 6x2—6x-12=0 = x2—x-2=0 — x;=-1, x,=2
F(1) =2(-1)> = 3(-1)> = 12(-1) + 3 =10 — (-1, 10) es un punto singular.
f(2)=2.22-3.22-12.2+3=-17 — (2,-17) es otro punto singular.
Teniendo en cuenta las ramas infinitas:

xiiﬁnwf(x) = xli”;”w (2x3 = 3x2 - 12x + 3) = +0
xé@mf(x) = x{z’@o (2x3 - 3x2 - 12x+3) = -

Tenemos que los intervalos (—oo, —1) y (2, +oo) son intervalos de crecimiento. En el intervalo (-1, 2)
la funcién decrece.

14
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7 ) OPTIMIZACION DE FUNCIONES

C.E.: CE 1.2. (EA 1.2.1.-EA 1.2.2.-EA 1.2.3.-EA 1.2.4.-EA 1.2.5.) CE 1.6. (EA 1.6.1.-EA 1.6.2.) CE 3.3. (EA 3.3.1.-EA 3.3.3.)
Pagina 331

1 Dadala funcién y = 2 — 1552 + 63x, halla:

Su méximo en:

Su minimo en:
d) [2, 8] e) (1, 8] f) [0, 8]
Llamaremos:

f) =27 =155 +63x — f'(x)=3x% —30x+63=x>—10x +21

Veamos ddnde se anula la derivada:

x2-10x+21=0 — XZW - x=7,x=3

a) En [2,8] tenemos dos puntos singulares en x =3 y x = 7. Tenemos que ver qué valores toma la
funcién en dichos puntos, ademds de en los extremos:

f2)=74
£3) = 81
A7) =49

f(8) =56 — Tiene un mdximo en x = 3.
b) En [2,9] solamente nos falta estudiar la funcién en x=9:
f9) =81 — Tiene un mdximoen x=3 y x=9.
¢) En [2,10] nos falta estudiar la funcién en x = 10:
f(10) = 130 — Tiene un méximo en x = 10.
d) El minimo estien x="7.
e) Nos falta estudiar la funcién en x = 1:
f(1) =49 — Tiene dos minimosen x=7 y x= 1.
f) Nos falta estudiar la funcién en x = 0:

f(0) =0 — El minimo estden x = 0.

2 Se quiere construir una pecera de metacrilato ortoédrica abierta por arriba, cuya base es un rectin-
o el doble de largo que de ancho y con capacidad de 36 dm?>. ;Cuiles deben ser sus dimensiones
80q y P é
para minimizar el gasto de material?

Si el lado menor de la base estd comprendido entre:

a) 1dmy2dm b) 4dmy 6 dm c) Sin restricciones

i )
2x x
18

V =36=2xxz=2x"2 — Z=—
X
S(x) = 2xz + 4xz + 2x% = 6xz + 2x*

Sustituimos zen S(x) = 108 5,2 , donde x > 0.
x



a)

b)

<)

x € [1,2]
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Veamos los puntos singulares de la funcidn, si pertenecen al intervalo, y qué ocurre en sus extremos:

S'(x)=— 1028 +4x=0 — x=3 estd fuera de nuestro intervalo.
x

S(1) =110

S(2) = 62 — Tiene un minimo en x = 2.

Las dimensiones serdn 2 dm x 4 dm x 4,5 dm.
x € [4,6]

Veamos qué ocurre en los extremos:

S(4) =59

S(6) =90 — Tiene un minimo en x = 4.

Las dimensiones serdin 4 dm x 8 dm x 1,125 dm.

En este caso solamente sabemos que x> 0, y que en x =3 hay un punto singular. Veamos si es

minimo viendo cémo se comporta la funcién en los extremos:
/z'n%S(x) =+o0; [Jim S(x)=+c0c — x=3 es un minimo
X — X — oo

Las dimensiones serdn 3 dm x 6 dm x 1 dm.
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8 ) REGLA DE L'HOPITAL

C.E.: CE 3.3. (EA 3.3.1.)

Pagina 332
1 Calcula estos limites aplicando la regla de L’Hépital:
a) lim i —x 2 —4x-2 b) ltm¢+6
x—-1 x2_4x-5 2 x2+3x-10
0 lm% d) lim X —4x=5
=0 x4 _ 453 5,2 x—5 x2 _8x+15
2x* , sen x
€) xl% 3 sen x b :{% In(x+1)
(3 —x?—4x-2) _(g)_ Lo B3r-2x—-4 1
a) lim 2 _4x_5 \0 = bim, w—4 6
—5x+6 _(O0)_ s, 2x=5_~—1
b) fﬁ’”zx 21 3x—10 <o) 2 oxe3 7
2
I X —3x (Q) 3x~ — 6x =(Q>= 6x—06 _3
% 220 A 43 5,2 \0) x20 43 _12:2-10x \0) 12x2—12%-10 5
—4x -5 <g)_ , 2x—4 _ 6 _
d x[isx 815 \0) Mg T2 73

o lim 2_x2<g) I Ax _0 _g

x—0 3senx \0/) x—0 3cosx 3

senx__ _(O\_ ;. _cosx _ . _
f) jﬁo InGesD) (0)_95%—1 xlzlnocosx(x+l) 1

x+1

2 Halla estos limites aplicando L’Hépital:

// x
a) lim 1-senx b) lim 5x c) lim 8% d) lim —£
x-5 COsx x—0 tg3 x—+0 g x—+00 35,3
) lim l—senx:<g): lim —cosxzizo
xo L cosx 0/ =& —semx -1
2
b) lim 2% —<g>— > 2
) x=0 g3 0/ «x-0 (1+tg23x) 3 3
/ U
o) lim ng=<+°°>= lim X110 _ pp, 1.1
X—+o0 X + o0 X — +00 1 x=+ x  [n10

d i e :<+;'°>= I e =<+;'°>= I e =<+;'°>: lim € _ +oo _
Vs ) S )= s e ) 150 150

3 Calcula /im M

x—0 xln(x+1) ~

(i)
ity (8 )yt ()
T T h(x+1)+—= =0 et ) dn(e+1)+x 0 x+l +ihn(x+1)+1
X+ x+1
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Q9 ) REPRESENTACION DE FUNCIONES

C.E.: CE 1.2. (EA 1.2.1.-EA 1.2.2.-EA 1.2.3.-EA 1.2.4.-EA 1.2.5.) CE 3.4. (EA 3.4.1.-EA 3.4.2.)
Pagina 334

T Representa estas funciones:
a) y=2x°-3x-12x + 8 b) y=-3x* + 443 + 36x% — 90 Q) y=at+4x3
a) () =6x2—6x-12=0 — x;=-1, x,=2

Miximo en (-1, 15).

Minimo en (2, -12). [ Y
J
g.* l 4
[ N
I '70
b) £'(x) = —12x3 + 12x2 + 72x = —12x (x> = x - 6) = 0 b
x=0 100
C1£{1424 115 x=3 -
T I \
4 | A
Maiximo en (-2, =26) y en (3, 99). / _:} \
Minimo en (0, —90). AN |
[ |

=0
Q) f'(x) =4x3 + 12x2 = 4x%(x + 3) = 0 <i——3

Minimo en (-3, -27).

4u

Punto de inflexién en (0, 0). /
x:() . _ / P
f)=0 = x2(x+4)=0 <x:—4 \ |/

Puntos de corte con los ejes: (0, 0) y (=4, 0).

)
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2 Representa las siguientes funciones racionales, siguiendo los pasos de la pdgina anterior:
_ x?+3x+11 _ x*+3x &P
2)y= x+1 b) y= x+1 9= x4
2 2
d = 1 e - X+ 2 - X< — 1
)y P | )y x2 - 2x f)y x?*

a) f'(x) - (2x+3)(x+1)_(x2+3x+11) _ 262 4 2x +3x+3+3—x%—3x—11 _

(x+1)2 (x+1)2
11,
2 .
=7x +2x_28=0%x1=2, x2=_4 :
(x + 1) )t -’ﬁr‘/
=
Miximo en (-4, —5). Minimo en (2, 7). Ip=qHED
%/ . 0
Asintota vertical: x =-1 ‘ °
Asintota oblicua: y=x+2 (T3
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b) £'(x) = (2x +3) (x +1) — (x> + 3x) _ 2x% + 2x +3x + 3 —x% - 3x _ X2 42x+3 20 12
(x+1)2 (x+1)2 (x+1)2 1,
O
Puntos de corte con los ejes: (0, 0) y (=3, 0) o2 - ]
Asintota vertical: x=—1 0
Asintota oblicua: y=x+2 20
2 — 2. 3 3 §
O F(x) = 22T+ )—=x"-2x 2042260 | 26 . -
W+1)? (D2 (2e1)? SRR
Minimo en (0, 0). =4 | =2
Asintota horizontal: y =1 i
d) F) = —2% 5 x=0
(x%+1)2 p
Miximo en (0, 1). 41D
Asintota horizontal: y=0 '
o) f1() = 2x(x? = 2x) = (x* +2) 2x - 2) _ 203 —4x? —2x3 4 2x2 —dx 1+ 4 _
(x% — 2x)2 (x? — 2x)2
2 _ x1=0,73
_—2x —4x+4:0_>xz Zi«/ﬁ:< 1 ‘
x2—2x)2 2 Xy=—2,73 4
( ) {
Miximo en (0,73; -2,73). —
Minimo en (-2,73; 0,73). 4| =2 " 2 4
Asintotas verticales: x =0, x=2 ” /" ‘\
Asintota horizontal: y=1 /A
f) * Dominio = IR - {0}
* Asintota vertical:
lim x* -1 =—oo
x—07 x2
x =0 es asintota vertical
. |
lim =—o0
x—=>0+
¢ Asintota horizontal:
x2—1 1 ; :
)= > = 1- —55 )= 1 es asintota horizontal
x x
Cuando x = —c0, y<1; ycuando x —> +o0, y< 1.
Por tanto, la curva estd por debajo de la asintota.
* Puntos singulares:
£ = 2x-x% —(x2 —1)-2x x5 =263 4 2 _2x _ 2
= 4 = 4 A q
JT 1
') 0 — f(x) no tiene puntos singulares
P g 4 | 12 2 4

Observamos que f"(x) <0 si x<0; yque f'(x) >0 si x> 0.

Luego la funcién es decreciente en (—oo, 0) y es creciente en (0, +oo).
* Cortaal eje X en (-1, 0) y (1, 0).

19
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS

v

C.E.: CE 1.3. (EA 1.3.1.-EA 1.3.2.) CE 3.3. (EA 3.3.1.)
Pagina 337

Hazlo tu

1. Funcidon derivada a partir de la definicion

* Dada f(x) = ﬁ, halla f'(x) aplicando la definicién.

Fle+h)—f() = x+h x _(+h)+D)—x+h+1) x2ix+hesh—x?—xh—x _

x+h+l x+1 (x+h+1)(x+1) (x+h+1)(x+1)
. h
(x+h+1)(x+1)
Sl +h)— flx) ;
vy Ja+h) = f) (x+h+]) (x+1) 1 1
S = i h = h = i, w+h+D)(x+1)  (x+1)2

2. Reglas de derivacién

* Halla f'(x) siendo: f(x) = /n (ﬂ)z
) - x

f(x):2/nx7+1:z[1n(x+1)_znx)]
N 1 1)y 2
f(x)_2<x+1 .1_x>_ x(x+1)

3. Ecuacion de la recta tangente a una curva, que es paralela a una recta

* Halla las tangentes a y = x> — 25 paralelasa y = —x.

Buscamos los valores por los que f'(x) = —1:

f/(x)=3x2—4x=—l - x=4il# — x=1, x=—

f(1)=—1 — P(1,-1) es punto de tangencia

La primera tangente es: y=-1(x—-1)-1 = y=—x

1)1 _2__5 1_5 i
f<3>_ 7" 0""57 Q(3’ 27) es punto de tangencia

La segunda tangente €s:

retfe g3 e gy

20
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Hazlo tu

4. Tangente comun a dos curvas

* Halla la tangente comuiin a estas curvas:
f@) =x?-1 g = (x-2)?
fx)=2x = f'(a)=2a
Aa)=a*>-1
Definimos la recta tangente a f en el punto (2, f(@)) como:
y=a2—1+2a(x—a)=—;z2—1+2wc
g(0)=2(x-2) > g(b)=2(b-2)
¢B)=(6-27
Definimos la recta tangente a ¢ en el punto (4, ¢g()) como:
y=(b-22+2(b-2)(x—b)=—b*+4+(2b—4)x
Si las dos tangentes deben ser la misma, sus coeficientes deben ser los mismos, asi que:
{_42_1=_/72+4
2a=2b-4 — a=b-2

Sustituimos en la primera ecuacidn:

_ 29 _ 1
4b-4-1=4 — b_4 — a i

As la recta tangente a ambas serd: y= —% + %

5. Tangentes trazadas desde un punto exterior a la curva

x2

* Halla las ecuaciones de las tangentes a la curva f(x) = 5~ 2x+3 trazadas desde el punto
A(1, -1).

Buscamos la recta tangente que pasard por un punto P(a, f{a)) con pendiente f'(a):

[f®)=x-2 = fl(a)=a-2

f(a)=%2—24+3

La recta serd: y= fla)+ £@) (6 =)= 2043+~ (c~a) > y=—L +3+(a~2)x
Ademids sabemos que esta recta pasa por el punto A(1, -1):

—1=—%2+3+(a—2) - —‘172+a+2=0 — a=1+45

Tenemos dos puntos de tangencia y dos rectas, ambas pasan por A:

2
P(I+B,4—«B) y recta y=—(l+f) +3+x(—1+«6>

2
Q(l—ﬁ,4+«6> y recta y=—@+3+x(—l—ﬁ)

21
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6. Coeficientes de una funcién

* Calcula los coeficientes 4, b, ¢ de la funcién f(x) = ax® + bx + ¢ para que pase por (0, 5) y tenga
un punto singular en (2, -3).

Pasa por (0,5) — f(0)=c=5

Pasa también por su punto singular (2, -3) — f(2) =82 +26+5=-3 (1)
Ademis si es punto singular, en x =2 se anula la derivada de f:
F)=3ax?+b > £ (2)=12a+b=0 — b=—124

Sustituimos en (1): —162=-8 — a=% — b=-6

La solucién buscada es y = ix3 —6x+5

Pagina 339

Hazlo tu

7. Puntos singulares. Intervalos de crecimiento y decrecimiento

* a) Halla los puntos singulares de la funcién:
f@) =22-12x-8
b) Escribe sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
a) f'(x)=3x>-12=0 — x=+2 tenemos dos puntos singulares:
P(2,-24)
Q(-2,8)
Estudiemos sus ramas infinitas para ver si se trata de minimos o de mdximos:

lim  f(x)=+co

X oo
i flx)=—eo
Por tanto: P es minimo, Q) es mdximo.

b) Para ello debemos estudiar el signo de su derivada:
Si x<-2 = f'(x)>0
Si 2<x<2 = f'(x)<0
Si2<x = flx)>0
Por tanto:

f decrece en (-2, 2) y crece en (—oo0, =2) y (2, +o0).

8. Problema de optimizacion

* De todos los rectingulos de 36 m de perimetro, halla las dimensiones del que tiene la mayor su-

perficie.
Llamamos & y h alabasey a la altura del rectdngulo, respectivamente.
Como el perimetro es 36, se tiene que 26 +2h =36 — h=18-4
Buscamos el rectdngulo de drea méxima:

A=bh=56(18-10)
Hallamos los puntos singulares:

A'=0 - A'=18-26=0 = b=9

22
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Estudiamos si el valor obtenido es un maximo:

Por tanto, para 6 =9 el drea es mdxima.

Calculamos h: h =18 -9 =9 y obtenemos el drea maxima A4 = 81 m2.

Pagina 340

Hazlo tu

9. Estudio y representacion de una funcién polinédmica

* Estudia y representa esta funcién:
f@) =1+ (x-3)>
Por ser una funcién polinémica, su dominio es IR, es continua y no tiene asintotas.

¢ Ramas infinitas:

Lim [1+ (x=3)3] = +e0

Jim 1+ (x—3)%] = -
* Puntos singulares:
f'(x) =3(x— 3)?
f'x)=0 — 3(x-3)2=0 > x=3
Como f(3) =1, el punto (3, 1) es el tnico punto singular.
* Crecimiento y decrecimiento:
Como f'(x) = 3(x—3)? >0 paratodo x = 3, la funcién crece a ambos lados de x = 3 y no es ni
méximo ni minimo.
* Cortes con los ¢jes:
x=0 = y=-26
y=0 > 1+(x=-32%=0 > x=3°=-1 - x=2
* Gréfica:

N N G\ OO

8-6-4-2,] [24 6 8X

10. Estudio y representacion de una funcioén racional

* Estudia y representa esta funcién:

f(x) - 2x2 +8

X

La funcién no estd definidaen x=0 — Dom =IR — {0}

23
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* Asintota vertical: x=0
Posicidn:
Si x>0, fx) > —o0
Si x> 0%, f(x) > +
* Asintotas horizontales y oblicuas:

Como el grado del numerador es una unidad mayor que el grado del denominador, tiene una asintota

oblicua. Dividimos:

fx) =2x+ % — Laasintotaes y=2x

Posicidn:

Si x—=>—o0, fl)—y= % < 0. Curva bajo la asintota.

Si x— +oo0, flx)—y= 8 0. Curva sobre la asintota.
x

* Puntos singulares:

fr(x) — 2Xi;8

2
F)=0— 228 _0 5 22 8-0 - x=-2, x=2
X

f(=2)=-8, f(2) =8. Por tanto, (-2, —8) y (2, 8) son los puntos singulares.
* Crecimiento y decrecimiento:
f'>0 f'<0 f'<0 f'>0

/_2/0\2/

* Cortes con los ejes:

No corta al eje OY.

Lo 228 2 1§20 No tene solucid L
y=0 — =0 > 2x"+8=0 No tiene solucién (no corta al eje OX).

x
¢ Griéfica:
_2x*-8
J 2

-16 8 /] 4 @12 X

24
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Hazlo tu

11. Funcion derivada de funciones definidas «a trozos»

* Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:

1 six<4
a) f=14 = ¥
2x -5 si x>4

b) g(x) = {3—x si x<-1

X +3 si x2-1

2
a) Llamamos f(x) = xz—l y Hx) =2x-5
Ambas funciones son continuas.

f1(4)=472_1=3
F@)=2.4-5-3

Como ambas coinciden, la funcidén es continua en x = 4.

f'l(x)=% — f1d)=2

Como coinciden, la funcién es derivable en x=4 y f'(4) = 2.
022 5 frd)=2

X
La funcién derivada es f'(x) = {2
2 si x24

si x<4

b) Llamamos g;(x) =3 —x y g,(x) =x2 + 3
Ambas funciones son continuas.
g1-1)=3-(-1)=4
LED=(D)*+3=4

} Como ambas coinciden, la funcién es continua en x = —1.

gi=-1—> g1 (-1)=-1

, , Como son distintas, la funcién no es derivable en x = —1.
gh(x)=2x = gH(-1)=-2

—1si x<-1
La funcién derivada es g'(x) =

2x si x>—1
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Hazlo tu

12. Parametros para que una funcion sea continua y derivable

* Calcula 2 y & para que la siguiente funcién sea derivable en el punto que se indica:

ax?+1 si x<2
= =2
/@ {4x—b six>2 o x

Llamamos fj(x) = ax? + 1 y f(x) = 4x— b.
Ambas funciones son continuas.
Para que f(x) sea continuaen x =2, se debe cumplir que £(2) = £(2).

£(2)=4a+1

£2)-8 b}Portamo: 4a+1=8-4
£(2)=8—

Para que f(x) sea derivable en x =2, se debe cumplir que f";(2) = f",(2).

f100=2ax — f1(2)=4a o
fHh)=4 - f,2)=4 Luego 4a =

Resolvemos el sistema resultante:

4a+1=8-b L b3
ha-d | T ATH 07
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS GUIADOS

v

C.E.: CE 3.3. (EA 3.3.2))
Pagina 343

1. Derivadas sobre la grafica

* Observando la grifica de esta funcién y = f(x):

4
2

2 2463\

a) Hallar el valor de f'(-2), £'(3), £'(6).
b) ;Para qué valores de x es f'(x) < 02

a) f'(-=2) =0 porque es constante en las proximidades de x = 2.
f'(3) =0 porque en x =3 hay un minimo.

—5x + 40
3

b) f'(x) <0 en (1, 3) U (5, +o0) porque la funcién es decreciente en estos intervalos.

2. Funcidén polindmica

* Representar una funcién polinémica sabiendo que /im_f(x) = —co, que sus puntos de tangente
horizontal son (0,-3) y (3,2),y que cortaal eje X soloen x=2 yen x=5.

¥l
il

f6) = —% porque la grafica es la recta y = con pendiente — %

Y|

4

3. Producto maximo

* De todos los pares de niimeros mayores que 0 cuya suma es igual a 12, hallar aquel cuyo producto
del cuadrado del mayor por el menor es maximo.

Buscamos dos nimeros x ey que cumplen:
x=2a,y=2t

donde #>a>0;4, €N

Ademis: x+y=12 = 24+2t=12 = x=6-1¢
Definimos la funcién: (%) = (28)% 2(6 —7) = 48> — 8¢

Buscamos sus puntos singulares:
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f/(t)=_24f2+96t=0 — t=0; t=g—2=4

Descartamos la primera solucién ya que por el enunciado sabemos que ninguno de los dos niimeros
puede ser 0, por lo que tenemos el punto singular (4, 256) de f{#).

Si t€(0,4) > f'>0 — f creciente
Si t>4 > f'<0 — f decreciente

Por lo que hemos encontrado un maximo. Por tanto, los niimeros son:

x=2a=4
y=2t=8
4. Grafica de la funcién derivada
* Esta es la grifica de f", funcién derivada de f. 4
a) Obtener £(0), £2) y £'4). RN/,
b) ;Tiene f algtn punto singular? ]
4
¢) Estudiar el crecimiento y el decrecimiento de f. i
/

a) f(0)=-3 f2=0 f“4=3
b) En x=2 se anula la derivada primera. Ademds, esta es negativa a la izquierda de 2 y positiva a la
derecha. Por tanto, la funcién pasa de decreciente a creciente en x =2 y este punto es un minimo.

¢) La funcién decrece en (— o, 2) y crece en (2, +0).

5. Regla de la cadena

*Si f(1)=2, f'(0) =-1, g(2) =3, g'(2) =1, ;cudl es la ecuacién de la tangente a y = g[fix)] en

x=12
glfM]=¢2)=3
DlglfMN=¢gfM]-f(1)=¢'2)-f(1)=1-(-1)=-1

La ecuacién de la recta tangente es y = —1(x— 1) + 3, es decir, y = —x + 4.

28



MNAYABACHILLERATO

Matematicas |

EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
A 4

C.E.: CE todos los tratados en la unidad (EA todos los tratados en la unidad)

Pagina 344

Tasa de variacion media. Definicion de derivada

1 Halla la tasa de variacién media de estas funciones en el intervalo [1, 3] e indica si dichas funcio-
nes crecen o decrecen en ese intervalo:

a) flx) = 1/x b) flx) = (2 —x)3 o flv) = P-x+1 d) flx) =2%

TVM. [1, 3] = f(3;:{(1) _ f(3);f(1)

a) TV.M. [1, 3] = 1/327_1=—% — Decrece

b) T.V.M. [1, 3] = % =—-1 — Decrece
7-1

c) TVM.[1,3] = = 3 — Crece

d) T.V.M. 1, 3] = % -3 — Crece

2 a) Hallala T.V.M. de las funciones f(x) = —x% +5x-3 y g(x) = 1 T en el intervalo [1, 1 + h].

X +

b) Calcula la T.V.M. de esas funciones en el intervalo [1; 1,5] utilizando las expresiones obtenidas

en el apartado anterior.
a) Para la funcién f(x):

_ S+h)— A1) :—(1+h)2+5(1+h)—3—1 _ —1-2h-h?+5+5h -4 _

T.VM. [1,1 +h] o n o 3-h
Para la funcién g(x):
b 1 1 2-h-2
_g(1+ )—g(l)_ l+hel 2 2Q2+h)
TVM.[1,1+h]= A = b = o = Sh.4

b) Para la funcién f(x):
TVM.[151,5]=3-0,5=2,5

Para la funcién g(x):

15]=——-L _ -1
T.V.M.[1,1,5]_2_0’5+4 5

3 a) Compara la T.V.M. de las funciones f(x) = x> y g(x) = 3* en los intervalos [2, 3] y [3, 4], y di

cudl de las dos crece mds en cada intervalo.
b) Calcula el crecimiento en el punto x=-1 de fyde g
a) Para f(x): T.VM.[2,3]=19

T.V.M. [3, 4] = 37
Para g(x): TV.M. [2, 3] = 18
T.V.M. [3, 4] = 54
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b) En [2, 3] crece mds f(x).
En [3, 4] crece mds g(x).

4 Una pelota es lanzada verticalmente hacia arriba y su posicién viene dada por la funcién
s(f) = 30— 57, donde s(#) es la distancia al suelo en metros y ¢ el tiempo en segundos. Calcula.

a) La velocidad media entre =0 y #=3.
b) La velocidad instantdneaen #=2 y en¢=3.

5(3)—s(0) _ 45 _
a) 3°0 "3 =15m/s

b) s'(x)=30-10¢
5'(2)=10 m/s es la velocidad instantdnea en ¢ = 2

5'(3)=0m/s es la velocidad instantdnea en ¢ = 3

5 Halla la derivada de las siguientes funciones en x =1, utilizando la definicién de derivada:

a) flx) =3x% -1 b) f(x) = (2x + 1)2 o) flx) =3/x d) flx) = 1/(x +2)?
, . f+h)- A1) 3(1+h)2-1-2 . 3(1+h%+2h)-3
e B S T

2
3+3h“+6h-3 _ lIim h(3h+0) -6

=}{[—7»}%) h h=0 h
o )= A 2(1+h)+1)%2-9 . (2h+3)?-9
R e s Tl s e
- ll'm 4h2+9+12h—9 - [l’m h(4h+12) - 12
h—0 h h—0 h
o A=A 3/(1+h)-3 . 3_3_3h _
o f Q)= fim h == iy 0
1 1 9—h?—6h-9
v 1 f(l"'h)—f(l)_ . (1+h+2)?% 9 5 9(h+3)2 B
A

“h2-6h _ . —h-6 _-2

" 020 Oh(he3)2  h20 9(h+3)2 27

6 Aplica la definicién de derivada para hallar la pendiente de las rectas tangentes a las curvas

f@) =dx—2*y glx) = 3x+ en x=2.

7
LS -f2) _4@+h)-@+h)2 -4 844h-4-_4h-h2-4 _
h ) h i h o

—f(2 * h})l_ f2) = lim(h)=0

—

@ = lim

1 1
Ly 1
L g2+h)-g@) 3Q2+h)-7 ( )_3h—1+1_ 3
h - h " h " 3h-l
iy 7. &2+h)—g(2) 3
e N T
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7 Observa la grifica de f en la que se han trazado las tangentes en x = -3,
x=0y x=4 yresponde. f

6
a) ;Cudl es el valor de f'(-3), f'(0) y f'(4)? /
b) ;:En qué puntos es f'(x) = 02 5

©) En x =1, ;la derivada es positiva o negativa? ;Y en x = 3?

3 =2 2 4
DF=3 FO=2 =2 \
b) En x=-2 y x=2.

¢) En x=1 laderivada es positiva porque la pendiente de la tangente lo es. Andlogamente, la deriva-
daen x=3 es negativa.

8 Halla la funcién derivada de las siguientes funciones, aplicando la definicién:

a) flx) = (5x2—3) b) fx) =x? +7x -1
) flx) =% -5x d) fx) = x;l
Sk+h)-3 5¢-3
o SEW-f9 2 _5x+5h-3-5x+3 _5
h h 2h 2
, . flae+rh)-fl) 5 5
N e S

b) f(x+h)—f(x)_(x+h)2+7(x+h)—1—(x2+7x—1)_ x?+2hx+h?+7x+7h—1-x*—7x+1 _
h - h - h -

=2x+h+7
f'(x):}{%wz}{%(2x+h+7)=2x+7

9 fle+h)— fl)  (x+h)3—5(+h)—(x*-5%)  x%+3hx?+3h2x+h®—Sx—Sh—x3+5x _
h - h - h -

=3x%+3hx+ h? -5
flx+h)— flx) )

[ = Jim = }{%(3x2+3hx+h2—5)=3x2—5
+h-1 -1
Q) f(x+h)—f(x)_xx+h _xx _x(x+h—1)—(x+h)(x—1)_x2+hx—x—(x2—x+hx—h)_
h - h - hx (x + h) - hx(x + h) -
_ 1
x(h+x)
v feeh) = fly 11
S = i e = iy T2
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Reglas de derivacion

9 Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:

2) flx) = %3 + 7% — b) f(x) = 3 cos (2x + )

9 ) =L i ) f@) ==

e flx) = 7x1+1 +@ f) f(x)=xsen%
g flx) = chl_j h) f(x) =ln3x+e™™
D) flx) = tg_x i) f(x) = 3 arcsen 2x

a)f(x)—— 3x2+7 - 2x—4=x%+14x—4

b) f(x) = —3cos 2x
(%) = =3(=sen 2x) - 2 = Gsen 2x

1.1, I S |
V=5 20x  3x* 2yx
N L 2x-(x+1)—x%-1 Cx242x
DI === e
e) Teniendo en cuenta que £ L«/—
f’(x)=—0.(7x+1)_1.7+£~ 1 __ 7 + V2
(7x +1)2 3 2dx (Ix+1)? 6yx

£) £ =1 -sen Xax-cos X LosonX o X cps X
) f'(x) sen 2+x C0$2 S€ﬂ2+2£‘052

\®)

g f(0) = (x—4)712

f') = ——(x 4)702 =

1
2(x—4)yx—4
h) f(x) =3 +nx+e™

f(x)- +e’x( 1)—;—5

1

2 cos® x

o también f'(x) =

D £ - “’;gz’“

) fe=3—L .. 208
LA («/1—(2x)2 J1—4x2
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10 Aplica las reglas de derivacién y simplifica si es posible.

a) f®) = (5x—a)? b) £ = (L+ %)
) - <3x a)
c)f(x):W d)f(x) e re™
e*
e) flx) = ,/ﬁ £) flx) = <%)3.82x+1
g) fx) = &% cos? 3x h) f(x) = tg® x*
D) f@)=V7-lnx j) fx) =arc tgx?2

a) f'(x) =3(5x—2)%-5 = 15(5x - 2)?
4
) £ = gp (L)

3
v 4 (1 V1 0\ 4 (1e2) [2-1) 4 F-1)(x2+1)2
f("*s—l(z“‘) (—1>s—1( x )( 2 )‘8—1 -

o) f(x) = (6-x

' 2 -1/3 2 1 2
x)==(6-x -1)=—=- =—
[0 =506-2""¢1) RSP T

=1+

& (1+e™2)
d) f(x) = —

fx) = 2. (=2) = =27

") = 1 3x2(x2—4)—x3-2x_l Ix*—4 x"—12x% _
e)f(x)— e (x2—4)2 ) 3 (x2—4)2

2 x2—4
_ 1 [x*-4 x(x® —12x) 1 (P-4 P12«
2x x (x*-4)%2 2 x (x*—4)2
f)f()—— 2o+l 83 200192t (2x +3x2)

g f(x) = 3x2 cos® 3x + x - 2 cos 3x - (—sen 3x) - 3 = 3x% [cos® 3x — 2x cos 3x sen 3x) = 3x2 [cos® 3x — x sen 6x]
h) f(x) = 317 x? - (1+ g% x?) - 2x = Gx 1g% x> - (1 + g% x?)

) f) =7 {lnx

i F. 11 W7
f = = ST

x
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Deriva las siguientes funciones:

2 £ = (255

) fi)) =5 +Unn)?

o Ay =355

) f0-5(255 ) (-

MNAYABACHILLERATO

Matematicas |

3t2+2t

b) f(9) =

d) f(t) = /eSt—z

f) f = m$<3t2+n> +1gt

3t+5 3Vt 9¢45

24 T30 T 64yr
ONACE (6“2><1—(t1>: i;rhzr) (1) _ _31221 . i)t;z
) f’(t)=W+2/m(i)=l;t_ 2ns
d)f'(t)=%e3f—2-\/ﬁ:3‘/?
9 flh— 1 2.(29)24—12%2_2: o g
e i e
0 70k 252 ol ) (Fols)- 2

3 <ﬁ>+ 2tgt

=—=2 cos
2 2 ) cos*t

Deriva las siguientes funciones:
a) f(x) = Jarc cos €*

Q) fx) = sen® x + e *

e) flx) =e*"* . Intgx

g flx) = Vx + x

D) fl) =7+ cosx

b) f(x) = log (sen x?)

4
D fe = 32

f) f(x) =3 cos (In x)
h) f(x) = arctg i::

i) f) = e —e”

e +e™

_ex

2) f1() = e =1

.e
2 arc cos &* Jl — (42

B 2«/476 cos ¢ (1 — &%)

1/2
b =/ / =/ = X
) f) = bn 241 n(x +1> x2+1
ey 11 l(x +1)— x2x K2+l 1-x2 _ 1—x*
£ = 2 x (x2+1)2 x (21?2 2x(x?+1)
x2+1

o) ['(x) = 2sen x cos x + e~ (—sen x) = sen 2x — sen x - e

cos x
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D f09= 4225

1 4
1. ~3/4 gx=1 _ 1/4_2x—1_/ 2.1 7—[712«/;
£ -4 A i ST S i 1= dxin2
(2x—1)2 2x—1 2x+1‘4\/3
) 1 1 1
_ senx It sen x| . _ senx Int
e) f(x) 4 COSX-inigx+e tgx Coszx (4 (COS.X' nigx+ Senx605x>

£) (%) = 3[—sen(in x)].%=_3L(Z”X)

X

Q) fl) = —L <1+21 )_2 1 24x+1_ 24x+1

2 x+«/;' Vx) «/x+«/;‘ 24x _4«/x2+x
, ~1(l+x)-(1-x)1 (1+x)2 -2 ) 1
h - 1 _ _ _
)f(x) . ﬂz (1+X)2 (1+x)2+(1_x)2 (X+1)2 2+2x2 1+x2
l+x

D F - Kt - . In7 -7  xsenx+2cosx

- T [T 1 sen X -x°—cosx-2x _ in _
1) f(X) 7 2& + (x2)2 2& x3

& (1-e%) 1

A e (1+e2) S lee
P - 2 (2)(1+e %) = (1= )2 (=2) _ 202 (1+ 2% + 262 (1— %) _ 4e2%
(1 " €—2x)2 (1 + €—2x)2 (1+ €—2x)2
Aplica las propiedades de los logaritmos antes de aplicar las reglas de derivacién, para obtener la de-
p prop gar p g p
rivada de estas funciones:
2) £(x) = In % b) f) = b [ O Fx) = In (- &)
3

d) f(x) = log Bx-5)" e) f(x) = log (tg x)? f) flx) = log 1

. i

a) flx) =ln(x?+1)—ln(x*> 1)
i) = 2x 2 2x0 —2x—2x° = 2x __—4x

2+l x2—1 -1 i1

b) Ax) = %[[ﬂx—ln (2 +1)]

1—x2

- 253 4 2x

X x24l
o fl)=lnx+lne™=lnx—x
)= L_1-1=x
S® = X L x
d) flx) =3 log B3x—5) — log x

r _ . 3 . 1 _l 1 = 1 9 _l:
fx=3 3x-5 10 x 10 lnlO[Sx—S X]

__ 1 9x-3x+5 _ 6x +5
n10 (3x2-5x)  [n10(3x* —5x)

' 111 2x
X) = —|——
f() 2 4 x

_ 1 x?e1-247
2
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e) flx) =2 log (g x)

f,(x)=2'1+tg2x. 1 =2(1+z“g2x)
tgx  In10  rgx-nl0

) 1) = — £ log(«)

£ = - logz(e)

Pagina 345

Recta tangente y recta normal

14 Halla la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la gréfica de la funcién f en el pun-
to de abscisa indicado en cada caso.

a)f(x)=x2—5x+6 en x=2 b) f(x) =Vx+1 en x=3
©) flx) = 2;3‘” en x=-1 d) f¥) =Ilnx en x=e>

e) f(x) = sen <x+%) en x= &

3
a) f'(x) =2x-5
f@-=0
f2=-1

La recta tangente es y = —1(x—2) + 0, esdecir, y=—x+2

La recta normal es y = _—%(x —2)+0, esdecir, y=x-2

b) £/(x) = —A
)f(X) 2Vx+1
f3)=2
'3) = L
f@=1
La recta tangente es y = L(x=-3)+2, esdecir, y= 1,.2
4 47 4
La recta normal es y = %(x—3)+2, es decir, y=—4x+ 14
vy 1 =(2-23x" 2x_6
C) f (X) = (x3)2 = X4
fED)=-3
f'(-1)=-8

La recta tangente es y = —8(x + 1) — 3, es decir, y=—8x—11

La recta normal es y = _—é(x +1) =3, esdecir, y= L 23

8
") = L
d) f'(x) = .
f(ez) =2
) 1
Fe-L
La recta tangente es y = Lz(x—ez) +2, esdecir, y= %x+1
e e

La recta normal es y = ﬁlz(x —e?)+2, esdecir, y=—e2x+et-2
e
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e) f'(x) = cos<x+%>
7(3)-3
(53
3

La recta tangente es y=— ER (x - %) + %

La recta normal es y= «/_31/2 (x - %) + %, es decir, y= ? <x - %) + %

15 Iﬁh Comprobamos. [El alumnado puede compartir sus soluciones tal y como indica esta téc-
nica).

Determina los puntos en los que la pendiente de la recta tangente a cada una de las siguientes
funciones es igual a 2:

a)y=x2—2x b) y= % ) y=4Vx+3 d) y=In(4x-1)

x+2

a) f'(x) =2x-2
fx)=2 > 2x-2=2 — x=2

I-(x+2)-x-1 2

DS T T e ?

FW=2 > —2 =25 x+2%=1 > x=-1, x,=-3

(x+2)?
ofw=5%
f)=2— &%3=2-+ x+3=1 - x=-2
d)fe)= A

oy 4 1. _3
f(x)-2%—4x_1 =2 — 4x 1-2%36-4

16 Escribe, en cada caso, la ecuacién de la recta tangente a f; que sea paralela a la recta dada.
a) fx) =x% + 4x+ 1 paralelaa 2x+y+1=0
b) f(x) = x> — 3x paralelaa y=6x + 10
©) flx) =

i+; paralelaa 5x—y=0
Q) 2x+y+1=0 = y=-2x-1
Por tanto, la recta tangente debe tener pendiente —2 para que sea paralela.
f'(x)=2x+4
fx)=-2 = 2x+4=-2 = x=-3
f(=3) =2 ylarecta tangente es y=—2(x + 3) — 2.
b) La recta tangente debe tener pendiente 6 para que sea paralela.

fx)=3x%2-3
F)=6 - 3x2-3=6 — x,=—3, x, = {3
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Si x=—y3 = f(=/3)=0
La recta tangente en x=—y3 es y=6(x + J3)
Si x=43 = f(3)=0
La recta tangente en x = V3 es y=06(x— V3)
¢ Sx—y=0 = y=>5«x
Por tanto, la recta tangente debe tener pendiente 5 para que sea paralela.

vy +2)-(x-3) 5
f16 = (x+2)2 _(x+2)2

fx)=5—> %zi > x+2)?%=1 > xp=-1, x,=-3

(x+2)
Si x=—1 — fl-1)=—4
La recta tangenteen x=-1 es y=5(+1)—4
Six=-3 = f(-3)=6

La recta tangente en x=-3 es y=5(x+3) +06

17 Obtén los puntos donde la recta tangente es horizontal y escribe su ecuacién.

a) y=3x*-2x+5 b) y=2x3-3x+1 € y=x*—4x3
2 2

Dyv=x3_12 _x 1 £) yo 2%

)y=x x ey - )y 2.1

Los puntos donde la recta tangente es horizontal son aquellos en los que f'(x) = 0.
a) f'(x) =6x-2
f'x)=0 > 6x-2=0 — x=%

2
1 1 1 14
1)_3(Ll) 5.1 ,5_14
f(a) 3(3) 37073
La ecuacién de la recta tangente es y =
b) f'(x) = 6x%2 — 6x
f)=0 > 6x>-6x=0 — x=0, x=1

f(0) =0 — La ecuacién de la recta tangenteen x=0 es y=0.

14
3

f(1) =0 — La ecuacién de la recta tangente en x=1 esy=0.
) f(x) = 4x3 — 12x2

F0)=0 — 4x3-12x2=0 = x=0, x=3

f(0) =0 — La ecuacién de la recta tangente en x=0 es y=0.

f(3) =27 — Laecuacién de la recta tangente en x=3 es y=-27.
d) f'(x) = 3x2 - 12

fl)=0 > 3x?-12=0 > x=-2, x=2

f(=2) =16 — La ecuacién de la recta tangente en x=-2 es y = 16.

f(2) =—16 — La ecuacién de la recta tangente en x=2 es y=—16.

O (=23
X

2
fl=0 > & ;1 =0 5> x2-1=0 > x=-1, x=1
x

f(=1) =1 — Laecuacién de la recta tangente en x=-1 es y=-2.

f(1) =1 — Laecuacién de la recta tangenteen x=1 es y=2.
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f) fi) = —2

(x*+1)2
F@=0 - ﬁzo = x=0

f(0) =0 — La ecuacién de la recta tangenteen x=0 es y=0.

18 Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes y de las rectas normales a la funcién y = 4 — x? en
los puntos de corte con el eje de abscisas.

Los puntos de corte con el eje de abscisas se obtienen haciendo y = 0.
y=0 = 4-_x2-0 > x=-2, x=2

f(x) = —2x

Si x=-2 — f'(-2) =4. Larectatangenteen x=-2 es y=4(x+2)
Si x=2 — f'(2) =—4. Larectatangenteen x=2 es y=—4(x—2)

Las rectas normales son: en x=-2, y= —% (x+2) yen x=2, y= % (x—2)

Puntos singulares: crecimiento y decrecimiento

19 Halla, en cada caso, los puntos singulares de la funcién y determina los intervalos de crecimien-
to y de decrecimiento.

2) flx) = 22— 8x + 3 b) f(x) = 12x— 322 o flx) = %3 _ 342

d) f(x) =x3+6x2+ 12x e) f(x) = xx—21 £) f(x) - %

a) f'(x) =2x-8
flx)=0 > 2x-8=0 > x=4 f'<0 : f'>0
Como f(4) =-5, el punto (4, —5) es un punto singular. ~ 1

Intervalo de crecimiento (4, +oo). Intervalo de decrecimiento (— oo, 4).

b) f'(x) =12 — 6x
fx)=0 > 12-6x=0 — x=2 F'50
Como f(2) =12, el punto (2, 12) es un punto singular. — 2

“
A
(=)

/

Intervalo de crecimiento (—oo, 2). Intervalo de decrecimiento (2, +oo).
) f(x) =x>—6x
f)=0—> x2-6x=0 - x=0, x=6
Como f{0) =0 y f(6) =-36, los puntos (0, 0) y (6, —36) son puntos singulares.
F50 . f<0 . f50

/o\é/

Intervalos de crecimiento (—oo, 0) U (6, +0). Intervalo de decrecimiento (0, 6).

d) f'(x) = 3x% + 12x + 12
F)=0 - 3x2+12x+12=0 — x=-2 f>0 f>0
Como f(-2) = -8, el punto (-2, -8) es un punto singular. — 2

Intervalo de crecimiento R.
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e) Dom =R —-{1}
o X2 —2x
f(x)—g(x_l)2

2_
fr(x)=0 —> ch_412)’§‘=0 —> x=0, x:z

Como f(0) =0 y f(2) =4, los puntos (0, 0) y (2, 4) son puntos singulares.
/>0 | f'<0 f'<0 f'>0

/0\1\2/

Intervalos de crecimiento (—oo, 0) U (2, +eo). Intervalos de decrecimiento (0, 1) U (1, 2)

f) Dom =R — {2}
f0=

x+2)2

No tiene puntos singulares. Como f"(x) > 0 siempre que x = —2 y la funcién no estd definida en
x =2, los intervalos de crecimiento son (—eco, —=2) U (=2, +o0).

20 Comprueba que las siguientes funciones no tienen puntos singulares y determina los intervalos
donde crecen o decrecen:

a) y=a2+3x b)y:l o y=4x d) y=Ilnx

x
a) f'(x) =3x%+3
f'(®) =0 — 3x2+3=0 no tiene solucién. Por tanto, no tiene puntos singulares.

Como f"(x) > 0, la funcién es creciente en todo IR.

b) Dom =R — {0}
f@=-%
fx)=0— - % =0 no tiene solucién. Por tanto, no tiene puntos singulares.
x

Como f'(x) <0 siempre que x = 0 y no estd definida en x =0, los intervalos de decrecimiento
son (—oo, 0) U (0, +00).

c) Dom = [0, +o0)

' 1
w--L
0= e
f'x)=0 — —L_ _0 no tiene solucién. Por tanto, no tiene puntos singulares.

2/x
Como f'(x) >0 siempre que x = 0, el intervalo de crecimiento es [0, +o0).

d) Dom = (0, +o0)
f@=+

X

fx)=0 — L _ 0 no tiene solucién. Por tanto, no tiene puntos singulares.
x

Como f'(x) >0 en sudominio de definicidn, el intervalo de crecimiento es (0, +eo).

21 Halla los puntos singulares de las siguientes funciones y, con ayuda de las ramas infinitas, deter-
mina si son mdximos o minimos:

a)y=x>-2x2+x+2 b) y=3x2-x> c) y=x4—8x2+10
344

d) y=-3x%—12 -3 f) y= %12

) y=-3x x ey 2.1 ) y="
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a) f'(x) =3x2 —4x+ 1
F@=0 > 3x*—4x+1=0 - x:%, x=1

Como f(%) =§—§ y f(1) =2, los puntos (%, ;—§> y (1, 2) son puntos singulares.

lim  f(x)=—oco
e Por tanto <1, 58) es un maximo y (1, 2) es un minimo.
lim  f(x)=+oo 3’27

X —+ 00

b) f'(x) = 6x - 3x?
fx=0— 6x—3x%2=0 - x=0, x=2
Como f{0) =0 y f(2) =4, los puntos (0, 0) y (2, 4) son puntos singulares.

i f(9=res

lim  f (x)=—oo

) f'(x) = 4x3 — 16x
f'x)=0 — 43 _16x=0 = x=-2, x=0, x=2
Como f(-2) =-6, f(0) =10 y f(2) = -6, los puntos (-2, —6), (0, 10) y (2, —6) son puntos sin-

gulares.

} Por tanto, (0, 0) es un minimo y (2, 4) es un mdximo.

i f(9=res

lim_ f (x)=+oo

X —>+ 00

} Por tanto, (-2, —06) y (2, —6) son minimos.

El punto (0, 10) debe ser un miximo porque estd entre dos minimos.
d) f'(x) = =12 - 12

F)=0—> -12x3-12=0 — x=-1

Como f(-1) =9 el punto (-1, 9) es un punto singular.

im_ f (x)=—eo

} Por tanto, (-1, 9) es un miximo.

g, f)=—
' -6
970 5355

F@=0 > (x5+6’f>z 20 > x=0

Como f{(0) = 3, el punto (0, 3) es un punto singular.

Jm [ x)=0

) él,’floo - 0} Por tanto, (0, 3) es un mdximo.

f) Dom =R - {0}
F)=2x- 4
X

fx)=0 — 2x—%=0 - x=32

Como f(3«/§) =33/4, el punto (3«/1 3 3«/Z> es un punto singular.

lim_ f ()= e

lim  f(x)=+oo

X —+ 00

} Por tanto, (3«/5, 3 3«/2) es un minimo.
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22 Indica en cada una de estas funciones los valores de x en los que f' es positiva y en los que f’
es negativa:

b) <)

a) />0 si x<-1
f'<0 six>-1

b) />0 si x<0
f'<0si x>0

o) f'>0 si x€ (—oo,—1) U (1, +0)
f'<0sixe (-1,1)

Graficas de funciones polindmicas y racionales
23 De una funcién polinémica sabemos que:
i f) = vl )= 0
* Su derivada es igual a 0 solo en (-2, 2) y en (2, -1).
* Corta a los ejes solo en (0, 0) y en (4, 0).

Represéntala grificamente.

24 Representa una funcién continua f(x) de la que sabemos que:

* Sus puntos de tangente horizontal son (-1, -2) y (1, 2).
* Sus ramas infinitas son asi: \4’*\'
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25 En las siguientes graficas describe:
a) Dominio de definicién, ramas infinitas, asintotas y posicion de la curva repecto a ellas.

b) Puntos de tangente horizontal, intervalos de crecimiento y decrecimiento, méximos y mini-
mos.

@
2 /\

o %
) /2 g /
\/

=2
=2

—4

a) * Funcién I:

Dom = (—oo, +00)
Tiene una rama parabdlica cuando x — —oo, xé@m flx) = +oo.
La recta y = 0 es una asintota horizontal cuando x — +o0 y la funcién queda por encima de la
asintota x[énzo flx)=0.

* Funcién II:
Dom = (oo, +00)
xéfliim flx) = +o0
L S0 = v
No tiene asintotas.

* Funcién III:
Dom =(~o0,—4) U (—4,4) U (4, +o0)
im_fx)=0. La recta y = 0 es una asintota horizontal cuando x — —co y la funcién queda por
debajo de la asintota.

La recta x = —4 es una asintota vertical y la funcién tiende a —eo cuando se acerca a la asintota por
la izquierda, y a +e0 cuando se acerca por la derecha.

Jim f(x)=0. La recta y = 0 es una asintota horizontal también cuando x — +co y la funcién
queda por debajo de la asintota.

* Funcién IV:
Dom =(—c0,0) U (0, +o0)

La recta y = x — 2 es una asintota oblicua cuando x — —co y cuando x — +oo. En ambos casos la
funcién queda por debajo de la asintota.

La recta x = 0 es una asintota vertical y la funcién tiende a — por los dos lados.
b) ¢ Funcién I:

Los puntos de pendiente horizontal son (-2, —4) y (3, 2).

El punto (-2, —4) es un minimo. El punto (3, 2) es un mdximo.

La funcién crece en (-2, 3) y decrece en (—oo, —2) U (3, +0).
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* Funcién II:
Tiene un punto de pendiente horizontal en (-1, 2) y otro en (=2, 2).

El punto (-1, 2) es un minimo. El punto (-2, 2) es un punto singular pero no es ni méximo ni
minimo.

La funcién crece en (2, +o0) y decrece en (oo, 2).
* Funcién III:

Tiene un punto de pendiente horizontal en (0, 0).

No tiene ni mdximos ni minimos.

La funcidn crece en (4, +o0) y decrece en (—o0, —4) U (4, 4).
* Funcién IV:

Tiene un punto de pendiente horizontal en (-1, — 4).

Solo tiene un punto singular, el méximo (-1, — 4).

La funcién crece en (—e0,—1) U (0, +oo0) y decrece en (-1, 0).
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26 Comprueba que la funcién y = tiene dos puntos de tangente horizontal,

(-1,-2) y (1, 2); sus asintotas son x=0 e y=x y la posicién de la curva respec-

to a las asintotas es la que se indica en la ilustracién. Represéntala. /\
Cxs L :
flo) = x+ .
2
F=1-L-2=b0 o1 21 >
x x p4
y%
Puntos (-1, -2) y (1, 2). p4
p4
y4
lim_f(x) = +o0; lim f(x) = —o &
x—0% x—07 ‘

Asintota vertical en x = 0.

Asintota oblicua en y = x. ;;/
7
'
//;/
/’,
v
27 Completa la gréifica de una funcién de la que sabemos que tiene tres pun- 1 i
tos singulares: b
<_3’ %)’ (0’ 0)) (3) %) 72‘5//1“/"15;
y que sus ramas infinitas son las representadas a la derecha. =
IR \/ Vol
P2t
i A
.- 2 X
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28 Representa una funcién y = f(x) dela que conocemos:
¢ Dominio de definicién: R — {0}
* Cortaal eje X en x=1.
* Asintota horizontal: y =0
Si x > +oo, flx) <0
Six > —oo, flx) <0
* Asintota vertical: x=0
Si x = 0%, f(x) = +oo
Six > 0, flx} - —oo

* Minimo en (2, -1).

29 Representa y = f(x) de la que conocemos:
* Asintota vertical: x =2
Six — 2% flx) > —oo
Six = 25, fly) = +oo
* Asintota oblicua: y = x/2
Six = +oo, flx) <x/2
Si x = —oo, flx) >x/2
* Cortes con los ejes: (0, 1), (-2, 0), (3,0)

///ﬁfxzi X

2
30 Dada la funcién y = %x comprueba que:
x“+1

¢ Tiene derivada nula en (0, 0).

* Larecta y =2 es una asintota horizontal.

Estudia la posicién de la curva con respecto a la asintota y represéntala.

 fil) = A

(x%+1)2

£(0)=0
£(0)=0

— La derivada en (0, 0) es nula.

45

MNAYABACHILLERATO

Matematicas |



MNAYABACHILLERATO

Matematicas |

o« /7 2% 2% _ ; :
lim a2 lim " =2 — Larecta y=2 es una asintota horizontal.
X — —o0 g X — +00 + X
2x2 2
cf)—2=-2 o _
f( ) 1+ x? x%+1

Como la diferencia siempre es negativa, la funcién queda por debajo de la asintota y = 2.

31 Representa las siguientes funciones hallando los puntos singulares y las ramas infinitas:
a) f) =x>—3x+2 b) flx) = x> — 9x? + 24x - 20
0 flw) = 12x— x> d) flx) = —x* ¢ 4a?
a) Buscamos sus puntos singulares:
f'(¥)=3x*-3=0 — x=1;x=—1 — Puntos singulares A(1,0) y B(-1, 4).
Estudiamos sus ramas infinitas:
x/_ziri'zw flx) = +00
Jlim_flx)=—eo
Por tanto, A(1, 0) tiene que ser un minimo y B(-1, 4) un méximo:

|

3

Y =x—3x+2

=0

I/ G
b) Buscamos sus puntos singulares:
f0)=12-3x> - x=4,x=-2 — A(4,-4)y B(-2,0) son puntos singulares.
Estudiamos sus ramas infinitas:

i fi) s

JHm_f) = —e

46



Vemos que A(4, —4) tiene que ser un minimo y B(2, 0) un méximo:

A
I3

|
y=x —9x2+24x—ZOI

|

E

/

=4 /
<
6

I

c) Buscamos su puntos singulares:
F(0)=12-3x*=0 - x=-2,x=2 — A(-2,-16)y B(2,16) son puntos singulares.

Estudiamos sus ramas infinitas:

lim_flx)=—co

X — 400

JJim_f)=ves

Vemos que A(-2, —16) tiene que ser un minimo y B(2, 16) un médximo:

\ 20
U

y=1

/

-
D

-4 \ ) 0

T

d) Buscamos su puntos singulares:

f'(x)=—4x3 +8x=0 o> x=0,x=y2,x=—42 = A(0,0), B(«/E, 4), C(—ﬁ, 4) son puntos singu-

lares.

Estudiamos sus ramas infinitas:

i [l ==eo
lim_flx)=—co

Y entonces A(0, 0) tiene que ser un minimo, y B(«/i, 4) y C(—«/Z 4) son maximos:
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Para resolver

32 Meta 3.7. [Tras el visionado del video, se puede plantear un debate sobre la urgencia de
reducir el vertido de residuos peligrosos al aire, al suelo y al agua].

La cantidad de material radiactivo que queda al cabo de #afnos en una muestra de 100 gramos,
se puede calcular mediante la funcién C(z) = 100 - 0,68%.

a) Halla la T.V.M. en los intervalos [0, 3] y [5, 7].
b) Halla C'(2) y C'(10).
) Interpreta los resultados obtenidos.

C(3)-C(0) 100(0,68%—1)

2) TVM. [0,3] = =5 —== 3 =-22,85
TVM. [5.7] = D =C6) _ 100 (0,687-0,68%) _ 5 o
7-5 2
b) C'(2) = 100 - 0,68’ /n(0,68)
C'(2)=-17,83
C'(10)=-0,815

Los valores de la T.V.M. nos indican que la variacion decrece, es decir que cuanto mds tiempo pasa
menos material radioactivo queda por cada 100 g. Al inicio, entre 0 y 3 afos, la cantidad de mate-
rial radioactivo decrece mds ripidamente.

Asi, la funcién decrece en dichos intervalos, desde el inicio.

Ademis, su derivada nos confirma que sigue decreciendo a los dos y diez afios, y que a los dos
afios decrecia mds que a los diez afos porque su derivada es mucho menor. La derivada nos indica
la pendiente de la recta tangente en dichos puntos, que va creciendo conforme pasan los afios. Es
decir, la curva decreciente se va suavizando.

33 a) Halla el vértice de la pardbola y = x2 + 6x + 11 teniendo en cuenta que en ese punto la tan-
gente es horizontal.

b) Halla la abscisa del vértice de una pardbola cualquiera y = ax? + bx + c.
a) f'(x)=2x+6=0 = x=-3
Punto (-3, 2).
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b) f'(x) =2ax + b

fx)=0 = 2ax+b=0 — x= E—ﬁ es la abscisa del vértice.

2
f <£_2> =a (E_i) +b (E_f) te= %ijc es la ordenada de vértice.

34 Determina la pardbola y = ax? + bx + ¢ que es tangente a larecta y = 2x—3 en el punto A(2, 1)
y que pasa por el punto B(5, -2).

flx) =ax? + bx+ ¢

f'(x) =2ax+ b
f2)=1 = 4a+2b+c=1 a=-1
f'(2)=2 — 4a+b=2 b=6

f(5)==2 = 25a+5b+c=-2]| ¢==7

La funcién es f(x) = —x2 + 6x 7.

35 Halla el valor de x para el que las tangentes a las curvas y = 3x*-2x+5 e y= x* + 6x sean
paralelas y escribe las ecuaciones de esas tangentes.

F(0)=3x*-2x+5 = f'(x)=6x-2

5 . 6x—2=2x+6 — x=2
2x)=x"+6x = g'(x)=2x+6

Para f(x) = 3x2 = 2x + 5 latangente en x =2 es:
y=10(x-2)+13 = y=10x-7
Para g(x) = x2+6x la tangente en x = 2 es:

y=10(x-2)+16 = y=10x—4

36 Halla @, b y ¢ en f(x) = x° + ax? + bx + ¢ de modo que la grifica de f tenga tangente horizon-
talen x=-4 yen x=0 y que pase por (1, 1).

) =x3+ax® v bx+ ¢

F(x) =3x%+ 2ax + b
f'(-4)=0 — 48-8a+b=0| ,-6
f'0)=2 - b= 0 b=6
f()=1 > l+a+b+c=1 c=-6

La funcién es f(x) = x> + 6x% - 6.

37 La ecuacién de la recta tangente a una funcién f(x) en el punto de abscisa x = 2 es

4x—-3y+1=0. ;Cudl es el valor de f'(2)? ;Y el de f(2)?

Despejamos y de la ecuacién de la recta tangente: y = %x + %
f"(2) esla pendiente de la recta tangente en x = 2, es decir, f(2) = %

Como la recta tangente y la curva pasan por el punto de tangencia, f(2) = %-2 + % =3.
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38 Halla una funcién de segundo grado sabiendo que pasa por (0, 1) y que la pendiente de la recta
tangente en el punto (2, —1) vale 0.

fl) = ax? + bx + ¢

f'(x) =2ax+ b

f(0)=1 > 1=¢ a=1/2
fQ2)==1 = -1=4a+2b+c} b=-2
£'(2)=0 = 0=4a+b c=1

La funcidén es f(x) = %xz —2x+ 1.

39 Estudia y representa.
a) flo) =2 -3x2+ 1 b) flx) = x4 423
c)f(x)=x5—6x3—8x—1 d)f(x)=x4—8x2+2
a) f'(x) = 3x% — 6x
fx)=0 — 3x2—6x=0 —> x=0, x=2
f(0) =2, f(2)=-3 — Los puntos singulares son (0, 1) y (2, -3).

s 0 0 b

xéimw (x3-3x2+1) = +o0

+ —4 -3 2], 1 23 4X
xém (x3-3x%2+1)=-o

b) f'(x) = 453 + 12x2 Y
f'(x):()—)4x3+12x2=0—>x=—3,x=0 20
f(=3) =-27, f{0) =0 — Los puntos singulares son (-3, —27) 0
y (0, 0).
xéﬁ”m (x* + 4x3) = +oo —20 | —10 10 | 20 X
x[_zgzam (% + 4x3) = +oo -10

—20
c)f'(x)=5x4—18x2—8 yisd 6 L8k |1
4
x=2 > f(2)=-33 - (2,-33)
f'(x) =0 — f \ 3
x=-2 = f(-2)=31 = (-2,31) ;

xl_z);zam (x> —6x3 - 8x—1) = —oo 1

s S (a3 _ _
xéTm(x 6x° —8x—1) = +o0 _i5/-10 =5 10 | 15
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d) £'(x) = 4x3 — 16x
x=0 = f(0)=2 — (0,2)
fx)=0 > {x=2 > f(2)=-14 - (2,-14)
x==2 = f(-2)=-14 — (-2,-14)
m (x4 = 8x2+2) = +o0

xl_)z’nlo (x* - 8x2+2)=—oo
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+ 2

B

40 Comprueba que estas funciones no tienen puntos de tangente horizontal. Represéntalas estu-

diando sus ramas infinitas y los puntos de corte con los ejes:

2
I by
_x _ 1
) y= 3 + 4x d) y= w27
. 5
= 0
Ve (x+2)2¢

|
=3 6
Y =
+H2 / 4
—
e 2
—10| -8 —0 —4 —. 4/ 4
g
|
|
2
’ x“+1
b) f'(x) = =—==0
X
Los puntos de corte son: (1, 0), (-1, 0)
6 /
-1 7
= " /'
/
5 L7
A
6| 4| -2 4
/(/ o I
4
)4
)4
7 ‘
p 4
rd
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o f'(x) =x2+4=20
El punto de corte es (0, 0).

T ——

——

N —2 s
Df 6= hise0

El punto de corte es (0, %)

41 Estudia y representa las siguientes funciones:

-1)2 x2
Q) y= % b) y= —% g y- & d)y=
V=216 Vo2 ) Y=1_2
2
: —x“—16 Y
D 0 - =
f (X2—16)2 = 211
Asintotas verticales: x=—4, x=4 6
Asintotas horizontales: y=0 4
No hay asintotas oblicuas ni puntos de tangente horizontal. N2
\\
- - N X
5 \
b) f'(x) _ x2+1 Y|
(1-x%)?
Asintotas verticales: x=1, x=-1 3 -
Asintotas horizontales: y=0 121 -
No hay asintotas oblicuas ni puntos de tangente horizontal. Lk
X
Bl Do 1
ARy
I
|
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c ,x_x2+4x—5 Y
) f10) = (x+2)2

Asintotas verticales: x = -2 yi=

N
—
|
—
<

[e=)

Asintotas oblicuas: y=x—4

No hay asintotas horizontales.

7
V)

Sus puntos de tangente horizontal son:
(1,0), (-5, 12)

U
N

=)

/
/

W

N 2x Y]
d)f(x)‘—(l_xz)z ‘

Asintotas verticales: x=1, x=-1 ————————fFT——#—t

x|

Asintotas horizontales: y=-1

No hay asintotas oblicuas. i

Sus puntos de tangente horizontal son:
(0, 0) 6
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42 Halla las asintotas, los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, los méximos y los minimos
y representa las siguientes funciones:

2 2
= " b =
)y X —4x+3 )y (v —2)?

¥ —x+1 d _ x*-5
rx+l )y 2x -4

) y=

) —4x? + 6x Y \
- —Aax"+0x 5 \
) £ (x% — 4x +3)2 2 \

Asintotas verticales: x=3, x=1

>~

Asintotas horizontales: y =1 ——
—

No hay asintotas oblicuas. 26| 4 ) X

[\S}

Sus puntos de tangente horizontal son:

[
[

an. (39
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vy 4x Y
) £ =~

Asintotas verticales: x =2

>~

Asintotas horizontales: y =1

No hay asintotas oblicuas. —

Sus puntos de tangente horizontal son: (0, 0)

iy 2x% =2 Y
9 ) = (x2+x+1)2

Asintotas horizontales: y =1 T

No hay asintotas verticales ni oblicuas.

Sus puntos de tangente horizontal son: ]

() °

[

o 2x*—8x+10 Y
d)f(x)—i(zx_@2 IR

Asintotas verticales: x =2 6 B>
2

I

N

\

AV
\

Asintotas oblicuas: y = % +1 i Pl

\\ [\ S}
N
™N\
N

No hay asintotas horizontales ni puntos de tangente horizontal.

\|
\
o)

43 Calcula el valor de a para que f(x) = /n ( % ) verifique que f'(2) = 0.

X+a

fx) =2lnx—In(x+ a)

)= 21 2)=1-_1_
f(x)_x X+a %f(Z)—l 2+a

) 1
2)=0 > 1- -0 = g2=-1
f() 2+a “

44 Dadas f(x) = 2x° + 12x> + ax + b, hallael valorde 2 y b para que la recta tangente a f en
x=-2 sea y=2x-3,

Como la recta tangenteen x=-2 es y=2x—3, sec tiene que:
f(2)=2(=2)-3=-7

f(=2)=2 }

f'(x) = 6x%+ 24x + a

F(=2)=2 - 6(-2)?+24(2)+a=2 — a=26

f2)=—7 = 2(=2> +12(-2)2 +26(=2) + b=-7 — b=13
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45 Halla el valor de % para que la tangente a la grafica de la funcién y=x?>-5x+ % en x=1 pase

por el origen de coordenadas.
* Pendiente de la recta tangente:
fx)=2x-5— f(1)=-3
* Punto de tangencia: x=1; y=1-5+%4 = (1,-4+ k)
* Ecuacién de la recta tangente:
y=—4+k-3x-1)
* Para que pase por (0, 0), debe verificarse:

0=—4+k+3 = k=1

46 Halla los puntos de la grifica de f(x) = x> — 3x? + x en los que la recta tangente forma un édngulo
de 45° con el eje de abscisas.

Si la recta tangente forma un dngulo de 45° con el eje OX, su pendiente es 7g45° = 1.
Buscamos los puntos donde f'(x) = 1.

flx) =3x2—6x+ 1

fx=1—> 3x2—6x+1=1 > x=0, x=2

Como f(0) =0 y f(2) =-2, los puntos (0, 0) y (2, —2) son los que cumplen las condiciones del
problema.

47 Dada la paribola y = 5 + 6x — 3x?, se traza la cuerda que une los puntos de abscisa x = 0 y
x = 3. Halla la ecuacién de la recta tangente a la pardbola que es paralela a esa cuerda.

—4-5

3.0 0

f(0) =5 y f(3) =—4. Por tanto, la pendiente de la cuerda que pasa por estos puntos es

Tratamos de encontrar el punto que cumple la igualdad f"(x) = —3:
f'(x) =6—6x
f'x)=-3 =5 6-6x=-3 = x= %

2
Como f(%) =5+6- %_ . (%) = %, la recta tangente es y = —3<x—%>+%_

48 Dada la funcién f(x) = ax? + bx, halla @ y b para que f pase por el punto (1, 3) y en ese punto
la tangente sea paralela a la recta y = 4x + 1.

Pasapor (1,3) = f(1)=3 > a-13+b-1=3 > a+b=3
Para que la recta tangente sea paralela a la recta dada, f7(1) = 4
F'(x) =3ax*+ b

f()=4 > 3a-12+b=4 = 3a+b=4

Ahora, resolvemos el sistema:

ﬂ+b=3 1 b 5
3a+b=4 —)4:5, 2

49 Dadas f(x) =x?—x+1 y glx) = %, represéntalas, halla su punto de corte y comprueba que,
x+

en ese punto, tienen una tangente comiin.

. f(x)=x2—x+1=<x—%>2+%
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Partiendo de la funcién x* solamente tenemos que trasladarla % a la derecha y 3 hacia arriba. Se

4
trata de una pardbola de vértice <é, 2)
o 1
g(x) T x+ 1

1

Partiendo de la funcién = solamente tenemos que trasladarla 1 unidad a la izquierda. Su asintota
x

vertical estard en —1.

Su punto de corte se halla en (0, 1). Vedmoslo:

1
x+1

f)=g0) = x*—x+1= S Wox+D)x+)=1 = P —x?+x+x?—x+1=1 >

- x3=0 = x=0
Ve

+x+1

[ =5

Veamos que tienen una tangente igual en el punto de corte.
Sabemos que la tangente en el punto (0,1) de f se puede escribir asi:
y=f0)+ f(0)(x-0) = y=1+ f'(0)x
Y la de la funcién g y=1+¢'(0)x
Por lo tanto serdn la misma recta si f'(0)=¢'(0).
f)=2x-1 > f(0)=-1
1

(x+1)?

\

g)=-

N\

N

— ¢'(0)=—1 — la recta tangente es la misma: y=1-x

[

10
10 yE xS
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50Halla 2 y b paraque f(x) = ax*—1 y g(x) = ¥? + 3x + b tengan la misma tangente en x = 2.
Recta tangentea fen x=2: y=f(2) +f(2)(x—2)
Recta tangentea g en x=2: y=g(2)+¢'(2) (x-2)
Estas dos tangentes serdn iguales si f(2)=¢(2) y f'(2)=¢'(2):
* f12)=4a-1=10+b=g(2) (*)
* fi(x)=2ax = [f'(2)=4a
Z(x)=2x+3 > ¢ (2)=7

[~

Por tanto: 4a=7 — a-= 4

Volviendo a (*): 6=—4

La recta tangente a ambas funciones es y=6+7(x —2).

51 Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva y = % que pasa por el punto P(4, 0).
x f—

Buscamos el punto # para definir la tangente de fen a: y= fla)+ f'(a)(x — a).
fla)=—1=
f)=—

(x —zﬂ fx)“( mz

La recta tangente es: y = ﬁ - ” 2)2 (x—a)

Queremos que dicha tangente pase por el punto P(4, 0):

1 3 2(a 3)
-2 (a- 2)2(4 49> =

fen (3, 1) que pasa por P.

=0 > 24=3 = y=1-(x-3) = y=4—x esla tangente a

52 Determina, en cada caso, los valores médximo y minimo de la funcién en el intervalo que se in-

dica.
a)y=x2—6x—4,xe[0,5] b)y=x3—6x2+12x—5,xe[—1,4]
0 y=x>-3x% xe[-2,4] d)y— 1,xe[O y 2]

24

Hallamos los puntos singulares que quedan dentro de los diferentes intervalos, evaluamos en ellos y
en los extremos de los intervalos.

a) f'(x)=2x-06
f'(x)=0 > 2x-6=0 - x=3
f0)=-4 f(3)=-13 f(5)=-9
El mdximo se encuentraen x=0 y vale —4.
El minimo se encuentra en x =3 y vale —13.
b) £'(x) = 3x? — 12x + 12
F)=0 - 3x2—12x+12=0 — x=2
f=1)=-24 f(2)=3 f(4) =83
El mdximo se encuentraen x =4 y vale 83.

El minimo se encuentra en x =—1 y vale —24.
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C)f’(X)=3x2—6x
f'(x)=0%3x2—6x=0—>x=0,x=2
f=2)=-20 fl0)=0 A2)=-4 f4)=16

El mdximo se encuentraen x =4 y vale 16.

El minimo se encuentra en x = -2 y vale —20.

2
d) f (x) W

' _ 1—X2 _ _ _
f(X)—O - W—O %x——l, x=1

fO=0 fen=f)=3 f2)=2
El mdximo se encuentraen x=1 y vale %

El minimo se encuentraen x=0 y vale 0.

53 Halla los méximos y los minimos de las funciones y = senx e y = cos x en el intervalo [0, 2x].
*y=senx

f'(x) = cosx

f'(x) =0 — cosx= 0 > x=L x:3_7f

>

2
f0)=0 f(Z)=1 (37) f2n) =

El médximo se encuentraen x = % y vale 1.

El minimo se encuentra en x = % y vale —1.

* y=cosx
f(x) = —sen x
f(x)=0 = senx=0 = x=0, x=n, x=2n
f0)=1 flm=-1 f2n)=1
Los mdximos se encuentranen x=0 y x=2n y valen 1.

El minimo se encuentra en x =7 y vale —1.

54 Estudia el crecimiento de las siguientes funciones y di cudles son sus mdximos y sus minimos:

a) y= (& -3x+1)e* b)y=:—z O y=In@x*+1) d) y=xlnx
a) Puntos singulares:
F0) = 2x=3)e¥ + (x2 = 3x+ 1)e¥ = e¥(x> —x—2)
F0)=0 = *x?-x-2)=0 > x> —-x-2=0 - x=-1, x=2
Crecimiento y decrecimiento:
£150 £1<0 150
/ -1 \ 2 /

f=1) = % - (—1,%) es un maximo.

f(2) =—e? — (-1, —¢?) es un minimo.
Intervalos de crecimiento: (—oo0, —1) U (2, +o0).

Intervalos de decrecimiento: (-1, 2).
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b) Puntos singulares:

f'(x) _ Dx-e¥ — x%. &~ _2x—x

( ex) 2 &

2

2
F)=0 — X=X _0 5 x-0, x=2
e
Crecimiento y decrecimiento:
f'<0 | f'>0 | f'<0

\ 0 / 2 \
f(0)=0 — (0, 0) es un minimo.

f2) = iz - (2, %) €s un maximo.
e e

Intervalos de crecimiento: (0, 2).
Intervalos de decrecimiento: (—oo, 0) U (2, +o0).

¢) Puntos singulares:

£ = —F

x“+1

.X'2+

f®=0%—é%=0%x:0

Crecimiento y decrecimiento:

f'<0 | f'>0

\ 0 /'

f(0)=0 — (0, 0) es un minimo.

Intervalos de crecimiento: (0, +co).

Intervalos de decrecimiento: (— oo, 0).
d) Dom = (0, +oo)

Puntos singulares:

fx)=hx+1

f)=0 > Inx+1=0 - x=¢7!

Crecimiento y decrecimiento:

<0 f'50

0 ~ ' _—

f(f_l) =—¢1 > (¢71, =) es un minimo.

Intervalos de crecimiento: (¢!, +o).

Intervalos de decrecimiento: (0, ¢71).

x-1

55 Prueba que existe un punto de la curva y = arc tg
X+

en el que la recta tangente es paralela a
la bisectriz del primer cuadrante.

La bisectriz del primer cuadrante tiene pendiente 1. Por tanto, el punto en el que la recta tangente es
paralela a ella, cumple la ecuacién.

' 1 2 1
x - . =
£ 14 (x=1 2 (x+D)?% X%+l
x+1
©=1-> L 15 x=0
2
x“+1
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f(0) = —% — En el punto (0, —%) la tangente a la curva es paralela a la bisectriz del primer cua-

drante.

56 La trayectoria de un mévil viene dada por la funcién f(x) = 1 + l, x € (0, +0). En un punto P de
x

f(x), el mévil deja su trayectoria y continda en linea recta por la tangente a f en P.
:Cuiles deben ser las coordenadas de P para que esa tangente pase por el punto A(3, 0)?
* Fijate en el problema resuelto 5.

Si P(a, f(a)) es el punto por donde pasa la recta tangente a f, podemos escribir la tangente como:

y=fa)+ f@(x-a)
f@=~% > fla=—%

2
La recta tangente serd: y=1+ 1l_x-a
a az
_ 2 _
Queremos que esta tangente pase por A(3,0) = 0=1+ 1.3 24 — 4% 22” 3.0
a a a

— a=1;a=-3

Podemos descartar la solucién = -3 ya que no pertenece al domino de la funcién — 2= 1.
f1)=2

f(1)=-1

La tangente serd y=3—x, en el punto buscado, (1, 2).

57 [El andlisis de la funcién propuesto permite al alumnado trabajar la iniciativa de la dimen-

sién productiva de esta clave].

La funcién f(x) = 20x9 indica los beneficios obtenidos por una empresa desde que comenzé a
X%+
funcionar (f(x) en miles de euros, x en afos).
a) Represéntala grificamente.
b) ;Al cabo de cudnto tiempo obtiene la empresa el beneficio mdximo? ;Cudl es ese beneficio?
¢) ;Perderd dinero la empresa en algtiin momento?
oy 60(x*+9)—60x - 2x _ 60x% +540 —120x% _ —60x> + 540
a) [0 = 2,02 B 2,02 T 2,02
(x*+9) (x*+9) (x*+9)

=0 > x=3 (x=-3 noestien
el dominio).

Miximo en (3, 10).

lim_ f(x) =0 — asintota horizontal: y =0

La grafica serfa:

/
/
/

N N

2 4 6 8 10121416 18

b) Beneficio mdximo en x =3 — A los 3 afos.
El beneficio serfa f(3) = 10 miles de euros.

¢) No perderd dinero ni llegard un momento en que no obtenga beneficios ni pérdidas, pues f(x) = 0
y f(x) >0 paratodo x> 0.
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58 [El alumnado puede ayudar a sus compaiieros en la resolucién del problema para trabajar

la comunidad y bien comiin de la dimensién social de esta clave].

Los costes de produccién de un producto (en €) de una empresa vienen dados por:
C = 40000 + 204 + ¢*, donde g es el niimero de unidades producidas. El precio de venta de
cada unidad es de 520 €.

a) Expresar en funcién de g el beneficio de la empresa cuando se venden todas las unidades.
b) ;Cudntas unidades hay que producir para que el beneficio sea mdximo?

a) B(g)=520g—C(q)=5004— 40000 - 4°

b) Para que sea méximo B'(g)=0: B'(9)=500-2g — 4=250

Vemos que es el mdximo, ya que B'es positiva si ¢ € (0, 250) y negativa si g > 250.

59 Con una barra de hierro de 10 m queremos construir una porteria. ;Cudles serdn sus dimensio-

nes para que su drea sea maxima?
Llamamos x ala medida de los postes y z ala del larguero.
Sabemos que 10=2x+z — z=10-2x

Su drea serd: A=z-x=(10-2x)x=10x — 2x2

Para que sea méxima: A'(x)=10-4x=0 — x:14—0:2,5 - z=£=5

60 Halla dos niimeros cuya suma sea 34 y tales que su producto sea mdximo.

61

Supongamos que los niimeros son x e y:

x+y=34 = y=34-x

Buscamos el producto méximo:

P=xy=x(34—x) = 34x - x?

P'=34-2x

P'=0 > 34-2x=0 > x=17 = y=17

Comprobamos que el valor obtenido es un maximo del producto
P'>0 | P'<0
717 Y~

Por tanto, los nimeros son x =17, y=17 y el producto méximo es 289.

Encuentra dos nimeros positivos cuyo producto sea 100 y su suma sea minima.

Sean x, ¥ los nimeros positivos.

xy=100 — y:_IOO
x
Lasumaes S=x+y=x+ 100
x

Queremos encontrar la suma minima:

¢'_1_ 100

x2

S'=0 - 1- LZO =0 — x=+10 — x=10 (solo es vélido el resultado positivo)
x

Veamos si es un minimo:
S5'<0 . S'>0

0~ 110 _—7

Por tanto, cuando x =10, y= % =10, se obtiene la suma minima, que es S = 20.
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62 El 4rea de un rectingulo es 180 cm?. ;Qué dimensiones debe tener para que su perimetro sea
L]
minimo?

Llamamos z asu basey x asualtura.

Area=2z¢=180 — z:M

X

Perimetro=2x + 2z =2x + 2(&>
X

Px)=2x+ 360 - P'(x):2—@:0 para que sea minimo — x =165
X X

Descartamos la solucién negativa ya que x es la medida de uno de los lados.

3045

x=645 > z=&=ﬂ=7=6«/§
6V5 5 5

Por tanto, se trata de un cuadrado.

Sabemos que x = 6y5 es minimo ya que:

P'(x)<0 si 0<x<645 — P decrece
P'(x)>0 si x>645 — P crece

63 Halla la base y la altura del tridngulo isésceles de perimetro 30 cm cuya 4rea sea la mayor posible.
* Llama x a la mitad de la base.
Si llamamos x ala mitad de la base y h ala altura del tridngulo, el lado desigual mide 2x y cada

30 —2x
2

uno de los lados iguales mide =15-x.

Por el teorema de Pitdgoras: h = {(15—x)2 — x? =225 30x

El 4rea del tridngulo es A = w =x225-30x
, —-30) 225-30x—15x  225—45x
A'= {225-30 x - -
T 225-30x | {225-30x  {225-30x

225 —45x
¥225-30x

Comprobamos si hemos obtenido un méximo.

A'=0 - =0 —> 225-45x=0 — x=5cm

A'>0 | A'<0
En efecto, x =5 cm es un maximo. La base mide 10 cm, la altura mide h = y225-150=543 cm y
el 4rea mdxima es 4 = 2543 cm?.

64 De todos los ortoedros de base cuadrada y drea total igual a 20 cm? halla las dimensiones del que
tiene el mayor volumen.

Supongamos que x es el lado de la base cuadrada y que y es la altura del ortoedro.

10 — x2
2x

2 10-x* _ 10x— x>
2x 2 '

2

El 4rea total es igual a 20 cm* — 2x2 + 4xy=20 — y=

El volumen del ortoedro es V' = xzy =x

Hallamos el valor de x que da el volumen méximo.

" 10_3x2
V= 2
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2
V=0 — % =0 > x= /% (el resultado negativo no tiene sentido).

V'>0 . V'<0

0/\/.1?\

10-410/3%* 10 . 10 /10
Laalturaes y= — Y2 _ [1J) v ] yolumen mdximo, V= —2 [+2 cm3,
7 24/10/3 3 YO 3V3

Pagina 348

65 Aplica la regla de L’Hépital para resolver estos limites:

X

, — , lgx i )/ ,
tim € =1 b) lim =~ lim - x g e
2 <20 sen x ) <20 5% 9 xie x2+5x—1 ) e In(2x+1)
) lim X=X f) lim X li l—cos.o; h) lim 4lx—In(1+x)]
x—0 senx x—0 x+1tgx x—0 (¢¥_1) -0 xiln(1+%)
a) lim € =L 20 _ jp, € 4
x—0 senx O x—0 cos x
L ogx 0 g 1+tg2x_i
R v L S R
1, lnx - + oo _ [/ l/x — /» ;=0
? £ x?+5x—1  +oo x e Dx 45 xie x(2x+5)
/ e* _ 4o _ . & FQ2x+l)
d) xéljzioo /n(2x+1) - + oo - Xél*;zioo 2 - xél»;-:-noo 2 =+
2x+1
e) Yim X=senx _ 0 _ . 1—cosx _
x—0 Ssenx 0 x—=0 cosx
f) fim senx_ _ O _ o cosx 1

x-0Xx+tgx 0 x—0 1+1+tg2x_2

l—cosx _ 0 _ ;. sen x U senx  _ 0 _ cosx _ _1

g =0 (5 =1)2 0 x!% 2(5=1)¢" x[% 2022 0 ,{10 4e% 2 2
4[1—11 _x

_ +
h) lim Alx—in(+2] 0 _ lim all I L+ x =
x=0 xln(l+x) 0 Xﬁoln(1+x)+ x x=0 (1+x)ln(1+x)+x

l+x l+x

, 4x 0 , 4 4

= lim == = [im - )
x=0 (1+x)ln(1+x)+x 0 x—0 hn(1s%)+ lex 2

+X

66 Estudia la continuidad y la derivabilidad de estas funciones:

2 .
x“—=2x+1 si x<2
a) flx) =
)f() {—2x+5 si x=2

b) ¢(x) = 2x -5 si x<3
& = Jx—2 si x=>3

0 b(x):{e;+2 si x<0

x“+x+3 si x>0
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a) Llamemos f(x) = x2=2x+1y f(x) =—2x+ 5. Ambas funciones son continuas y derivables por
ser polinémicas.

f1(2)=1}

Por tanto, la funcién f(x) también es continua en el punto de ruptura y, en consecuen-

L@)-=1 cia, lo es en todo IR.
f10)=2x-2y fH(x)=-2
f'1(2)=2

0 2} Como f'1(2) = f(2), lafuncién f(x) no es derivable en x = 2.
L (2)=—

La derivada queda asi:

2x—2 si x<2

£ = {_2

si x>2

b) Llamemos g;(x) =2x—5 y g(x) = yx—2. Ambas funciones son continuas y derivables donde
estin definidas.

21 (3)=1
g2(3):1

Por tanto, la funcién g(x) también es continua en el punto de ruptura y, en conse-
cuencia, lo es en todo IR.

£10=2y £t = S 2=

x—2
g'1(3):2

753) 1/2} Como g';1(3) # g',(3), lafuncién g(x) no es derivable en x = 3.
NOE

La derivada queda asi:
2 si x<3

g'(x) = 1
24yx =2

¢) Llamemos A;(x) = ¢*+2 y hy(x) = x> + x + 3. Ambas funciones son continuas y derivables.

h¢m=3}

si x>3

Por tanto, la funcién A(x) también es continua en el punto de ruptura y, en conse-
cuencia, lo es en todo IR.

h'i(x)=e*y h'y(x)=2x+1

B (0)=1

1(0) 1} Como 4',(0) = /,(0), la funcién h(x) es derivableen x=0y 4'(0) = 1.
,(0) =

La derivada queda asi:

b - {e" si x<3

2x+1 si x>3

67 Calcula, en cada caso, los valores de m y n para que las funciones siguientes sean derivables

en R:
x*—5x+m si x<2 mx?+nx—3 si x<1
= b =
2) f) {—x2+nx six>2 ) &) {2nx—4 si x21
3 o 2 .
bx) = (x—1)° si x<0 d) () = 17 +3x  si x<-2
© b {mx+n si x>0 )7 X —nx—4 si x2-2
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a) Llamemos f(x) = x> —5x+my Hx) = —x? + nx. Ambas funciones son continuas y derivables
por ser polindmicas.

Para que la funcién sea continua en el punto de ruptura x =2 debe ser:

[i(2)=—6+m
H(2)=—4+2n

f10)=2x-5y fHx)=-2x+n
Para que sea derivable en el punto de ruptura x =2 debe ser:

f1@2)=-1
f'2(2)=—4+n} - —1=—4+n

} - —6+m=—4+2n

Resolvemos el sistema:

—6+m=—4+2n
— Los valores son m =38, n=3.
—l=—4+n

b) Llamemos g;(x) = mx>

+nx—3 y g(x) = 2nx — 4. Ambas funciones son continuas y derivables
por ser polinémicas.
Para que la funcidn sea continua en el punto de ruptura x =1 debe ser:

g1(D=m+n-3

2 (1)=2n—4 }%m+n—3=2n—4
,(1)=2n—

21(x)=2mx+ny gh(x)=2n
Para que sea derivable en el punto de ruptura x =1 debe ser:
g1()=2m+n

7, (1)=2n ;%2m+n=2n
,(1)=

Resolvemos el sistema:

m+n—3=2n—4

— Los valoresson m =1, n=2.
2m+n=2n

¢) Llamemos 4;(x) = (x— 1) y h,(x) = mx + n. Ambas funciones son continuas y derivables por ser
polinémicas.

Para que la funcidn sea continua en el punto de ruptura x =0 debe ser:

h,(0)=-1
by (0)=n - n=-1

b)) =3x-12%y hyx) =m
Para que sea derivable en el punto de ruptura x =0 debe ser:

h'1(0)=3
P (0)=m —> m=3

d) Llamemos j,(x) = mx? + 3x y Jalx) = x? — nx — 4. Ambas funciones son continuas y derivables
por ser polindmicas.
Para que la funcién sea continua en el punto de ruptura x = -2 debe ser:
j1(=2)=4m-6

1h(2)=2n } — 4m—-6=2n

J1(x)=2mx+3y jh(x)=2x—n
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Para que sea derivable en el punto de ruptura x = -2 debe ser:
J1(2)=—4m+3

Fy(D)=—bon } — —4dm+3=—4—n
L (-2)=—4-

Resolvemos el sistema:
4m—6=2n
—4m+3=—4—n

Cuestiones teodricas

68 Comprueba que la funcién y = (2 — %)’ pasa por los puntos (0, 8), (2, 0) y (3 —1) y que su de-
rivada se anula en el punto (2, 0). ;Puede ser un mdximo o un minimo ese punto? Justifica tu
respuesta.

} — Losvaloresson m=2, n=1.

Llamamos f{(x)=(2 — x)> . Comprobamos que los puntos pertenecen a f

(0, 8): A0)=23=8

(2,0): A2)=(2-2)>=0

3,-1): f3)=(-1)*=-1

F0)=32-%2(-1) = f(2)=0

El punto no puede ser mdximo: si fuera mdximo la funcién deberia crecer a la izquierda del punto
(2, 0), pero tenemos el punto (0, 8) y nuestra funcién es polindmica, no tiene asintotas, por lo que no

puede ser un mdximo. Tampoco puede ser un minimo, por la existencia del punto (3, —1), asi que serd
punto singular pero ni mdximo ni minimo.

69 Dibuja una funcién que tenga derivadanulaen x=1 yen x=-1, derivada negativa en el inter-
valo [-1, 1] y positiva para cualquier otro valor de x.

70 Pon ejemplos de funciones f cuya derivada sea f'(x) = 2x. ;Cudntas existen?
Existen infinitas.

fx) = x% + k, donde x es cualquier niimero.

71 Esta es la grifica de la funcién y = 2.
a) ;Tiene algtin punto singular? 1|/
b) :Es creciente o decreciente en x = 0? /11
) ;Cudl es la ecuacidén de la recta tangente en x = 02 / I

a) El punto (0, 0) tiene tangente horizontal. Este es el tinico punto singular.
b) La funcién es creciente en x = 0.

c) Larecta tangenteen x=0 es y=0.
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72 ;Existe algtin punto de la funcién y = 4x—x? en el que la tangente sea pa- 4 /
ralela a la recta 7? En caso afirmativo, hillalo. ,
f(x)=4-2x 3

4_2x=1 > x==
Pendiente de la recta =1 x ) A| % 4\
Punto (3,13

73 Esta es la grifica de f”, la funcién derivada de f.
a) ;Tiene f algiin punto de tangente horizontal? £
b) ;Es f creciente o decreciente?
a) Si,en x=2, puesto que f'(2) =0.

b) Si x<2 escreciente, pues f'> 0; ysi x> 2 es decreciente, pues f'> 0.

74 Observa la grifica de la funcién y = f(x).
:Cudl sera la grifica de una funcién y = g(x) tal que g'x) = f'(x) y &)
g(0) =-12

Como f(0) =1, debeser g(x) = f(x) — 2, es decir, seriala misma grafica que /
lade f(x) pero desplazada dos unidades hacia abajo. De esta forma:

20)=f0)-2=1-2=-1
g =D[fn -2 =

75 Dadas las funciones f(x) = x* — 552 + 6x y f(x) = ¢** halla, en cada caso, f', f", ", f™

:Cudl serd la derivada enésima de cada una de las funciones dadas?
* flx) = x*—5x2 + 6x

f(x) =4x3 - 10x+ 6

f(x) = 12x2-10

[ (x) = 24x

fV(x) =24

fV(x) =0 vy, desde esta, todas las derivadas sucesivas siguientes.
. ) = o2

flx) =2e%

fl(x) =4 e

f(x) = 8 e

V(%) = 16 e**
La férmula general, teniendo en cuenta que los coeficientes son potencias de base 2, es:

fn)(x) _ 2n€2x

76 Sabemos que f(x) = 1 y glx) = x? + 1. Halla, si es posible:

x-3
a) f'[g(2)] b) ' [g)] o g'[f@)] d) [f(gx)]’
Dom f=R - {3}
Dom g=R
f@)=- (x_13)2 — Dom f'=R - {3}

gx)=2x > Domg'=R

67



77

MNAYABACHILLERATO

Matematicas |

Q) f@@)=f6)=—%
Podemos hacer el cdlculo porque ¢(2) € Dom f'.

b) f’(g.(x))=f’(x2+1)=—ﬁ Si. x#i\/i
Podemos calcular f'(¢(x)) pero no en todos los puntos del recorrido de g(x), solamente si lo res-
tringimos antes.

o) £(f4)=¢(1)=2

d [fg@] =[x +1)] = [le_ . ] - (xzz_xz)z definida si x = 2.

:Cuil es la mayor pendiente que puede tener una tangente a la curva y = cos x?

(=nl2, 0)/ \(n/z 0)
—4 -3 —‘/ = \
N 4

Vn,_l) o ky

1
—— =1 S

Dibujamos f{x) = cosx, y estudiamos la funcién entre [-x, n]. Serd suficiente porque sabemos que la
grafica se repite.

Vemos que la tangente en —n serd horizontal, con pendiente cero. Si buscamos valores de x en el
intervalo (—n, %) la pendiente de su tangente empieza a crecer hasta llegar a x = —%, donde tendra

pendiente positiva méxima. A partir de ahi empieza a disminuir otra vez.

Vedmoslo analiticamente:

Queremos saber cudndo serd maxima la pendiente de una tangente a f{x), es decir, cudndo serd méxi-
ma f'(x)=—sen x. Para ello vemos dénde se anula su derivada:

fx)==cosx=0 — x=—%,x=%

Veamos si alguno de ellos es maximo de f*

Sixe <—T£, _2—n> — f'(x)>0 — f"es creciente

Sixe <—%, %) — f'(x)<0 — [’ esdecreciente
Sixe <%, n) — f'(x)>0 — f"es creciente

Por lo tanto su mayor pendiente serd en el punto _z—n y su valor: f '(%) = —sm<i) =1

2
Para generalizarlo diremos que su mayor pendiente serd en los puntos: x = _2—7I +2kn parakE Z

f(x):x3 —%x2—18x—24
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78 Sabemos que f(0) =0 y f'(0) =1 y h(x) = e/, ¢Cudl de estos tres valores corresponde a
b'(0)2:

a) % b) 0 o1

h'(x) = /™. f(x)
Por tanto, 4'(0) = ¢/ - f'(0) = ¢%.1=1, que se corresponde con c).

79 ;Cudl de estas grificas corresponde a la funcién derivada de una curva que tiene un médximo en
x =12 ;Por qué?

b) _r o

La grafica del apartado b), porque f'(1) = 0.

Ademds,

En consecuencia, x =1 es un méiximo.

80 ;Verdadero o falso? Justifica tu respuesta.
a) Si f'(a) > 0, entonces f es creciente en x = a.
b) Si f'(a) = 0, entonces f no crece ni decrece en x = a.
¢) Si f es decreciente en x = a, entonces f'(a) < 0.
d) Sila recta tangentea f(x) en x=2 es y=3x-5, entonces f'(2) =3 y f(2) =1.

e) Si f'(5) =0 y f es creciente para cualquier otro valor de x, entonces f no tiene tangente
horizontal en x = 5.

f) Lafuncién zgx no tiene puntos singulares.
a) Verdadero.

b) Falso. Hay funciones con puntos singulares donde la funcién es creciente. Por ejemplo, f(x) = x3
es creciente en el punto singular (0, 0).

c) Falso. La funcién f(x) = —x> siempre es decreciente y £'(0) = 0.
d) Verdadero. f'(2) esla pendiente de la tangente y (2, f((2)) = (2, 1) es el punto de tangencia.
e) Falso. Tiene un punto de inflexién, es decir, de tangente horizontal.

f) Verdadero. La derivada, 1/cos*(x), nunca se anula.

Pagina 349

81 Sea f una funcién polinémica de tercer grado tal que f'(-2) =0 y f'(3) = 0. Dibuja si es posi-
ble una funcién en cada uno de los siguientes casos:

a) No existe ningiin valor del intervalo (-2, 3) en el que f(x) = 0.

b) Existe un solo valor de x en el intervalo (-2, 3) en el que f(x) = 0.

¢) Existen dos valores de x en el intervalo (-2, 3) en los que f(x) = 0.

a) Sies posible, pueden ser puntos singulares sin que la grafica corte el eje de abscisas entre ellos, por

debajo del eje de las x: flx)= x> — %xz —18x-24
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V)l
[e=]

Jy=x ——zi —18x —~ 24

b) Si es posible, la grifica puede dibujar un méximo en —2 y un minimo en 3 pasando por el (0, 0),

como por ejemplo: flx)= x> — %xz —18x

|

50
PAY)

2
y=xt==2==18x

| =50

¢) No es posible. Para ello deberia tener otro méximo o minimo en el intervalo descrito. Eso no es
posible ya que su derivada es de segundo grado y tendrd dos soluciones como mucho. Por lo que
no puede tener mds mdximos ni minimos

82 Esta es la grifica de una funcién y = f(x).

1
NS

HH
:Cuidl de las siguientes grificas puede ser la de f'(x)? Justificalo:

a) . b) C)
1) ,
WA e

La grafica del apartado c), porque f'(-2) = f"(3) =0 al ser x=-2 y x=3 puntos singulares de f{x).

Como f{x) crece en el intervalo (-2, 3), f'(x) > 0 y esto solo ocurre en el apartado ¢). El resto de la
grafica de c) es coherente con la de f(x).
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Para profundizar

83 Representa una funcién y = f(x) dela que sabemos que f(-1) =2, f(2) =3 y que tiene por gra-

fica de su funcién derivada f'(x) la siguiente:

84 Observa la gréfica de la funcién y = f(x) y representa de forma aproximada la funcién y = f'(x).

L1

—

85 Demuestra que no es posible trazar una recta tangente a la curva f(x) = 4x — x? desde el punto

A2, -3).
Si existe un punto (4, f(@)) por el que pase una tangente, esta serd:

y=f@)+ fa)(x—-a)

f)=4-2x=0 = y=(4a—a®)+(4-2a)(x - a)

Si dicha tangente contiene al punto A(2,-3): -3=(4a—a%)+(4-24)2-2) —
_4s {16

— B3=4a—-a*+8—4a—4a+24* > 4*—4a+11=0 > 4= 7

No tiene solucién en los reales — No existe la tangente buscada.

86 Halla los lados del rectingulo de drea mixima entre todos los que tienen la diagonal igual a

12 cm.
Llamemos x, y ala base y a la altura del rectidngulo, respectivamente.

x2+)/2= 122 > y= V144 — 2
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El drea del rectdngulo es:

A:xy:x«/144—x2

Hallamos el valor que da el drea maxima:

A= Tdd—2 x> _144-24
J144—x2 144 — 52

) 144 — 2x%
A'=0 5 2==2—=£2_
V144 — x?

Comprobamos que es un mdximo:

=0 — 144 —2x% =0 — Obtenemos solo una solucién vélida: x = 642 cm.

A'>0 | A'<0

0 — &7 T~

Los lados x = 642 cm, y =144 - (642)%2=642 cm nos dan el rectingulo de drea mdxima, que es
A=72cm?

87 Se quiere construir un barril cilindrico con una capacidad de 150 L. Halla el radio y la altura del
cilindro para que la cantidad de chapa empleada en su construccién sea minima.

Sean 7 y h el radio y la altura del cilindro, respectivamente.

ar2h =150 — h = 15—3
r

La cantidad de chapa es igual a la suma del drea lateral mds las dreas de las tapas:

A=2nrh + 2nr? = 2(7rr 15(2) +m’2>:2<@+m’2>
r

r

Hallamos el valor que da el 4rea minima.

A'= 2(— 150 +27'cr)

;,2

A'=0 - _150 +2nr=0 = 27ti’=ﬂ - 73=% - r=3/7—5 -
T T

r? r?

ﬁh: 15(2): 150 2:237_5
T
"
T

Comprobamos que 7= 3/7—5 es un minimo:
7T

A'<0 . A'>0

(=]

Por tanto, las medidas son r=3 7—: dm, h=23 771—5 dm.

88 Halla las asintotas de la funcién f(x) = yx2+1 y estudia la posicién, de la curva con respecto a
ellas. Calcula los puntos singulares y representa la funcién.

Asintotas oblicuas:
Como la funcién no es un cociente de polinomios, hallamos las asintotas oblicuas usando limites.

Recordemos que si la asintota es y = ax + b, entonces:

2 2
, x“+1 ,Ax ,
a= lim = lim X = lim X =1
X — oo X X — 400 X X =400 A
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b= lim («/x2+1—x>= lim («/x2+1—x><«/x2+l+x) = lim M: m —L 9
¥ ¥ (241 +x) T (e lax) T (2l x)

Cuando x — +oo, la asintota oblicua es y = x.

VX2+1 \/.X7 X

a= lim = lim —— = lim = =-1 (porque x es negativa)

X — —o0 X X—-—e0 X——eo  x
N (e P [Ty e B
b= tim (WP1-0) = tim ((Fe1+%) = lim (=) = .im, (imw

Cuando x — —oo, la asintota oblicuaes y = —x.

Puntos singulares:

' 2
f )= x;:l

Esta derivada solo se anulasi x=0. Como f(0) = 1, el dnico punto singular es (0, 1).

1
7
,
=2
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AUTOEVALUACIGN

v

C.E.: CE 3.3. (EA 3.3.1.) CE3.4. (EA 3.4.1.-EA 3.4.2.)
Pagina 349

1 Observa la grifica de la funcién y = f(x) y responde.
a) ;Cudl es la T.V.M. en los intervalos [0, 3] y [-4, -2]?
b) ;Tiene algtin punto de tangente horizontal?
©) ;Para qué valores de x es f'(x) > 0? {

d) Sabemos que la tangente en el punto de abscisa x = 0 es paralela a la
bisectriz del segundo cuadrante. ;Cudnto vale f7(0)?

fx)

a) T.V.M. [0, 3] = fO-A9) _12-2__1

3-0 3 2

TVM. [4, 2] = & (‘_22)_‘:(4‘)4) _ _42—+04 )

b) Si, P(-2, 4).
o Si x<=2, f'(x)>0.

d) Larecta y = —x (bisectriz del 2.° cuadrante) tiene pendiente igual a —1. Por tanto, f"(0) = 1.

2 Dada f(x) = x* - 3x, prueba que f'(-2) =—7 aplicando la definicién de derivada.

Lo fle2eh)— A
Fe- B

f=2) = (-2)*-3(2)=4+6=10
f(—2+h)=(—2+h)2—3(—2+h)=4—4h+h2+6—3h=h2—7h+ 10
f=2+h) - f(-2) =h*-7h

fr2+h) =) 12 _7h _
h ~  h =h-7

limh-7=-7
h-0

Por tanto, f'(-2) =-7.

3 Halla la derivada de las siguientes funciones:

3
) f@ =V d b f) -l (% : e—x) ¢) flx) = cos® mx d) flx) = (xx_zz)

a) flx) = x 13 4 2x2

) = Ly 2B _4p3__ 1 4
f'(x) 3x X 3

332

b) flx) = ln( )+lne‘x=/nx—ln3—x

X
3
- L _1_1=x
f(x)_x ! X

o) f'(x) = 2m cos m x (—sen mx) = =27 cos Tx - sen nx
2
oy x2 X2 )_ KA _2x(x—2)—x2_3x4(x2—4x)
d)f(x)_3<x—2) D(x—z _3(x—2)2 x-2)2  (x-2)4
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4 Escribe la ecuacién de la tangente a la curva y = fn x? en el punto de abscisa x = 1.

Punto de tangencia: x=1, y=In 12=0 — P(1,0)
Pendiente de la recta tangente: f'(x) = 2—’26 N f'(1)=2
X X

Ecuacién: y=0+2(x—1) = y=2x-2

5 Halla los puntos singulares de la funcién y = 2 + (1 — x)3. ;Tiene méximo o minimo relativo esa
funcién?

f)=2+1-%° - fi)=301-%%1) =-3(1-x?
F)=0 > 31-x%?=0 > 1-x=0 - x=1
AD=2+(1-102=2

Punto singular: (1, 2).

Como f"(x) =-3(1 - %)% es menor que 0 para cualquier valor de x = 1, f es decreciente en todo su
dominio y, por tanto, el punto singular no es méximo ni minimo.

3
6 Estudia y representa la funcién f(x) = % + 22 — 3x. Indica sus intervalos de crecimiento y decreci-
miento.

Estudiemos sus puntos singulares y su crecimiento mediante su derivada:

F)=x*+2x-3=0 > x:# — x=-3;x=1

P(-3,9) y Q(l; %) son puntos singulares. Veamos si son mdximo o minimo:
x<=3: f'>0 — f creciente

—3<x<l: f'<0 — f decreciente

x>1: f'>0 — fcreciente — P(-3,9) es méximo y Q(l; g) es minimo
Estudiemos sus ramas infinitas:

lim  f(x)=+c0

X — o0

Jim | flx)=—co

y=§+x2—3x /

7 Dadala funcién f(x) = ,9;2;2—;;4.4

a) Estudia las asintotas y la posicion de la curva respecto a ellas.
b) Halla los méximos y los minimos.

© Represéntala.

75



MNAYABACHILLERATO

Matematicas |

a) * Asintotas verticales. Recta x =2 porque este valor anula el denominador pero no el numerador.

1,992 -2.1,99+4

=398 — flx) = +

IZQUIERDA!:

2-1,99
DERECHA: 2’012_2'2’01+4——402 — flx) > —oo
' 2-2,01 -

* Ramas infinitas. Como la diferencia entre los grados del numerador y del denominador es 1, tie-
ne una asintota oblicua.

2
X" —2x+4 _ —x— 4 — Larecta y=—x es la asintota oblicua.
—x+2 x—2
_ 4
o) = () =——

Si x — —oo0, f{x) — (—x) >0 — La funcién estd encima de la asintota.
Si x = +o0, flx) —(—x) <0 — La funcién estd debajo de la asintota.

(2x—-2)2—x) - (x*—2x+4)-(-1) _ _x?+4x
2-x° 2-x°

b) f'(x) =
) —x? + 4x 2
fx)=2 > =F=2-=0 > x“+4x=0 > x=0, x=4
X

f(0) =0, f(4) =—6 — Los puntos (0, 2) y (4, —6) son puntos singulares, donde el primero es un
minimo y el segundo es un maximo.

—4 o 4 X
_4b i
8 Estudiay representa f(x) = -1
y rep T2
21
) ==
fo) =5

Dominio de definicién: IR — {0}

x =07, flx) > —oo
Asintota vertical: x=0. Posicién < f
X%Oi f(x)%—oo
Asintota horizontal:

2
lim *2=1 _ 1; y=1. Posicién <

X —o0 x2

x —> +oo, flx)<1

x = —oo, flx)<1
Puntos singulares:

[ e B2 2e 3

(x%)? XK
fx)=0 — % = 0. No tiene solucién.
x

No tiene puntos singulares.
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Esta es su gréfica:

9 Calcula el valorde 4 y ¢ para que la funcién y = x° + bx? + ¢ tenga un punto singular en
P(2,-3).

Si P(2,-3) es un punto singular, entonces:

f2)=-3
f'(2)=0
F(%) = 3x% + 2bx

Resolvemos el sistema:

254622 4¢c=-3 4b+c=-11
3.22426.2=0 } ~ 4b--12 } RS- Ak
10 Calcula dos niimeros cuya suma sea 50 y tales que la suma de sus cuadrados sea minima.
Sean x e y dos nimeros.
x+y=50 = y=50—-x
La suma de los cuadrados es § = x2 +y2 =x2+ (50 — %)% = 2x2 - 100x + 2500
Buscamos que la suma de cuadrados sea minima:
S'=4x-100
§'=0 = 4x-100=0 = x=25 = y=50-25=25
Ahora comprobamos si el valor x =25 es un minimo:
S'<0 §'>0
~ 2’5 —

Por tanto, cuando x =y =25 se obtiene la suma de cuadrados minima que es, S=1250.
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