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Para consultar los criterios de evaluacién y los

estandares de aprendizaje evaluables,

SUCESIONES p——

C.E.: CE 1.5. (EA 1.5.1.-EA 1.5.2.-EA 1.5.3.) CE 1.6. (EA 1.6.1-EA 1.6.2.) C.E. 1.7Z. (EA 1.7.1.-EA 1.7.2.-EA 1.7.3.-EA 1.7.4 - EA 1.7.5.)
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Resuelve

Una hermosa curva

La curva de la derecha estd construida con ocho arcos de circunferencia. Los
siete primeros son de un cuarto de circunferencia. El octavo, es solo un trocito.

a) Lozaliza los centros y averigua los radios de los ocho arcos dibujados. ;Ves
la relacién de los radios con la sucesiéon de Fibonacci?

b) Reproduce la curva en tu cuaderno completando el octavo tramo y afia-
diendo el noveno. ;Qué radio tiene este Gltimo?

¢) Como ves, esta curva se podria ir ampliando indefinidamente. Di cudles
serian los radios de los siguientes cinco tramos (10.°, 11.°, ...).

a) Los dos primeros centros de arcos de circunferencia coinciden Cj = C, y estin
representados como un tinico centro. El centro del tercer arco es Cj y asi suce-
sivamente.

Los radios de los arcos de circunferencias coinciden con los términos de la sucesién de Fibonacci. Es de-
cir, si llamamos 7; al radio de centro C;, 1y =7y =1, r3=2, r;=3, r5=5, r5=8, r, =13, rg=21.

b)

El dltimo radio es 7y = 34.
C) 710 = 55, 711 = 89, 712 = 144, 713 = 233) 714 = 377
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T ) CONCEPTO DE SUCESION

C.E.: CE 2.5. (EA 2.5.1))
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T Obtén los seis primeros términos de cada una de las siguientes sucesiones:
a,=n*+2n b,=(1)"*1n?
¢, =1)"2n+1) d,=(-2)"
e =3, e=—1, e,=e, ,+2e, ;
_ = _ n’+1
f;'_zn—l &= 2 am
1 n
h,=n!—(n-1)! in=<1+>
n

a,=m+2n = a;=12+2.1=3, 4,=22+2.2=8, 43=32+2.3=15,
ay=4"+2.4=24 a5=5%+2-5=35, a5=6"+2-6=48
by= ()" b = b= (DI 1221, by = (1)1 22224, by = (-1)1*3.32 209,
by=(-1)'"*4. 4216, bg=(=1)1*5.52=25, he=(-1)1*°. 6> =-36
6, =(1)"2n+1) = o =(DI2-1+1)=-3, ,=(-1)22-2+1)=5, 5= (-1)’2-3+ 1) =7,
= (DH2-441)=9, 5= (=12-5+ 1) ==11, ¢,=(-1)°2-6+1) =13
d,=(2)" = dy=(-2)'=-2, dy=(-2)?=4, dy=(-2)°=-8
dg= (24 =16, ds = (-2)> = =32, dg=(-2)° = 64
=3, 6=-1, e3=3+2-(-1)=1, gg=—1+2-1=1, e5=1+2-1=3, ¢=1+2-3=7

_(=D” (=t -1)? (—1)3 1
b=y 2 hEqa =V et f3 23-1 5’
(=

e ) S P o ) LN P o ) LA
f4‘2.4_1‘7’ 57 2.5-1 9’f6‘2.6_1‘11

n% 41 1241 2 2241 5 32,1 2
= — = =5 = 5 I T 5 = 5 L T 5
&= 2 o A= 1738 2 ,,7 88 32:2.3 3
go el 17, 5%l 26 . 641 37
YT 42,04 24 52,2.5 35 °°7 g2,2.6 48

hy=ml=(n=1)! = h=11—=(1-1)=0, hy=2!—2-1)=1, h3=31-(3-1)! =
hy=41—(4-1)1=18, hs=5"=(5-1)1=96, hg=6!—(6—-1)! =600

n 1 2 3
(141 (1) 2o o (1e L) 22 (e L) 64
_(1+n> %zl-<l+l> =2, zz-<1+2)—4,13-<1+3>-27,

4 6
o (141} 2625 1\ _7776 1) _ 117649
Z4_(“4) 256 57 (1 5) 31257 67 (1 6) 46656

2 Da el término general o el criterio de recurrencia (o ambas cosas) de las siguientes sucesiones:

a) 3, 8,13, 18,23, ... b) 1, 8,27, 64, 125, ...

c 0,3,8,15,24,... d1,-3,5-7,9,...

e 1,-2,6,-24,120,... f) 1,4,8,11,22,25,...
25 8 11 14 123 4

g) 4)9’ 16) 25’3650-- h) 3 4’5)

i : _L 111 _1

1) 1,3’4’7’11’ 18"‘. l) 1, 2’ 3’ 4, 5’ 6’
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a) Cada término es 5 unidades mayor que el término anterior de la sucesién. 4, = 57— 2
Por recurrencia: #; =3, a,=a,_1 +5.
b) Cada término es el cubo del lugar que ocupa en la sucesién. 6, = #3
¢) Cada término es una unidad menor que el cuadrado del lugar que ocupa. ¢, = #* — 1
d) Son los niimeros impares con los signos + y — alternativamente. &, = (<1)"*1(2z— 1)
e) Son los niimeros factoriales con los signos + y — alternativamente. ¢, = (<1)"* 1!
Por recurrencia: ¢; =1, e,=¢,_; - (-n).

f) El primer término impar es 1 y los demds términos impares se obtienen sumando a este un multi-

plode 7.

El primer término par es 4 y los demds términos pares se obtienen sumando a este un maltiplo de 7.

fi=1, f=4. Para n impar, f,=fi +7(n—2). Para n par, f,=f +7(n-3).

g) Cada numerador es 3 unidades mayor que el numerador anterior. Cada denominador es el cuadrado

del nimero natural siguiente al lugar que ocupa. g, = 3’77_12
(n+1)
h) Los denominadores son los niimeros naturales. Cada numerador es una unidad inferior a su deno-
minador. 4, = -1
n

i) Porrecurrencia: 7; =1, iy =3, i,=14, |+, 5

. . . , , . (=nr!
j) Son los inversos de los nimeros naturales con los signos + y — alternativamente. j, = D"
n
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2 ) ALGUNAS SUCESIONES ESPECIALMENTE INTERESANTES

C.E.: todos los tratados en la unidad excepto el 1.9. (EA todos los tratados en la unidad excepto el 1.9.1.)
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1 En las siguientes sucesiones identifica las progresiones aritméticas y las progresiones geométri-
cas. Afiade dos términos y escribe su término general:

a) 3,7,11,15,19, ... b) 3, 4,6, 9,13, 18, ...

© 3,6,12, 24, 48, ... d) 1,3,9,27,81, ...

e 5,-5,5,-5,5, ... f) 10,7,4,1,-2, ...

g 1005 505 255 12,5; ... h) 12, 12,12, 12, ...

i 3,-5,7,-9, 11, ... j) 2840; 284; 28,4; ...

k) 90, -30, 10, -10/3, 10/9, ... ) 17,45 15,8; 14,25 12,6; ...

a) Progresion aritmética enlaque 2, =3 y 4= 4.
ag =123, a;=27. Término general: ,=3+ (n—-1)-4=4n-1

b) No es una progresién.
n(n-1)

by =24, bg=31. Término general: 4,=3 + 7

¢) Progresién geométricaen laque ¢;=3 y r=2.
¢ =96, ¢ =192. Término general: ¢, =3 - on-1
d) Progresion geométricaenlaque 4, =1y r=3.
dg = 243, d, =729. Término general: d,=1-.3""1=3""1
e) Progresion geométricaen laque ¢ =5 y r=-1.
¢ =—5, e;=5. Término general: ¢,=5-(-1)""!
f) Progresién aritmética en la que f; =10 y 4=-3.
J6=-5, f =-8. Término general: f, =10+ (n—1)-(-3) =-3n+ 13
g) Progresién geométrica en la que g; =100 y r= %
g5 = 06,25, g5 =3,125. Término general: g, =100 - (%)n_l
h) Es a la vez una progresion aritmética de diferencia =0 y una progresién geométrica de razén 7= 1.
hs =12, hg=12. Término general: 4, =12
i) No es una progresién.

i¢ =13, iy = 15. Término general: i, = (=1)"* (2% + 1)
1

j) Progresién geométrica en la que j; =2840 y r= 10

n—1
j4 = 2,84, js=0,284. Término general: j, = 2840 - (%)

k) Progresién geométrica en la que 4 =90 y r= —%.
277 81

1) Progresion aritmética en laque /; =174 y d=-1,6.
ls =11, [g=10,4. Término general: /,=17,4 + (n—1) - (-1,6) =-1,6n + 19

n-1
kg = =10 ey = 10 T¢rmino general: £, =90 - (—%)

2 En la) halla Szo.

=820

420=420—1=79; SZO:W
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3 En1f) halla S,

fis=-3-15+13=-32; SISZWZ

-165

dg=3" = 19683; ;- 126833=L 29574

5 En ].k) halla S10°

TT2187 C0°7 1, ATy

0 _£.<_L>_90
/ﬁo=90-(—i) __ 10 g 2187 '\ 3 147620
3
3

6 :En cudles de las sucesiones del ejercicio 1 puedes hallar la suma de los infinitos términos? Hazlo.

En las de los apartados g), j) y k) porque las razones son, en valor absoluto, menores que 1.

En el caso del apartado g), S, = Lol =200.

)
En el caso del apartado j), S, = 284? = 28300 .
10
En el caso del apartado k), S, = inzs
1
1—(-L1
-3)
7 Calcula.
a) 12+ 2%+ ...+ 302 b)13+23+...4+153
0) 20% +212 + ... + 302 d) 163 +173 + ...+ 303
2) 30-(30+1)-(60+1) _30-31-61 _g4s5
6 6
2 142
b) %:14400

Q) 202+21%+ ... +302=(12+2%+ ... +300) = (12+ 2%+ ... +19%) = 30'361'61 _ 19‘260'39 - 6985

2 2 2 2
1634173+ ... +303=(13+23+...+30%) = (13+ 23+ ... +15%) = 30 4'31 _15 416 -201825

8 Calcula.
24+ 4834+63+...+20°
Ten en cuenta que, por ejemplo, 6% = (2 - 3)% = 8.3y que 20° = (2. 10)> = 8 . 10°.
443463 +...+200=02-1+(2-23%+2-33+...+(2-103=
=25.1°4+25.25423. 254+ ..427.10° =

2 2
=23(13+23+3%+...410%)=8. %=8-3025=24200
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9

Calcula el 6.° término de la sucesién de Fibonacci, f; = 8, aplicando la férmula.

(hB)G‘(l_zﬁﬂ:%[<9+4ﬁ>—<9—4ﬁ>]=1-85=8

_ 1
fo= 5\ 2 s

10 [El célculo de los elementos de la sucesion a partir de los datos del enunciado permite al alumnado

1

trabajar la iniciativa (dimensién personal)].

Observa que como |1- ¢ | <1, para valores «algo grandes» de #, el niimero (1-¢)” es «pequefo».
Por tanto, podemos hallar los términos avanzados de la sucesién de Fibonacci, de forma aproximada,
prescindiendo del sustraendo:

_L n_ _ n:Ln
fn—ﬁ[(b 1-9)"] Btb

Por ejemplo, para calcular f;; = 233 procederiamos asi: f;; = 1

5

el error cometido es menor que 0,001. Calcula de este modo f,.

sl

®!3. Hazlo y comprueba que

El error cometido es igual a ~ 8,5837 x 1074, que es inferior a 0,001.

fo= %(“26)20:6765

La sucesién de Lucas también tiene relacién con el mundo vegetal. Se define asi:
ll = 1, 12 = 3, ln= ln_z + ln—l

Como ves, es muy parecida a la de Fibonacci.

a) Halla sus 11 primeros términos.

b)+L+...+1,=1,,,-3. Compruébalo para # = 6.

c) Esta sucesién se relaciona con la de Fibonacci asi:

ln—l +ln+1

F= 775
Compruébalo hallando los 10 primeros términos de la sucesién de Fibonacci a partir de la de
Lucas.
a) =1, L=3, Li=4, [;=7, Is=11, lg=18, =29, lg=47, ly=76, l;y=123, [;; =199
b)1+3+4+7+11+18=44

47 -3 =44
li+1
c)ﬁ:%:%:l,ﬂ:%:%f4=4+%=3,f5=7+—518=5,f6=%=8,
ﬁ: 18;47:13’]%: 29;76:21’]%: 471-5123 :34’ inz 76;199:55



3 D LIMITE DE UNA SUCESION

C.E.: CE 2.5. (EA 2.5.1.)
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T Representa en tu cuaderno los 15 primeros términos de la sucesién 4,

valor a su limite.

_ 4n+10

2y _1 Y Asignaun

141
12
10 ay =14, a,=6, a3=44; a;~3,71;

8 ﬂ5:3,33;..., ﬂ1032,63;,

° ! a100 ® 2,065 .3 41000 = 2,006; ...

4 *

) IHNERES *ececccccs. lima,=2

5 10 15
2
2 Representa los 10 primeros de 4, = ”T — 27+ 3 y asigna un valor a su limite.

8 . bl = 1,25; b2 = 0; és = _0)75;

6 ® é4 = _1§ bS = —0,75; 56 = 0;

4 . by = 1,255 bg=3; by=5,25; by=8,...,

2

INENE D bioo = 2303,...
L 10
-2 lz’m bn = 400

3 Representa los primeros términos de ¢, = (-1)” - # y describe su comportamiento.

:Podriamos afirmar que lim c,, =1 o que lim c, = +oo?

:0 acaso que lim ¢, = —o0?
50

40
30 .
20 °

10 °

T TH0 15 - 2025 30 35

-40

=50

40 45

Se trata de una sucesién os-
cilante porque su represen-
tacién grafica da saltos hacia
arriba y hacia abajo. No tiene
limite porque los términos
no se acercan a ningtn valor
concreto. Tampoco tiene li-
mite +eo porque los términos
impares (que son negativos)
se hacen cada vez mds peque-
fios. Andlogamente, tampoco
tiene limite —oo.
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4 Estudia el comportamiento de estas sucesiones para términos muy avanzados e indica su limite:
2n-3 2n-3
9 4, = =g b) bu= s
) c,=3-2" d)d,=5-1
n

a) a1 = 2,83; a100 = 32,83, a1000 ® 332,83, . [l’m a, = too
b) bl() = 1,133, bloo = 1,876; bl 000 = 1,987, [l’m bn =

Q) 19=—1021; ¢y99=—1,27 - 1035 ... lim e, = —oco
d) dyg = 4,999; dygo = 4,999999; ... limd, =5

5 Di, razonadamente, cudles de las siguientes sucesiones tienen limite:

-_2 N U

W 4=~ b) b, = (-1)"
0 ¢, = (-1)" n? dd,= "2
n

a) dlo = —0,02; dloo = —0,0002; ﬂl 000 = —0,000002; /l’m ﬂn =0.

Los términos pares son positivos y tienden a 1; los términos impares son negativos y tienden a —1.
La sucesién no tiene limite.

o cg=—1, =4, c3=-9, ¢5=16, ¢c5=-25; ...

Los términos impares son negativos y tienden a —oo; los términos pares son positivos y tienden a
+oo. Es una sucesion oscilante. No tiene limite.
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A ) ALGUNOS LIMITES IMPORTANTES

C.E:: CE15. (EA 1.5.1.-EA 1.5.2.-EA 1.5.3.) CE 1.6. (EA 1.6.1-EA 1.6.2.) C.E. 1.8. (EA 1.8.1.-EA 1.8.2.-EA 1.8.3.-EA 1.8.4-EA 1.8.5.) C.E. 2.5. (EA 2.5.1.)
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80
1 a) Calcula <1— %) y comprueba que «se parece mucho» a e7! = 1. Haz lo mismo con
e
(1 _ 1 >1000.
1000
1\"_1
:Podemos suponer que lim <1 - ;) = 7?
b) Calcula 1- 1,1 1.1 1,1 y comprueba que es aproximadamente igual a
[T TR T TR TR ) ade es ap g
el
:Podemos suponer también que la sucesiéon 1- % + % - % + % —et (1" % tiendea e71?
1 n
a) ﬂn = (1 - ;)
80 80
(1= L) (Z22) -
e (1= (22" 025
1000 1000
(11 _{999 ~
“1000 = <1 1000) ( 1000) 0.36770
e't=1.036788
e
1

Observamos que los resultados se acercan cada vez més a —=.
e

Comprobdndolo con algiin término mds avanzado, si podriamos suponerlo.

1.1 1t 1 1. 1 _ 1 1 _ 1 1 _16481 _
b L= o 3 A TS e 7 e o ior 44800~ 36788
Si podemos suponerlo. Ademds, esta sucesién se acerca mucho mds rdpido a 1 que la del apartado
e

a), puesto que el término décimo de la sucesion ya es casi 1,
e

[La demostracién propuesta permite trabajar esta estrategia compartiendo cada alumno y
alumna el resultado obtenido con un compaiero o compaiera].

Teniendo en cuenta que el término general de la sucesién de Fibonacci para # «grande» es:

fo= % [0” -1 - )] = ¢—/; demuestra que /im le = 0.

n+l

f}"l+1 - ? — B¢n+l
o 9" 507
5

Juar _
A

Para 7 «grande»,

=0, luego lim

3 Sabiendo que f, es el término general de la sucesién de Fibonacci, calcula los siguientes limites:

a) lim S b) lim Jo
f;z +2 f;l +3
Razonando de forma andloga al problema anterior, /im . -1 02y lim . 1. o3,
8 P f;’l +2 ¢ 2 Y f;’l +3 (I) 3
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS
v
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1. Dos sucesiones convergentes

Hazlo tu

¢ La suma de los términos de una progresién geométrica, a; + a, + + a3 + ..., con r<1 es 4.

La suma de los términos de lugar impar, 4, + a3 + a5 + ..., es %
Calcula 4, y r.
Como nos dice el enunciado:

S=4; S

IMpARzg;r<1

I s . ., . a *
Sabemos que por ser progresién geométrica, la suma también es iguala § =1 =40,
-7
Ademis, los términos impares forman una progresion geométrica cuyo primer término es 4, y su razén
es 7% Por tanto:

S

- 8
IMPAR — 1— 7,2 3

Dividiendo (*) entre (**):

2

a4 . 4 =4:<§) N a;(1-7°) 4.3 N a;(1-n(1+7) 3 NI R §

-7 1-42 3 a,(1-7) 8 a,(1=7) 2 2 2
Volviendo a (*):

e S T =

e v

2. Dos progresiones aritméticas
Hazlo tu

* Escribe en funcién de § la suma, Sypap, de los diez primeros términos de lugar impar de la pro-
gresion aritmética anterior.

Sivpar = @1 + A3+ A5+ A7+ dg+ Ay + a3+ a5+ a17+dg

Soar =@y +ds+agtag+aygtay+adis+ag+dg+dy

a,=da, 1+5

Asi: Sppp = (@ +5)+(az+5)+...+(a17+5) + (@19 +5) = Spypar + 50

Y sabemos que S=8,p0 + Soar = S =Sppar + 90+ Sppar — SIMPAR=Q—%=£—25.

2 2
3. Los cuadrados van a contracorriente

Hazlo tu

* Halla la suma:
“1+2+...47-8+9+...+26-27 +28 +... +63-64 + 65 + ... + 999 - 1000
(suma de los 1000 primeros naturales pero con los cubos perfectos con signo menos).

Calculamos la suma de los mil primeros nimeros naturales sabiendo que forman una progresién arit-
mética.

S1000 = —(“1003)‘1000 =500500

10
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Ahora debemos restar dos veces la suma de los primeros 10 cubos perfectos:
2 2
Sero=13+23+ ... +103 = %:3025
Por tanto, la suma pedida es S99 — 2 - Scj9 = 500500 — 2 - 3025 = 494 450.
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4. Término general

Hazlo tu

* Halla el término general de estas sucesiones:
2 5 10 17
a) _1 b 1 b 3 bl 5 ) oo
b) 5,23; 5,2323; 5,232323; ...

o 2 4 1 2

5°5°5 5

a) No es una progresién aritmética ni geométrica.
Los numeradores son una unidad mayor que los cuadrados perfectos.

Los denominadores forman una progresién aritmética de diferencia d = 2.

4 = n?+1 _ n*+1
" d+(n-1)-2 2n-3

b) Podemos escribir asi los términos de la sucesién:

23 23 23 23 23 23
bi=5+350 100° by=5+ 100 " 10000 by=5+ 100 1 10000 © 1000000
23 , 23 23 1 1 1
L - =5+23(—— =
uego b, =5+ 100 " 1002 " 1007 o+ 23 (100 ooz Tt 100”)
11 ( _L)
100 1007+! 100” < 1 ) 23 23
=54+23. | —— AV [ _g5,.93.|___UU" | _5,.93. S S
o2 __ 1 o*23 100 -1 o2 99 99.100” o 99 99.100”
100

3

¢) Se trata de una progresion aritmética de diferencia = =2.

T etn1).(3) - 10=3n
cn-5+(n l)( 5) 5

5. Limite de sucesiones

Hazlo tu

¢ Estudia los limites de las siguientes sucesiones:

_5n+7 _(Dn*+4
D 4= 2 b bu= 03
5.100+7 _ 507
¥ @00= 3 700-1 " 199 ~ 2247

5.1000+7 _ 5007
4000 = 5 10001 = 1999 ~ 248

5.10000+7 _ 50007
10000 = 5700001 ~ 19999 ~ 200>

Observamos que los términos independientes del numerador y del denominador se hacen insignifi-
cantes comparados con los multiplos de 7.

Por tanto, /im

Sn+7 Sn_5_
2n—1 =lim 2n 2'2’5
n
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-1)-100%2+4
) o= g =98
—~1)-10002 + 4
oo = oz 08
~1)-10000% + 4
o0 = )10000+2+ =—99%8

De forma similar al apartado anterior, los términos independientes son insignificantes comparados

con los otros términos.

2 2
(—1)71 +4 le’m (—1)71 le’m (—1)71:—00
n+ 7

Por tanto, /im
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS GUIADOS

v

C.E.: CE 2.5. (EA 2.5.1.)
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1. Paso de decimal periédico a fraccidn

~
¢ Utilizar las sucesiones para pasar el nimero periédico 5,47 a fraccién.

*5,477... =54+ 0,07 + 0,007 + 0,0007 + ...

7
egie L 47 -7 .. 1.¢ _ 100 _7
“= 700" “~ 7000 " To000° " 10° = 1 90
) 10
e54=24_27
=10 E
54770 = e g5 =g

2. Intereses bancarios

* Se hace un depésito de 5000 € en un banco que paga un interés del 4% anual. ;Cudntos afios se
ha de dejar para superar los 8000 €2

* En 7 anos el capital se multiplicard por 1,04”.
* 8000 = 5000 - 1,04 — 8000 _ 04n _ 16-1,04" -

5000
log 1,6
— log1,6 =n-1log1,04 - n= Ing 1,04

= 11,984

Por tanto, superard los 8000 € a los 12 afos.

3. Limites de sucesiones

* Hallar el limite de las siguientes sucesiones:

13 16
, , =10, ———, ——=, ...
W) 57 3° 75

b) E, V3.3, 134313, ...

)47101316

31135

Los numeradores forman una progresién aritmética de diferencia 4 = 3.
Los denominadores forman una progresién aritmética de diferencia & = —

4 = 4+(n-1)-3 _ dn+l
" 3+(n-1)-(-2) -2n+5

__3-1000+1 __3001 _ __3-10000+1 _ 30001 _ _
w000 = Z57000+5 - 1995 ~ 20 @000 = =5 0000 45 < 19995 ~ 004
mon+l _ 3 _
i a5 =TT

b) bl ‘/7 31/2 b2= /3B=(3.31/2)1/2=31/2+1/4 b3= /3 ,3«/§=(3-(3-31/2)1/2)1/2=31/2+1/4+1/8
% + % + % +... es la suma de los elementos de una progresién geométrica de razén 7= %
__ 172 _

Lasumaes S = _1/2—1.

Luego lim b, = 3! = 3.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
A 4

C.E.: CE todos los tratados en la unidad (EA todos los tratados en la unidad)
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Para practicar

Criterio para formar sucesiones

1 Escribe los cinco primeros términos de las sucesiones cuyos términos generales son estos:

= 2 _n’-1 _3n-1
a)an—3+10n b) b, = " cc,= el
& d-2n o e, = nl f)f,,:%

a) 4, = 3,2 a =302 a3 =3,002; a4 =3,0002; a5=23,00002

b) by=0; by=2; by= &, = 1O, p =24

2’ 3 4 5
=1 52:%' c3=2; C4=%; C5=%
1o 1o, 1., 1., _ 1
O di= 55 dh= i dy=gs di= g3 ds= 55

e) e;=1; e;=2; e3=0; ey = 24; es =120

£) fi=-1; =0; =-3; f4=0; f5=-5

2 Escribe el término general de estas sucesiones:

12 3 4 111 1
a) 2’ 3, 4, 5"" b)l’ 2, 3’ 4’ 5)"'
1 4 9 16 3 8 15 24
C) 5’ 7, 9’ 11"" d)o, 5’ 10, 17’ 26,"'
e) 2,5,10,17,26, ... p 1,3,6,10,15,...
__n
2) 4 = n—1
_ 1
b) 4, = +1
¢) Los numeradores son cuadrados perfectos y los denominadores forman una progresién aritmética.
n? n?
TS m-1)-2 2n+3
2
d) d, = 2-=1
) n?+1

e e,=n+1

n(n+1)

£) i=1 =1+2; F=1+2+3; f1=1+2+3+4..5/,=1+2+3+...+n= 5

3 Escribe los 8 primeros términos de estas dos sucesiones cuyas leyes de recurrencia son:

a,_1%t4,_»
2

Ay _1°%4-2

a) a; =0, a,=2, a,= !

b)a =1, ay=2, a,=

3 5 11 21 43 111 1
a) 0,2 1 b) 1:2) 1’ l) 2’ 4) 16) 1281'-'

14
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4 Busca una ley de recurrencia para definir las siguientes sucesiones. Halla tres términos mds de
cada una.

a) 4, 7, 3, _4, _7, LR b) 2’ 3’ %’

L l
2, 3,..-
b?’l—l

a) ﬂ1=4, ﬂ2=7, ﬂ”=ﬂn_1—ﬂn_2 pal‘a n>2 b) b1=2, bz=3, bn= b
n—2

para n>2

Progresiones aritméticas

5 De las siguientes sucesiones, di cudles son progresiones aritméticas y escribe su término general:

a) 1,2;2,4; 3,6; 4,8; 6; ... b) 5; 4,6; 4,2; 3,8; 3,4; ...

0l,2 4 7,11, ... d) 14,13, 11, 8, 4, ...
3,53 7 89 78 67 56

©) 4’1’4’2’4"" b1, 100’ 100’ 100’ 100’ ""°

a) Esuna progresién aritmética con 2, =1,2 y d=1,2.
a,=12+(n-1)-1,2=12n.

b) Es una progresion aritmética con &; =5 y d=-0,4.
b,=5+(n-1)-(=0,4) =-0,4n + 5,4.

¢) y d) no son progresiones aritméticas.

e) La sucesién es una progresion aritmética de diferencia o = 1

i
¢, = %+(n_1)%= ”22
f) La sucesién es una progresion aritmética de diferencia o = %
felv(no1). <_ 11010>: 11116&1;1
6 Di cudles de estas sucesiones son progresiones aritméticas:
a) a,=3n b) b,=5n-4 <) cn=%
dd,- 83" ) e,=5+2 ) f,=n?-1

4 2
a) a,—a, 1=3n-3n-1)=3n-3n+3=3
Es una progresién aritmética con d = 3.
b) b,—b,_ =5n—-4-[5(n-1)-4)]=5n-4-5n+5+4=5

Es una progresion aritmética con d = 5.

o e=1¢=2, c5=l,64=%,...

3
—c = % #2e03—0)= % No es una progresion aritmética.
3 _8-3n 8-3(n-1)_ 8-3n—-8+3n—-3 _-3
d) d,=d, 1 - 4 4 - 4 4
Es una progresion aritmética con d = _4—3

¢) e,— €, 1=5+ §—<5+”51>=5+§—5—§+§=;

Es una progresién aritmética con d = %

) £=0, =3 £,=8 f=15, ...

H—fi=3=f3—f =5. No es una progresion aritmética.

15
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7 Calcula la suma de los 25 primeros términos de las siguientes progresiones aritméticas y com-
prueba los resultados con la calculadora:

a) 3,6,9,12,15, ... b) 5; 4,9; 4,8; 4,7; 4,6; ...

¢, =4n-2 d)d,,:%

a) Ll1=3; ﬂ25=ﬂ1+24d:3+24'3:75

975

S« = (ay+ay5)-25 (3+75)-25 _
25~ 2 - 2 -

b) by =5; bys=by+24d=5-24.0,1=2,6
(b1+6y5)-25 (5+2,6)-25 _

Ss = 5 ) 95
) ¢ =2; ¢p5=98
Sy = (c1+c§5)-25 ) (2+9§)-25 1250
d) di = == dzs—%
<_L_4_9>.25
Sy = (dy+dys)-25 \ 2 2 _=625_ 3155

2 2 2

8 Halla la suma de los términos 4,5 hasta a3, ambos inclusive, de las progresiones del ejercicio
anterior. Comprueba los resultados con la calculadora.

a)425=3+24-3=75 ﬂ30=3+29'3=90
La suma es:%=495
b) 525:5+24'(—0,1):2y6 530=3+29'(—0,1)=0,1
La suma es: W =8,1
C)Cz5=425—2:98 C30=4'30—2=118
La suma eszwz648
1-2.2 4 1-2-30
= 12 e B
I 49 < 59)] .
_49 (22
2 2
La suma es: 5 =-162

Progresiones geométricas

9 De las siguientes sucesiones, ;cudles son progresiones geométricas? Escribe tres términos mds en
cada una y su término general.

a) 32,16, 8,4, 2, ... b) 15 0,1; 0,01; 0,001; ...
© 1,4,9,16,25,... d) V2,2,242,4,442,...

a) Es una progresién geométricacon a; =32 y r= %

n—1
1 1 1 2° —n
6= 1o ar= o ag =g ”n:”'(?) YRRy
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b) No es una progresién geométrica; by = 36, b, =49, bg =64, b, = n?.
¢) Es una progresién geométricacon ¢; =1y r=0,1.

¢ = 0,00001; ¢, = 0,000001; ¢4 = 0,0000001; ¢,=1-0,17~1=0,17-1
d) Es una progresién geométrica con ) = 42 y r=y2.

ds=8; dy=8Y2; dyg=16; d,=2-(/2)""1=({2)".

10 Calcula la suma de los 25 primeros términos de estas progresiones geométricas y halla la suma
de los infinitos términos en los casos que sea posible:

a) a; =32, r=1/2 b) a,; =10, r=1/10
Q) ;=271 r=2 d) ay=-5, r=-1/4

Comprueba los primeros resultados con la calculadora.

25
_ ﬂzs'r—ﬂl _41'7’ —ﬂl _ ay
525 = r—1 r=1 S = 1-7
25
32 %) ~32 .,
2) Sys = - 63,99999809 =~ 64 500:1—17:3—21:%:64
27! )
25
o %) 10 100 a 32 _ 100
b) Sy3= ——F—— =11,1= =+ S,.= —1= = =11,1
) $2s 1 9 " 1-r 1 9
2 10
-10 ~25 -10
Q) Sys = % = 32767,99902 = 32 768
No se puede calcular S_ porque || no es menor que 1.
1 25
)[4 ~6)
d) Sy = 4 ~—4 L R R
1 (1) s
4 4] 4

11 Halla la suma de los términos @,, hasta a,,; ambos inclusive, de la progresién geométrica de
a, =1/512 y r=-2. Comprueba el resultado con la calculadora.

1l 99 _
410—512(2) 1

y = 51Lz.(_z) 19__1024
(=2)-(=1024) — (-1)

51 =—0683.

La suma es

Suma de potencias

12 Calcula.
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a) 12+22+32+..

b) 22+ 4%+ 6%+ ...

a) 12422432+ ...

b) 22+ 42+ 6%+ ...

. + 502

+ 1002

+ 502 = 2091101 43925

+982+100%=2%(1%2+22+3%+ ..

4492 4 502) = 22Lé'101:171700
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14 Comprueba con la calculadora los resultados de las dos actividades anteriores.

Calcula.

213 4223+ ... + 583+ 593 + 603

2134223+ .. +58%+593 1+ 603 =(13+2%+ ...
_ 6024612 _ 2024212 3304800

En el ejercicio 12a) tecleamos [

mino es 1, el dltimo es 50 y la sucesién es x%. El resultado es 42 925.

En el ejercicio 12b), el primer término es 1, el tltimo es 50 y la sucesién es (2x)%. El resultado es

171700.

En el ejercicio 13, el primer término es 21, el dltimo es 60 y la sucesién es 2. El resultado es

3304800.

Limites

15 Calcula los términos g, @199 ¥ @1¢99> €n estas sucesiones e indica cudl es su limite:

16

a) a,= 1 b)a,;ﬂ
n-1 n
9] an=%—1 d)a,=3-7n

a) dl() = O;T, 61100 = 0,6—1\, a1000 = 0,6&

lima,=0

b) 219 =25 ay00 = 2,05; a;¢g0 = 2,005
lim a, =2

o) ajo=-0,5 a199=-0,95 a;99=-0,995
lim a, = -1

d) 410 = _6’7; 4100 = _6975 a1000 = -6997

lima, =—co

Estudia el comportamiento de estas sucesiones para términos muy avanzados e indica el limite

+603) —(13+23+ ...

de cada una:
a) a,=5n-10 b) b, = n-3
n+l
_ n _ _ 2
©c,= il d)d,=10-5n+n
1. 2 _n-(-1)"
e e,=1-(n+2) f)f;,—inJrl
_1)"
g) g, = (1) (n—1)? b 5, = U
i) i,=n-(-1)"-n? §) Ju= o
_ 5 _(_1\2+1
Y . D 4,= 1)

a) ayq =40; 199 =490; a9 =4990
lim a, = +oo

b) 619 =0,63; 199 = 0,9603; b;¢g0 = 0,996
limb, =1

+ 203) =

, ) e introducimos los datos teniendo en cuenta que el primer tér-
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C) Clp = 0,476; Clo0 = 0,498; C1000 = 0,4998

limc,=0,5 =L
im c, = 0,5 >

d) d; 990 = 10 =5 - 1000 + 10002 = 995010; ;0000 = 10— 5 - 10000 + 10000% = 99950010
limd, = +oo

e) e1000 = 1 — (1000 + 2)2 = —1004003; €;0000 = 1 — (10000 + 2)? = =100 040 003
lime,=—oo

6 om0 = 1000-(=1)19% _ 1000, ¢ 1001-(-1)'" 1001
1000 1000 +1 1001 > /1001 1001+1 1002

La sucesién de los términos pares tiende a 1 y la de los impares a —1, luego no tiene limite (ademds,
es oscilante).

2) 21000 = 110 (1000 - 1)2 = 998001; g0 = 1)'%1. (1001 — 1)2 = -1 000000
Se trata de una sucesién oscilante en la que los términos pares tienden a +co y los impares tienden a
—co. Luego no tiene limite.

h) P _ (_1)1000 ) 1 ) _ (_1)1001 _ 1
1000= "1 5002 ~ 1000000 ° "1~ 15012 1002001

Aungque la sucesion es oscilante, todos los términos tienden a 0, luego /m 4, = 0.

D) 71000 = 1000 - (=1)19%0 _ 10002 = =999000; 7, 0p; = 1001 - (=1)1%1 _ 10012 = —1 003 002
Cuando 7 es grande, el primer término apenas influye en 7% y, por tanto, /im i, = lim —n* = —co.

3-1000 3000 : 3-10000 30000

I 71000 = T0002 11 - 1000001 71999 = T00002,1 = 100000001

Observamos que el término independiente del denominador es insignificante con respecto a 72.

limj, = lim 3—’27 =lim % =0

n
k) k = 5 = 5 : k = 5 = 5
1000~ 39000+2 30027 "100007 3.10000+2 30002

limk,=0
D) Liggo= (11001 =15 [ op = (<1)1001+1 2

Esta sucesién no tiene limite porque los términos pares siempre valen —1 y los impares, 1.
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Para resolver

17 Calcula la suma de:

a) Los niimeros impares de tres cifras.

b) Los cuadrados de los niimeros impares de tres cifras.

a) Esla suma de los términos de una progresién aritmética en la que el primer término es 101, el dl-
timo es 999, y hay 450 sumandos:

S- (101+999)-450
B 2

= 247500

b) Primero calcularemos:
1012 + 1022 + 1032 + ... +999% = (12 + 22+ 32+ ... + 999%) — (12 + 22 + 3% + ... + 100?) =
_ 999:1000-1997 _ 100-101-201 _ 335162150

6 6
Ahora bien:
1012 + 1022 + 1032 + ... + 9992 = (101% + 1022 + 1032 + ... + 9992) — (102% + 1042 + 1062 + ... +
+9982)

19
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Por otra parte:

1022 + 1042 + 106% + ... + 9982 = (2-51)2 + (2-52)2+ (2-53)% + ... + (2 - 499)2 =
=4.(512+522 4 ... +499%)

Y de la misma forma que al principio,

51245224 ... 44992 =(12+22+3%+ ... +499%) — (12 + 22+ 3%+ ... + 50%) =

_ 499:500-999 _ 50-51-101 _ 4498825
6 6

Finalmente,

1012 + 1032 + 1052 + ... + 9992 = 332162150 — 4 - 41498 825 = 166 166850

18 ;Cudnto vale la suma de los 100 primeros multiplos de 72

Queremos calcular la suma de los 100 primeros términos de una progresién aritmética en la que

ﬂ1:7yd:7.

Sg0 = (a, +ﬂlzoo)-100 ) (7+7020).100 _35350

19 En una progresién aritmética sabemos que d=3, a4,=34 y S, =133. Calcula £ y a,.

ap=a;+(k-1)-d — 34=a,+(k-1)-3

S, (al+2¢z/€)-/e 5 1332 (a; +234)~k

342414‘3/%—3 - 41:37_3k

_ (37-3k+34)-k
2

26=71k—3k> — 3k>—71k+266=0

b 71245041-3192 _ 71441849 _ 71+43 _ - k=14/3 (no vale)
) 6 6 6 k=19

a1=37-3-19=37-57=-20 — a7 =-20

133 — 266=(71-3k) k

20 En una progresiéon geométrica de razén r = 3 conocemos Sg = 1456. Calcula 4, y a,.
ag-5—ay _a 0~ _ay-729—-ay  728a
r—1  r=1 2 2

aj=a;-rP=4.27=108

S6 = = 364a;=1456 — a; =4

21 La suma de los infinitos términos de una progresién geométrica es igual a 4y 4, = 1. Calcula
a, ylarazén.

ay=ay-r=1— ay=+
254 1=

a 1/r 1 2
s -4 _Ur _ —4 > 1-4r—4
w 1-r 1-7 7_72 " 4

472 _4ry1=0 > r—@=i-

L
8 8 2

-7 _)ﬂl=2

-1

2

22 Sabemos que la suma de 138 niimeros naturales consecutivos es 30291. ;Cudles son el primero
y el dltimo?

Supongamos que el primer término es k. Entonces el tltimo serd 4 + 137, luego:

(k+k+137)-138

30291 = >

— k=151 esel primer ndmero natural y 4+ 137 = 288 es el tltimo

20
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23 Calcula la suma de todos los términos comprendidos entre el 10 y el 20, ambos inclusive, de
estas sucesiones dadas por recurrencia:

a) a4, =20, a,=a,_ +4
b) bl =7, b2= 13, bn= bn_2+ 12
c) ¢ =0,625, ¢,=2¢c,_;

d) d, =4,d,=6, dn=dn_2.%

a) Esta sucesién es una progresién aritmética en la que 2, =20 y 4= 4.
ﬂlo=20+9‘4=56; ﬂ20=20+19‘4=96

(56+96)-11 _
Ge.30011

b) Esta sucesién es una progresién aritméticaen laque 6, =7 y 4=06.
b10=7+9‘6=61; b20=7+196=121
(61+121)-11

836

La suma es:

La suma es: =1001

¢) En esta ocasién tenemos una progresién geométrica en la que ¢; = 0,625 y r=2.
¢10 = 0,625 - 27 = 320; ¢y = 0,625 - 219 = 327680

2-327680-320 _ 655040

L :
a suma es 71

3

d) Esta sucesion es una progresion geométricaen laque ;=4 y r= o>

9 19
410:4.@) _ 19683 420:4.@) _ 1162261467

2 128 2 131072
3 1162261467 19683
La suma es: 2 1310372 128 =26294,5
o=

24 Halla la suma de todos los términos a partir del décimo de esta sucesién: 4, = 6144, a, =3072,
1
a,= 4 a,_2
La sucesién dada es una progresiéon geométrica de razén r = % Por tanto, se puede calcular la suma
de los infinitos términos de la sucesién.

1 9
ﬂ10=6144 . (5) 212

La suma pedida es 121 =24.
1-L
2

25 Una célula alcanza la madurez y se reproduce por mitosis (se divide en dos) al cabo de 40 min.
Partiendo de un cultivo de 625 células, ;cudntas tendremos al cabo de 4 horas?

Observemos la sucesion:

a; = 625 (cultivo de partida)

a, =625-2=1250 (40 min)

a3=1250-2=625-2%=2500 (80 min)

Vemos que los términos forman una progresién geométrica de razén r = 2.
El término general es 4, = 625 - 2771,

Por otro lado, 4 h = 4 - 60 min = 240 min se corresponden con 7 =7.

El nimero de células es a; = 625 - 26 = 40 000.

21
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26 Meta 12.1. [Tras la visualizacién del video, el alumnado puede debatir sobre cémo afecta

el incremento de la poblacién mundial a la disponibilidad de recursos naturales para mantener
el estilo de vida actual].

En la primera década del siglo xx1 la poblacién de Angola creci6 un 2,5 % anualmente. Si a fina-
les de 2010 habia 23 millones de habitantes, ;cudntos habia a comienzos del afio 20012

Sillamamos P a la poblacién a comienzos de 2001, la poblacién evolucionard de la siguiente forma:

100
2,5 )2
100

« Finales de 2001 P<1+ 2’5)

e Finales de 2002: P(l +

) 5 10
e Finales de 2010: P(l + 100)

10
Por tanto, P<1+ 2’5> 223 = P.1,02519-23 — P=—23 17967563 habitantes.
100 1,02510

27 Se sabe que los dngulos de cierto pentdgono estdn en progresién aritmética. Si el menor mide

50°, halla los demas.
* Recuerda la suma de los dngulos de un pentdgono.
La suma de los dngulos de un pentdgono es: 180° - (5 — 2) = 540°

(50+50+4).5
2

de donde se obtiene que 4 =29 y los demds dngulos son: 79°, 108°, 137° y 166°.

=540

Si d esla diferencia de dicha progresién, tenemos que:

28 Los lados de un hexdgono estdn en progresion aritmética. Calcilalos sabiendo que el mayor mi-
de 13 cm y que su perimetro es de 48 cm.

Llamamos a los lados 4y, a,, a3, a4, as y ag.

Sabemos que 45 =13 cm y que Sy =48. Por tanto:

ag=ay+5d = 13=a,+5d — a,;=13-5d

56:% 5 48=(13-5d+13).3 — 48=(26—5d)-3
48=78-154 — 15d=30 — d=30_-2 5 4=2

15
a;=13-5-2=13-10=3 — 4, =3

Los lados del hexdgono miden 3 cm, 5 c¢cm, 7 cm, 9 cm, 11 cmy 13 cm.

29 En un cine, la segunda fila de butacas estd a 10 m de la pantalla y la séptima estd a 16 m. ;En qué
fila debe sentarse una persona que le guste ver la pantalla a una distancia de 28 m?

a;=16 = a;=a,+5d=10+5d=16 = d=1,2

(La distancia entre las dos filas consecutivas es de 1,2 metros).

Buscamos 7 para que 4, =28 m:

a,=a;+(n—-1)-d=88+(n-1)-12=28 — 88+ 12n-12=28 — 1,2n=204 — n=17

La fila 17 estd a 28 metros.

22
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30 La maquinaria de una fibrica pierde cada afio un 20 % de su valor. Si cost6 4 millones de euros,

31

sen cudnto se valorard después de 10 afios de funcionamiento?
— Al cabo de 1 afio valdrd — (4-10°) . 0,8 €
— Al cabo de 2 afios valdrd — (4 - 10°) . 0,82 €

— Al cabo de 10 anos valdrd — (4 - 106) . 0,810 = 429496,73 €

El 1 de enero depositamos 5000 € en una cuenta bancaria a un interés anual del 6% con abono
mensual de intereses. ;Cudnto dinero tendremos un afo después si no hemos sacado nada en ese
tiempo?

* Un 6 % anual corresponde a % = 0,5 % mensual.

— Al cabo de 1 mes tendremos — 5000 - 1,005 €
— Al cabo de 2 meses tendremos — 5000 - 1,005% €

— Al cabo de 12 meses tendremos — 5000 - 1,005'2 =~ 5308,39 €

32 Utiliza las sumas de una progresién geométrica para obtener las fracciones generatrices de estos

decimales periédicos:
a) 2,4 b) 1,72 0 0,35 d) 3,75923

* Ten en cuenta el ejercicio guiado 1.

2444, =24 A, 4 4 5 4<L S ):
2) 70 100 T 1000 " **\70 " 100 T 1000 "
1
-2+ 4 10 _5,4.1_22
+ 1 + 9 9
1—_L
10
b) 1,727272... =1+ L2 72, 72 +...=1+72.<1 L 1 +...)=
100 T 10000 © 100000 100 © 10000 © 10000000
1
100 1 19
“1+72.-100 4,75 1 _19
T A TR
100
3 5 5 5 3 1 1 1
0, - =3 s, )=
©) 0,35555 10 7100 1000 T 10000 1o+5<100+1000+10000+ >
1
_ 3,5 100 _3 .5 1 _16
"0 T 1 1070790 4
10
923

- 75 923
d) 3,75923923923... =3 + 100 * 160000 * 100000000

=375+923~< 1 + 1 +...>=
100 100000 * 100000000
1
_ 375 . 9p3..100000 _375 ,9y3._ 1 __ 93887
= T00 0% L1 100 7% 99900 ~ 24975
1000

23



33 Calcula el limite de cada una de estas sucesiones:

a)an=l+% b)b,g%
2 [2
Jde,= (nz—I; &) d, - n2n+1
n+
90,3021 s (2
(1 +n) in
h) b, =
8 & (n+2)? ) b 1+yn

1
3.) ﬂ1000:1+wzl
Vemos que el limite es 1 porque el segundo sumando tiende a 0.

b) [710 B 510 125 b 5100

Como se puede ver la sucesién crece indefinidamente y el limite es +oo.

C) ClO = 0,7864, CIOO = O,9798; (A 000 = 0,9980

lime,=1
limd,=05=21

2
e) elo = 9980; 6100 = 30,1; €1 000 = 94,90

lim e, = +oo

£) fio=1756;5 fio0=1973;s fio00 = 1997
limf, =2

) gio = 9245 gio0 = 99,035 g1000 = 999,003
lim g, = +oo

h) hyg = 0.760; hyge = 0,909 hygop = 0969
lim b, =1

34 Calcula el término general y el limite de estas sucesiones:

3 5 7 9 11

a) 3, ja _12’ _17) _22) e

b/, 4 1 =2 -5

9 -99 96 -91 -84 -75
10° 20° 30’ 40’ 50° "

150
7,8886 X 1055 bysg= 2 = 4,1007 X 10%
1507
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a) Tanto las sucesiones de los numeradores como las de los denominadores son progresiones aritméticas.

a4 = 3+(n-1)-2 _ 2n+1
" 2+(n-1)-(-5) -5n+3

lim a, = — 2

5

b) La sucesidn de los numeradores es una progresion aritmética y la de los denominadores es la suce-

sién de los cuadrados de los niimeros naturales.

b J+n=1)-(3) _3n+10

n? n?

lim b, =0

¢) La sucesién de los numeradores se obtiene restando a 100 los cuadrados de los ndmeros naturales.

Los denominadores son los multiplos de 10.

2
anloo—_n ll’m Cn:_oo

107
24
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35 Sabiendo que S=1+a+4? + ... + a'% escribe en funciénde S lasuma 1+ a+4? + ... + 2*L.

2 3 21

Llamemos 7 ala suma que buscamos: 7' =1+a+a“+a’ +a

T=1+...+a0%+aV+ .+ =S+ + ...+ =85+ 1 +...+40=5+41§

36 Halla el término general y estudia el limite de esta sucesién:
a,="2=2
a1=2 ay =2 ~ 141425 a3 = 2 = 1,2599; a4 =42 =~ 1,1892; ...; 459~ 1,0718
ayp0 = 1,00696; lim a, =1

37 Comprueba que la sucesién 7, 37, 87, ... esuna progresién geométrica. Calcula el siguiente
término.

Comprobaremos que es una progresién geométrica viendo que la divisién entre dos términos conse-
cutivos es constante e igual a 7:

7 _8472 1
7w
KA A
7
Calculamos el siguiente término:
6
= d3 GL = 6£ = 1
A

a4

38 ;Cudntos términos de la progresién aritmética 1, 4,7, ... tienen menos de cinco cifras?
Tenemos la progresion aritmética 1, 4, 7, ... cuyo primer términoesa; =1 y d = 3.
ay=4=a,+1
az=7=a,+2d
Si escribimos su término general:
a,=a;+(n-1)d=1+(n-1)-3=3n-2
Queremos saber hasta qué término tenemos 4 cifras, es decir:

a, <10000 = 372-2<10000 — 372<10002 — n<3334
Por lo tanto si cogemos 7 = 3333 tenemos el término a3333=3-(3333)-2=9997

Asi podemos encontrar 3333 términos con menos de cinco cifras.

39 La suma de los 7 primeros términos de una sucesién viene dada por S, = n2 + n + 5. Halla
as.
Si n=15 = §;5=152+15+5=225+20=245
Si n=14 — S§;,=14%+14+5=215
También sabemos que:

515=ﬂ1+ﬂ2+ﬂ3+...+4152514+ﬂ15 - ﬂ152515—514 - ﬂls 2245—215:30
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40a) Demuestra que:
22+ 424+62+8%2+102=4(12+2%2+3%+42+5?%
b) Calcula la suma de los cuadrados de los 50 primeros niimeros pares.

¢) Calcula la suma de los cuadrados de todos los niimeros impares menores que 100.

) 22+ 42462487+ 107=(2- 12+ (2:22+(2-3)2+(2-42+ (257 =217+ 22+ 32 + 4% + 59)
b) 224424 62+ ... + 987+ 1007 = 2212 4 224 32 4 .. + 497 + 50%) = 22 2021101 _ 171700
) 12432452+ ...+992=(12+22+ 3%+ 4%+ ... + 992+ 100%) — (22 + 42 + 6% + ... + 982 + 100?) =

- w — 171700 = 338350 — 171700 = 166650

41 Halla la siguiente suma:
113+133 +15% + 173 + ... + 333
Llamamos S= 113+ 133 + ... + 313 4+ 333,

2 2
13+23+33+...+103+113+123+...+3z3+333=¥=314721

2 2
443463+, +323-23(13+25+ ..+ 163)=8-16# - 147968

Por tanto:
1P+33+ ... 493+ 1134133+ ... +313+333=314721 — 147968 = 166753
§=166753-(13+33+... +9%) = 166753 — 1225 = 165528

Pagina 77

Cuestiones teoricas

42 Sea a, una progresién aritmética con d = 1 :Cuil es su limite?

10
42=a1+d=al+%
43=42+d=41+%+%=d1+12—0
a,=a;+ ”1_0

Calculamos términos grandes para ver cudl es su limite:

s
ﬂlo—ﬂ1+ 10
4100:ﬂ1+%:¢11+9+19—0
41000=ﬂl+ 91909 =ﬂl +99+%

Como vemos que buscando términos cada vez mayores hay una cantidad que no para de crecer (9, 99,
999, 9 999...), esta sucesidén tiende a infinito.

43 Si a, es una progresién geométrica con 7 = %, scudl es su limite?

Al ir multiplicando por % sucesivamente, los términos se van aproximando a cero.

Es decir, lim a, = 0.
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44 Si la suma de los infinitos términos de una progresién geométrica es 5, ;qué podemos decir del
valor de 7?

Inventa un ejemplo con 7 positivo en el que se verifique esto. Inventa otro ejemplo con 7 ne-
gativo.

Podemos decir que |r| < 1 porque se pueden sumar sus infinitos términos.

5 5

Con 7> 0 tenemos, por ejemplo: ,%, 8 1¢ ...yaque S = 2 _ 5.

(Y

Con 7<0 tenemos, por ejemplo: 20 _20 20 20

379277 817
20

En este caso S =

45 La sucesién 3, 3, 3, 3, ... puede considerarse una progresién aritmética y también geométrica.
:Cudl es la diferencia en el primer caso? ;Y la razén en el segundo?

— Es una progresién aritmética con 4 = 0.

— También es una progresién geométrica con 7= 1.

46 En una progresién geométrica cualquiera, a, ar, ar?, ..., comprueba que:
ﬂ1°ﬂ6=ﬂ2'd5=d3'ﬂ4
:Se verifica también que a3 - a4, = a4 - ag2 Enuncia una propiedad que exprese los resultados
anteriores.

aj-ag=a-(a-r)=a*-r

ay-as=(a-r)-(a- =a?.7 | Son iguales

43-44:(4-72)-(4-73):ﬂz-r5

8

43-47:(4-72)-(4-76):42-7 )
g [ Son iguales

ag-ag=(a-r)-(a-r)=a*-r

Para profundizar

47 Calcula el limite de cada una de estas sucesiones:

a)an=#+%+...+%
by 12, P+22 12422432
13 13423 13423433
o112 2:(1242%) 3.(12422+37)
13 13 +23 13423433
1.22 2-2%2+4%) 3.(22+42+6?)
137 13423 7 13423433

a) a,= 12(1+2+3+...+n)=1<(1+n)'”>=1.<”+”2>= n’+n
n

n? 2 n? 2 2n?

d)

Hallamos el limite: 4y = 0,55; a1 = 0,505; @100 = 0,5005; lima,=0,5 = %
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b) Usamos los resultados de la pagina 65 de esta unidad para el numerador y el denominador.

n(n+1)2n+1)
_ 6 =4n(n+1)(2n+l)=2(2n+1)= ) - I 4n+2 _
" n2(n+1)? 612 (n+1)2 3n(n+l) 3u243n 312 +3n
4

¢) Cada término de esta sucesién es igual al correspondiente de la anterior multiplicado por el lugar
que ocupa. Es decir:

47+ 2n. lim 47° 1+ 2m _4
3n2+3n 3
d) Observamos que:
22=2%.17
27+ 42=2%. (17 + 29
224424+ 6%2=22.(12+2%+ 3%
Este resultado es el cuddruple de la sucesion del numerador del apartado b), por tanto, el término

n(n+1)2n+1)
—e

El denominador es igual al denominador de la sucesién del apartado b).

general de este numeradores 7 -4 -

n_4‘n(n+l)(2n+1)
d - 6 _16n*(n+1)Q2n+1) _16n+8 . ;. 16n+8 _ 16
? n?(n+1)? 6n*(n+1)? 3n+3 3n+3 3
4

48 Al sumar los niimeros naturales desde el 1 hasta 7z ha habido un error y se ha sumado dos veces
uno de ellos. Si se ha obtenido 857, determina # y el nimero repetido.

n(n+1)
2

Buscamos un ntimero natural, 4, tal que S,+k= +4% =857 que tiene que cumplir £ < 7.
Damos valores a 7:

n=10 = S8y =55 y, por tanto, como 857 — 55 = 802, no hay ningtin nimero %< 10 tal que
55 + k = 857.

Procedemos del mismo modo hasta que 857 — §,, sea menor o igual que 7
n=20 — 85=210, como 857 — 210 = 647 > 20, seguimos.
n=30 = S35 =465, como 857 — 465 = 392 > 30, seguimos.

n=40 — S =820, como 857 — 820 = 37 < 40, hemos llegado a una solucién: 7 =40 y el nimero
repetido es 37.

Veamos que no hay mds soluciones. Para ello estudiaremos qué ocurre cuando 7 = 39 y cuando 7 = 41.
n=39 = 839 =780, como 857 — 780 =77 > 39, este valor de 7 no es solucidn.

n=41 — 84 =861, en este caso ya hemos superado el valor 857 y, por tanto, este valor de 7 tam-
poco es solucién.

49 En la sucesién 4,7, 1, 8, ... para n > 2, el término 4, es el digito de las unidades de la suma de
los dos anteriores. ;Cudl es el menor # para el que S, > 100002

Tenemos la sucesién 4, 7, 1, 8, 9, ... de la que, a simple vista, no podemos deducir un término gene-
ral pero si escribimos mds términos, observamos que empiezan a repetirse secuencialmente:

4,7,1,8,9,7,6,3,9,2,1,3,4,7, 1, ...
Los términos se repiten a partir del duodécimo.
Observamos que S, = 60, por lo que cada 12 términos de la sucesién sumaremos 60.")

Veamos cudntas veces podemos hacer esta suma sin pasar de 10 000. Tenemos:

106%00 =166,6 ; 60-166=9960; 166-12=1992
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Por la igualdad (*), S99, = 9960 < 10000. Sumamos de 1 en 1 los términos que faltan para acercar-
nos a 10000:

S1993 = 9960 + 4 = 9964
Si994 = 9964 + 7 = 9971
Si995=9971 +1=9972
S1996 = 9972 + 8 = 9980
S1997 = 9980 + 9 = 9989
S1905 = 9989 + 7 = 9996
S1999 = 9996 + 6 = 10002

Por lo tanto el término 1999 es el primero que cumple la condicién dada.

50 ;Qué niimero ocupa el lugar 2007 en la sucesién 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4,4, 4, 5, 5, ...2

a,=1, si n=<1

a,=2,si n<3. Sabemosque 3=1+2= %
a,=3,si n<6. Sabemosque 6=1+2+3= %
=4 si n< = = 4-5
a,=4, si n<10. Sabemos que 10=1+2+3+4 = -5
En general: ,=4#, si k esel menor ndmero natural que cumple 7 < @
5 k' (kv + 1) '
Buscamos, por tanto, el menor natural, #, que cumpla: 2007 <————%. De esta forma, a,y; = k'

Solucionamos la siguiente ecuacién:

k(k; 1) =2007 = k+k=4014 —> ky=62,8; k,=-63,8 (descartamos la solucién negativa).

Por tanto, <2007, y el primer natural que cumple la condicién deseada serd:

62(62+1)
2

k’=62+1=63 y42007=63
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AUTOEVALUACIGN

v

C.E.: CE 2.5. (EA 2.5.1.)
Pagina 77

n? —709

1 Determina los términos a,, ay; y 459y de la sucesién cuyo término general es: «,, = 213

:Cudl es su limite?

_12-709 _ oo, _972-709 _ 4. _500%2-709 249291 _
a1 = —F—7F = 177, ﬂ97— 797*—3 —87, ﬂsoo— 500+3 = 503 —495;61

1+3

Observamos que los términos independientes se hacen insignificantes comparados con los otros térmi-
nos, luego:

lima,=lim = limn = +o0
n
2 Escribe los diez primeros términos de la sucesién definida asi: 2, =4, a,=7, a,,,=2a,—a,
ay=4 ay=7; az=2-4-7=1; ay=2-7-1=13; as=2-1-13=-11;
ag=2-13-(-11)=37; a;=2-(-11) =37 =-59; ag=2-37 - (-59) = 133;
ag=2-(-59) - 133 =-251; a15=2-133 - (-251) =517

3 Iﬁh Cabezas pensantes. [Una vez que el alumnado haya leido el enunciado, compartiri las pro-
puestas que tiene para encontrar los términos generales tal y como se explica en esta técnica].

Halla el término general de las siguientes sucesiones. Indica cudles de ellas son progresiones arit-
méticas y cudles progresiones geométricas:

a) 3,7,11, 15,19, 23, ... b) 1, 2,5, 10, 17, 26, ...
c) 1024, 512, 256, 128, ... d) 3,-9,27,-81, 243, ...
e) 8/13,19/52, 3/26,-7/52, ... f) 4,3,5,2,6,1,7,0, ...
g) 24, 18,27/2, 81/8,243/32, ... h) 0, 2, 6, 12, 20, 30, ...

a) Es una progresion aritmética de diferencia = 4.
a,=3+(n—-1)-4=4n-1

b) No es una progresion. Los términos son una unidad mayor que los cuadrados perfectos, empezando
por el cuadrado de 0.
b,y=(n-12+1=n>-2n+2

¢) Es una progresién geométrica de razén r = %
n—1
c,= 1024.%) =210, pl-n_pll-n

d) Es una progresién geométrica de razén r = -3.
d,=3.(=3)""!
¢) 8§ 232 19 3 _6 -7

13527527 26 527 52777
13

Asi vemos que es una progresion aritmética de diferencia 4= — Bk
8 (o 13). 45-13n)
e,= 13+(71 1)( 52>_ 5

f) No es una progresién. Los términos impares forman una progresién aritmética de diferencia o = 1.
Los términos pares forman una progresion aritmética de diferencia & =—1.

3+nT+1 si 7 esimpar

=

4—% si 7 espar
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3

g) Es una progresién geométrica de razén 7= =~

4.
n—1
24 . (3

h) No es una progresién. Observamos la siguiente relacién:
0=1-0
2=2-1
6=3-2
12=4-3
20=5-4

Luego h,=n(n—1) = nw—n

4 Halla la ley de recurrencia por la que se forman las siguientes sucesiones:

a) 7, 8,15, 23, 38, 61, ... b)1,1,1,3,5,9,17, 31, ...

0 0,1,2,3,6,11,20,37, ... d)1,1,3,7,17, 41,99, ...

a) Cada término, a partir del tercero, es la suma de los dos anteriores. Por tanto:
ay=7 ay =38 a,=a,_1+4a,_,

b) Cada término, a partir del cuarto, es la suma de los tres anteriores. Por tanto:
ap =1 ay=1 az=1 a,=a,_ 1+d,_,+4a,_j;

¢) Cada término, a partir del cuarto, es la suma de los tres anteriores. Por tanto:
a;=0 a, =1 az=2 a,=a,_ |+d,_,+4a,_;

d)a; =1 a,=1 a,=2-a, |+a, ,

5 Halla las siguientes sumas:

a)3+7+11+...+43

b) 1000 + 1000 - 1,1 + 1000 - 1,1% +... + 1000 - 1,1'5

c)80+40+20+10+5+...

d) 1012 + 102% + 103? + ... + 1402

e 3P +43+53+...+153

a) Esla suma de los once primeros términos de una progresién aritmética de primer término #; =3 y
diferencia 4 = 4.
a,=4n-1 a; =3 a; =43

Sy = AL 3+243 11=253

b) Es la suma de los quince primeros términos de una progresién geométrica de primer término
a; =1000 yrazén r=1,1.

ayr"—a 1000-1,1'-1000
_ N =31772,4
S, 1 Sis 1o 31772,48
¢) Es la suma de los infinitos términos de una progresién geométrica de primer término ; = 80 y
razén r=1/2.

__ %4 __80 _
S°°‘1-r 1-1/2 160
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nn+1)2n+1)
6

1012 + 1022 + 1032 + ... + 1402 = (12 + 22+ 32 + ... + 140%) — (12 + 22 + 3%+ ... + 100?) =

_ 140-121-281 _ 100-121-201 _ 554696062030100 _ 586140

e) 17+23+3%+ +;'13=7”2(n+1)2
Z

2 2
33+43+53+...+153:(13+23+33+...+153)—(13+23):%—9:14391

d) 17+22+3%+ ...+ 0=

6 En una progresién aritmética, a,5=43 y agq = 85,0.
a) Calcula S,
b) Obtén el valor de a,,,.
ﬂlS :ﬂl +14d=43
agg=a; +85d=85,6
a;=43-14-0,6 = 34,6
a) ﬂ100234,6+99‘0,6:94

S100= (34,6+294)-100 _ 6430

} — 85d—14d=42,6 — 4=0,6

b) ﬂzzo = ﬂl + 219 . d = 34,6 + 219 . 0,6 = 166

7 Dados estos dos términos de una sucesién, 4, =2 y a3 =7, halla cuatro términos mds y el tér-
mino general suponiendo que se trata de una progresién:

a) aritmética
b) geométrica
a) Si es una progresién aritmética, entonces:
ay=a,+2d —> 7=2+2d —> d=25
Término general: 2,= 2 +2,5(n— 1)
Términos de esta progresion son: a; = 2; a,=4,5; a3=7; a;=9,5 as=12; a;=14,5; ...

b) Si es una progresién geométrica, entonces:

a=a,-1r=7 > 7=2.r > r=\/z

2
n—1
Término general: , = 2(@)

- g / / 4947
T d : = 2, = 2 l) =/ = Z, = 4_9) 6= ———
érminos de esta progresion son: 4; a, 73 4 75 az=7 3 A= a Yy

8 Halla los limites de las siguientes sucesiones:

a) an=5 b)bn=M ) cn=n2+1
n+1 5n
—_ (_g\» 2 - 5n—-2 _ (_3)"
d)d,=(5)"+n ©) =35, f) f,=(3)
3, _ 400072 N (D741
8 &=, *3 h) b, = =73 i) dy=
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a) le = 0)5 4100 = 0,05 ﬂl 000 = 0)005 - Zl'm % =0
b) 19 =318 b0 = 3,02 by oo = 3,002 — lim 5n++31n _3
2
c) ¢1p =2,02 ¢100 = 20,002 €1000 = 200,0002 — lim ”5;1 = 4oo

d) dy4 = (=5)1°° + 100% = 7,8886 - 10
dyo; = (=5)101 + 1012 = —3,9443 - 107°

En esta sucesion la potencia de 7 apenas influye en el valor de los términos. Se trata de una suce-
sidén oscilante en la que los términos pares tienden a +oo y los impares tienden a —oo. Por tanto, no
tiene limite.

5-100-2 _ 498
3-2.100 197 2,5279

_5.1000-2 __ 4998 __
€000 = 3751000~ 1997~ 2 0%

En esta sucesién los términos independientes tienen una influencia insignificante.

S5n—2 5. 5

i __5
3-2n T2

£) fop = (-3)°° = 7,1790 - 107
for = (£3)°1 = —2,1537 - 10%

Se trata de una sucesion oscilante en la que los términos pares tienden a +oo y los impares, a —oo. Por
tanto, no tiene limite.

€) eyg0 =

lim

2) €100 = 130 + 120 =33,363

_ 31000 _

En esta sucesién la primera fraccién se hace cada vez mds proxima a cero, ejerciendo una influencia
insignificante en el resultado.

La segunda fraccién se hace muy grande cuando 7 crece indefinidamente.

n

3

= 4oo,

Por tanto, lim g, = lim

2
h) lim 40&3” = lim 4000 _¢ porque el numerador es constante y el denominador, en valor abso-
- -7

luto, se hace muy grande.

1) ; ~ (_1)1000+1 _ 1
10007 °"5.1000 ~ 1000
: (=141
1001 = T 001

Los términos impares siempre valen 0 y los pares tienden a 0 porque el numerador es constante-
mente 2 y el denominador se hace muy grande.

=0,001

Por tanto, /im i, =0.
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