EDIgTE X Matemadticas aplicadas a las Ciencias Sociales SOLUCIONARIO

UNIDAD 10: Limites de funciones. Continuidad

ACTIVIDADES-PAG. 208
1. Podemos decir lo siguiente:

a) Paraestafuncién:
f (x) tiendea 1 cuando x tiendea — o

f (x) tiende a+ o« cuando x tiende a — 2 por laizquierda
f (x) tiende a - o cuando x tiende a — 2 por la derecha

f (x) tiende a - co cuando x tiende a 2 por la izquierda

f (x) tiende a + o cuando x tiende a 2 por la derecha

f (x) tiendeal cuando x tiendea + .

b) En este caso:
f (x) tiende a0 cuando x tiendea — oo

f(x) tiendea + oo cuando x tiendea + .

c) Para esta gréfica
f (x) tiendea 1 cuando x tiendea — o
f(x) tiende a1 cuando x tiendea + .

d) Para estafunciém:
f (x) tiendea — oo cuando x tiendea — «©

f (x) tiendea + oo cuando x tiendea + .

ACTIVIDADES-PAG. 227

1. Designamos los colores por: rojo (R), verde (V), azul (Z) y amarillo (A). Las cuatro formas por: cuadrada
(C), circular (0O), triangular (T) y pentagonal (P).

Por ensayo y error colocamos las fichas en un tablero 4x4, cumpliendo las condiciones que indica €l
enunciado y obtenemos una sol ucién:

RC |[VO | ZT | AP
ZP | AT |RO|VC
AO | ZC |VP |RT
VT |RP |AC | Z0O

Podemos encontrar hasta 72 soluciones distintas.

2. El nlmero total de amanitas ha de ser multiplo de 9 menos 1, es decir, 8 amanitas.
Resolviendo €l problema mediante ecuaci ones obtenemos:

8 8 )
— X+ — =X = X=8 amanitas
9 9
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3. El enunciado del problema nos muestra que el nimero de latas de zumo debe ser un nimero impar. Por
ensayo y error obtenemos:

Hay 7 latas de zumo.

El primer amigo se bebe 7/2 + 0,5 = 4 latas. Quedan 3 |atas.
El segundo amigo se bebe 3/2 + 0,5 = 2 |latas. Quedan 1 lata.
El duefio delacasasebebe 1/2+0,5=1lata

L uego, efectivamente habia 7 latas de zumo.

Este problema se puede resolver también mediante ecuaciones.

4. Seanunnimerorea. Veamoss n?-(n?-1)= 12
Comon?-(n?-~1) =n-n-(n-1)-(n+1), entonces:

e n-(n-1)-(n+1)= 3, puesesproducto de tres NUMeros consecutivos.

oS nzé,entonces n—1=éyn+1=é.Portanto n-n-(n-1)-(n+1= 3 . 2 2 =1.2
eSin-1 =é,entonc&n =é.Portanto n-(n-1)-(n+1)= 3 : 2 2 =1.2

S n+1=é,entonc&s n= é.Portanto n-(n-1)-(n+1)= 3 : 2 2 =1.2

En cualquier caso se verificaque n?- (n?—1)= 12

ACTIVIDADES-PAG. 229

1. Enlaimagen tenemos la resolucion, con Wiris, de estos limites.

3
lim, (1+4x) 2¥° => +00
x—0

1
lim (vV9x2-2x-3x) =» -3
[ X2 -6x+5

mover-s ¢ &
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2. Con Wiris representamos la funcion y vemos en la gréfica que tiene dos asintotas verticales de ecuaciones
x =0; x = 0,5y unaasintota horizontal de ecuacion y = - 1.

En lamisma grafica estudiamos la continuidad y esta funcidn es continuaen R - {0; 0,5}

1-2-x2 1-2.x2
———— = X ————
2-x2=x 2-x2=x
| representar(f(x),{asintota= {color=verde,anchura_linea=3}})

f(x) :=

<R|LE2 &nu [liﬁi:i
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3. Representamos con Wiris estas dos funciones:

a) Estaes unafuncion atrozosy hay que dibujar cadatrozo en su intervalo, los dos dibujos dentro del mismo
bloque.

| dibujar(2-x-x2, 1..+00, {color=azul,anchura_linea=3}) =+ tablero1
| dibujar(27*, -00..1,{color=verde,anchura_linea=3}) =+ tablero1

A partir de la gréficavemos que esta funcion es continuaen R — {1}

<|@|Eme o 1 l]iﬁ;i
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b) Para representar la parte entera se escribe dibujar (suelo(x/4))

Larepresentamos y a partir de la gréfica vemos que es unafuncion escontinuaen R — {x =4-k/ke Z}.

X

2 ) ,{color= rojo,anchura_linea=3}) =3 tablero1

|t

Do

SEEes s v ¢E s s FHom

ACTIVIDADES-PAG. 230

1. Las soluciones pueden verse en latabla.

Apartados Gréficaa) Gréficab) Gréficac)
a) Dom f R R R
b) Imf [0, 1) R [0, + o)
) f(0) 0 2 1
d) f (1) 0 2 0
e lim f(x) 1 1 1
X—> 0
f) lim f (x) 0 1 1
x— 0"
g) Il'mof (x) No existe 1 1
h) lim f (x) 1 2 0
xX—>1
i) lim f(x) 0 2 2
x — 1
) lim f (X) No existe 2 No existe
x—>1
k) lim f(X) No existe -0 + o
) lim f(X) No existe + oo +
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2. Las gréficas pueden ser como las que siguen.

gl
5
dt
ye3
e O T o
2|
11
17 -1 -0 -8 -8 -F A . 4 A -3 - )q\—1/’7 ¥ 4 8
-1
-zt
b)
5
+-
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corex sowaonato.

3. Laasociacion es:

a) con (1) b) con (I11) c) con (1)

4., L as soluciones son:

a lim f(x)=—-w h) lim g(x)=1
X—> -1 X—> -1
b) Iim f(X)=+o i) lim g(X) noexiste
X— -1 X——1"
C) Iim1 f (X) noexiste i) lim g(xX) =+
d) Asintotas horizontales. y =0 k) Asintotas horizontales. y = 0
Asintotas verticales: x =- 1 Asintotas verticales: x =- 1
e lim f(x)=0 ) 1im g(X) no existe
X — —o0 X—>1
f)y lim f(x)=0 m) lim g(x)=-1
X —>+ o0 x— 1"
4) I|’m0 f(x)=0 n lim g(X)=0

5. Las gréficas pueden verse a continuacion:

a)

e T T T T
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d)

6. Los vaores delos limites son:

a)lim7 =7

x—0

b) lim x °=0

X —> + ©

lim L =
C) X—> -2 X2 B

NS

d lim x°=—-o

X—> —

e xIirp (-3 =-3

=+

f) lim is

x— 0" X

L T L T T & 1 T L T

kg
1]
Lo

i) lim i=O

X—> —© X:I'1
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corex sowaonato.

g) Iim iszo 0 lim x*=+o
X—> —o ¥ X—> =
.1 , 3

h lim — =+ o p) |Ile =-1

Xx—> 0" ¥

7. El valor deloslimites es:

a) Xll;n; f(x)=1 €) Xlin} f(x) =2

b) Xlin; f(x) =1 f) >!'1n4f (X) =no existe
C)Jiinzf (x) =1 g)xl_l')rrjwf(x) =—
d) X";”} f(x)=1 h) Xﬁrpw f(X)=—o

Todo lo anterior puede verse en la gréfica que sigue.

A

8. Loslimites valen:

3_
a lim (3x* +5x—-2) =+ f) lim 5)(2—2x+1:_oo
X —> + 0 X o> — o 6X +2X
b) lim (- x® +5x—4)=—-o g lim Jx +3 =£
X —> 4+ 0 X >+ oo 2X_5 2
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3x% +4x* -2

09 lim (3x’ —6x* —5) =~ h) lim = -

Xx>-= 3/8x% —5X + 3

A =7

d) lim # =0 i) Iim —=1
x>-» 2x® —4X + 6 X+ o 4x 2
. 33X +5x-7

e lim =-1

e _ 3% — 3X + 4

9. Loslimites valen:

2 _ J1-x-1
glim >t g g lim Y- X72_ 1
x>1 X3 — 4x® + 3x x—0 X 2
o) lim X P2 by lim X=% _4
x>0 2x° + 3x? + 2X H4\/§—2
x> -4 4 Lo WIx=42 W2
o lim ———— i) lim ———=—
x>2 5x% —7X — 6 13 x>2 X -4 1
4 _ 2—7—-X
d lim = 1__4 Hlim————— =_2
x>-1x3 41 3 x>3 4 — J13+ X
5 3 / _
€) ||mu=0 k) lim L:Z
x>0 x% 4 x? X202 IX+2 -2
2_ 7
fy lim X 720 ) eise (oslimites 1) 1fm =2
x>3 x> — 6X + 9 Xﬁo\/2+x—\/2—x

laterales son diferentes)

10. Los limites son:

2 2 2
. X
a) lim no existe, ya que: lim =—0y [im =+
2 2X—4 x>2 2X -4 x>2" 2X -4
4—x . 4-X 4—x
b) lim =+ vyaque lIMm ——= y lim ——=+o0
X — 0 X x>0 X x—>0+ X
X+5 X+5 X+5
c) |I =+w vyaque liMm——==+40 y lim—— =+
1|X 3| X3 X_a x—>3 | x— a
2
d) lim 23 X* + 2x [oo-O]:Iimz(X—tzx)Q:Iimw=+oo
x>0 X 3 x>0  3X 0] x-»0 3x
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9 lim [L-MJ[O.OO]= lim @[2}4

X —> + X+3 X —> + X+3

11 1 ] x* — X 0
f) lim| = -— [oo-O]: lim — > =
x->0 X“{X+2 X +2 x>0 x* (x+2(x*+2) |0

, -1 . .
= lim 5 X (X )2 no existe, al ser los|imites|aterales:
x=>0 xX° (XxX+2) (X +2)

' x-1 ] x—1
lim 5 =400 y lim 5 =
x->0 X (X+2) (X" +2) x=>0" X (X+2) (X" +2)

11. Loslimites valen:

3 lim 9x2—4x—1—3x):—§

X —> +©

b lim [Vx (Vx - vx=2)|=1

X—> +

o lim (x +3 X —1jzo

X—>— o X X

ACTIVIDADES-PAG. 233

12. Los limites son:

a) Esunaindeterminacién del tipo 1~ . El valor del limite es:
2X . 4x + 2 . 10x
4X+2 =exl:rgw2x.[4x—3_l):exl:n;]oo4x3 :eg
4x — 3

[im

X —> + ©

b) Es unaindeterminacion del tipo 1 . El valor del limite es:

241 2x% +1 (3x 7 ) 14
, X-7) 3x im 2L (X7 14
Ilm( 3 =e” " ¥ ¥ =
X

X—>+ ©

c) Esunaindeterminacién del tipo 1 . El valor del limite es:

X . 2
, 2 lim x?. = o
lim |1+ —| = e =" =+
X — + o Bx

155 |



EDIgTE X Matemadticas aplicadas a las Ciencias Sociales SOLUCIONARIO

d) El valor del limite es:

3x
[im (3+ ZXJ =2 =+
X — + © X_5

€) Es unaindeterminacion del tipo 1~ . El valor del limite es:
lim 2 (1+3x-1)

lim(1+ 3x)§ =g = €°

Xx—>0

f) Esunaindeterminacion del tipo 1~ . El valor del limite es:

x -3 . oy [ 3x . =x+3 1
Il,m [5 - 3X _ equw(x 3 [4—3X ] — exL”Poc— 33X +4 ) l
4 — 3x

X —> + ©

13. Las soluciones son:

-2 . . . -, . .,
tiene dos asintotas: vertical de ecuacion x = - 1y horizontal de ecuaciony =

a) Lafuncion f(x) =
6X+6

/2.

b) La funcion f (x) =

5 tiene tres asintotas. dos verticales de ecuacionesx =1 y x =0;y una
X

horizontal de ecuaciony = 0.

2

¢) Lafuncién f(x) = X

tiene dos asintotas: vertical de ecuacién x =0y oblicua de ecuaciény = X.

d) Lafuncion f(x) = — tiene una asintota horizontal de ecuaciony = 0.

X +4

(x-2)°

e) Lafuncion f (X) =
X+ 2

tiene dos asintotas: vertical de ecuaciéon x = - 2y oblicua de ecuacion
y=x-4

2_

f) Lafuncion f(x) = tiene dos asintotas: Vertical de ecuacion x = - 1y oblicua de ecuacion

X+ 6
1 1

=—X—-—=.
Y 2 2
14. A lavistade la gréfica podemos asegurar que:
a) Lagréficaes continua para cualquier nimero real excepto parax = 0.

b) La gréafica es continua para cualquier nimero real excepto parax = 0.

c) Lagréficaes continua para cualquier nimero real.
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15. Los resultados son:

0y & lim f(x) =1

x— 0

b) lim f(x) =3

x — 0"

9 lim f(x) =0

d) I|'m3 f(x) =-6

Lafuncion es continua para cualquier nimero rea excepto parax = 0.

e f(0)=3

f)f(1)=0

9f@)=-6

Todo lo anterior puede verse en la grafica adjunta.

a a Ilim f(x)=-2

X—> 0

b) lim f(x) =-4

X — 0"

& f(0)=-4

f)f() =-3

o lim f(x)=-3 9f(@d=5

d) I|'m3 f(X)=5

Lafuncion es continua para cualquier nimero real excepto parax = 0.
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corex sowaonato.

Todo lo anterior puede verse en la gréafica adjunta.

a

16. Los valores del parametro a para que las funciones sean continuas es:

aa=6 b)a=1

17. a) Lafuncién f (X) escontinuaen R—{-2, 2}.
b) Lafuncion f (x) escontinuaen [- 1, 1].
c) Lafuncion f (x) no escontinuaen x = 4.
d) Lafuncion f (x) es continuaen (3,+ oo).
e) Lafuncién f (x) escontinuaen [-2, 0) U (0 + )
f) Lafuncién f (x) no escontinuaen X = - 1 pues no esta definida. Tampoco es continuaen x = 1.

g) Lafuncion f (x) escontinuaen R.

h) Lafuncion f (x) escontinuaen R

i) Lafuncionf (x) escontinuaen (— 00, 1) ) (— 2, +oo).
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18. Lafuncién dada es discontinua evitable en x = - 3 y discontinua no evitable en x = 3. Laredefinimos para
X =- 3y queda

6Xx + 18
Fx)=< x* -9
-1 si x=-3

X# -3

19. a) En este momento hay 4000 &guilas. Al cabo de 8 afios habra 7368 aguilasy a cabo de 12 afios habra
7556 aguilas, es decir, habra aumentado e nimero.

b) Calculamos  lim (lgt:f} =8 , esdecir se estabilizara en 8 000 animales.
X—>+ © _|_
20. Lafuncién beneficio es; B(t) =I(t) - G(t) = —6;; 7?30
+

Calculamos |im

X =+ o

(60t+700

P j:O , esdecir tienden a anularse.
+

21. a) Lafuncién es continuaen [O, +oo)

b) El 6° afio hara un promedio de unas 35 fotocopias por minuto.

c) Calculamos lim

X =+ @

(12t +172

a1 j =12 , esdecir, hara 12 fotocopias por minuto, por término medio.
+

ACTIVIDADES-PAG. 235

Dibujamos un triangul o equilatero, dividimos cada lado en tres partes y sobre la parte central, dibujamos otro
tridngulo equilétero, en e siguiente paso sobre cada uno de los 6 tridngul os equiléteros repetimos el proceso
e iterando obtenemos esta curva.
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Consideramos que € tridngulo equilétero inicial tiene de lado a unidades.

NUMERO | PERIMETRO AREA
DE CURVA
1 3a a2 \/é
4
2 12a/3 a’+3 a’+/3
+3
4 36
3 48al9 a?+3 a*+/3 a*+/3
+3 +12
4 36 814
4 192427 a’~3 _a’+/3 _a*+3 a*3 _a*+/3 _a*/3
+3 +12 +48 +3 +12
4 36 814 4 36 729-4
enésima 4n—1 a2 \/é 1 4 n-1
n-2 a 1+ _(_j
3 4 3\9

Como vemos en latabla la sucesion de |os perimetros es una sucesién geomeétrica de razén 4/3. Por |o que su
n-1
longitud es infinita pues  lim —a =+00 .Lasucesion de las areas es una sucesion geométrica de

n— +o 3_

2. nil 2.
razon 4/9. Su superficie esfinitapues: |im a 4\/:_3 {1+%(gj } =@ 4“/5

La propiedad que tienen estas curvas es que siendo su longitud infinita encierran una superficie finita.
La curva anticopo de nieve es la que vemos en €l dibujo:

AV

Es la configuracion opuesta a copo de nieve. Se forma del mismo modo pero metiendo los triangul os hacia

adentro.

Se obtienen los mismos resultados que en la anterior y tienen la misma propiedad.
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