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UNIDAD 12: Limites de funciones. Continuidad

ACTIVIDADES-PAG. 276

1. Podemos decir lo siguiente:

a) Paralagréficade apartado (1):
f (x) tiende a1 cuando x tiendea — oo

f (x) tiende a + <o cuando x tiende a — 2 por laizquierda
f (x) tiende a - oo cuando x tiende a — 2 por la derecha
f (x) tiende a - oo cuando x tiende a 2 por laizquierda

f (x) tiende a + o cuando x tiende a 2 por la derecha
f (x) tiendea 1l cuando x tiendea + «.

b) Paralagréficadel apartado (I1):
f (x) tiendea 1 cuando x tiendea — o
f(x) tiende a 1 cuando x tiendea + .

¢) Paralagréficadel apartado (I11)
f (x) tiende a0 cuando x tiendea — oo
f(x) tiendea + oo cuando x tiendea + 0.

d) Paralagréficadel apartado (1V):

f (x) tiendea — co cuando x tiendea — o
f (x) tiendea + oo cuando x tiendea + .

ACTIVIDADES-PAG. 293

1. Basta con mover € cuadrado para ver que € areade laregion limitada es la cuarta parte del cuadrado.

2. Basta conocer el lado del cuadrado que se forma dentro de la figura. La resolucién nos recuerda al

problema de los perros guardianes.

El areadelarosade 4 péaosesigual a dreade cuadrado rayado més 4 veces el areadel pétalo. El &reade

un pétalo lo puedes encontrar en el problema de |os perros guardianes.

3. Larepresentacion geométrica del problema asi como su resolucion quedan:

Los cé culos quedan:

Area (x) = Areacuadrado — Areatridngulo — 2 - Area sector =
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NYE
T 2
—a?— 2 _Zﬂa:az 1_@_2
2 12 4 6
Area(rayada) = = Areacirculo — Areatriangulo rectangulo =
REN T
4 2 2\ 2

Area (y) = Areatriangulo rectangulo — Area (rayada) — 2 - Area (x) =

2 A2 2 2 a2
& (ma a) L, 1_@_2 g2 3+72'a
2 4 2 4 6

. g2 2 2 . a2
Area(Z)zz.Area(rayada)—2-,Z\rea(y)::2.[”4a —%J—Z-a{—a2+a \/§+7r a ]:

2 2 2
7-a 7-a 7-a
= —a® +2a®*-a*J3- 5 =a’-a*J3+ 3

2

4. Sean lasfiguras:

e En la figura (1) el area pedida es 2 veces el area de una de las aspas rayada en el dibujo adjunto.

Areaaspa= Areacuadrado — 2 - Area (a) — 2 - Area(b)
Vamos ahalar € areadelazona(a). .

El radio de esta zona es la mitad de la diagonal del cuadrado.

D = /10% + 10> = 10+/2, es dedir, r = 5+/2

Area(a)z%lm2 :len-(S\/E)z :ﬂ:%ﬂ m?
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Ahorahallamos €l &rea de la zona (b). El radio de estazona es el lado del cuadrado menos € radio de la zona
(9), esdecir, r =10 — 542.

Area (b) = :117; 10— 5v2f = (75_5;‘/5)” m?

El &rea del aspa queda:
Area aspa =10° — 257 — (75 — 50~/2) 7 =100 — 1007 + 50v/2
El &rea pedida queda:
Area pedida = 2 - Area aspa = 2 - (100 — 1007 + 50+/2 7) = 15,97 n7’

e En la figura (2) el area pedida es igual al area del cuadrado de lado 10 m menos el area del circulo de radio
s5m.

Areafigura(2) = 10— - 52 =100 - 251 = 21,46 m?

ACTIVIDADES-PAG. 295

1. En la imagen tenemos la resolucion, con Wiris, de estos limites.

3

lim, (1+4x) 2x° = +00
x—0

[ 1
lim (y9x?-2x-3x) = -—
X—++ix) 3

[ X2 =6x+5
lim — =+ 8

L—*ﬁ 2/ x-1-4 E
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2. Con Wiris representamos la funcion y vemos en la gréfica que tiene dos asintotas verticales de
ecuaciones X =0; x = 0,5y unaasintota horizontal de ecuacion y = -1.

En lamisma gréfica estudiamos la continuidad y esta funcién es continuaen R —{0; 0,5}

(x) 1-2-x2 - 1-2-x2
= —_-—
2-x2-x 2:.x2-x

| representar(f(x), {asintota= {color=verde,anchura_linea=3}})
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3. Representamos con Wiris estas dos funciones:

a) Estaes unafuncion atrozosy hay que dibujar cada trozo en su intervalo, los dos dibujos dentro
del mismo bloque.

| dibujar(2-x-x2, 1..+00, {color=azul,anchura_linea=3}) =+ tablero1
| dibujar(27%, -00..1,{color=verde,anchura_linea=3}) =+ tablero1

A partir de la grafica vemos que esta funcion es continuaen R — {1}

<\ @@ o1 EE>
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b) Pararepresentar la parte entera se escribe dibujar (suelo(x/4))
La representamos y a partir de la grafica vemos que es una funcion es continua en
R—{x=4-k/keZ}.

”dibujar(%),{color=rojo,anchura_linea=3}) =» tablero1

R AT

EEe e D ¢EE s s FHEm

ACTIVIDADES-PAG. 296

1. Las soluciones pueden verse en latabla.

Apartados Gréficaa) Gréficab) Gréficac)
a) Dom f R R R
b) Imf [0, 1) R [0, + o)
0 f(0) 0 2 1
df @) 0 2 0
e lim f(x) 1 1 1
X—> 0
f) lim f (x) 0 1 1
X — 0"
s)] Il'mof (X) No existe 1 1
h) lim f (x) 1 2 1
X—>1
i) lim f (X) 0 2 2
x—1"
j) lim f (x) No existe 2 No existe
x—>1
k) lim f(x) No existe -0 + o
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) lim f(X) No existe + o0 + o0
X—>+

m 2. Representa graficamente funciones que satisfagan las siguientes condiciones:

a)Domf=R;Imf=[—1,+oo); Il'rp f(x)=3; Iim f(X)=+ o; Iimgf(x)=2;f(3)=3;

f(0)=0yf(2)=0

¥=3

e - i " - o o " " o o o ,J
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¢) Domh=R;Imh=R; lim h(X) =—o; lim h(X) =3; lim h(X) =+ o; lim h(xX)=0
X — 0" X—> - X+ o

X —>0"

d) lim j() = lim j () =1lim j (=3
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€e) Domk=R; Imk = (— 00, 2]; Iimzk(x) =+o00; lim k(xX)=1; lim k(x)=-1
En esta actividad son incompatibles |as condiciones. Imk = (— 00, 2] y I|'m2k(x) =+ o0

Por lo que no existe una funcion cuya gréfica verifique esas condiciones.

3. Laasociacion es:

a) con (11) b) con (I11) c) con (1)

ACTIVIDADES-PAG. 297

4, | as soluciones son:

a Ilim f(x)=-wo h) lim g(x)=1
X—> -1 X—> -1
b) Iim f(X)=+o i) lim g(X) noexiste
Xx— -1 X —> —1"
C) I|'m1 f (X) noexiste j) Iim g(X) =+
d) Asintotas horizontales. y =0 k) Asintotas horizontales: y = 0
Asintotas verticales: x =- 1 Asintotas verticales: x =- 1
e lim f(x)=0 ) 1im g(X) no existe
X — —o0 X—->1
fy lim f(x)=0 m) Iim g(xX)=-1
X >+ © X =1
9) I|'mo f(x)=0 n) lim g(xX)=0

m 5. Representa gréficamente funciones que satisfagan |as siguientes condiciones.

a) Asintotaverticdl enx=-2; Iim f(x)= lim f (xX)=2
X —> — X —> + oo
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W adnes m

-

: -5
3
-7
B Mgy =1  lim g0y=-; lim gey=-e;  lim gOg =+
Ny ;
it
:?i 4 & 7 B N 1= R | I
4
-6
o h(-4)=2 xLl,mZ’ h(X) = — ; lem? h(X) =+ o; Xlirr; h(x) = 2; X|I;IT2]+ h(x)=-1
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Dt(©Q=1 lim hi(x) = oo;

---------ﬁ------—---------------.

limt(x) =2; lim t(X) = lim t (X) =+ «©
X—2 X— 3 X — 3"

=3 =1
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6. Los valores de los |imites son:
. _ s 1
3 Jim 5= ) lim_ =0
b) lim x %=0 ) lim x*=1
X = + 0 Xx—> -1
. 1 1 . _
0 lim —=— k) Iim x°=-w
Xx—>-3 X 81 X— 0°
. 7 , 1
d) lim x'=-wo ) lim — =+o0
X —> — x—> 0 ¥
‘ , 1
e lim (-5 =-5 m) lim —=+o
X—> — X—>0+ X
. 1 .
f) lim — =+o0 n lim = =—-o
x— 0" X x>0 X
. 1 . 4
g lim —=0 o) lim x*=+ow
X—> —o X X—> —
H lim = = — oo ) lim x = 2
x— 0 Xll B P X2 B

ACTIVIDADES-PAG. 298

7. El valor deloslimites es:

a lim f(x) =2
X—> 2

b) lim f(x) =1
X — 2"

C) Il'mzf (X) no existe

d) lim f(x) =1

X—>4

e) lim f(x) =1
X —> 4"
f) I|’m4f ¥=1
0) I|'n_1 f(X)=—

h) lim f(X)=—-o

X —> + ©
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Todo lo anterior puede verse en la grafica que sigue.

8. Loslimites valen:

3_
8 lim (3 +5x—2) = + folim XX
X+ x> - BX° + 2X
b) lim (—x®+5x—4)=-o g lim &+3 Q
X —> + X =+ © / -5 2
. 3%+ 4x% -2
o lim (3x° —6x* —5)=-o h) lim =— o
o x> 38x* —5x + 3
4x* -7
g lim — > ¢ ) lim Y2 1
X - 002)( —4X+ 6 X = + o0 4x 2
3X* +5x -7

e lim . =—
x>+ — 3x* —3X+ 4

9. Loslimites valen:

2 1-x-1
lim— X1y o lim V=Xt 1
x>1 X3 — 4x® + 3x x>0 X 2
b) lim a2 S h) lim X=4 _4
x>0 2x% + 3x* + 2X x>4 [x — 2
x> -4 4 o x -2 2
0 5x* —7X — 6 13 x>2 X -4 16
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oxt -1 4 . 2-,8-X 3
d) lim — =—— jlim ——=—-—
x—>-1x3 41 3 x—>4 3 5+x 2
5 a3
g lim ==X _g k) lim X -1
x>0 X2 4+ X x—0 \/1+X—\/1—X
2
flim X T2XF0 o ediste (loslimites Iy lim Y22 _2
x>3 X —B6X+9 x=>2 x4y 2 _2
laterales son diferentes)
10. Los limites son:
X2 +1 _ XA +1 X% +1
a) lim no existe, yaque:  lim =—-oy lim =+ o
x->1 x -1 x>1 X-—1 x->1" X -1
L2+ X . 24X .24+ X
b) Iim =+ ooyaque: lim =+ooy lim =+ o0
Xx—=>0 X x>0 X x—>0" X
. X+5
o lim =7

xez‘x_q

2 2
g lim| 2 - X2 [0 0] = lim 2(x* + 24 +32X)H= jim XX
x—0{ X 3 Xx—0 3X 0 Xx—0 3X

2\ x> +1
e) lim 2. X2 +1|[0-0]= lim —[2}2
x>+ X+ 1 x>+ X+1 |

111 1 ] x* — X 0
f) lim| = - — [0 - 0] = lim — . ==
x-0 X X+2 X +2 x->0 x° (x+2)(x“+2) |0

= lim 5 x(x—1)2 no existe, al ser los|limites|aterales:
x=>0 xX° (X+2) (X° +2)

, x-1 ] x—1
lim 5 =+o0 y lim 5 =
x>0 X (X+2) (X° +2) x>0 X (X+ 2) (X° + 2)

11. Loslimites valen:

X — +0

a) lim ( 4x* —2x+3—2x)=—%

b) fim [Vx (Vx+3 - &)]:l;’

X—>+ ©
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12. Los limites son:

a) Esunaindeterminacién del tipo 1 . El valor del limite es:
2x . (Ax+2 . 10x 5
Il’m (4X+2j _ xl:n:wzx [4X—3 1) exl:njoo4xf3 >

—e = =e?
4x — 3

X—>+ ©

b) Es unaindeterminacién del tipo 1 . El valor del limite es:

2x* +1 Iim 2x2+1_[3x—7_1j 14
Ifim 3X-7 3x _et 3 3 =e—5
X —> + 3x
2 3x
, X w
C) Ilm( j =2"" =4+
x>+l X+ 5

d) Esunaindeterminacion del tipo 1 “ . El valor del limite es:

) 2 X lim x2-(1+5£—1J
Ilm 1+5_ :ex—>+oo X :eJrOO:_'_CD
X

€) Esunaindeterminacién del tipo 1~ . El valor del limite es:

X2

2 3 2
— P 2x° -6 -
2x% — 6X |2 n x?[zz Xs’] L SR
X > + ® X5 — X — X = + 04X5 — 2X — _

lim >
x>+w| 2 — X -5

f) Esunaindeterminacién del tipo 1~ . El valor del limite es:

x-3 ) 5 - 3x o x-3
Il’m (S_SX] :exﬂrgoo(x_‘g).[4—3x_] :exﬂr‘gw73x+4

X = +

4 — 3x

g) Esunaindeterminacion del tipo 1 “ . El valor del limite es:
i 2 lim 2. (1+ 3x -1) lim 2%
lim (L + 3x)x = e ° —e % =g

Xx—>0

h) Es unaindeterminacion del tipo 1 . El vaor del limite es:

X2 +3

[im
X—>1

X+1

X +s X438 (Pl (X2 +3)-x-(x-1)
(XZ +1JX1 :ex“—r>n1 x+1 [x+1 1] :exlinlm —
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2 X+ 3
) lim [ 222 _pe g
x—>-o| 2X° +1

13. El valor del pardmetro, en cada caso, es:

aa=1 b)a=4 ca=1

14. A lavistade la gréfica podemos asegurar que:
a) Lagréficaes continua para cualquier nimero real excepto parax = 0.
b) La gréfica es continua para cual quier nimero real excepto parax = 0.

c) Lagréficaes continua para cualquier nimero real.

15. Los resultados son:

0 a lim f(x)=1 f(0)=3

X— 0

b) lim f(x)=3 fHf@)=0

X — 0"

c))I(l'mlf(x)=O gf(3)=-6
d) I|'m3 f(xX) =-6

Lafuncion es continua para cualquier nimero real
excepto parax = 0.

Todo lo anterior puede verse en la gréfica adjunta.

(n a lim f(x)=-2 ¢ef(0)=-4

X— 0

b) lim f(x)=-4 Hf() =-3

X — 0"

c))l(l'mlf(x)=-3 g9f(3)=5
d) XI|'m3 f(X)=5

Lafuncion es continua para cualquier nimero real excepto para x
=0.
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16. Los valores del parametro a para que las funciones sean continuas es:

a)a=6 b)a=1

ACTIVIDADES-PAG. 300
17. @) Lafuncion f (x) escontinuaen R—{- 3, 3}.
b) Lafuncion f (x) escontinuaen [- 2, 2].
c¢) Lafuncién f (x) no es continuaen x = 4.
d) Lafuncionf (x) es continuaen (=3,+ o).
€) Lafuncién f (x) escontinuaen R.
f) Lafuncién f (X) no escontinuaen x = 2 pues no esta definida.

g) Lafuncion f (x) escontinuaen R.
h) Lafuncién f (x) es continuaen R - {%+k : %}

18. Lafuncién dada es discontinua evitable en x = 3. Laredefinimos y queda:

5x>—45 .
—— 9 X#3
fx)=9 2X—6
15 9 x=3

19. a) En este momento hay 4000 &guilas. Al cabo de 8 afios habra 7368 &guilas y a cabo de 12 afios habra
7556 é&guilas, es decir, habra aumentado € nimero.

b) Calculamos

X —> + ©

. 16t +12
lim
( 2t+3

j =8 , esdecir se estabilizara en 8 000 animales.

20. 1. Lafuncién exponencial es N (t) =70-1,1!

- L 700
Il Lafuncién logisticaes N(t) = 5
1+9.e 10
. . 700
a) Resolviendo las ecuaciones 140=70-1,1' y 140= s obtenemos que con el modelo
1+9.¢ 100

exponencial han de pasar 7,28 horas 'y con el modelo logistico han de pasar 5,4 horas.
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b) Latablapedidaes.

t Exponencial L ogistica
0 70 70

1 77 80,03990464
2 84,7 91,31109437
3 93,17 103,903478
4 102,487 117,8960781
5 112,7357 133,3515017
6 124,00927 150,3098548
7 136,410197 168,7824405
8 150,0512167 188,7457263
9 165,0563384 210,1361945
10 181,5619722 232,8467645
15 292,4073719 359,4821809
20 470,9249965 483,6809455
25 758,429416 577,9589089

En |as tablas anteriores observamos como el crecimiento con la funcién exponencial es al principio mas lento

gue con lafuncién logisticay al pasar las horas esal contrario.

o) Cculamos lim (70-11' )=+ oo im 9 _ 700

X —> + © X— + © 15t

1+9.e 10

Al pasar las horas € crecimiento exponencia es infinito y en cambio € logistico tiende a 700 que es €

nimero total de individuos. EI model o logistico se ajusta mas a este tipo de fendmenos.

ACTIVIDADES-PAG. 301

. 2 2 2 2
d Lasfunciones y = — connparson: y=—,y=—,y=— ..
X" X X X
Sus principal es caracteristicas son:
e Dominio: R —{0}.
e Recorrido: (0, + o0)
. . : 2 2
e Simetria respecto eje OY, yaque f (— X) = —=—=1(x)
=x" x
e Asintotas: x =0 ey =0, al cumplirse:
. 2 . . 2 2
lim — =+ lim — =+ [im — =0 [im —=0
x—0 X" x— 0" X" x—>-on yN x>+ YN
. . . . . —=2n
e Creciente en (— oo, 0) y decrecienteen (O, + o). Laprimeraderivadaes y~ = RSy
, . . : .. 2n(n+1)
e Convexa (concava hacia las Y positivas) en R — {0}. Lasegundaderivadaes y* = ———
X
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Algunas de las gréficas son:

5! 5
|
4i 4
34 3 q
| —
2} 1 x
| |
1
al oi
E 4. = 2 91 == 5 4 -3 a3 A |0 3 & 5§
11
&
4
3 .
2
Nel= ..i:
2
1
: .0
5 -4 -3 -2 A o1 2 3 ) 5
-1
. 2 . . 2 2 2
Lasfunciones y = — connimparson: y=—,y=—,y=—
X" X X X
Sus principal es caracteristicas son:
e Dominio: R —{0}.
e Recorrido: R — {0}
. . . 2 2
e Simetria respecto del origen de coordenadas, ya que f (— X) = X" =-—=-1(x
— X
e Asintotas: x =0 ¢y =0, al cumplirse:
. 2 . 2 . 2 . 2
lim —=-o lim — =+ [im —=0 [im —=0
x—>0 X" x—0" X" X —>—ow x" x>+ "
. . . ., —=2n
e Decreciente en R — {0}. Laprimeraderivadaes y* = —
X

e Concava (concava hacia las Y negativas) en (— oo, 0) Convexa (concava hacia las Y positivas) en

(O, + ). Lasegundaderivadaes y~ = 2nn+1H

n+2

X
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Algunas de las gréficas son:

af

+ 4

b) Estudiamos las principales caracteristicas de las funciones y = —, siendo k un vaor cualquiera
X

-, 0 - -
b)) Enel casok =0, lafuncion y = — = 0 esunafuncion constante y no comparte |as caracteristicas de
X

lafamilia de funciones.
b) En e caso k > 0 las caracteristicas de las funciones coinciden con las descritas en el apartado anterior.
bs) En el caso k < 0, por ggemplo k = - 3, tenemos dos opciones distintas:

, -3 -3 -3 -3
(I) Lasfunciones y = — connparson: y=—-, y=—-, Y= — ...
X X X

Sus principal es caracteristicas son:
e Dominio: R —{0}.

e Recorrido: (— oo, 0)
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-3 -3
e Simetria respecto eje OY, yaque f (— X) = —=—2=f (X
=x" x
e Asintotas: x =0 ey =0, al cumplirse:
. =3 =3 ., =3 . -3
[im =—® lim =— lim =0 lim — =0
x>0 X" x>0 X" x—>—oo ¥ x—>+w X"
. . . : . 3n
e Decreciente en (- o, 0) y crecienteen (0, + «). Laprimeraderivadaes y° = ——
X

) ) : . : . 3n(n+1)

e Concava (concavahacialas Y negativas) en R—{0}. Lasegundaderivadaes y = = — W

Algunas de las gréficas son:

. -3 : -3 -3 -3
(1) Lasfunciones y = —— connimparson: y = —, Yy =—, y = — ...
X X X X
Sus principal es caracteristicas son:
e Dominio: R — {0}.
e Recorrido: R — {0}
-3
e Simetria respecto del origen de coordenadas, yaque f (— X) = X = in =—f (X
- X X

e Asintotas: x =0 ey = 0, al cumplirse:
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. -3 - f T fe
lim — =+ o0 lim — = —o0 lim — =0 lim — =0
x—>0 X x—>0" X X—=—owo X X—>+w X

3n

e Crecienteen R—{0}. Laprimeraderivadaes y* =

n+1
X

e Convexa (concava hacia las Y positivas) en (— o0, 0). Concava (concava hacia las Y negativas) en

(0, + ). Lasegundaderivadaes y~ = %
Algunas de | as gréficas son:
3 o |
2 ‘f‘_: : flyz — :_:

C) Lasrespuestas a los aparatados aparecen a continuacion:

. - . Kk .
c1) Laderivadadelafuncion y = Ln esy =- % Sea P (a, _”J un punto de lafuncién.
X X" a
La ecuacién de larectatangente alacurvaen P es:
k kn
y-—=—-——(x-a = knx+a""'y=k(n+Da
a a
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Los puntos de corte A (con OX) y B (con OY) con los g es coordenados son:

n+1

k "ty =k(n+1 X = a

A:{nx+a y=kin+Da _ . N A:(n+1a,0J
(x=0

x=0 k(n+1
Br{ = 1 _kin+) = B=(0, = )j

knx+ a" "'y = k(n + l)a sz a

Sea M € punto medio del segmento de extremos A y B; sus coordenadas son:
n+1a+0 0+k(n+1)
X,y + Xg n n+1 Ya+ Vs a" k(in+1)
XM = = = a M= = =
2 2 2n 2 2 2a"

Para que e punto M coincida con el punto P debe cumplirse:

n+1 n+1
Xy =Xp > —a=a =
2n 2n

=1 =>n+l=2n = n=1

Kn+h _k N+l 4 122 —n-1
2a" a" 2

Yv = Yp

Como n debe ser mayor o igua que 2, e punto medio, M (en color verde), del segmento de extremos A y B
no es € punto P (en color rojo). Esto puede observarse en los dibujos que siguen.
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C2) El &readed tridngulo OAB es:

n

. p ) 2
Area:OA OB N Areazl- n+1a k(n+3 - Area:k(n+1)
2 2 n a 2na" *

Observamos que € &rea del triangulo depende de los pardmetros k y n que definen lafuncién y de lavariable
aque nos dalaposicion del punto P sobre la gréfica de la funcion.

En las imégenes pueden verse las &reas de los triangulos OAB paralafuncion f (X) = — enlos puntos de
X

abscisassa=1,a=2ya=3.

2
Sik=9,n=2ya= 1, obtenemos: Area:9(2—+21)_1:8—1=20,25u2.
2-2-1 4
2
S k=9,n=2ya= 2, obtenemos: Areazg(z—Jr?_1 :8—1:10,125 u’.
2:-2-2 8
2
Sik=9,n=2yax= 3, obtenemos: Area:9(2—+]2')_1:8—1=6,75 u?.
2-2-3 12

Area =675
1 0|0 1 2 3
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L L

d) Las respuestas alos apartados aparecen a continuacion:

di) Laderivadadelafuncion y = Ln esy =- nk+1 .Sea P (a, L“j un punto de la funcion.
nx X na
Laecuacion delarectatangente alacurvaen P es:
y — knz—L(x—a) = knx+na""'y =k(n+1a

na a.n+1

Los puntos de corte A (con OX) y B (con OY) con los g es coordenados son:

n+1 n+l
A:{knx+ na"'ly =k(n+Da _ —a A=(n+1a, Oj
y=0 y=0
x=0
x=0 k(n+1
B: n+1 = k(n+1) = B:(O' ( n )j
knx+ na" "y = k(n + 1)a y= . na
na
Sea M € punto medio del segmento de extremos A y B; sus coordenadas son:
n+1a+0 o+k(n+1)
Xp + Xg n n+1 Ya+ Vs na" k(in+1
XM = = = a M = = =
2 2 2n 2 2 2na"

Para que € punto M coincida con el punto P debe cumplirse:

Xy = Xp n2+1a:a:> n+1=1:>n+1=2n:>n=1
n
Yu = Yp k(n+n1): a = n+1:1:>n+1:2 = n=1

2na na" 2

Como n debe ser mayor o igua que 2, € punto medio, M, del segmento de extremos A y B nunca coincide
con €l punto P. Esto puede observarse en |os dibujos que siguen.
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d2) El &readel tridngulo OAB es:

n

. < B 2
Area:OA OB . Areazl_(n+1a]'k(n+l) - Area:k(r;Jr})l
2 2 n na 2n-a"

Observamos que € &rea del triangulo depende de los pardmetros k y n que definen lafuncién y de lavariable
aque nos dalaposicion del punto P sobre la gréfica de la funcion.

En las imégenes pueden verse las &reas de los tridngulos OAB parala funcion f (X) = o en los puntos
X

deabscisasa=1,a=2ya=3.

2
Sik=5,n=2ya= 1, obtenemos: Area:%ziE):S,GZS u?.
2-2°-1 8
2
S k=5n=2ya= 2, obtenemos: Area=%=ﬁ=2,81uz.
2-2°-2 16
IXZXZXZX
2
Si k=5,n=2ya= 3, obtenemos; Area:ﬂzﬁzlﬁﬁuz.

2.2%.3°Y 24

B =(0 034}
M=(225042)

P = (3 0.28)

2

Awu =188
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