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UNIDAD 15: Introduccidn a las integrales y sus aplicaciones

1. Las primitivas son:

2 3X2

a) Primitivasde f (x) = 3x son: F1 (X) = 3% +5yFR(X)= " 10.

3 3
b) Primitivas de f (x) = 4x2 son: F, (X) = % +3yF, (X)= 4% ~7.

c) Primitivasdef (x) = senx son: F1 (X) =-cos x + my F2 (X) =- cosx — 2.

d) Primitivasdef (X) =e*sonF, (X) =€ -1y F (X) = e + 4.
2. El &readel recinto esde 17 uc.

3. ) Los puntos de interseccion de la pardbolay larectason P (- 4, - 7) y Q (3, 0). El recinto puede verse en
el dibujo.
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b) Los puntos de interseccion de la parabolay larectason P (- 1, - 5). Y Q (2, 10). El recinto puede verse en
el dibujo.

42

" a=(2 10

=10

1. La estrategia consiste en establecer una analogia con e cuadrado mégico 3 x 3 que contiene los nueve
primero niumeros naturales 1, 2..., 8 y 9 y la constante magica 15.

Hay que utilizarlo como si sejugase al tres en raya.
2. Entotal e nabab tenia 36 gemasy 6 hijos.

Al mayor leda 1+ 375 = 6 gemas. Quedan 30.
28
Al 2°leda 2 + = = 6 gemas. Quedan 24.
21
Al 3°leda 31+ = = 6 gemas. Quedan 18.
14
Al4°ledal + = = 6 gemas. Quedan 12.

Al 5°ledal+ ; = 6 gemas. Quedan 6.

Al 6°le da 6 gemas.
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3. Lasolucién queda:

2
. r
Areade tridngulo = >

. 1 | - ‘
Arealunula= > - Area semicirculo — Area (x).

. 1 " ‘ .
Area (X) = i Area circulo — Area triangulo =

Arealtnula= 1 T ——
2
Ambas &reas son iguales.

4. Cort6 lacadenaen 4 trozosde 1, 2, 4y 8 cm cada uno.

e El primer dia le dio 1 cm.

e El segundo dia le dio el trozo de 2 cm y le devolvi6 la patrona el de 1 cm.

e El tercer dia le dio el trozo de 1 cm, luego la patronatiene 1 cmy 2 cm.

e El cuarto dia le dio el trozo de 4 cm y la patrona le devolvio los dos trozos que tenia.

® Asi sucesivamente.

ACTIVIDADES-PAG. 366
1. En laimagen vemos la resolucion de esta actividad.

. 3
@ => 8-In(|x])+ (9-x7+27-x2)}36 - x =l

40 -x2 +56

8-x
—— -
V5-x2+7 5./5.-x2+7
21
3'1'5 ‘15'ﬁ'V-T-xz+12-asen(Tx)HM-x?—Ed]

3

—
V12-7-x2 21/ =T-x2+12
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2. En laimagen tenemos | as soluciones de estas integral es definidas.

2
3 L
(E+E-x3) 4-x2 =» 5031936
1]

1
6-x-cos(x?)

3y 2+3-sen(x?)

1. Procediendo como seindicaen € texto obtenemos un area de 20 unidades cuadradas.

/

Aunn-:u

2. En este caso obtenemos un &eade 1 unidad cuadrada.

St xpee=
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3. En este caso obtenemos un area de 5,01 unidades cuadradas.

_.|-I|:|:-d.-|-51|.'

1. Las primitivas son:

a) Primitivasdef (x) = 3x%?son: F1 (X) =x*+ 3; F2 (X) =x3-5y F3 (X) =X — .

b) Primitivasde f (x) = 2x — 5 son: F1 (X) = X% - 5x + 1; F» (X) = X = 5X - \/Ey Fs(X) =x*-5x +3
¢) Primitivasdef (x) = 3 cos (3x) son: F1 (X) =sen 3x; F2 (X) =sen (3x) + 1y F3 (X) = sen (3x) — 2.
2. Laprimitivaesf (x) =In |x-2].

3. Las funciones buscadas son:
af(x)=x*-—x2+3

b) f (x):—%oos2x+g

4. Derivando F (x) = 3x €% - % + 3 obtenemos:

F (xX)=3e>*+3x-e*.-3-e*-3=9x-e*=f(x)
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5. Lasintegrales quedan:

a)j?xsdx=x7+C

l9)_[—dx———+C
C) IZWdng‘\‘/F+C

d)jgdx:—%+C

4_
o [ X 423y 100k 4 C
X 4

5
-—+C

3 4 _ X"
f)jx(4x X) dx =

x
2
1
2-3)Pdx=——(2-3x"+C
9 [(2-39 52~

) [(7x¢ +3) - 3xax = 9—3;3(7x2 +3)7 4+ C

| 1
I)I(5x—1)3 T

)Itgx 3 X+C
cos® X 2

k) Qsenxcosxdx:gsenzx+c
2

I)J'InX In x+C

6. Las funciones pri mitivas son:

a) jezx dx = 2e +C
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2 Jx+cC
b dx = —2¥*°
) 5 %= inz
X3+ 2 2 1 342
C) IB - X7 dx = 3 +C
3In3

d [V5* =" ,/5X+c

e jesenzx .cos 2xdX = ; N4 C

7. Las funci ones pri mitivas son:

In (5x* +1) +C

b) Jbotg xdx=In|senx|+C

:Zln‘3x3—7‘+c
9

6 —
d)j)(j(de—3ln|x —3x+2|*C

e) _fefx_z dx=—In|e " -2[+C

dx=41In|In x|+ C

4
f)-[x-lnx

8. Lasfunciones primitivas son:

a)J'seandx:—Ecost+C
2
2 3 2
b) [3x - cos (x” +1) dx=§sen(x +1)+C

o [[1+1t9” (7%)] dx=%tg (7x) +C
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Q) Isecz xdx=tg x+C

cosJ_ =§sen\/7<+c

f)J'

9. Lasintegrales son:

2 2
dx = = arctg (3x) +C
a)-..9x2+1 3 9 (3

5
b) | ——dx=" 4x) + C
jl o arcsen(x)+

6X 1 4
0) dx="arctg | -x* |+ C
J.9+ 16x* 29 (3 j

2 2
d)J—,de—arw(§X)+C
5e2X _5\/5 2X
)I2e4x +1dx— n arctg(\/ie )+C
8 42 J2
W oe — % Ctg(7x}c

10. Lasintegrales son:

3 5xX
I(___T ——8)dx——X—+3§/_+4In\x\ 8x+C

b)j3 o =—§|n\3—2x5\+c

C) If’—dx:‘/l_5 arctg Ex +C
5x“ + 16 20 4
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d) sz_&dx

X2
=— -2Jx+C
X 2

o) [\ax* -12 - 5¢* dx = ;—g Jax —12f +c

0 3-2x dx=£arctg (ng—%lln 4x* +9+C

4x* +9 2

0) jsen3 5x-0055xdx=2—1osen4 (5x) + C

tq X
h)_.-2e dx=2€9+C

2

COos™ X
) | :’Xex x=-21+e " +C

) I6x-e“x2 dx = % e™ +C

2x% + 4 2
K) Ix§++6x dx=§ln‘x3 +6><‘+C

dx 1
N—Z _dx=-——-+cC
)Ix-lnzx In x

m) J‘%szdx:—%,/l—wz +arcsen (2x) + C

n)j sen 4x

—dx=—:—LIn\2+cos4x\+C
2 + cos 4x 4

2
D) j@m:2x2—12x+9ln|x|+c

11. Losvalores de lasintegrales definidas son:
2
2, x®  3x? 10
X*=-3)dx=|——-—| =——=-333
3 | ( ) {3 ; } 2

1
b) jjx—_l dx=[In (x-)F =In2=069
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2
9 jzidx={—i} _3_o35
] 8

0 2 1 2 0 1—e
d)jlx-ex dx:[Eex} :T:—O,86
-1

o [ 3 dx= oo om
0 In30 In3 In27

0 X24J):3dx=[2In o +3f, =0

9
(2% — 2)3} = 18,67

3

o [} B2 ax-|

Wl

) [ @x+D* dx= [% 3x + 1)5} — 68,2

0

7

Ll 1 1
i) jo oosBxdx=L—ssen(3x)L =-5=-033
e 3 Vs
) J-gﬁ dx = [3 '(':U"C%I’]X]ZZ = E

2

2 3+X 3 X 1
K dx=|Zarctg| = |+ =In(x® +4)| =152
)on2+4 X {2 g(Zj 2 ( )L -

) [0 219 xdk =[-21njoos X [+ = 0,69

12. El valor delas areas, en cada caso, es:

1
1 4
4-4x*)dx=|4x—-— x| ==—==533
3 [ ( ) [ 2 }
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b) I:%dx=[ln|x|]:=ln 2=069

SOLUCIONARIO

1 2% 1 2% ! 62 +3 1
c)j0 (% +2) dx=| J€™ +2x| ==—==519
0

13. Lasintegrales son:
a) [ [f (9 - g(0] o

o) [* F(x) dx— [ (x) dx
9 [T[F 09 - g0o]ax+ [T (9 - F (9]
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14. Lasregiones pueden verse en los dibujos, asi como €l valor de las areas de las mismeas.

3
X

a) Area= [(x* -4 dx=—[ (< - dx+ [ (X -4 k= - {33 —4x} N {X—; —4x}

1

2

Arpa =4 of

frea = 3180

< -1 d 1 2 3
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0) Area:J':sen x dx = [~ cos x|7 = (- cos 7) —(~ cos 0) = 2 u®.

2-.

Area =2 \#

15. Los recintos pueden verse en los dibujos, asi como las areas de |os mismos:
a) 3x + by = 15; ge OX; ge OY

5
a)Area=j 3k 3)ax=|— 2w eax| =[P i1s|-7502
of 5 10 10

0

4 4

Area =75 u?
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Areg= 1332

Area =033 07

-1 18 2
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d) Area= f(— X% + 6x—5)dx+j57 (- x* + 6x —5) dx—L7(2—2x) dx =

=10,66 — 10,66 — (—36) = 36 U*.

1 ] .
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f) Area= 2- UZ(3X - x%) dx — j:2x dx} =2- B —1} ==-=05U°

NI

16. Lagraficadelafuncién f (X) puede verse en € dibuijo:
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El valor delasintegraeses:.

[C o= f(xax= guz [Tf()dx=["2xdx+ [ (12— 2x) dx =16’

=1 1
17. Las funciones que verifican f ~* (x) = 6x — 6 son: f * () = I(Gx— 6) dx=3x* —6x+C.

Comof” (-2) =0entoncesC=-24 yf" (x)=3x?>—6x-24.
Hallamos f(x) = j(3x2 —6x—24) dx=X* —3x* — 24x+ K.

Como f (0) = -2, entoncesK =-2.

Por tanto, lafuncion esf (x) = x3 — 3x? -24x -2

1 -
18. Sea P €l punto de coordenadas (a, > az) . Laecuacion de larectatangente alacurvadadaen P es:

y—ax—la2
2
Imponiendo las condiciones del problema obtenemos que:
al , a 1., a® a’
j—x dx—j ax—-—-a°" |dx=9 > ———=9 = a=6.
02 % 2 6 8

El punto es P (6, 18).

291 |



EDL’éTE X Matemadticasl! SOLUCIONARIO

19. a) Las gréficas de lafuncidn y de la cenefa aparecen en los dibujos:

b) El é&readelaregién sombreada es:
Area=[ "( — &) dx+ [ (x-2)? dx=8u’
0 0

c) El precio de este trozo de cenefaes 8 - 120 =960 €

20. &) Paraconseguir el ahorro durante |os primeros sei's afos cal culamos:

[/°(5000 + 12000x) dx = 650 000 €

Durante los 10 primeros afios esta empresa ahorra 650 000 €

b) Como el precio de compraes 116 000 €, e nimero t de afios que tardaré en amortizarla viene dado por:

(5000 +12000x) dx =100 000 => 5000t + 6000t* =100000 = t = 3,94 afios.

ACTIVIDADES-PAG. 371

a) Expresamos la hipérbolax -y =1 como lafuncion y = % .Laderivadadelafuncion esy " = — iz . Sea
X

P (t, %j un punto de lafuncion.

Laecuacién de larectatangente alacurvaen P es.
1 1 )
——=—-—=(x-t = X+ty=2
Y -3 -z (x-1) y
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Los puntos de corte A (con OX) y B (con OY) con los g es coordenados son:

= :2t
A:{X+ty 2 :{X = A=(2,0

Comprobamos que P [t, %J es el punto medio del segmento de extremos A =(2t,0)y B = (0, ?Zj :

O+g
_ Xpat+Xg 24+0 _Yat Vs t 1
W T T - t

5 5 =¥Yp

t=Xp Ym

El &rea del triangulo OAB es:

Area:%-OA-OB = Area:%-Zt- = Area=2u?

2
t
b) Visualizamos esta situacion con GeoGebra:
b;) Dibujamos lafuncién introduciendo en el Campo de entradas f (x) = 1/x.
b,) Con Desplaza Vista Grafica ampliamos la zona del dibujo.
bs) Con Punto en Objeto dibujamos el punto P sobre la gréfica de lafuncion.
bs) Con la herramienta Tangentes dibujamos |a tangente ala curva en € punto P.
bs) Con Interseccién de Dos Objetos hallamos |os puntos A, sobre OX, y B, sobre QY.
bs) Con Punto Medio o Centro hallamos el punto medio, M, del segmento de extremos A y B.
b7) Con la herramienta Poligono dibujamos el triangulo OAB.
bs) Con Elige y Mueve desplazamos € punto P
sobre curva 'y observamos que los puntos A y B
se desplazan sobre los ges coordenados, pero el
punto M y e punto P coinciden, ademés €

tridngulo OAB cambia de forma y su area no
variay vale siempre 2 unidades cuadradas.

Tangente : v %42

TrignguloDAR = 2
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Tangente : y = —dx + 4
TridnguloQAB = 2

12) Tangente © y = ~1.12x + 2,12
TrignguloQAB = 2

A=(1.89 0

C) Laderivadadelafuncion y = k ’ K
X

X

Laecuacién de larectatangente alacurvaen P es:

y_%:—tkz(x—t) = kx+t2y=2kt

Los puntos de corte A (con OX) y B (con QY con |os g es coordenados son:

esy =-—.SeaP|t, L un punto de la funcién.
2 t
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2y — =2t
A:{kx+ty 2K :{X S = A=@,0

y=0 =
=0
x=0 X
B: ) = 2k = B=(O,2—kj
kx + t“y = 2kt y=— t

t

Comprobamos que P (t, %J es el punto medio del segmento de extremosA = (2t,0)y B = (O, sz) :

0+ 2
« _xA+xB_2t+O_t_X y _YatV¥s _ T_E_y
M 2 2 ] M 2 2 t F
El &readel triangulo OAB es:
Areazé-OA-OB = Area:%-Zt-ZTk =  Area=2k u?
Notas:
1. El &rea dd triangulo, que depende del valor del parametro k, no depende de la situacion dd  punto de
tangencia P.

2. Las caracteristicas del triangulo si dependen de la situacion del punto P.

Visualizamos esta situacion con GeoGebra:
a) Insertamos un deslizador a que denominamos k.

b) Dibujamos la funcion introduciendo en e
Campo de entradasf (x) = k/x.

Cc) Repetimos los mismos pasos que en la
construccion anterior

d) Con Elige y Mueve desplazamos € deslizador y

el punto P sobre curvay observamos lo que Tangente : y = —0.95x +2.76

TridnguloOAB = 4

—
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Tangente : y = —0.9x + 3.79

TridnguloOAB = 8

>

Q

R

C1) Si el tridngulo de vértices O (0,0), A=(2t,0)y B = (0, sz)esiséscelessecumpliré;

_x A2 -2k = tZ=k = t==++k

OA=0B = 2t
Las coordenadas de P (t, %] serén P (ir \/E, + \/F)

cz) Lalongitud de |a hipotenusa del tridngulo rectangulo de vértices O (0, 0), A = (2t,0) y B = (O, ZTkj &s.

Lup ()= Ly () = (2 + [ZT"J -2 [t ;kz

Derivamosy anulamos la derivada para obtener: L~ (t) =

2t? t4 — k?

Jerke ¢

L(=0 = t*-k?=0 = t'=k? = t==++k

Las coordenadas de P (t, %} serén P (i \/E, + \/E)
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