Trigonometria

ACTIVIDADES
1. Encuentra la equivalencia en radianes de estos angulos.
a) 10° b) 135° c) —60°
a) ﬁ = i 207w T rad

—_ ==
360 10 360 18
b) 2_1(_ X X_2701r_3_‘n

= — X = ="rad
360 135 360 4

21 X —120n  —x«
o) SE—L x= = Trad
360 —60 360 3

2. Halla la medida en grados de estos angulos.

a) 2—ﬂrad b) 3rad ) 74—nrad

3 3
2 30K T

2x 2w o6

3

b) 30_X 303 _ 171480

2r 3 2%
o 360_ X _ -8604n o

2n 4w 6

3

3. Calcula las razones trigonomeétricas de los siguientes angulos agudos.

a) b)
109 8
60
15
91
a) setm:ﬂ tga:é—o sem:w
109 91 91
91 109 91
COS o = — €0SeC o = —— cotg o =—
109 60 60
91 91 109
SenP=—— teB=— secBl=—=
P 109 86 60 P 60
60 109 60
COSB=—r cosec 3 =— cotgf=—
P 109 B 91 gp 91
8 8 17
b) sena=sen~N=— tgo=tgN=— SeCa=Sec~N=—
) sena T fa=En=15 “ AT
15 17 15
co\mzcosw:ﬁ coseCu:cosecwzg cotgu:cotngg
15 15 17
senfB=send=— tgR=tgd=— secB=secd=—
B8 7 sB=1tg 3 B8 3
cos(—i—cos&—i cosecB—cosec&—z coz;g@—cotégré—i
17 15 15
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4. Demuestra que se cumplen las siguientes igualdades.

a) sec a =
cos a

b) cosec a =
sen a
1 cos a

C) cot} =
) £a g a sen a

1
€os o

1
a seco=—=—=
€ &

a

a
b) cosecoo =—=—
b b sena

5. Calcula las razones trigonométricas del angulo « si:

C) seha = ——
) 2

a) cosa = —
) cosa =0
b) tg @ = 1,67 d) tga =03
2
a) cos’a+Sen‘a=1-—seno= 1_[1] _2A
25 25
tgu:% cosec o =2 seca=2 cotga:l
7 24 7 24
b) 1+tg%a= L cosa= /;:o,m
cos’a 141,672
sena=tg a-cosa="167-0,51=0,85
cotg a=0,60 cosec =118 sec a =196
2
2 2
c) coSa= 1—[%] :g ga=1 cosec o =+/2
seca=+/2 cotga=1

sena=tga-co0sa=0,3-0,96=0,29

d) cosa= /;2 =0,96
14+0,3
cotg o= 3,33

cosec o= 3,45 seca=104
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6. Razona si existe algun angulo para el que se verifique:
a) sena =0,3ycosa =08
b) sena =0,72ytga = 1,04
c) cosa = 0,1ysena = 0,99

a) No existe, ya que no cumple las relaciones trigopnométricas.
sen* o+ cos’ o =1;03* 4082 =073 # 1

b) Siexiste, pues cumple las relaciones trigonométricas.

0,72
Calculamos el coseno: 1,04 = ————— cos o = 0,69 — 0,722 4+ 069* = 1
s
c) Siexiste, porque cumple las relaciones trigonométricas.

0,1+ 099° =1

7. Halla el valor de las siguientes expresiones.

a) cos 30° — sen 60° + tg 45° C) tg 60° + sen 45° — cos? 30°
b) cos? 60° — sen? 45° d) tg 30° + tg60° — sen 30° - cos 30°
5 5
a) C0530°—sen60°+tg45°:§—§+1:1
2 2
1 2 1
b) cos® 60° — sen®45° = [] — L =—
2 2 4

2
2 3 —3+4v3 +2v2
Q) tg60°+sen45°—cosz30°:\/§+£— £ :M
2 2 4
d) rg30°+tg60°—sen30°-cos30°:g+\/§—%-g:%

8. Halla con ayuda de la calculadora.
a) cos 79° b) sen 43,5° C) tg10° 28’

a) cos79°=0,19 b) sen43,5°=0,69 c) 10°28'=10,46° — tg 10°8'= 0,18

9. Calcula las razones trigonométricas con la calculadora.
a) sen (0,35 rad) b) cos (1 rad) ¢) tg (1,27 rad)
a) sen(0,35rad)=0,34 b) cos (1rad)=0,54 c) tg(1,27rad)=3,22

10. Indica el signo de las razones trigonométricas de los angulos, identificando
el cuadrante donde estan.

a) 66° c) 175° e) 342°
b) 18° d) 135° f) 120°

a) Es del 1.*" cuadrante; todas las razones trigonométricas son positivas.
b) Es del 1.°" cuadrante; todas las razones trigonométricas son positivas.
c) Es del 2.° cuadrante; el seno y la cosecante son positivos, y el resto de las razones trigonométricas son negativas.
d) Es del 2.° cuadrante; el seno y la cosecante son positivos, y el resto de las razones trigonométricas son negativas.
e) Es del 4.° cuadrante; el coseno y la secante son positivos, y el resto de las razones trigonométricas son negativas.

f) Es del 2.° cuadrante; el seno y la cosecante son positivos, y el resto de las razones trigonométricas son negativas.
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11. Oordena de menor a mayor los cosenos de los siguientes angulos sin calcularlos.
34° 72° 98° 160° 251° 345°
Se ordenan teniendo en cuenta que el coseno es positivo en angulos del primer y cuarto cuadrante:

€0S 160° < €0S 251° < €0S 98° < €0S 72° < c0S 34° < cos 345°

12. Razona la respuesta.

a) ¢Por qué no existe tg 90°?
b) ¢Ocurre lo mismo con todos los angulos que son multiplos de 90°?

a) No existe, porque cos 90° = 0.

b) Si multiplicamos 90° por un niimero par, la tangente es cero,
ya que el seno vale 0y el coseno vale 1.

Si multiplicamos 90° por un nimero impar, la tangente no esta definida,
puesto que el coseno vale 0.

13. Ordena de menor a mayor las tangentes de los siguientes angulos sin calcularlas.
65° 110° 170° 210° 315°
Las tangentes del primer y tercer cuadrantes son positivas, las del segundo y cuarto cuadrantes son negativas.

tg 110° < tg 315° < tg 170° < tg 210° < tg 65°

14. Sabiendo que cos 50° = 0,6428 halla las razones trigonométricas de estos angulos.

a) 130° b) 230° c) —50° d) 310°
Calculamos el seno de 50°:
sen’ 50° + 0,6428% =1 sen 50° = 0,766
a) —cos 50° = cos 130° = —0,6428; sen 50° = sen 130° = 0,766; tg 130°= —1,1918
sec 130° = —1,5557; cosec 130° = 1,3054; cotg 130° = —0,8391

b) —cos 50° = cos 230° = —0,6428; —sen 50° = sen 230° = —0,766

tg 230° = 1,1918; sec 230° = —1,5557; cosec 230° = —1,3054; cotg 230° = 0,8391
c) cos 50° = cos (—50°) = 0,6428; —sen 50° = sen (—50°) = —0,766

tg (—50°) = —1,1918; sec (—50°) = 1,5557; cosec (—50°) = —1,3054

cotg (—50°) = —0,8391
d) cos 50° = cos 310° = 0,6428; —sen 50° = sen 310° = —0,766

tg 310° = —1,1918; sec 310° = 1,5557; cosec 310° = —1,3054

cotg 310° = —0,8391

15. Sabiendo que sen 25° = 0,4226 halla las razones trigonométricas de los siguientes angulos.

a) 745° b) 565° ©) 1055° d) 1235°
a) 745°=2-360°+25° — sen 745° = 0,4226 cos 745°=0,9063 tg 745° = 0,4663
b) 565° =360°+180°+25° — 5en 565°=—0,4226 €O 565° = —0,9063 tg 565° = 0,4663
c) 1055° =3-360° - 25° 56 1055° = —0,4226
€0s 1055° =0,9063 tg 1055° = —0,4663
d) 1235° =3-360° +180° - 25° $en1235° = 0,4226
€0 1235° = —0,9063 tg1235° = ~0,4663
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16. Sabiendo que sen a = % calcula.
a) sen (90° — ) b) sen (180° — a) c) sen(—a)
a) % = sen o = cos (90° — o)
Sustituimos en la expresion para calcular sen (180° — «):
cos? (90° — o) 4+ sen*(90° — o) = 1;5en (90° — ) = |1 —— = ——
b) sen (180° — o) = sen oo = —

o) sen(—o)=—sen o= _%

17. Sisen 18° = 0,309 y cos 18° = 0,951; calcula.

a) sen72° b) cos 162° C) tg(—72°
a) sen72°=sen (90° — 18°) = cos 18° = 0,951
b) cos162° = cos (180° — 18°) = —cos 18° = —0,951
Q) tg(—=72°)=—tg72°=—tg(90° — 18°) =
1 cos18° 0,951

— — = = -3,0777
g 18° sen 18° 0,309

18. Dados los siguientes angulos, contesta a las preguntas que aparecen a continuacion.
25° 65° 115° 155° —25° —65°
a) ¢Cudles tienen el mismo seno? ¢Y el mismo coseno?
b) ¢Qué angulos tienen igual la tangente?

a) sen25° =sen 155° sen 65° =sen 115° C0S 65°=C0S(—65)° C0S 25°=C0S(—25)°

b) tg 115°=1tg(—65)° tg 155° =tg(-25)°

19. A partir de las razones de 45° y 60° calcula las razones trigonométricas de 105° y 15°.

sen(60°+45°) = sen 60°cos 45°+c0s 60°sen 45°= ? . % +% : g =0,9659
€0S (60°+45°) = €0s 60°Cos 45°—sen 60°sen 45° = %% —? : % =—0,2588
g (60° + 45°) = E f;;;ff; ‘g)o - f\g —_3,7321

sen(60° —45°) = sen 60° cos 45°— cos 60° sen 45° = V3y2 —%g =0,2588
C0S(60°—45°) = CoS 60° €OS 45°+sen 60° sen 45°= vz +§% =0,9659
tg(600—a57)— OO 145" V31,050

T 1+tg 60°tg 45° 1443
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20. Calcula las razones trigonométricas de 76° y 19°, sabiendo que cos 38° = 0,788 y sen 38° = 0,6157

€0S 76°=0s(2-38°) = C05°38° —sen”38°=0,2419

sen76°=sen(2-38°) =2 sen 38°cos 38°=0,9703

tg 380 = 27 _ g 7843
0,788
21g 38°
tg 76° =1g(2.38°) = 2 2°_ _ 4,011
g 8(2:38°) 1-1g?38°

(o] 0
cos 19°=cos 2 = [1THC0S 38 _ 1 9455
2 2
0 — )
sen19o=sen o — 1200538 _ (3954
2 2
0 — 0
tg 19— tg o0 _ [1=€0S38° 5 513
2 \1+cos 38°

21. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas en el intervalo [0°, 360°].

a) 5senx =2 c) 5igx=12
b) 7cosx = —1 d 2tgx =2
2 x; = 23° 34" 41, 44"
a) S5senx=2-—>sen x=—— ! |
5 X, = 156° 25' 18,56
b)7cosx:—1—>cosx:—i—> X =98 121}7’56 .
7 X, = 261° 47" 1244

X = 67° 22" 48,49"

12
0 S5gx=12->gx=—-> o |
5 X, = 247° 22" 4849

d) 2rgx:2—>rgx:1—>{

22. Resuelve estas ecuaciones trigonométricas y simplifica el resultado.

a) cos 2x =1 C) sen2x —cosx =0
b) cos2x +senx =1 d) 2tgdx =1

a) Cos2x=1—Xx=Kkr CONk €Z

b) €0s2x 45en x =1—C0S? X —Sen’x +sen X =1— —2sen’x 4+sen x =0

X, = k= conk €Z X2:%+2kﬂCOﬂkeZ x3:5—2+2knconkez
c) Sen2x—cos x=0—25en X CoS X —C0S X =CoS X(2sen x —1)=0

X1:@ conkez X2:%+2/<1VCOH/<€Z x3—5§+2knconkez
d) 2tg4x:1—>tg4x:%—>4x:26,56°+180°~/<—>x:w conk ez
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23. De un tridangulo se sabe que sus catetos miden 7 y 24 m. Halla su hipotenusa y la amplitud
de sus angulos.

Calculamos la hipotenusa utilizando el Teorema de Pitagoras:

h=+24*+7?=25m

a=arc senl:16,26° B=arc sen%:73,74°
25 25

24. De un triangulo rectangulo, ,@c, conocemos que C = 62°y que la hipotenusa a mide 1 m.
Halla sus elementos.
Aplicamos la relaciéon de dngulos complementarios para calcular el tercer angulo:
B=90° — 62° = 28°
Utilizamos una de sus razones trigonométricas para hallar otro de sus lados:

senB= b _ % — b = sen 28° = 04695 m
a

Usamos el teorema de Pitdgoras para determinar el tercer lado:

c=+T1—04695" =08829 m

25. Calcula b y ¢ en estos triangulos.

C
18 cm
86°
B
a) B=180°—88 —55°=37°
B . & . & b _ M 1029
senA  senB  senC sen 37°  sen 55°
a = B =_F - < = 14 —c=17,08 cm

senA  senB  senC  sen8®  sen 55°

b) C=180° —44° — 86° = 50°
Aplicamos el teorema del seno como en el apartado anterior y resulta:
b=2585cm c=1985cm

26. Razona, en cada caso, si pueden ser ciertas las siguientes igualdades.

b c
senB  senC
bya=b=—"r
senC
c)a=b=c

a) Es posible si sen A =1, es decir, si A=90°,

. c ~ c - . .
b) No es posible, ya que entonces a=———A=90° y b=———B=90°, pero no existe un triangulo con dos
senC senC
angulos rectos.

¢) Es posiblesi A=B=C=60°.
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27. Calcula la longitud del lado desconocido.
a) b)

12 cm Jocm
48° ™
)

12 cm 16 cm

a) a:J122 +122 -2.12-12 cos 38° =7,81cm

b) a:\/102+162 —2-10-16 cos 48° =11,91cm

28. Decide si las siguientes medidas corresponden a las longitudes de los lados de un triangulo
e indica si es acutangulo, rectangulo u obtusangulo.

a) 12,11y9cm C) 26,24y 10cm

b) 23,14y 8cm d) 40,30y20m
a) P=b4+—2bc-cosA—12=1124+92—2.11.9.cosA

S cos A= 0,2929 —» A=72°57 59,7" — El tridngulo es acutangulo.

b) Las medidas no forman un tridngulo, ya que la suma de los lados menores es
menor que el lado mayor.

Q) =0+ —2bc-cosA —262=24410"—2-24-10-cos A
—cosA=0—A=90°—El tridngulo es rectangulo.

d) =6+ —2bc-cosA—> 407 =302+ 20> —2-30-20 - cos A
> cosA=—025-—A=104°28'39" - I tridngulo es obtusangulo.

29. Resuelve este triangulo.

13¢cm
4cm
10cm
132 =10% +-42 —2.10-4 cOS A — A = 131,49°
10 =132 442 —2.13-4c0S B — B = 35,18°
180° — 131,49° — 35,18° = 13,33°
30. Resuelve este triangulo.
<
15¢m
9cm

a:J152+92—2~9-15 €coS71° =14,77 cm

Aplicando el teorema del seno:

14,77 _ 9 _ H1§=35,18°
sen71”® senB

B =180°—71°—35,18° = 73,82°
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31. Resuelve el triangulo, sabiendo que dos de sus lados miden 14 cm y 18 cm, respectivamente,
y el angulo opuesto a uno de ellos mide 70°. Dibuja el triangulo.
Aplicamos el teorema del seno para calcular el angulo opuesto al lado conocido:
a___ b __c M __ 18 54657344
senA  senB  senC senB  sen70°

Utilizamos la propiedad de que la suma de los d&ngulos de un tridngulo mide 180°,
para calcular el tercer angulo:

A+B+C=180°—>A+46°57' 344" +70°=180° > A =63°2'256"
Usamos el teorema del seno para calcular el tercer lado:

I D S a — B TP

senA  senB  senC sen 63°2' 256" sen 70°

32. Al resolver el triangulo cona = 4m, ¢ = 6 my A = 25°, obtenemos como soluciones dos
triangulos obtusangulos. Comprueba que esto es posible y dibuja las soluciones.
Aplicamos el teorema del seno para calcular el angulo opuesto al lado conocido:
» b e 4 6 {6 =39°20' 25,7"
N

— = — = — = — ~ '
senA  senB  senC  sen25°  senC C=140°39' 34'

Utilizamos la propiedad de que la suma de los angulos de un tridngulo mide 180°,
para calcular el tercer angulo:

12 solucion: A + B+ C = 180° — 257 + B4 39°20' 25,7" = 180° — B=115°39' 34"
22 solucion: A + B+ C = 180° — 25° 4 B4 140°39' 34" = 180° — B= 14° 20' 26"
Usamos el teorema del seno para calcular el tercer lado:

b c b 4

1.2 solucién: GA = — = —— = —b=2853m
senA  senB  senC sen 115°39' 34" sen 25°
2.2 solucién: a — = & — * . b = ~ —b=234m

senA  senB  senC  sen14°20'26"  sen 25°

SABER HACER

33. Calcula el seno, el coseno y la tangente de o.

a) cosa = % con 270° < a < 360° b) tga = —2 con 90° < a <180°
2
a) sena—=—1—cosa = — f1—[%] — _0,9682 tga:%:—&@%
b) oS o= — /ﬁ = —0,4472 sen o =+1—cos’a =0,8944
(%
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34. cCalcula los siguientes cosenos ayudandote de las razones trigonométricas de 50°.

a) cos 40° ) cos 310° e) cos 5° g) cos 25°
b) cos 130° d) cos 80° f) cos100°
€0s 50°=0,6428 sen 50°=0,7660 tg 50°=1,1918

a) €os 40° = cos(90°—50°) = cos 90° cos 50°4-sen 90° sen 50°= 0, 7660

b) cos130°= COS(’I 80°—50°) = C0S 180° cos 50°+sen 180° sen 50°= —0, 6428
c) cos 310°= cos(360°—50°) = cos 360° cos 50°+sen 360° sen 50°=0,6428
d) cos 80°= c0s(30°+450°) = cos 30° cos 50° —sen 30° sen 50°=0,1736

e) €0s 5°=cos(50°—45°) = cos 50° cos 45°+sen 50° sen 45°=0,9962

f) cos 100°= cos(2-50°) = c0s?50° —sen’50°= —0,1736
0 0
g) 00 25°= cos % - /% —0,9063

35. Resuelve estas ecuaciones.
a) sen(2x + 5°) =1 b) cos 2x + 5°) =1

(]
a) sen(90°+/<~360°):1—>2x+5°:90°+k~360°—>x:g%+/<~180° conkez

(e}
b) COS(k'3600):']~>2X+5°:k'3éoo—>X:k~180075§ conk ez

36. Resuelve estas ecuaciones.

a) sen2x —2senx =20 b) sen2x +senx =0

a) sen2x—2senx=0—2senxcosx—2senx=0—2sen x(cos x—1=0
X,=kmconkeZ X,=2knconk eZ

b) sen2x+senx=0—2senxcos X +senx=0— sen x(2cos x+1)=0

X, =km conk eZ xzzz—;+zkﬂconkez x3:4—3“+2/<nconkez
37. Resuelve esta ecuacion.
cos2x —3cosx +2=0
C0S%x —sen*x —3cos Xx+2=0—2c0s*’x—-3¢cos x+1=0
1
cos x = 3EVI =8 “49_8: 1 X1:%+2kﬂ XZZ—%-FZ/(TY X, = 2km
2
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38. Resuelve la siguiente ecuacion.
cos3x +cosx =0

COS 2X COS X — SeNn 2X Sen X +cos X =0 — (CosX — Sen*x)cos x —2 sen X oS X Sen X +cos X =0
208X —2 €08 X +2¢0s°X =0 — 2¢0S x(2cos’x —1)=0

2k - D= _T

XW:TconkeZ X274+k%conkez

39. Juan quiere saber la anchura de un rio sin tener que desplazarse a la otra orilla. Midiendo
con sus pasos llega a la siguiente situacion.

i d= Ll J
a
ap~¢ 5m A
T 1
D 25m s
B

tga=>—2 La_15m
5 25

40. Calcula el area de este triangulo.

—h=+3 Area="" =

sen 60°= =2,60 cm?

N
N| &

b-h
2

W
olg

41. Halla la altura de un triangulo de base 100 cm y cuyos angulos adyacentes son a = 45°y 3 = 60°.

h
tg 45° = =1
'/I’)OOfX quof)(:\/@(ﬂ)(:j_ﬂ:%,écm
tgéO":;:\@ .
h=63,4cm

42. Determina el area del pentagono regular cuyo radio mide 15 cm.

sen 36° :/1/—52%/:17,64 cm

152 —(1/2) = ap® — ap = 12,13 cm

p-ap  88,167-12,13

=534,86 cm?
2 2

Area =
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43. Dos barcos salen simultdneamente de un puerto con rumbos que forman un angulo de 82°.
El primero navega a una velocidad de 18 millas por hora, y el segundo a 25 millas por hora.
Si mantienen inalterados los rumbos y el alcance de sus equipos de radio es de 180 millas,
¢podran ponerse en contacto al cabo de 3 horas?

El primero habrd recorrido 54 millas, y el segundo, 75.

a=[542 +75? —2.54.75.c0s 82° = 86,1 millas

Como 86,1 <180 podran ponerse en contacto.

44. calcula la longitud de los lados que faltan en el siguiente trapecio rectangulo.

D 5cm C

A gcm 5

Afiadimos un tridngulo con angulos de 40°, 70°y 70°.

3 __ ¥ X L, 3cm x=205cm
sen70° sen70° sen4o°

ACTIVIDADES FINALES
45. Halla la equivalencia en radianes de los siguientes angulos dados en grados sexagesimales.
a) 35° c) 84°12
b) 185° d) 62° 25
a) I rad b) 3/m rad c) 84,2° _420n rad=1,47 rad d) 62,42° _3121n rad=1,09 rad
36 36 90 90

46. Halla la equivalencia en grados de los siguientes angulos dados en radianes.

a) 1,5rad ¢) 1,5 mrad
b) 3,5rad d) 6?nrad
a) 85,94° b) 200,54° c) 270° d) 216°

47. En los triangulos rectangulos ABC que siguen, A es el vértice del angulo recto. Se dan medidas
de la hipotenusa, a, y de los catetos, b y c. Contesta las cuestiones que se plantean en cada caso.
a) HallasenBytgBsib =12cm,c = 16cm.
b) Halla cos By cotgBsia = 30 cm, ¢ = 22 cm.
¢) HallacosCycosecCsia =3cm,b = 2cm.
d) HallacosBytgBsib =20 cm, c = 20 cm.

b

a) a=+/122+16>=20cm senB:g:O,é th:E:OJS
b) b=+/30>-22? =416 cm cosB:E:ﬂ coth:E:L
a 15 b 104
c) c=+3-22=5cm cosc=2-2 cosecc=2-3
a 3 V5
d) a=+/20*+20% =+/800 cm cosB:—:%:g th:€:1
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43. Dibuja dos angulos A y B tales que:

sen A =

N|§
&)
W)

Il
)

Respuesta abierta. Por ejemplo:

49. Sin utilizar la calculadora, determina el valor mas simplificado posible de las siguientes
expresiones.

a) sen 30° + sen 60° C) cotg 90° — cotg 30°
b) tg%+sec% d) cosec 60° — cos 60°
1 3 1443 1
= 0——==—/3
a) 515 > c) N V3
3
1 2 342 5 1 1 4-3
b \/§+7:\/§+7:7:7 d ———=-_*~
) V3 3 V3 B )ﬁ 2 23
2 2

50. Determina, sin utilizar la calculadora, si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones.

a) sen30° + sen 60° = sen 90° c) sen 90° = 2sen 45°
b) cos 30° + cos 60° = cos 90° d) cos 90° = 2 cos 45°
a) %+§z1ﬂFalsa. c) 1z2~§% Falsa.
b) ?Jr%zOH Falsa. d) 0z2-€ﬂFalsa.

51. Halla la cosecante, la secante y la cotangente:

a) Del angulo de 30°. ¢) Del angulo de 60°.
b) Del &ngulo de 45°. d) Del angulo de 90°.
2
a) cosec 30°=2 sec 30°=— cotg 30°=+/3
) 7 g V3
b) cosec 45°=+/2 sec 45°=+/2 cotg 45°=1
2 J3
C) cosec 60°=— sec 60°=2 cotg 60°=—
) J3 8 3
d) cosec 90°=1 La secante no existe. cotg 90°= 0
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52. Los angulos A, By € son agudos. Completa la siguiente tabla en tu cuaderno sin llegar
a determinar los angulos.

Seno Coseno Tangente
senA = 0,5602
cos B = 0,1849
tgC = 2,7804
Seno Coseno Tangente
sen A= 0,5602 cos A = 0,8284 tgA = 06763
senB=09828 cos B=0,1849 tgB=53151
senC=0,6616 cosC=03384 tgC =2,7804
0,5602% + cos? A =1 — cos A =~/ 1— 0,56022 = 0,8284
igA=02002 _ 06763
0,8284
sen?B 40,1849 = 1 — sen B=+/1—0,1849? = 0,9828
tgB="2002 _ 06763
0,8284
cosC = B 0,3384
14 278047
sen?C+03384 = 1 —> senC =+/1— 033842 = 06616

53. Emplea la calculadora para determinar los angulos agudos que cumplen lo siguiente.

a) cosA = 0,3453 e) tgE = 0,3554
b) tgB = 2,3688 f) senF = 0,0968
c) cosec C = 1,9044 g) senG = 0,2494
d) cos D = 0,9726 h) cotgH = 2,5

a) cosA=03453 —>A=69°47'596"

b) tgB=23688— B=67"6'4584"

cosec C = 1,9044 — sen C = 0,5251 — C = 31°40' 29,9"
cos D= 09726 —D=13°26' 363"

tg E= 03554 — E=19°33' 54,8"

sen F=0,0968 — F=5°33'17,75"

senG = 02494 —G=14°26'312"

h) cotgH=25—1tgH=04—H=21°48"507"

e 2o o

54. Determina las siguientes razones trigonométricas.

a) sen19°22' 377 g) tg83° 4157
b) cos 44° 52’ h) sen 37°25”
c) cos 1,03 i) tg%

d) sen 2?“ j) cos 0,845

e) sec 54° 28 k) cotg 35° 40
f) cosec ) sec%
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a) sen19°22'37"=0,3318 g) tg83°41'57"=9,0567
b) cos44°52'=0,7088 h) sen37°25"=0,6019
c) cos1,03=05148 i) tg%: 04142

d) sen %T = 09511 j) cos0,845=0,6637

e) sec54°28'=1,7206 k) cotg35°40'= 13934
f) No esta definida. D) sec%: 1,1547

55. Resuelve los triangulos rectangulos correspondientes, considerando que A es el angulo recto.

a b=7m,B =48 d)a=6cm,C=142°12
b) c=12m, B = 28° e)b=3m,c=6m
c)a=13m,c=5m f) b=8m,a=10m
a) Aplicamos la relacién de angulos complementarios para calcular el tercer
angulo:

C=90°—48°=42°

Usamos una de sus razones trigonométricas para hallar otro de sus lados:
b _ 9 T _asa=9mm

senB  senA  sen 43

Utilizamos el teorema de Pitdgoras para obtener el tercer lado:
c=+942-7* =63m

b) Aplicamos la relacion de dngulos complementarios para hallar el tercer dngulo:
C=90°—28°=62"
Usamos una de sus razones trigonométricas para obtener otro de sus lados:
b N b 12

= — = —b=638m
senB  senC sen 28° sen 62°

Utilizamos el teorema de Pitdgoras para hallar el tercer lado:
a=+/12°4+638" =1359m

c) Aplicamos el teorema de Pitagoras para calcular el tercer lado:

b=+132=-5 =12m

senB = % 5 B=67°22'485"

5en6z%—>6:22°37' 115"

d) Aplicamos la relacién de angulos complementarios para obtener el tercer angulo:
B=90°— 42°12' = 47°48'
Usamos una de sus razones trigonométricas para hallar otro de sus lados:
b a b

— = —— . ':6—>b:4,44m
senB  senA sen 47° 48

Utilizamos el teorema de Pitdgoras para obtener el tercer lado:
c=+62—4447 =404 m

e) Aplicamos el teorema de Pitdgoras para hallar el tercer lado:

a=+3*+62=671m

senB = % —B=26°33'266"

!

L N T 334"
671
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f) Utilizamos el teorema de Pitagoras para calcular el tercer lado:

c=+10"—-8"=6m

senB=—— B=537 4837"
10
~_ 6 = \ "
senC=——>C=36°52'1163
10
56. Una barca esta atada a la orilla de un canal con una cuerda que mide 8 m. En cierto momento,

esta cuerda forma un angulo de 38° con el borde. ;A qué distancia de la orilla se encuentra
la barca?

Distancia=85en 38°=4,93 m

57. Si estamos a 40 m de la chimenea de una fabrica y la vemos bajo un angulo de 26°, ;qué altura
tiene? Considera que los ojos del observador estan situados a 175 cm del suelo.

tg26° =L 5 a=1951m
40

19,51 4= 1,75:=21,26/m

La altura de la chimenea es 21,26 m.

58. Halla el area del cuadrado interior.

307

8cm

30°

€0s 30°= % —[=9,24cm Area=/?> =85,3 cm?

59. Determina la longitud de la apotema del hexagono regular de lado 4 cm.
El hexagono regular se puede dividir en doce tridngulos rectangulos.

, 360°
Calculamos el dngulo central: ST 30

0s 30°= % —ap=2346 cm
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60. Un pentagono regular esta inscrito en una circunferencia de 20 cm de radio. Determina
la medida de su lado.
El pentdgono regular se puede dividir en cinco tridangulos isosceles.

o

Calculamos el angulo central: =72

El dngulo central mide 72°.

Hallamos los restantes angulos del triangulo:
180°=72°4+2A >A=>54°

Aplicamos el teorema del seno:

B__ & _, @ . M — b=2351cm

senB  senA sen 72° sen 54°

El lado mide 23,51 cm.

61. Escribe de menor a mayor los cosenos, sin calcularlos, de los angulos siguientes.
55° 110° 165° 220° 275° 330°

Los cosenos son negativos en el segundo y tercer cuadrantes.

C0S 165°< c0os 220° < cos 110°< cos 275° < cos 55°< cos 330°

62. Escribe de menor a mayor los senos, sin calcularlos, de los angulos siguientes.
45° 120° 135° 200° 225° 310°

Los senos son negativos en el tercer y cuarto cuadrantes.

Ssen 310°< sen 225° < sen 200°< sen 45°= sen 135° < sen 120°

63. La tabla muestra las razones trigonométricas de angulos de distintos cuadrantes.
Sin determinarlos, complétala en tu cuaderno con las razones que faltan.

Cuadrante sen CcoS tg
Segundo 0,6702
Tercero —0,4539
Cuarto —0,7459
Tercero —0,7822
Segundo —1,9004
Cuarto 0,6983
Cuadrante sen cos tg

Segundo 0,6702 —0,7422 —0,903

Tercero 0,8911 —0,4539 —1,9631

Cuarto 0,8016 —0,5979 —0,7459

Tercero —0,7822 —0623 1,2555

Segundo 0,8849 —04657 —1,9004

Cuarto —0,7158 0,6983 —1,0251
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64. Calcula, sin utilizar la calculadora, el valor del seno, el coseno y la tangente de los siguientes
angulos medidos en radianes.

178
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0,67022 4 cos? A =1 — cos A= 1— 067022 = —0,7422

gA=_06702 _ —0,003

—0,7422
sen’ B4 (—04539) = 1 — sen B=+/1— 045397 = 08911
aB= 08T _ 19631

—04539

~ 1
cosC=,|—— =10,8016
14 (—0,7459)
senC+08016° =1 senC =+/1— 080167 = —0,5979
(—0,7822)7 + cos’ D=1 — cosD =~/1—0,7822? = —0,623
. ~ 1

gD="2"2 _ 15555 cosP= | =—04657

0,623 14 (=1,9004)
sen?E 4 (—0,4657)> =1 — senF =+/1— 046577 = 0,8849
sen?F 4 0,69832 =1 —s senF=+/1— 069832 = —0,7158
tgF= —0718 _ —1,0251

06983

a) —mrad e) %rad
b) f%rad f) %rad
T 3
C) fzrad g) fTrad
T
d) Zrad h) = rad
a) sen(-m)=0 coS(—w)=—1
b) sen[—f]:—1 cos[—f]:o
2 2
c) sen[—f]zf1 cos[—f]:—3
6 2 6 2
d) sen[ﬂ:—2 cos[ﬂ]:—2
4 2 4 2
N 3 w 1
—|= cos|—=|==
e) sen[3] ) [3] >
f) sen[f]ﬂ cos[f]:o
2 2
g) sen[—ﬁ]ﬁ cos[—ﬁ]:o
2 2
h) senw=0 oS w=—1
i) sen[ﬁ]=—1 cos[%]:o
2 2
j) sen2x=0 €0S 27 =1
k) sen[ﬁ]:J cos[h]:o
2 2
) sen[%]ﬁ cos[%]:o
2 2

e
(3
s3]

La tangente no existe.

La tangente no existe.
tgr=0

La tangente no existe.
tg2r=0

La tangente no existe.

La tangente no existe.
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65. Calcula, sin utilizar la calculadora, el valor del seno, el coseno y la tangente de los siguientes
angulos medidos en grados.

a) —60° e) 120° i) 210°
b) —45° f) 135° j) 225°
c) —30° g) 150° k) 240°
d) 0° h) 180° ) 270°
a) sen(—60°) = —@ cos(—60°) = % tg(—60°) = —/3
b) sen(—45°) = —g €0s(—45°) = % tg(—45°) = -1
c) sen(—30°) = 1 cos(—30°) = ﬁ tg(—30°) = —ﬁ
2 2 3
d) sen0°=0 oS 0°=1 g 0°=0
e) sen120°:§ cos120°:—% tg 120°= —/3
f) sen135°:% cos135°:—% tg 135°=—1
g) semSO":1 cos150°:—£ tg150°=—£
2 2 3
h) sen180°=0 €0S 180°= —1 tg 180°=0
i) sen 2100:—% (60 210°:—£ tg210°:§
j) sen225°= —% C0S 225°= —% tg 225°=1
k) sen240°— —? C0S 240°= —% tg 240°= 3
1) sen270°=-1 €0s 270°=0 La tangente no existe.

66. Utiliza la calculadora para hallar estas razones.

a) sen319°12’ 52" g) tg183° 13’ 53”
b) cos 434° 26’ h) sen 333° 55”
. 11
c) tg7,03 i) tg Tﬂ
81 .
d) sen < j) cos 3,845
, M
e) cosec 200° 16 k) cotg =
5
f) sec Tn |) cosec 5,24
a) sen319°12'52" = —0,6532 g) tg 183°13' 53" = 0,0565
b) cos434°26' =0,2684 h) sen 333°55" = —0,4538
o) tg7,03=09257 ) tg 1™ 4142
8
d) sen 8—: =—09511 j) cos 3,845 =—-0,7626
e) cosec 200° 16' = —2,8869 k) Cotgﬂ—7T = —1,7321
6
f) sec%:—1,4142 [) cosec524 =—1,1574
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67. Halla las razones trigonométricas relacionandolas con las de un angulo del primer cuadrante.

a) 301°21°15” c) 190°43” e) 386° 56’
b) 902° 40’ d) 295° 12’ 45" f) 612043 27

a) 301 21 15" =360°—(58° 38' 45")
sen(301° 21" 15") =—sen(58° 38" 45") = —0,8540
cos(301° 21' 15") = cos(58° 38" 45'") =0,5203
tg(301 21' 15") = —1g(58° 38" 45") = —1,6412
b) 902° 40'=2-360°+180°42° 40
sen(902° 40')=—sen(2° 40")=-0,0465
C0s(902° 40")=—c0s(2° 40")=—0,9989
tg(902° 40") = tg(2° 40')=0,0466
c) 190° 43" =180°+10° 43"
sen(190° 43")=—sen(10° 43")=—0,1739
cos(190° 43") = —cos(10° 43") = —0,9848
tg(190° 43")=1g(10°43") =0,1765
d) 295°12' 45" =360°—(64° 47" 15")
Sen(295° 12' 45")=—sen(64° 47' 15") =—-0,9047
C0S(295° 12" 45") = cos(64° 47' 15")=0,4260
tg(295° 12" 45") = —tg(64° 47' 15"") = ~2,1239
e) 386° 56'=360°+26° 56'
sen(386° 56') = sen(26° 56')=0,4530
C0S(386° 56") = C0s(26° 56')=0,8915
tg(386° 56') =1tg(26° 56')=0,5081
f) 612°43' 2" =360°+180°+72° 43" 2"
sen(612° 43' 2" = —sen(72° 43' 2") = —0,9549
C0S(612° 43' 2") = —c0s(72° 43' 2") = —0,2971

t8(612°43' 2") =1g(72° 43' 2")=3,2140
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68. Dibuja todos los angulos posibles, menores que 360°, que verifiquen las siguientes condiciones.
a) Suseno valga 0,8.

C) Sutangente valga 0,5.
b) Su coseno valga —0,4.

d) Susenovalga —0,4.

a) a=5313° 8=126,87°
o
B
b) o =113,58° 3 = 246,420
o
B
¢) a=2657° 8 = 206,57°
« B
d) o =203,58° 3 =336,42°
o B

69. Halla estos angulos usando la calculadora.
a) arc cos 0,4539
b) arc sen 0,9284
c) arc tg (—0,5459)

d) arctg2,1618
e) arc cos (—0,2926)

f) arc sen (—0,3308)

a) arc cos 0,4539 = 63° 20,95" d) arc tg 2,1618 = 65° 10" 32,9"

b) arc sen 0,9284 = 68° 11' 12,3" e) arc cos(—0,2926) =107° 49,2"

c) arc tg(—0,5459)=331° 22" 12" f) arc sen(-0,3308) = 340° 40" 58"
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70. Determina el angulo a del 1. cuadrante cuyas razones trigonométricas verifican lo siguiente.

a) sen a = |sen 249° 31| C) tga = [tg249° 37|
b) cos a = |cos 249° 31| d) tga = |tg 183° 30|
Halla el resto de sus razones trigonométricas.

a) sen a=|sen 249° 31|=0,9368 — a = 69° 31"
b) cos a =|cos 249° 31=0,3499 — « = 69° 37"

c) tg a=|tg 249° 31’

=2,6770 = o = 69° 31’

sen 3°30' 7,68" =0,0611

—|tg 183° 301 =0,0612 — . = 3° 30’ 7,68"
d) g a=lg | oo “eos 3° 30" 7,68" =0,9981

71. De un angulo de un triangulo se sabe que su seno vale 0,7. ;{ Podrias determinar de qué angulo
se trata?

seno=0,7 — a=44,43° 0 bien o =135,57°

Los dos angulos pueden pertenecer a un tridngulo, por lo que no podemos determinar de qué angulo se trata.

72. De un angulo de un triangulo se conoce su coseno, que vale 0,2. ; Podrias determinar qué angulo es?
€0S oo =0,2 — o =78,46° 0 bien o = 281,54°

Solo puede pertenecer a un triangulo el angulo o =78,46°.

73. De un angulo dado, «, se sabe que sen o = 0,3 y que su tangente es negativa. Determina a qué
cuadrante pertenece dicho angulo y calcula el valor de la tangente.

Como sena>0Yytga<0eldangulo esta en el segundo cuadrante.

sena=0,3 — o =162,54° tg 162,54° =—-0,3145

74. Sabiendo que la tangente de un angulo es dos veces su seno, que el signo de este es positivo
y el del coseno negativo, determina a qué cuadrante pertenece el angulo y calcula sus restantes
razones trigonomeétricas.

sena >0 i i
— El angulo esta en el segundo cuadrante.
oS a<0
3
Sena 1 o senazi
lga=2sena— =2Sena—Co0Sa=—=—a=120°— 2
COS o 2
tgaz—\/§

75. De un angulo a del 2.° cuadrante se sabe tinicamente que su seno es 0,5. Calcula las restantes
razones trigonométricas de dicho angulo.

sena=0,5—a=150° COS’ISO":fg tg150°=—§
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76. Sabiendo que sen a = 0,23 y que a es un angulo agudo, determina estas razones trigonométricas.

a) cos a C) tg(—a) e) sen (180° + )
b) tga d) cos (180° — ) f) sen (720° + q)
a) 023+ cosPa=1-—>cosa=,/1—0,232 =09732
b) tga= B s
0,9732

0 tg(—a)=—tga=—-02363

d) cos (180° — o) = —cos oo = —0,9732
e) sen (180° + o) = —sen v = —0,23

f) sen (720° 4+ o) = sen o = 0,23

77. Sabiendo que la tangente de un angulo es tres veces su seno y que ambas razones son negativas,
halla las restantes razones trigonométricas.

Se tiene que:

sena<0

_Sena _r—CoSa> 0 — El dngulo estd en el cuarto cuadrante.
oS a

g

Por otra parte:

tg o= 1% _35en 0 — COS 0 = — o= 289,47° .
CoS 3

Entonces, las demas razones trigonométricas son:

sen 289,47°=—0,9428 tg 289,47°=—-2,8284 .

78. En la siguiente circunferencia, calcula la medida del segmento AB y del arco de circunferencia AB.

N

B

Como el a’ngulo@: 90°, el angulo B=90° — 30° = 60".
sen 30°:%—>AB:4cm

El segmento AB mide 4 cm.

Como el dngulo de 30° es inscrito, el &ngulo central que abarca el arco AB
mide 60°.

Calculamos la longitud de un arco de 60° en una circunferencia de 4 cm de radio:

A/_B\:M:ﬂ:émgcm
360° 3

El arcoA/B\ mide 4,19 cm.
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79. Halla las razones trigonométricas de estos angulos.

3 3
a) cos«,/:fo,54con7r<«{<7 b)sen6:0con7n<8<27r
a) sen® N+ (—0,54° =1 sen y = —J1— (0,547 = —0,8417
tgN = =BT 1,5587

g

b) No existe ninglin angulo con estas condiciones, pues si sen § = 0,
entonces § = 2k.

80. Resuelve los triangulos que aparecen a continuacion.

a) a =10cm b =14cm c=8cm
b) b =6cm c=9cm A =39°12

c)a=7cm B =38°49 C = 66°40

a) Aplicamos el teorema del coseno:

~ ~ —a’+ b 2 —100 4+ 196 + 64
A =b>+ - 2bccosA— cosA= sl e a + iz
2bc 2:14:8
=0,7143
A= 44°24' 551" b e 00
P2=a*+ 2 — 2ac - cosB—> cos B=— Ll el D s Tor
2ac 2-10-8
=-0.2
B=101°32"13"
C=180° — 44°24' 551" —101°32'13"=34°2'51,85"

(SH

Aplicamos el teorema del coseno:

P=b4+2—2bc-cosA>P=6+P—2-6-9-c0s39°12' =>a=577cm

b*=a*+ & — 2ac - cos B— cos B= e i ol e Lt Ll
— 07534 2ac 2-577+9

B=41°4 14,51" —C=180°—39°12' — 41°4' 14,51" = 99° 43" 45 49"
Q) A=180°— 38°49' — 66° 40" = 74°31°
Aplicamos el teorema del seno:
bA: GA—> b = v —>b=455cm
senB  senA sen38°49'  sen74°31
c __ 4 - < = / —c=6,67cm

senC  senA sen 66° 40 sen 74° 31"

81. Resuelve los siguientes triangulos.

a)a=9cm c=5cm B =103°27
by b=83cm c¢=91cm C = 112°50°

c) c=écm A =27°47 B =9820

a) Aplicamos el teorema del cosenor:

b =a+c — 2ac- cosB— b= /814 25 — 90 - cos 103° 27" =1127 cm
Aplicamos el teorema del seno:

bA — 9 27 _ 9 L enA=07767
senB  senA sen 103° 27" sen A

A=50°57'266"— C=180°— 50°57' 26,6" — 103° 27" = 25°35' 334"

b) Aplicamos el teorema del seno:

€ .8 il _ 83 senB—08406

senC  senB sen 112°50' sen B
B=57°12' 182" S A=180°—112°50' — 57°12' 182" =9°57'4138"
9,1-sen91°57' 418"

a= =1,71cm
sen 112° 50'
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Q C=180°—27°42"— 98°20' = 53°58'
Aplicamos el teorema del seno:

CA: aA—> 6 = a —a=345cm
senC  senA sen 53° 58" sen27°42'
£ B 8 9 S h—7¥am

senC B senB sen 53°58' sen 98° 20"

82. Encuentra las soluciones para los siguientes triangulos.

a) a =12cm b=7cm c=é6cm
b) @ = 8cm c=9cm A = 42°55
c)a=10cm c=9cm A = 72055
a) Aplicamos el teorema del coseno:
~ —a 4 b? 2 —144 4+ 49 + 36
gl e O FHE® 7w
2bc 2-7-6
A=134°37'¢"
x  —=hZ 2 2 —49 + 144 + 36
cosB—r = T O XE _—BTEEHE _ ooner
2ac 2-12-6
B=24°31'588"
C=180°— 24°31" 588" — 134°37'6" =20°50'55.2"
b) Aplicamos el teorema del seno:
c =2 9A: & — senC=0,7661
senC  senA senC  sen42°55'
C=50°2" B=180° — 42°55' — 50°2" = 87°4' 58"
B _ 8 B 8  b1173m

senB  senA sen 87°4' 58" sen 42°55'
c) Aplicamos el teorema del seno:

c -9, 9A: W enl—gse03

senC  senA senC  sen72°55'

C =159 20 57,2" B=180°— 59° 20" 572" — 72°55'=47° 44" 276"
b __d 5 b = L —b=774cm

senB  senA sen47°44' 2,76" sen72°55'

83. Resuelve los siguientes triangulos.
a) a =10cm,A = 30°B = 70°
b) a =25cm,A = 60°,C = 80°
a) C=180°—30°—70°=80°
Aplicando el teorema del seno:

aA: bA_>b:1Osen70 —1879 cm aA: cA_>C:1Osen8O —19,70 cm
senA  senB sen 30° senA  senC sen 30°

b) B=180°—60°—80° = 50°

Aplicando el teorema del seno:

a b p_ 228en50 —211em a c o 25sen80

= . = c= . —28,43cm
senA senB sen 60 senA senC sen 60

34. El pedestal de una estatua mide 8 m y cuando nos separamos 15 m de su base la estatua
se ve bajo un angulo de 38°. ;Cudl es la altura de la estatua?

81+—5X:tg38°—>8+)(:0,7813~15—>x=3,7193 m
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85. Halla la altura del faro situado en un islote con los siguientes datos.

c=73° D= 61° C' = 28° b =50m

A=180°—73°— 61° = 46°

Aplicando el teorema del seno:

0 _ x %0 _ x
senA senD send®  sen6™

—X=60,79m

h=60,79-tg 28°=32,32m

86. En una construccion, dos vigas de 10 m estan soldadas por sus extremos y forman un triangulo
con otra viga de 15 m. Halla los angulos que forman entre si.

Aplicando el teorema del seno:

~ 10 10 15 15 15
A=B— — = — = — = = — —
senA  senB  sen(180°—2A) sen2A  2senA-cos A

cosZ\:%ﬂ A=B=41,47C=97,18°

87. Calcula la distancia que hay entre los puntos A y B con los datos del grafico.

B=180°—72°—95°=13°
Aplicando el teorema del seno:

0 ¢
sen13°  sen72°

—C=211,39m
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88. Un faro A se encuentra a 12 km al oeste de otro faro B. Un bote parte del faro A y navega 9 km
en linea recta. En ese instante, desde el faro B, el bote observa sobre la linea que forma un angulo
de 42° con la direccion este-oeste. Determina la distancia del bote al faro B.

Aplicando el teorema del seno:

2 __ 12 g3
sen42°  sencC

~

A=180°—-42°—63,15°=74,85°

a 9
= —
sen74,85°  sen42°

a=12,98 km

89. Dos cables de 10 m y 6 m sujetan una antena vertical situada sobre un pedestal formando
entre si un angulo de 25°. Halla la altura de la antena.

Aplicando el teorema del coseno obtenemos la distancia a la que estdn enganchados los cables al suelo:

a=J102+62 —2-10-6-€0525° =5,22m

Sea x la distancia que hay desde la base de la antena hasta el enganche de uno de los cables. De esta forma
tenemos que la distancia de la base de la antena al otro enganche es 5,22 — x. Asi:

Altura=~10" —x*
—10? —x* =J6? =(5,22—x)} - x=8,74m

Altura = J6? —(5,22— x)’
Sustituimos x por su valor y obtenemos la altura:

Altura=+/10* —8,74* = 4,86 m

90. En una pared hay dos argollas distantes 8 m entre si. Un nifio ata cada argolla a un extremo
de una cuerda y se aleja de la pared hasta que la cuerda queda tensa. En ese momento,
la cuerda forma angulos de 50° y 37° con la pared.
a) ¢Cuanto mide la cuerda?
b) ¢A qué distancia esta el nifio de la pared?

La altura del lado conocido divide al tridangulo inicial en dos tridngulos rectangulos.

Aplicamos la definicién de tangente en los dngulos conocidos y formamos
un sistema de ecuaciones.

tg50° = 1

9 =7 |sh=x-1g50 }% __ 89y L

g3 =N |[h=0-21937 tg 37° +1tg 50°
8 —x

h=3,1-1g50"= 369 m
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3,69 3,69

sen50°=—"“— S5 BA=—""—=482m
BA sen 50°

sen37°:ﬂ—>64:£:6,13m
(A sen 37°

Calculamos la longitud de la cuerda:
8+4+4824+6,13=1895m

La cuerda mide 18,95 m.

91. Para hallar la distancia entre dos cerros, se tienen los datos del dibujo y se sabe que la distancia
del observador al cerro A es 1 km. ;Cual es la distancia entre los dos cerros?

1 d

——=—"">——0d=0,78km
sen40°  sen30°

92. Simplifica las siguientes expresiones.

) sen (o —120° + sen a + sen(a + 120°)
) sen (a + 30°) + cos (a + 45°)

cos( )+cos<oz +3T7r)
dtgla+mn—tgla—m
cos( )+cos(—a)

a) sen(o—120°)+sen o+ sen(o+120°) =
= Sen a.-€0S 120°—5en 120°- €S o + Sen o+ 5en - €os 120°4-5en 120°- oS o =0
b) sen(a+30°)+cos(a+45°) = sen a-cos 30°+sen 30°: COS o+ COS - COS 45°—sen o- Sen 45°=

:ﬁ;«/i Ji2+1cos

Sen o+

T 3w T T 3w 3r
C) COoS 0L+§ +COS 0L+T =COSOL-COSE—SG‘HOwSGWE‘I'COSOL'COSZ—SG‘HOL'SGWTZ

V2 V2 V241 2
2

=-SeNa———C0Sau———SeNa=— Seno———=CO0S o
2 2 2

g lga—tgn
d tg(“”)‘tg(“‘“):E;ngmf;fagﬁo

e) cos[g+u]+cos(—a)=cos%-cos a—seng-senu+c03u: —Sen a +cos «
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93. Simplifica estas expresiones trigonométricas.
a
2
b) 2 + cos 2a — cos?a
2.5enacos a
1—2sen’a
d) cosa(1+ cosa) + sen*a

a) 2tg % cos

tg%
e 2-
cos a
Q Q Seng Q o
a) 2tg—-cos—=2- 2 cos & —2sen
2 cos & 2

2

b) 24-€0S 20 —COS%a = 2+ COS*a — SeN*au — COS%ov = 2 — SN

) 2sena-coSa sen 2a sen2a  sen2ua

2 2 2 2= 2 2 =182«
1-2sen‘a Sen‘a+CoS“a—2S8en“ac COS“au—Sen“oc COS 2

d) oS a(14€0S o) + Sen’a = COS o+ COS’a + Sem‘a = COS o+ 1

o [1=cos o \/ 1-cos’a \/ sen‘a 2sena
g — 2 2
e 2—2 _9 T+cosa (14-cos o) _ (1+cosa)”  1+cosa

COS « COS o COS o COS o COS o

=2tg a1+ C0S o)

94. Sabiendo que la tangente de o es 2,5 y que a es un angulo del primer cuadrante, halla tg(a + 45°).
Determina también en qué cuadrante esta el angulo o + 45°.

_ ga+1g45° 2541
T l-tga-tgds® 1-25

tg (o +45°) -2,33

El angulo estd en el segundo cuadrante.

95. De un angulo agudo sabemos que tg a = % Calcula tg 2a.

)5

2tga a4 40

tg 20 = - -2

S e 12579
16

96. Halla una formula para calcular sen 3x en funcién de sen x. Aplicala para calcular sen 3x sabiendo
1
que sen X = 3

SeN(2X + X) = Sen 2x-C0S X +Sen X-C0S 2X =2 Sen X -COS°X + Sen X (Cos’X —sen’x ) =
=3sen x (1-sen’x)—sen*x = 3 sen x — 4 sen*x

3

3
Si senx:1 entonces sen3x:3~174[1] ==
3 27

3 3
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97. Sabemos que sen 56° = 0,83y cos 23° = 0,92.

a) Calcula el resto de razones de esos angulos.
b) Halla las razones trigonométricas de 79°.

¢) Determina las razones de 33°.

d) ¢Podrias hallar las razones de 28°?

e) ¢Y las de 46°?

a) 0,832+ cos?56° =1 — cos 56° = J1— 0,83 =056

0,83

tg 56° = =148
0,56

sen’ 23°+ 0,922 =1—s5en 23°=+/1— 0,92 =039
0,39

tg23° =—"—=042
,92
b) sen 79° = sen (56° + 23°) = sen 56° - cos 23° 4 cos 56° -+ sen 23° =
=083-092+4+056-039=098
cos 79° = cos (56° + 23°) = cos 56° + cos 23° — sen 56° - sen 23° =
=0,56-092—-083-039=0,19
tg 56° + tg 23° 1,48 4+ 0,42

tg 79° = tg (56° + 23°) = = = 5,02
1—tg56°-tg23° 1—1,48.0,42

c) sen 33°=sen (56° — 23°) = sen 56° - cos 23° — cos 56° - sen 23° =
=083-092—-056-039=0,55
cos 33° = cos (56° — 23°) = cos 56° - cos 23° + sen 56° - sen 23° =
=056-092+083-039=084
tg 56° — tg 23° 1,48 — 0,42

tg33° = tg (56° — 23°) = = = 0,65
1+1tg56°-1g23° 1+ 1,48.0,42

&) sen 28° — sen :\/1—60556 :\/1—0,56 e
2 2

2

05 28° — cos B :\/1+Cos 56 :\/1—(—0,56 i@
2 3 3
56° 1— cos 56° 1-0,56
tg28°=tg = = =053
2 14 cos 56° 14 0,56

e) sen46°=sen(2-23°)=2-sen23°-cos23°=2-:039-092=0,72
€05 46° = cos (2 - 23°) = cos? 23° — sen?23° = 0,922 — 0,39 = 0,69
a6 =tgla- 230 =298 _ 200

1— tgz 237 1— 0,422

98. Obtén una férmula simplificada de:

a) sen (30° + A) c) tg(45° —C)
b) cos (B — 60°) d) cos (D + 30°

a) sen(30°+E):sen30"-6052—&—60530"-56/72:%Cosg—i—gseng:
:%(cosﬂ%-\/g senﬂ)
IV PN -
b) cos (B —60°) = cos B - cos 60 +sen8-sen60:56058+7sen8:

] ” -
:E(COSB—G— \/gsenB)
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~ 1-tgC
Q tgs—O=—"T—
T+1gC
d) cos ([3—}—30"):6055-60530"—senﬁ-sen 30°=

:gcosﬁ—%senﬁz—;(\/?Cosﬁ—senﬁ)

. 2 . .
99. Sabiendo que sen x = 5 y que % < X < m, sin hallar previamente el valor de x, calcula.

T T
sen (x + Z) tg (x — ?>

a) Expresa los resultados utilizando radicales.

. . . . T T
b) Explica como determinarias las razones de IL rad yé rad.

Hallamos las razones trigonométricas de x:

[2]2 Va1 N2t
s X =—|1—|—| =—— gx=——"—""
5 5 21

a) y b) Las razones trigonométricas de% rad, 45° y% rad, 60° son conocidas.

1
seniz—ﬁ 6051:6 seniz—\/g 0s— = — rgf=\/§
4 2 3 2 3 2
T 2 N2 V21 V2 o2 —Ja
sen| X +—|=senx- COS*—I—COSX sen———- -_
4 4 5 2 5 2 10
tgx —tg—
[ ]_ 919 8214253
3 T+1tg x- rg— 9
3
3r 3
100. Se sabe que T < x < Tytgx =7
a) Hallasen xy cos x.
b) Determina, utilizando radicales, las razones
de los an ulosl z
g % Yy 1
¢) Sindeterminar el angulo x, calcula.
T T
cos| x —— t (x+—>
(=3 b
d) Sindeterminar el angulo x, decide razonadamente en qué cuadrante estan estos angulos.
T T
X —— X+ —
4 6
1
a) cosx= T =-08 sen’x+08 =1—>senx=+1-08 =-06
™ 1 i \/? iy \/?
b) sen—=—cos— = g— = ——
2 2 6 3
2 iy 2 T
sen—=—— cos—=— (g—=1
2 4 2 4
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) Cos[x—1T =COSX-COSE—}—SEI’)X-SEH12—0,8-£—O,6-£:—O,7\/§
4 4 4 2

T 3 \/?

gx+1g— —+

[ w] 6 4 3 _48+253
tg|x+—|= =

1—rg><-rg1 1_i 3 39

6 4 3

) T . ) .
d) Como el seno del dngulo x — — es positivo, el angulo esta en el 2.° cuadrante.

; T 5 ; ;
Y como la tangente del dngulo x +— es positiva, el angulo esta en el 3.5 cuadrante.
6

101. El dngulo que forma un abanico es 170°. Si el abanico tiene tres nervios centrales, calcula

las razones trigonométricas de los angulos que se forman al desplegarlo nervio a nervio sabiendo
que cos 170° = —0,98 y que sen 170° = 0,17.

Los angulos que se forman son de 42,5°, 85°, 127,5°y 170°.

X=170°
sen 85°= sen[X ] 1G5 X 0,99 C0s 85°= cos[X ] oS X _q 4

X = 005[5] X 1+ cos [g]
sen42,5°= sen[d] — =067 005 42,5°= cos[ ] —— 207

sen127,5°= sen(42,5°+85°) = sen 42,5° cos 85°+sen 85° cos 42,5°= 0,79

€0S 127,5°= c0S(42,5°+85°) = cos 42,5° cos 85°—sen 42,5° sen 85°= —0,59

102. Calcula cos 285° a partir de las razones de los angulos de 330° y de 45°.

€0S 285°= €05 (330°—45°) = c0s 330° cos 45°+sen 330° sen 45°= £ £ + [_E] % =0,2588

103. Sabiendo que las razones de 32° son:

sen 32° = 0,53 cos 32° = 0,848
a) Calcula las razones trigonomeétricas de 62°.
b) Halla las razones de 31°.

¢) ¢Puedes calcular las razones trigonomeétricas de cualquier angulo cuya medida en grados no tenga minutos
ni segundos?

a) sen 62° = sen (32° 4 30°) = sen 32°- cos 30° + cos 32°- sen 30° =

NE 1

= 0,53-7+ 0,848 - E =033
cos 62° = cos (32° + 30°) = cos 32°- cos 30° — sen 32° - sen 30° =

= 0,848-£—o,53.l: 0,46
088 ’
tg 62° = =191

/
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b) sen 31° = sen 622 \/]_COS o2 :\/]_3’46 =052

2
cos 31°= cos 2:\/1+COS L :\/H_O’% =0.85
2 2 2
tg 31° = 052 =061

c) Sipodemos calcular las razones de cualquier angulo, ya que a partir de las medidas
de 32°y de 31° hallamos las medidas de 1°,y a partir de ellas, las demas.

104. Escribe las expresiones que aparecen a continuacion en forma de producto.

a) cos2a — cos d) sena — cos a
b) cos a — cos 4a e) cos a + sen 3a
C) sen 8a — sen 2a f) sena — sen3a

a) C€OS 200 —C0S o = COS - SeN’o— COS o = COS (€0 o — 1) (1 C08”ar) =
= C0S a(CoSau— 1) —(1—C0S o) (14-C0S o) = (€OS v —1)-(2 €OS v +-1)

b) €0S a—C0S 4o = COS o —COS(3ax + ) = COS o + 18 - COS - S€N 3o — COS - COS 3o =
=C0S a(1+1tg o~ Sen 3a.—CoS 3a)

c) Sen8a—sen2a = sen(2o+6a)—Ssen 2o = Sen 2o CoS bou+ Sen bau-COS 20— Sen 2o =
= 5€n 2a.-COS b +(Sen 2o €S da+2 S€N 2au- COS 2cv- COS 2cx) COS 200 — SEN 200 =
= 5en 2a(COS b6+ C0S ba-COS 2a0+2 €0S* 20— 1)

d) seno—cos a=tg a-C0S a—COS a=COS aftg a—)

COS v+ Sen 3o = COS v+ SeNfa + 2a) = COS o+ SeN - COS 2cv 4 COS v+ SEN 2 =

~—

e
= C0S o+ COS o+ tg o+ COS 2 + COS - SEN 20 = COS (14 tg - COS 20 + SEN 2av)
f) sena—sen3a=sena—sen2a+a)=Sen o —Ssen 2a CoS o —Sen a.-CoS 2o =

=Sen o—2 SeNn a.- CoS* o — Sen - CoS 2o = sen a1—2 Cos?a — CoS 2)

105. Simplifica y escribe la expresiéon con una sola razén trigonomeétrica.

sena —sen‘a
cos*a + cos?a sen*a

b) cos25a — sen?5a
C) seca(senacos a + cos?a) — sena
d) sen*a — cos*a + cos? a

sena—senfa sen a(1—sen’a) ~senall—sen’a) sena
cos*a+cos’a sen’a (1—sen’a) +(1— sen’a) sena 1-sen’a

a)

b) c0s?5a.—sen’5a = cos 10a

c) Seca(sena-cos a+cos’a)—sena = %(cos o(sen a+cos o)) —sen o =Cos o
a

d) sen‘a—cos’a +cos’a = sen’a(1-cos’a ) —cos’a(1-sen’a) + cos’a = sen‘a
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106. Demuestra que se verifican las igualdades que aparecen a continuacion.

a) 1+ sen2a = 2sen (a + 45° cos (a — 45°)
b) cos 2a = 2 sen (a + 45°) cos (o + 45°)
c) sen2a = —2tg (a + n)[sen?(a + n) — 1]

d) cos(%) = sen(u ; n)

a) 2sen (o+ 45°) cos (o — 45°) =

= 2 (sen o+ cos 45°+ cos o - sen 45°)(cos o - cos 45° + sen o - sen 45°) =

_2[\/?-561’)& 1 \/E-COSOL [\/E'COSOL + \/E'SEI’)OL

2 2 2 2
2-cosa0 4dsena-cosa 2-sen’ o
=7 + -
4 4 4
=cos’a+sen*o+2sena-cosa=1+sen2a

b) 2 sen (ow+ 45° cos (o + 45°) =
= 2 (sen o - cos 45°+ cos o - sen 45°)(cos o - cos 45° — sen o - sen 45°) =

_2[\/5'56/’7& + ﬁ'COSOL][\/g-COSOL _ \E-SEH(}L]:

B 2 3 3 9

2-cosa 2-sen’ ;5 5
= D = (05" . — sen” o = Cos 2
4 4

L Q2
o —2tg(a+ﬂ)[3€n2(&+“)_1]: ( ij:nu)[senza_']]:_w

d) a+T sen(o+ ) —sen o I cos’a—1 (1+cos a) 'I—COSOL) 1—C0S @
sen 5 = = = CO0S E

2005[&;“] 2\/1+cos<x \IHCOSOL 2(14C0S o) 2

= 2SeNa-CoSa = Sen2a

2

107. Demuestra que es cierta la siguiente igualdad.

2tg a
sen2a=¢2
1+tg%a
2
N YO —— 2 sen o - Cos a 2tg _ 2t o
05 1 T+19° o
cos* a

108. Demuestra las siguientes igualdades trigonométricas.

sen2a cos2a

1 1
= seca

c
sena cos a ) 1—sena 1+sena
b) tg a + cotg a = sec a - cosec a d) cosa +tga-sena = seca

= 2sec’a

) 2sena-CoSa COS’a—Sen‘a _ 2sena-cos’a—sena-(Cos’a—sen’a)  sen’a+cos’a 1

= =SeC o
Sen o COS o Sena-CoS o COS oS

sena  Cosa _ sen‘a+cos’a 1 1
COSa SeNa  COSa-SeNa  COSa SeNa

=S€eC a-COSeC «

o) THsenati-sena 2

. =———=2sec’a
1— sen‘a c0S%a
sema coS’a+sen’ 1
d) cos 22T _COSatSema =5eca
oS C0Sa  COSa

194



Trigonometria

109. Comprueba, sustituyendo o por un angulo conocido, que la siguiente igualdad es cierta.

2sena
tg 2a
Demuestra que esta propiedad se cumple para cualquier angulo a.

=cosa—senatga

Elegimos el angulo de 30°:

2sen30° _ 1 _ V3 €0s 30°—sen 30°- tg 30°=
tg2.30° 3 3

|4
o |&
wl%

Demostramos para cualquier angulo:

2sena _ 2sena _ sena-(1—tg’a) _ sena  sena-tg’a
tg 2a 28 lga g g
1-tg%

=C0Sa—Sena-tga

110. Encuentra la solucion de las siguientes ecuaciones.

1 1
a) cosxth:5 e)senxcotg)(:fz
b) cos 2x + sen2x =1 f) sen2x +sen2x =0
C) COS2X —sen2x =10 g tgx +senx =0
d) sen2x + cos x = 1 h)tgx —sen2x =20
a) COSXTngi—>S€ﬂX:i—> xi = 30° 4 360° - k
2 X, = 150° 4+ 360° - k

b) cos 2x + sen 2x =1 — cos®> x — sen® x + 2 sen x - cos x = cos> X + sen’ x
- —2sen’x+2senx-cosx =0—2senx(—senx+ cosx) =0

X = 0° 4 360° - k

—0
SEHLA _>{X2 — 180° + 360° - k

X = 45° + 360° - k

= —
sen x = cos x {Xz — 225° 4 360° - k

xy=22,5° 4+ 180" k

C) cos 2x — sen 2x = 0 — cos 2x = sen 2X—>{X2: 112,5° + 180° - k

X =90°+360°-k x3=210°+k-360°

) sen 2x+ cos x = (2 sen x+ 1) cos x _>{x2:270°+360°-k Xo= 330° 1 K - 360°

1

1 X, = 104,48° 4-360°-k
e) senx-cotgx:—z—wosx:——a

4 |Xx,=25552°+360°k

f) sen2x+sen2x=0— 2 sen 2)(:0_}{22%()?——:?%0;’/-(k

+1]=0

g) tgx—+senx=0-—> sen x{
cos X

e x = 0 — |1 = 0%+ 360" - k
- X, = 180° + 360° -k
1

cos X

+1=0->x3=180°+ 360" k

h) tgx—sen2x=0— en X

—2senx-cosx=0-—senx(1 —2cos’x) =0
cos X

x1 =0+ 360° - k

=0
enx %{xz = 180° + 360° - k

1—2cos’x=0—cosx= /i — X3 =45°+360°- k
2
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111. Resuelva las ecuaciones trigonométricas que aparecen a continuacion.

sen (60° — x)
cos X

=1

b) tg(%fx>+tgxf1 =0
c) sen(x + 30° + cos (x + 60°) = 1 + cos 2x

g 060 =0, 3 cosx—senx

cos X 2 cos X

— tgx=—0,2679 — x = 345° +360° - k

1—>+W3 —igx=2

b) rg[ﬁ—X]+tgx—1:0—>1_rgx+rgx—1:0
4 1+ 19 x

S ig’x —tgx=0—=1tgx(tgx —1)=0

X = 0° + 360° - k
tgx=0
9x _>{X2: 180° + 360° - k
X, = 45° + 360° - k

gx—1=0->1tgx=1
gx —1gx _>{X2:2250+3600'k

Q) sen (x 4+ 30° + cos (x + 60°) = 1 + cos 2x

3 sen x cos x cos X 3 sen x
- e <+ 7 3

2 2 2 2
=cos? X+ sen’ x + cos’ x — sen* x — cos x = 2 cos> x — cos x(2 cosx — 1) =0

X = 90° + 360° - k

=0
cox=Ez {xz = 270° + 360° - k

X = 60° + 360° - k

2 cosx 1—0—>cosx—i—>
- T X, = 300° 4 360° - k

112. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas.

a) tgx + 45°) + tg(x — 45°) = 2 cotg x C) tg(% — X) —1=0

b) 4sen2(x + 30°) =1 d) sen(x + 30°) — cosx =0
[EX+1g45°  1gx-1g45° 2
1—tg xtg 45° 14+1tg xtg45°® tgx

(th—H)ZtgX+(tgX—1)(tgx+1)tgX=2(1—tg2)<)—>6tgzx:2—>th=i§—>X:30°+180°~/<, 15004+180°- k

a) tg(x +45°) +1tg(x —45°) =2 colg x —

2X +60°=14,48°— x =—22,76°+180°k

sen(2x +60°)=0,25
b) (2x+60°) _){2X+60°:165,52°—>X:52,76°+180°/<

te T —tgx B
c) tg[%_x]_‘]:0—> 4 =1 ! th—1—>th:O—>X=O°+180°/<

= — =
1+tg%tgx T+ig x
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d) sen(x +30°)—cos x =0— sen x-cos 30°+sen 30°-cos X —coS X =0 —

3

2
%7861’1X+%COSX=COSXH\/gseﬂX=COSXH(\/§-\/17(,‘OSZX) —(cos x)’ —

Na COS X = @ — 30° 4 360°k, 330°+ 360°k
—>3—3C032X:COSZX—>3:4C032X—>COSX:i7—> ;
€05 X = —73 L 150°+ 360°K, 210° +360°k

Comprobando las posibles soluciones, se observa que solo son validas:

X =30°+360°%k X =210°+4360°

113. Resuelve estos sistemas de ecuaciones trigonomeétricas.

a) sen2x+sen2y1] b) X+y =120
1 1
Cos’> X — cos?y = — cos X = +sen x - t
=3 2005y gy
a) sen® x + sen® y =1 sen* x =1—sen’ y = cos’ y
- 1
cos® x —cos? y = — cos* x — sen* x = —
2 2
cos2x:%—>x:30°—(—180°»k
cos? y = sen®30° = cos y = g —y=60°4 180°- k
\ 4
b) x+y=120 =1 i
05 X = +senx-tgy cos [120F — fi =
2 cos y
= +sen (120°— y) tg y
2 cos y
—cos’y+ /3 seny-cosy=1+4+/3 seny- cosy — sen’y
—cos’y —sen*y=1-—cos2y=—1-—y=90"+180°- k
x=120°—y=120°—90° — 180° - k=30°— 180° - k
114. Resuelve estos sistemas de ecuaciones trigonométricas.
a) x +y =60 } c) senx+2cosy =2
CosXx = seny 3senx—4cosy =1
b) ny:30°} d) 4senx + cos’y = 2
tgy =1tg(y — 3 2senx +cosy =1

a) X =60°—y — c0s(60°—y)=Sseny — cos 60° oS y+§ seny =seny

1 2—3 1
—COS Yy = sen = =75°4360%k, x = —15°4+-360°k
QT S T TR Y= i

1g30°+1g x  tg30°—tg 2x
b) y =309+ X — tg(30°+ X) = tg(30° - 2x) — =
) ¥ =30°+x —1g(30°+x) = tg( ) g3 tex 1112 3018 2x

tg 30° 4 tg230°-1g 2X +tg X +1g 30°-tg 2X-1g X = tg 30° — (g230°-1g X — g 2X +1g 30°-tg 2X-1g X

4 4 2tg X
gtg2x+§tg)<=0a1_tg2X+th:0Hth(3flg2x):O

X =180, y =180° + 30° X =60°+180%, y = 90° +180°% X =120°+180°%%;, y = 150° + 180°%
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c) 2senx+4cosy =4
+ 3senx—4cosy =1
5senx=>5

SsenX=5—>senX=1—>cosy=%—>x:90°+360°/<, y = 60°+360°k

d) 4.5en X +C0S°X =2
_ Asenx+2cosy =2

cos’y —2cosy =0

— _1 _ o] _ o] (o}
COSy — 205y =0 — cosy_oqsenx_zqy_mo k, x =30°+4360°k

cos y =2 — Sin solucion.

115. Resuelve las ecuaciones trigonométricas.

a) 4senx —secx =0
cos?x

2C0S X + sen x

g —1
cos X +sen x

d) senx(senx — 1) =5co0s2x — 4

e) 2cosx — 1 =secx

f) 2cosx +senx =1

g) senx + cosx =0

= senx

+ 2senx = 2cosx

a) dsenx—secx=0—4senx-cosx—1 :O—)Qsen2x:1—>sen2x:%

X = 15° +180° - k
X, = 75° + 180° - k
cos? x

b) ————— =senx— cos’x =2 cosx - sen X + sen’x — cos 2x = sen 2x
2 cos X + sen x

X, = 22,57 + 180° - k
X, =112,5° +180° - k
1 Zsenx-cosx+2sen2x_1

Q) —————————+2senx=2CcosXx— 5 =
cos X + sen x 2 Cos” X + 2 sen x - cos x

X, = 45° + 360° - k
X, = 225° + 360° - k

sen x(cos x + sen x)

=1->gx=1-> {
cos x(cos x + sen x)

d) senx(senx —1)=5cos’x —4 — sen’x — senx = 5(1 — sen*x) — 4
6sen*x —senx —1=0
_}mx:_i%{xwsz’ 31" 44" 4360° - k
3 ]x,=199° 28'16" + 360° - k
%senx:i%{m:aow%o“k
5 1%, = 150° + 360° - k

e) 2cosx—1=secx—2cos’x —cosx—1=0
x; = 0° 4+ 360° - k

=l
— Cos X %{X2:180°+36O°'k

X = 120° + 360° - k

|
= >
T osx {xz = 240° + 360° - k

2
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f) 2cosx+senx=1 —>\H—6052 X =1=2cosx—5cos’x —4cosx=0

X =36°52"11,6" + 360° - k

— cosx(5cosx—4)=0 —>Cosx—i -
o o X, = 323° 7' 48,4" + 360° - k

X = 135° + 360° - k

9) senx+ cosx=0-—>senx = —Ccosx — {xz =315°+ 360° - k

116. ¢cual es el angulo agudo tal que el triple de su tangente es igual al doble de su coseno?

sen x
3tgx:2005x—>3m:2005X—>3senX=20052X—>3senx=2(1—senzx)

—2 — No puede ser.
2Sem’x+356n X —2—0— sen x — =N +16 f“éz 1

2

El angulo agudo es x =30°.

117. ¢cual es el angulo obtuso tal que su seno sumado con el triple de su coseno da —1?
sen X +3J1-sen’x = —1— —3v1-sen’x =(1+sen x)

—1—-x=270°

9(1—sen’x) =1+2sen x +sen’x —5sen’x +sen x —4=0—senx =14
g—>X:126,87°

118. ¢cual es el angulo agudo tal que su seno multiplicado por su coseno da %?

2x =30°— x =15°

1 1
SEN X-COS X =— — SeN2X =—
4_> 2_> 2x =150°— x =75°

119. Sabiendo que el area de un triangulo rectangulo es 28 cm? y que uno de sus angulos mide 60°:

a) ¢Cuanto mide cada uno de sus angulos?
b) Calcula la longitud de sus lados y su perimetro.

a) Eléngulo desconocido mide: 90° — 60° = 30

b) Tomamos como base y altura los catetos del tridngulo rectdngulo:

=29 ,p_5
a
56
tg30°0=-9 5 g= B 585 an
a tg 30°
b=5,68cm

Aplicamos el teorema de Pitagoras para calcular la hipotenusa:

€ =4/985 4 5682 =1137 cm
Los lados miden 11,37; 5,68y 9,85 cm.
El perimetro es 26,9 cm.
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120. Observa la situacion y, con ayuda de la trigonometria, calcula la altura, h, a la que esta el punto B.

N
N
_______:_-______

(3504 42°
B e
25m
Llamamos h a la altura a la que esta B.

tg 35° =

i5+ x| 2= 17514 0,63h — h = 47,38 m
g 42° = —

X

El punto B esta a una altura de 47,38 m.

121. Determina la altura de la montana de la figura a partir de los datos que se proporcionan.

180° — 60° = 120° 180° — 120° — 30° =30°
Los angulos del primer triangulo miden 30°, 120°, 30°.Por el teorema del seno:

2500 _ & ., _os0m
sen30°  sen30° N

Se resuelve el triangulo rectangulo sabiendo que un angulo mide 60° y su hipotenusa mide 2500 m.
L:sen 60°— h=216506 m
2500

122. Dos amigos estan separados por una distancia de 40 my ven un arbol en la orilla opuesta de
un rio, como indica la figura. Calcula la anchura del rio.

A 40m B

Llamamos h a la anchura del rio.

nggozﬁ =1.28h

X " 2=, 3863 —1,24h=h—h=1725m
tg 44° =

40 — x

La anchura del rioes 17,25 m.
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123. Dos focos, situados en el suelo y en lados distintos, iluminan el campanario de una iglesia. La suma
de las distancias de los focos hasta el pie de la torre es de 100 m. Si los angulos que forman
los haces de luz con el suelo son de 32°y 46°, respectivamente, ; qué altura tiene el campanario?

46°

% 100 — x

Llamamos y a la altura del campanario.

g3 =2 .
¥ 2 103,55 — 1,66y = y — y = 38,93 m
oy
g 46" = —2—
100 — x

La altura del campanario es 38,93 m.

124. En una colina se ven, en linea recta hacia el este, dos barrios que estan separados por 800 m.
Desde la cima se observan con angulos de 18° y 26° 40’, respectivamente.

a) (Cual es la altura de la colina? b) ¢A qué distancia se encuentra cada barrio del observador?

63°20'

X 800

a) Llamamos y a la altura de la colina.

90° — 18°= 72° 90° — 26°40' = 63° 20'
g 720 %+ 80
); 2=, 308y = 1,99 + 800 — y = 73594 m

tg 63° 20" =
y

b) x=199y = 150442 m 800 4+ x= 230442 m

La distancia del observador a cada barrio es 1674,78 my 2419,18 m,
respectivamente.
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125. El piloto de un helicoptero de reconocimiento que vuela sobre el mar a una altura de 2500 m,
divisa dos embarcaciones que se encuentran en un mismo plano vertical, con angulos

de depresion de 62° 24’ y 37° 18’, respectivamente. Calcula la distancia que separa
una embarcacion de otra.

2500

= 125,49 m
sen(37°18)

Se calculan los dngulos del dibujo:
62°24' — 37°18' =25°¢6'

90° — 62°24' = 27° 36'

180°—90° —27° 36' = 62° 24'

180° —62°24'=117° 36
180°—117°36'-25° 6'=37°18'

Por el teorema del seno:

412549 X
sen117°36'  sen25° 6'

—X=1974,52m

126. Entre las dos plantas de un edificio se tiene que instalar una escalera. La diferencia de altura
entre las plantas es de 3,5 m y se dispone de 5 m en horizontal para poner la escalera.

a) ¢Cual seré el angulo de inclinacion de la escalera?
b) ¢Cuél sera la longitud de la escalera?

a) tgu:%—m:s&’ b) sen35°=3;/5—>/:é,10m

127. calcula la longitud del paralelo 38° norte considerando que el radio de la Tierra es de 6370 km.

90° —38° =52°
r=6370-5en52°=5019,63 km

2nr = 31539,26 km
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128. Esther y Maria desean medir la anchura de un desfiladero. Para ello se colocan en uno de los
bordes del mismo. Esther deja deslizarse una cuerda que tiene 6 m de largo, sosteniéndola desde
el borde del precipicio. Por su parte, Maria, cuyos ojos se hallan a 1,8 m del suelo, debe retirarse
4,5 m para ver el borde mas proximo coincidiendo con el final de la cuerda.

a) ¢Qué anchura tiene el desfiladero?
b) ¢Se podria calcular sin hacer uso de la trigonometria?
Llamamos x a la anchura del desfiladero.
18

tfga= =04
45

O,4:£—>x:15m
X

a) Laanchura del desfiladero es 15 m.
b) Se podria aplicar la semejanza de tridngulos para resolver el problema.

129. Desde la ventana de un edificio, situada a 3 m de altura, se ve la base de un edificio con un angulo
de 22° por debajo de la horizontal. La parte superior de ese edificio no se puede ver pero, sin
embargo, se observa su reflejo en un estanque con un angulo de 56° bajo la horizontal.
¢Cudl es la altura de ese edificio? ;Qué distancia hay entre los dos edificios?

-

A SM P

Sea Vel punto que representa la ventana. Entonces:
90° — 56° = 34°

MP=3.1g34°=2m MV =+/22 +3” =3,6m
Por el teorema del seno:

36  AM
sen22° sen34°

— AM=5,4m

La distancia entre los dos edificios es: 2+5,4=7,4m

Como el angulo de incidencia es igual al angulo de reflexidn, se utiliza la semejanza de tridngulos para hallar la

altura.
; -2 — AN=8,1m
A 5,4
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130. Las piramides de Gizeh (Egipto) son de un gran interés arqueolégico, artistico e histérico. Estas tres
piramides -Keops, Kefrén y Micerino- fueron construidas por los antiguos egipcios como camaras
mortuorias para los faraones con cuyos hombres se conocen. La mayor de ellas -Keops- fue
considerada por los antiguos como una de las siete maravillas del mundo, es una piramide recta
de base cuadrada de 233 m de lado.

Calcula su altura si al separarse de ella 80 m se ve su vértice con un angulo 29° 30’ con la horizontal.

tg(29030I):m—>h:11117m

131. Una casa de planta rectangular mide 12 m de largo y 8 m de ancho. El tejado, con una inclinacién
de 18°, es una superficie plana inclinada cuya parte mas elevada esta situada sobre uno de los
lados mayores del rectangulo. Calcula el area del tejado.

Como sabemos que el tejado tiene forma rectangular y que uno de sus lados
mide 12 m, hallamos la longitud del otro lado, x.

COS18°:§—>X:8,41 m
X

Calculamos el area del tejado:
A=12-841=10092m’
El 4rea del tejado es 100,92 m?.

132. cCalcula la altura a la que caminan los viajeros cuando cruzan un desfiladero por un puente
colgante como el de la figura.

Llamamos y a la altura del puente colgante.

g5 =2
X x =078y
— 6407 -06ly=y - y=398m
o Y
tg 38° =
2 — X

La altura del puente colgante es 39,8 m.
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133. Demuestra que la suma de las tangentes de los tres angulos de un triangulo es igual que su

producto.

La suma de los dngulos de un tridngulo es 180°.

a+b+c=180°

tgc=tg[180° — (a+b)]:_tg(g+b): _M

I—tga-tgb

Por tanto, la suma de las tangentes es:

tga+rgb+tgc:tga+rgb—M
l—tga-tgb

tgc:—wetgcﬂ—tgaig b)=—-tga—tgb

1—tga-tgb

—>tgc—tga-tgb-tgc=—-tga—tgb
—>tga+tgb+tgc=tga-tgb-tgc

134. Las medidas de los lados de un triangulo son proporcionales a 5, 6 y 7, respectivamente, y su area
es 24v6. Determina la medida de sus lados y de sus angulos.

Como los lados son proporcionales, los tridngulos son semejantes y sus dngulos
son iguales. Aplicamos el teorema del coseno:
-+ b+ —49+36+25

P=b"4+—2bc-cosA— cosA= = 0.2
s 2bc 2-6-5
A=78°27"46,9"

~ n —pr g 42 —36 + 49 + 25
b*=a*+ & — 2ac- cosB— cosB= rate o =0,5429
5 2ac 2-7-5
B=57°7"'742"

C=180°—78°27"469" — 57°7'7,42" = 44° 25' 568"

Para hallar la longitud de los lados aplicamos la formula de Herén.

Si llamamos p al semiperimetro, entonces:

A= Jp(p—a)p—b)p—9

St 46t +7t _ 18t _
2 2

2446 = \JorOr — 709t — 61Ot — 51 —> 3456 =9t - 2t - 3t- 4t —> t =2

Los lados miden 10, 12 y 14, respectivamente.

a=5tb=6tc=7tp= ot

135. EXpresa, utilizando razones trigonométricas de grado 1, las siguientes razones trigonométricas.

a) cos?x b) sen?x
a) Ccos?x = 1408 2X
2
b) sen’x = 1=cos2x cgs 2X

136. En la estructura de la figura los puntos A, C y E estan alineados y se conocen los siguientes datos:
AB=15cm AC=1m C=30°

DE =2m D= 14° E=124°
Halla el valor de x.
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180°—124° —14° =42°

a

Por el teorema del seno;: ——=——+7—
send2°  sen124°

—a=248m
sen 42°:g—>/’l:2,48~56ﬂ 42°=1,66 m

coS 42°:§—> b=2,48-c0s 42°=1,84m

tg éO°=%—>c:1,6é.tg 60°=2,88 m

X=2,88+184=4,72m

137. Ssabemos que tg z = 1,5. Con estos datos, ;puedes calcular tg (z + %) sin determinar el angulo z?

Si aplicas la formula del angulo suma tendras dificultades. Utiliza esta expresion.

T T T

— =4 =
2 4 4
tg[z—!—ﬁ]—H ]_5_@27“'1
[ ’TY] [ T T 4 1—tg z 2
tglz+—|=tgl||z 4= = = = —cotg z
2 4) 4 m 1_tgz+] —21tg z
1—tglz+— -
4 1—tg z

138. Dos angulos inscritos en una circunferencia que abarcan el mismo arco miden igual. Utilizalo para
demostrar que:

a b
senA senB senC
siendo d el diametro de la circunferencia circunscrita al triangulo.

Y
Ay

C

B

L
El triangulo CBA "es recto por ser uno de sus lados el didmetro de la circunferencia.
Los lados opuestos a los dngulos By D son iguales.

Los angulos Ay A’ son iguales por abarcar el mismo arco, luego sus senos

son iguales.
aA_ aA _ 9 _4
senA  senA’ 94
d
a ¢ b —

senA  senC  senB
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PARA PROFUNDIZAR
139. Elige la respuesta adecuada. (Concurso de Primavera)
. T T T T T 1 1
; oS == . cOS—= . cOS = . cos =2 A8 AL
¢Cual es el valor de sen = cos 2 cos 8 cos 3 cos K > 7
En el triangulo ABC se verifica que cos(2A — B) + sen(A + B) = 2.

Si el lado AB mide 4, ;cuanto mide el lado BC?

Un triangulo de lados a, b y ¢ verifica que
@+ b+e)-(@+b—c)=3ab 157 30°
El valor del &ngulo opuesto al lado ¢ es:

En un triangulo acutangulo, un lado mide 7 m, su angulo opuesto 60°
y otro lado 8 m. ;Cuantos metros mide el tercer lado?

O

i TT] T i i 1[ T ’rr] T T
SeNn —-Cc0S —|-C0S —-C0S —-CO0S — =—|Sen —-Cco0S —|-C0S —-C0S — =
[ 32 32 16 8 4 2 16 16 8 4
'l[ T TY] T T TY] 1 x 1
=—|S€N—-C0S —|-COS —=—|SeNn—-C0S —|=—SeN—=—.
4 8 8 4 8 4 4) 16 2 16

Como el coseno y el seno solo pueden valer como mucho 1:

2A-B

A=30°  B=60°
A+BQO}H

sen3O°:BTCHBiczz

(a+b+c)-(a+b—c)=a"+b*—c*+2ab=3ab

c?=a*+b*—2abcosC 1
—C0SC=——C=60°
c?=a’+b*—-ab 2

7P =8 +x*—2-8-X €05 60°— x> —8X +15=0— X, =5, X, =3
3*=774+8"-2.7-8-C0S o — o = 21,79°— El tercer dngulo no seria agudo.
52=774+8—-2.7-8-C0S o — o= 38,21°— Todos los angulos son agudos.

El tercer lado mide 5 m.

140. ¢Para qué valores de k tiene solucion la ecuacion sen x cos x = k?
Acota las posibles soluciones.

senx-cosx =k — 2 sen x- cos x = 2k — sen 2x = 2k

1
Comosenx< |1]|— —ESkS

A
2

Las soluciones estardn acotadas en [0°, 180°] 4 180° - k.

45°

60°

150°
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141. Demuestra que la bisectriz interior del &ngulo A en el triangulo ABC divide el lado opuesto
en dos segmentos proporcionales a los lados AB y AC.

Llamamos D al punto de corte de la bisectriz con el lado CB.

Aplicamos el teorema del seno:

(D AD _ AC D
sen 2. senC senE AC
2
DB AD AB DB
— — % —

wen A senB senF  AB

No

Como los dngulos son suplementarios, sus senos son iguales.

@© _o8

AC  AB

142. De un puerto salen dos barcos con rumbos diferentes. El rumbo de uno de ellos es N 23° E,
a una velocidad de 11 millas/h.

El segundo navega en direccion S 67° E a 15 millas/h.
Calcula, aproximadamente, el rumbo desde el segundo barco hacia el primero, una hora después.
Resuélvelo también en el caso de que el segundo angulo sea de 77°.

w="180°—-90°—67°=23°

V112 +15% = 18,6 millas

Sen o = 1 — o =36,25°

i

w4 a =23°+36,25° = 59,25°

El rumbo desde el segundo barco hacia el primero sera N 59,25°0.
En el caso de que el segundo angulo sea de 77°:
w=180°-90°—-77°=13°

d> =17 +15° —2-11-15-¢0s 80°— d =17 millas

sena  Sen80°
= —
" 17

Por el teorema del seno:

a=39,59°

w+a =13°439,59°= 52,59°

El rumbo desde el segundo barco hacia el primero serd N 52,59°0.

143. Un punto P dista 12 cm del centro de una circunferencia de 6 cm de radio. Averigua el angulo que
forman entre si las dos tangentes trazadas desde dicho punto a la circunferencia.

(Premio extraordinario de Bachillerato)

En el tridngulo CPA senazizl—m:BO"

A
12 2
Como 38 =2a — B =460°, que es el angulo comprendido entre las dos tangentes. N
B
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144. Siendo M el punto medio del segmento de extremos A y B, estudia el lugar geométrico
de los puntos P del plano, tales que PM sea media proporcional entre PA y PB.

(Olimpiadas matematicas. Fase de Distrito)
. X =
PM es una mediana del triangulo PAB.
= Py
Aplicamos el teorema del coseno en los triangulos PAM y PMB:
PA%2 = d? + PM? — 2d - PM - cos o

PB? = d? + PM? — 2d - PM - cos (180° — a) =
=d’ 4+ PM? 4+ 2d- PM - cos «

Sumando, se obtiene: PA? + PB? = 2d? 4+ 2PM?

Como PM? = PA - PB, resulta que:
PA? + PB? = 2% + 2PA - PB — PA? + PB? — 2PA - PB = 2d? — (PA — PB)? = 24?

Por tanto, tenemos que PA — PB = dﬁ, es decir, la diferencia de las distancias de P a los puntos Ay B
es constante, por lo que el lugar pedido es una hipérbola de focos A y B, luego la distancia

focal es 2c = 2d y el gje real es 2a = 2.

En una hipérbola se verifica que b? = ¢? — a%

2
2
g - L L w-ol2

b =d -

Al ser los dos ejes iguales, la hipérbola es equilatera.

145. Calcula los valores de los cosenos de los angulos x que satisfacen la siguiente ecuacion.

sen’x — 2cos? X + %sen 2x = 0 (Olimpiadas matematicas. Fase Nacional)

1—6052)(_2 14-C0Ss 2x +Jsen2x:0
2 2 2
Sen 2x =—1+4C0S 2X +2+2 C0oS 2x 3C0S 2x—sen2x+1=0

Seat=c0s2x . Entonces: 3t —\1—t? +1=0— (3t +1)° =1-t? =10t + 6t =0 —t, =0, t, :—g

3 iy
t,= T no es solucion.

1 2X 2 .
COS X ==+ /% HCOSX:i% — Las soluciones son cosx:%, COS X =—

r\)\ﬁ

146. Obtén los dos valores enteros de x mas proximos a 2013°, tanto por defecto como por exceso,
que cumple esta ecuacion trigonométrica.

2semx 4 gcos’x — 24/2  (Olimpiadas mateméticas. Fase Nacional)
Zsenzx +21—sen2x ) \/E

Seat:ZSQ”ZX—>t+%:2\/§—>t2—2\/§t+2:0—>t:\/§

N/,

sen’x :ﬁ—>sen2x:%—>senx:i7—>x:45°, 1359, 225°, 315°

2013=5-360+213=1800+213

Aproximacién por defecto: 1800° +135° =1935° Aproximacidn por exceso: 1800°+225° =2 025°
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Trigonometria

MATEMATICAS EN TU VIDA

1. ¢Qué es la fibra 6ptica? {Qué condicion cumple el rayo de luz para permanecer en el niicleo
hasta el final de la fibra optica?

La fibra dptica es un hilo muy fino de material transparente, vidrio o materiales plasticos, por el que se envian
pulsos de luz que representan datos.

Un haz luminoso cuyo angulo de incidencia es menor que el dngulo de refraccion, permanecera en el nucleo hasta
llegar al final de la fibra dptica.

2. La conclusion del texto anterior es que un haz luminoso cuyo angulo de incidencia es menor que el
angulo de refraccion, permanecera en el nicleo hasta llegar al final de la fibra 6ptica. ;COmo se
deduce esta conclusion a partir de la ley de Snell?

n
Como sen90°=1—seno, = FZ
1

Pero como sen6, <1 es necesario que n,>n, para que haya refracciéon y cambie de medio.

3. Investiga y enumera algunas ventajas e inconvenientes de utilizar la fibra optica en lugar del
tradicional cable de cobre.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

= Ventajas: Es de menor coste que el cobre y permite la transmisién de una mayor cantidad de datos por unidad
de tiempo.

= Inconvenientes: La fibra es mas fragil que el cable de cobre, ademads su reparacidn es mas dificil en caso de
ruptura.

4. Si el indice de refraccion del aire es 1,0003 y el angulo limite a la entrada de una fibra optica es
41,8°, icual sera entonces el indice de refraccion del material que forma la fibra optica?

10003
7 sendlg

'’
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