Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad ANA/NCINEEIRREVNEG,

Matematicas aplicadas a las

Ciencias Sociales Il

Resuelve

Pagina 131
Piensa y encuentra limites

1. Utiliza tu sentido comiin para asignar valor a los siguientes limites:

a) lim x% lim x3% lim (3-x? b) lim x% lim x3 lim (x3-x?)
x = 400 x 5> 400 x 5> +00 x =3 —o00 x =3 —o00 x5 —o00
o lim x% lim x3 lim (x3-5x%+3) d) I L, im L, It X
2 2
x> x—2 x—2 X400 x° X+, x>+ 42 ]
, 1 , 1 , X / 1 / 1 3 X
e Ilim —; m_ s lim 5 f) lim =; lim 3 lim 5
X—>—- x X —>—00 X X —>—00 x°+1 x—0 x x—0 X x—0 x°+1
3 3_g,2 3 2
g lim zx s Ilim "ZJ h) Iim 2x s lim X
x40 W2 10 x40 420 x—>=—00 4217 x—>-oo 3x+5
a) lim x?*=+oo; lim  x3 = + ooy lim (x3—x2%) = +o0
X —> +o0o X —>+00 X —> +o0o
b) lim x?=+oo; lim  x3=—oc; lim (x3—x%) =-oo
X —> —o0 X —>—o0 X —>—o0
o) lim x*=4; lim x3 =8; lim (x3-5x%+3)=-9
x—2 x—2 x—2
d) lim 1. 0; lim 1 0; lim X -0
X +oo X too 4 X —> +00 x2+1
e) lim l=0; lim L=0; im =0
X——oc0 x X —> —oo x2 X — — oo X2+1
f) lim Lo lim L = 4 oo;
) lim — = +o0 im — = + oo =0
x—>0 x x—0 xz x—0 X2+1
3 3 .2
g lim ——— = +oo; lim xzﬂ = +o00
X —>+o0 x“+1 X —>+oo x“+1
3 2
h) /lim X - oo lim X

xD—e 421 xS 3x+5

2. Tanteando con la calculadora, da el valor de estos limites:

b) xlz'_1>n3 (x—3) - In(x-3)

2x
c Ilim (1 + 3)
x x

—> 400

a) lim X -]
x—0 X

b) lim (x—=3)-ln(x—3)=0
x—3

2x
o) lim <1+é> = ¢% ~ 403,43

X —>+oo X
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1 Describe mediante un limite cada una de las siguientes ramas:

a) b) <) d)

/ A s
e

—t /

a) xiz)’njm fx) =-1; xé;”fm f(x) = +o0
b) lim fx)=—c0; lim f(x)=2
o lim fx)=+oo; lim f(x)=+c0

d) . Ll)”fm f (%) no existe; . g@m f (%) no existe

2 Asigna lim 'y lm acadauna de las siguientes funciones conocidas (dibuja esquemitica-
— o0 +00

mente su grifica):

a) f(x) = x2 b) f(x) = —x2 o flx) = x3
d) f(x) =3 e) f(x) = sen x f) f(x) =tgx
a) lim  f(x)=+c0 b) lim  fx)=—co
o f) = e ML
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4 il BA
\LI1/ T
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4 ) | Z X | 8 \
<) xéz)’n_awf(x):—oo d)xéz)’n_awf(x):+oo
i f6) = e o, f) = e
Y | Y
| \
2 / \2
/A ) 4 X /A ) 4 X
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e) . Lz)n_im f (%) no existe f) . Lz)n_im f (%) no existe
. zrfw f(x) = no existe . Z’ﬁ,o f(x) = no existe
Y | | a I
- | | | |
- | | \ \
N / I T I
7 uri R R
15 /i I I I
/ | | i1/
2T A A
| [ £} | | /
| | | |
I I I I
1 W4 1 1
I 1 I
! ! ! !
3 Dibuja, en cada caso, una funcién que cumpla:
a) xl’ff’,,o fx) =4, xé}rf{sz(x) = oo
b) m, f@)=3, lim_ f@)=3
o  lim  f(x)=+o0, lm_[f(x)=-c0
d)xﬁ’!loo f(x) = —09, xl_l)riloof(x) = 400
a) i b) Y
O T
—~ \\,’ //
5 X
- -6 -4 -2 2 | 4 0]
\ X 1
-6 -4 |-D 4
16
c) Y d) v
O O
T T
X / X
-6 1-4 |-2 i 5 -6 |4 |— I 4 D
16 26
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4 Describe con limites las siguientes ramas:

a)/—z ------ “} b) _2[1\?/ C) //\/’

) o f@)=—e lim f() =3 lim f@)=—eo

x/inz_f(X)=+°o; xli)ng}+f(x)=—°°; Jim | f(x) = +eo
b) lim  f)=—cos lim f() =15 lim f(x)==oos lim [flx)=+eo

) lm  fx)=—co; xli')né_f(x)=+°o; xlf,”é+f(x)=_“; x/i_r>n7f(x)=—°o; Jim fx) =3

5 Representa una curva que cumpla las seis condiciones siguientes:

@D =4 i f)==co o lm f(x) = e

l/ - —oo l/ — 100 l/ . t
xing_f(x) xi";“f(x) + i J(x) no existe
oY |
° |
6 |
\
5 \
\
o b =6 4[5 = o
’/ 1 \
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1 Todas estas propiedades que acabamos de presentar son muy sencillas y razonables. Y se pueden
enunciar en los siguientes términos:
1. El limite de la suma de dos funciones es igual a la suma de sus limites.

Haz otro tanto con las propiedades 2 a7 y reflexionasobrelas restricciones que seimponen en algunas
de ellas, de modo que las veas razonables (por ejemplo: ;por qué & = 0 en la propiedad 42, ;por qué

f(x) >0 enlapropiedad 52, ...).
2. El limite de la diferencia de dos funciones es igual a la diferencia de sus limites.
3. El limite del producto de dos funciones es igual al producto de sus limites.

4. El limite del cociente de dos funciones es igual al cociente de sus limites, siempre que el limite del
denominador no sea 0 (para que no se produzca una division entre 0).

5. El limite de la potencia de dos funciones es igual a la potencia de sus limites, siempre que la base de
la potencia sea positiva (para que tenga sentido la potencia de exponente real).

6. El limite de la raiz de una funcién es igual a la raiz de su limite. En el caso de que la potencia sea de
indice par, ademds, la funcién debe ser no negativa (para que se pueda hallar dicha potencia).

7. El limite del logaritmo de una funcién es igual al logaritmo de su limite (para que tenga sentido el
limite y el resultado, es necesario que tanto la funcién como su limite sean positivos).
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2 Si, cuando x — +oo, f(x) = +oo, g(x) > 4, h(x) > —oo, u(x) — 0, asigna, siempre que puedas,
limite cuando x — +oo a las expresiones siguientes:

a) f(x) — h(x) b) f () @ o) fx) + h(x) d) f(x)* e) f(x)-h(x)

£) u(x)*® 8) fx)/h(x) h) [-h (x)]*® i) gx)?® j) u(x)/h(x)

k) f(x)/u(x) D) bh(x)/u(x) m) g(x)/u(x) n) x + f(x) n) f (x)?®

0) x+ h(x) p) h(x)*® qQx D) f2x) +h2x) ) f2x) - b

Q) lim  (f(x) =h(x) = +o0 = (=00) = +00 + c0 = +o0

b) lim  f() ™ = (+00)" = +oo

o lim (f(x)+h(x)=(+e) + (o) — Indeterminacion.
d) lim  f0)" = +e0" = 4o

) lim (f(x):h(x)=(+c0) (~o0) = —co

£) lim u(@)*Y=(0)? - Indeterminacién.
X —> +oo

, f ) _ (+00)
8 e T

— Indeterminacién.

h) i WP < [rea == 0
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ulx) 0

i) lim

X —> +oo h(x) - — oo

k) lim & +oo

X —> +oo u(x) :W = teo

o hW) e
Vo o
o 8w 4,

R Te R Ul

n) lim  (x+f(x)) = +00 + (+00) = 400
i) lm f()" = (+e0) =0
0) lim_ (x+h(x)=(+e0) + (~e0) — Indeterminacion.

p) xﬁ;fi'loo h(x)"® = (o)™ — No existe.

0 gy e ooy Lo

r) xﬁ;ri'zoo (F2(x) + h2(x) = (+00) + (—00)? = 400

ANNCNSACHILLERATO

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |l

s) xﬁ;@w (fz(x) —h2(x) = (+00)% = (—0)? = (+00) — (+o0) — Indeterminacidn.
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1 Para x — 4 se dan los siguientes resultados:
f&) = +o0, g(x) >4, h(x) > —o0, u(x) >0

¢Cuiles de las siguientes funciones son indeterminaciones cuando x — 4? En cada caso, si es inde-
terminacion, di de qué tipo y, si no lo es, di cudl es el limite:

a) f(x) + h (%) b) f(x)/h (x) 9 fl™® d) £ ()"
e) f(x)“® f) u(x)? g) [g(x)/41/® h) g(x) /)

a) lz’_r)ﬂ4 [f(x) + h(x)] = (+o0) + (~e0) — Indetermninacidn.

b) lim AC) =1

= — Indeterminacién.
x—4 h (X) — oo

/ “h®) _ (1 oo) ) _ 1o
) Jo fET = (ren) 2 =
/ h() _ (4 oo)=o) =
d) lim fl)" = (re0) = = 0
e) /z’m4 f (0™ = (+00)© — Indeterminacién
X —>
£ lim 4@ = () = £oo
x—4

/)

= (1)) — Indeterminacién

e

/ S (45 = 4 oo
h) x/l—;;,l4 g(x) (4) +
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1 Indica cudles de las siguientes expresiones son infinitos (to0) cuando x — +oo:

a)3x>—Jx +1 b) 0,5 c) -1,5*
d) log, x e 31 f) Vx

x> +1
g) 4* h) 47 i) —4*

Son infinitos cuando x — +oo las expresiones a), ¢), d), f), g) e ).

No lo son las expresiones b), ¢) y h).

2 a) Ordena de menor a mayor los 6rdenes de los siguientes infinitos:
log, x Jx x2 3x5 1,5 4
b) Teniendo en cuenta el resultado anterior, calcula:

5
log, » lim 3% lim Jx

X —>+00 J; X —>+00 x2 x—>¥o0 ] 5%

a) 45 1,55 3x7; x% x; logyx

log, x
b) lim 27 -0
X —> +oo &
5
lim 3% - 4o
X —> +oo0 .X'2
lim I =0

X —> +oo 1,5x
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1 Calcula los siguientes limites:

, 3xt—6x+1 , 3x%—6x+1
a) xé)’?oo 5x3+3x2 b) xé)’?oo _5x3+3x2
2 4
C) lz'm 6x —3x d) lz’m Sx —6x+2
X —> +00 x3+1 X —> +00 3x4+x_1
, 3xt —6x+1 , 3x% —6x+1
D s T D Tse e T
2 4
O lim 6x~—3x _ d) lim 5x7—06x+2 _ 5
X —> +00 X3+1 X —> +00 3x4+x—1 3
2 Calcula:
a) lim Bx+1)2(x-1)x

x — +00 x3_(x+3)3

2
x—t0 3 10x

3
o _lim /96;5796;3
X +00 x4 — X

3/0.3
d) lim 8% 5%

X —> +00 3x
2 4 3 2 4 3 2
D) lim Bx+1)*(x-1)x — I Ix" —3x Z—Sx . N P Ix —23x —5x"—x __
XT3 (x43)7 2w 3 (P94 27x+27) TP 9x2 _27x 27
2 3 2
b) lm M - lim Ix” +6x° + x _9
¥Dre 3 _10x TR % 10k

3
O lm JX=OX+3
X —> +o0 x2_2x

3/6.3 3/0.3
d) lim N8 —5x lim ‘/g - lm 2x_2

X —> +oo Ax X —> +oo 3x X —>+o0 3y - 3

3 Sin operar, di el limite, cuando x — +oo, de las siguientes expresiones:
a) <x2—32x+1> b) (x2 - 2%
o) Vx?+1—x d) 3 -2*
e) 55— 3x8-2 f) Jx — logs x4
a) xé;rfw <x2—3«/2x+1) = +00

b) lim_ (x2=2% = —oo
O i (21— fx) = vee
d) lim  (3°-29) = +eo
e) lim (55— 3x8-2) = +oo

f) xﬁ;rfw (Jx — logs x%) = o0
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4 Calcula el limite, cuando x — +oo, de estas expresiones:

3x° +5 4% —x
2) x+2 x—2
3x+5 x*-2
) 2 x

e) 2x— yx% +x

¥ x

) 2x%+1 2
d) Va2 +x—yx2+1
f) yx+1—-yx+2

3 3_ (Bx® +5) (x — 2) — (4 — x) (x + 2)
i [ 35045 4x x): p ]
? 5 Hh ( x+2 x=2 PG (x+2)(x-2)
— I 3x4—6x3+5x—10—4x4—8x3+x2+2x_
T xSeo x2_4 -
_ lm —x4—l4x32+x2+7x—10 __
X —> +oo x _4
3 5_ 2 3 3
b) h’m( 9; _ﬁ): w: W: - ;494:
x—>+eo \ 242 1 2 X —> 400 2(296 +1) X —> +o0 4.96 +2 X — 00 436' +2
O lim <3x+5_x2—2>: lim 3x° +5x — 2x° + 4 - lim x2+5x+4:+<x>
X —> +oo 2 X X —> +00 2x X — +oo 2x

(«/x2+x—\/x2+1>(«/x2+x+«/x2+1)

d) xﬁ;rfw («/x2+x—\/x2+1> = xé)nfw

«/x2+x+«/x2+1

- lim rx—x"—1 - lim x—1 __ 1 _1
Yore I e xedxt el T it 41 I+1 2

(Zx - m)(Zx + m)

4a’ — 5 — x

2x+«/x2+x

2x+«/xzj

2
- lm X=X

X —> +oo 2
2x +Yx° + x

(«/x+1—«/x+2)<«/x+1+«/x+2>

, 35 ,
o iy e 53) iy
= [lim
X —> +oo
0ty (1 52) -ty
= lim
X —> +oo

x+1l—x—-2

Jx+1 +4yx+2 -

yx+1l+yx+2

im —=1_____9
oo x+ 1l +4x+2
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1 Hallael /im  de las siguientes expresiones:
a 5x* —6x+2
Bxtex—1

b) {x®—5x+3

x* - 2x

X —>—o0 3x4+x_1 X —> +oo 3)6'4—36—1 3

/.3 [ .3
b) lgm Y 2X*D —5x+3 _ lim YT ¥2X*D +ox +3

X —> —oo X —> +oo x2+2x

4 4
D) lim Sx*—bx+2 _ 4 5% +6x+2 _ 5

x°—=2x

No existe, pues el radicando toma valores negativos cuando x — —oo.

2 Hallael /[im de las siguientes expresiones:

) Va2 -5x+3

a
3x -2

b) 3x3+5 _ 453 — x

x+2 x—2
c) 3*
. x?—5x+3 , Jx* +5x +3 , \/; , x 1
a) km "= lim "= lim —— = lim ——=——=
X —>—o0 3x—2 X —> +oo —3x -2 X —+eo  _3x X —>+eo 3y 3

b) lim 35045 dxd—x _ lim <_3X3+5_—4x3—x):

x—e x4+2 x—2 X = oo —x+2 —-x—2

Bxt —5x 4 6x° —10 — dx* + X2 + 8x° — 2

=xé>;?¢-/loo X2—4 =
4 3 2
=x£l;7£o —x" + l4x ;x —7x-10 _ _
x“—4
9) xél)'iflm 3x=xé;7fw 3%- Im L_g
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1 Halla los siguientes limites:

a) lim 3*2% b) lim 2 —5x+4

c) ltm (3 - sen2x) d) lim e3+4
x—0 x—-1

a) lim M=—7 b) lim Vx*-5x+4 =2
x—=2 x-3 x—5

c) lim (3—sen2x) =3 d) lim e¥+4-e
x—0 x— -1

2 Halla el limite cuando x — 5 de las siguientes funciones:
2%, x<5

b) g(x) =) (x-1)2
2

x*-5x+1, x<5

2 f&) - {x_ p

x>5 , x25

a) lim (x*-5x+1)=1
x—5"

/l'ms (o)1 — Los limites laterales coinciden y x[z’_r)ns flx)=1.
x—5%

b) lim (2%)=32
x—5"

12 — Los limites laterales no coinciden y no existe lenS 2(x).
lim ~~—7-=8
x—5*
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3 Calcula los limites siguientes:
3_2x242x+5 . x3-5x+1
a) lim ~ X Xt b) lim -—="""——
)x—>—1 x2—6x-7 )x—>4x3+2x2—3x

L2+ 2x+5 ., (x+1) (" =3x+5) _9 _
a) xli(’zl X2—6X—7 - xli>71 (x+l)(x—7) T x5l x—7 -8 8

. x2=5x+1 45 15
b) im, P12 3% 84 28

4 Calcula: lim <x2—5x+2 _x3+2x+1>
x—0 x*+2x O +x

lim <x2—5x+2_x3+2x+1)= lim <x2—5x+2_x3+2x+1 _

x—=0 xZ + 2x X+ x x>0 | x(x+2) x(x?+1) B

- Um (x2+1)(x2—5x+2)—(x+2)(x3+2x+1) _

x>0 x(x+2)(x* +1)
- lim x5 e 2P et — Sk 2=t ot —x— 2 —dx -2 _
x—=0 x(e+2) (x> +1)

o 7%+ x> —10x _ Iim x(-7x*+x—=10) lim —7x* + x =10 _-10 _ s
20 y(x4+2)(x%+1) 20 x(x+2)(x*+1)

£20 (y42) (kP +1) 21
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Ejercicios y problemas resueltos
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1. Operaciones con limites

Hazlo tu. Siendo f; g, b, u y v las funciones anteriores, calcula el limite de estas funciones cuando
X —> +002

a) v ()" ® b) u (x)8® 9 g - ()
a) lim ()Y = (0,4)) =0
b) lim 1 ()W = (+00)=) = 0

9 i (209 () = (o) - (+o0) = =5

3. Comparacion de infinitos

Hazlo ti. Comparando los é6rdenes de infinito, asigna limite a estas expresiones:

x Jad —
a) I 2 b) I x’ -1

lim im
x>+ 10x2_5 x>t 10425
a) lim ﬁ = +co porque cualquier funcién exponencial de base mayor que 1 es un infinito de
X +oo X< —

orden superior a cualquier potencia.

«/xs—l

lim
X —> +oo0 1036'2 -5

b)

= +o0 porque el numerador tiene mayor grado que el denominador.
porq yor g q
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4. Limite en un punto

Hazlo tu. Calcula:
x* —3x

XT=0x 0
a) lim ( 2 —&> b) lim f(x) siendo: f(x) = | x* - x st xs
x—>2 \x=-2 x2_2x x—0 .
2x+3 si x20
a) xlz’_;)%z <x%2 —ﬁ) = (+00) — (+00) — Indeterminacién.

Efectuamos la resta:

I X1
x—2" x(x —2)
ll'm< 2 x+l >= I x—1
x—=2\x=2  x(x-2) x—=2 x(x—2) lim —X=1 o

xo2t x(x—2)

b) Como la funcién estd definida mediante diferentes expresiones a la izquierda y a la derecha de x = 0,
calculamos los limites laterales:

2
[z’n(‘l) f(x) = [l/m x° —3x _ (O) _ ll,m X(X’—3) B Zl'm x—3 :3
x—0"

x—0~ xz_x N (O) - x—0" x(x—l) N x—>0" X —

lim f(x)= lim 2x+3)=3
x—0* x—0*

Como los limites laterales coinciden, el limite existe y vale 3.
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5. Discontinuidades

Hazlo tu. Determina los puntos de discontinuidad de f(x) y clasifica sus discontinuidades.

2 _x—-6
(x) = %
f x* +4x-21
Hallamos las raices del denominador: x% + 4x—21=0 — x=3, x=—7. En estos puntos la funcién no
estd definida. Estudiamos los limites en dichos puntos:

2
oxt—x=6__0) , (x=3)+2) . x+2 5 1
xlin3 2 ide—21 (0 -x/z_r)n3 (x=3)(x+7) —xlzna x+7 10 2

2
lim >2<——x—6=+°o
x =7 x°+4x - 21
lim X —X=0 x=6 )
¥57 x4 4y 21 lim X =x=06 __

x> X rhx—21

En x=3 tiene una discontinuidad evitable porque el limite es finito en ese punto.

En x=-7 tiene una discontinuidad de salto infinito y, por tanto, una asintota vertical.
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6. Calculo de limites

Hazlo tu. Calcula los limites siguientes:

o din (S22 0 et 9 ki ETh ) g et
X —>+00 3x X —>+00 X —>—00 |x_1| X400 X _ g
2x—1 (+00)
, 4x—2 (4 B
o (B2 (3] -

b) lim_ (log %) =3 = (+00) ) = 0

x2 -1 _ (+00)

) lim = — Indeterminacién.
X —> —o0 |x _ 1| (+<x>)
A | A |
lim =+00 (cuando x — —oco, x—1 < 0).

X —>—o0 |x_1| :x—>—oc —X +

X

.
d) lim £+ _ - (+eo) Indeterminacién.

X teo X ,mX (+°o)
—X
L+ £ Lo
X —-X
é;m ex+ex_ le e _ g”” e 11+((;:1
X +oo - X +oo — X +oo —
ef—e e 1
- 2
e e

7. Limites con radicales
Hazlo tu. Calcula.

, x—l z 2
a) xlz_7>nl m b) xéfﬁo (W3x“ -2 - x)

x—1 _ (0) Ji (x=1)Q2+4x+3) P (x—1)2+4x+3) _

a) lim —X—

x =1 2_m_ﬁ_xl—7>”1 (2—Jx+3)(2+x+3) = 4 —(x+3)

= lim (r-D@2+yx+3) _ lim (-2 +x+3)]= -4

1-x
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(3 -2-9W37 =240 _ . 3P-2-x _

v3x2—2+x ¥ «/3x2—2+x -

b) lim  (3x*=2—-x) = (+00) = (+e0) = _lim

2
= lim 2’267_2 = +oo ya que el denominador equivale a un polinomio de grado 1y, por tanto,
V3x" -2+ x el numerador tiene mayor grado que el denominador.
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8. Funcidn continua definida en intervalos

Hazlo tu. Calcula a4 y & para que la siguiente funcién sea continua:

1 .
S +a si x<-1
X

f@) =322 +4 si —-1<x<1
—x2+b six>1

La funcién es continua, cualesquiera que sean « y b, siempre que x=—1 y x= 1, ya que estd definida
mediante funciones continuas en los intervalos de definicién. Estudiamos los limitesen x=-1 yen x=1:

lim (L+4)=1+a

x—=-1" xz

N

Para que sea continuaen x=-1, debeser 1 +a2=7 — a=6.

lz’ml+ By’ +4)=7

x— -

lim (336'2 +4)=7
x—1"

Para que sea continuaen x=1, debeser 7=-1+6b — b=8.

lim (x> +b)=—1+b
x—1"

Si 2=6y b=38, lafuncién es continuaen x=-1 yen x=1, porque li;mlf(x) =f)=7y

lim f@)=f(1)=7.

9. Tipos de discontinuidades

Hazlo tu. Estudia la continuidad de la funcién f(x) segin los valores del pardmetro a:

fl)= xta _4

x-2 x
La funcién no estd definidaen x=2 yen x=0.
Como el denominador de la primera fraccién de f(x) se anula cuando x =2, vamos a distinguir dos casos:

e Caso a=-2:

flo) =X _g - % Estudiamos los limitesen x=2 yen x=0.

e g (222 AN (i 4)
xZ%Zf(X)_sziZ(x—z >_ lim ( )_ !

X x—2 X
lz’nz_( —%)=+oo
x—
lim_f(x)= lim (x—Z —i) <
x—0 x—=0\x—2 X ; ( 4)
lim ([1-2)=—oco
x—0* X

Tiene una discontinuidad evitable cuando x =2 y una discontinuidad de salto infinito cuando x = 0.
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e Caso a=-2:

2
flo) = X*4 4 _x +ax—4x+8' Estudiamos los limitesen x=2 yen x=0.

x—2 x x(x —2)
2
x[an fx) = x[z’_;;nz X +xd(§:g’)€ +8 _ (4 (+0)24{) =to0 ya que el numerador es distinto de 0 por ser
a#-2.
g X rax—4x+8

lim_f(x)= lim M < x—0" x(x—2)
0 =0 x(x-2) lip Xorax—4x+8 _
x—0* x(x—2)

En este caso tiene dos discontinuidades de salto infinito en x=2 yen x=0.

Pagina 148

10. Funcién continua

Hazlo ta. Calcula el valor de 2 y de & para que la siguiente funcién sea continua en x = 3:

X*—a .
f@=1%_3 si x<3

bx—-6 six23

La funcién serd continuaen x =3 si lz'_r)n3 f (%) = £(3). Comprobemos esto.
f(3)=3b-6

Para calcular /Zn3 f(x), hallamos los limites laterales en x = 3:

2
° . _ . X —a_(9—¢l)
Jm )= T3 T )

Para que este limite sea finito, el numerador debe tender a 0, y, por tanto, 2 =9. En tal caso:

lim f(x)= lim =9 lim 43 x-3) lim (x+3)=6
x—3" x—3" x—3  x—>3" x—3 x—3"

e lim f(x)= lim (bx—06)=3b-6
x—3" x—3*

Para que exista limite debe ser 6 =36—-6 — b=4.

Si 2=9 y b=4, lafuncién es continuaen x=3 yaque lz;m3 fx) =f(3)=6.

11. Continuidad en un punto

Hazlo tu. Estudia la continuidad de la funcién f(x) y clasifica sus discontinuidades.
P+-E six=0
[ = ||

1 si x=0

Para x<0, f(x)=x?+ % =x2—1 esuna funcién continua.
—x

Para x>0, f(x) =x?+ %X =x2+ 1 es una funcién continua.
X

Estudiamos la continuidad en x = 0:
lim (x> —1)=-1
x—0"

) ) — No existe el limite porque los limites laterales son distintos.
lim (x*+1)=1
x—=0*

£0) =1

La funcién presenta en x = 0 una discontinuidad inevitable de salto finito.
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Ejercicios y problemas guiados
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1. Limite de una diferencia de radicales

Calcular el valor de a para que el siguiente limite sea finito y hallar su valor:
xLz}'r:zm (2x — Vax? + 3x)

Para que el limite se pueda calcular debe existir la raiz y para ello, el radicando debe ser positivo cuando x
es muy grande. Por tanto, a > 0.

(2x — «/axz +3x) 2x + \/tzxz +3x) _
2x + «/ﬂxz +3x
_ I 4x® — (ax? + 3x) . (4-a) x* = 3x

—> +o0 - —> +oo
o 2x+«/zzx2+3x X 2x+«/ax2+3x

Para que el limite exista, los grados del numerador y del denominador deben ser iguales. Como el denomi-
nador tiene grado 1, el numerador también debe tener grado 1y, por tanto, debe ser « = 4.

—3x 3

En tal caso, /lim —2 =~

¥R o+ 4x” + 3x 4

lim (2x —Aax® +32) = (vo0) = (+00) = _lim

2. Funcién continua
Estudiar la continuidad de esta funcion segiin los valores de a:

re-|

2x +a si x<1
X —ax+5 si x>1

La funcién es continua cuando x = 1 porque las funciones que intervienen son continuas al ser funciones
polinémicas.
Veamos la continuidad en x = 1:

lim (2x+a)=-2+a lim (x*—ax+5)=6-a
x—=1" x—1"

Para que exista el limite, los limites laterales deben ser iguales. Por tanto:
2+a=6-a = a=4

Para el valor obtenido de # la funcién es continua porque /z'_r)n1 fx)=f(1).
X

Si a = 4, entonces la funcién tiene una discontinuidad inevitable de salto finito en x = 1 al existir los
limites laterales en dicho punto y ser distintos.

3. Continuidad en un punto
Dada la siguiente funcion:

e(xz'z)/x si x<0

fx)=\k si x=0

I-Inx si x>0

a) ;Existe algiin valor de k para el cual f(x) sea continua?

b) Hallar el limite cuando x — + o y cuando x — — oo de la funcion.

a) Veamos la continuidad en x = 0:

-2

lim ¢ x =et) =400 lim (1—=Inx)=+co
x—0" x— 0"

No existe ningin valor de 4 ya que los limites laterales en el punto x =0 no existen.
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b) o, f) = Hm (L-lpx) =0
-2
lim ¢ * =620
X —> —oo
4. Tipos de discontinuidades

a) Determinar el valor de k para que la funcion f(x) sea continua en x = 3.

f(x)= 2—@ si x#3
k

si x=3
b) ;Tiene f(x) alguna discontinuidad? En caso afirmativo, clasificala.
a) La funcidn, definida por intervalos, es:

2 _ 3_X

- si x<3
flx) =1k si x=3
2—ﬂ si 3>x

x

Para que la funcidn sea continua en x = 3, se debe cumplir que [Z”a fx) =f(3):

f3)=+k
lim <2_3—x):2 S boo
X 3” X =
lim fe)=1"" = lim fx)=2
X3 Iom (2_x_3>=2 X3
x—3" X

b) La funcién no estd definida cuando x =0 ya que se anula el denominador de la fraccién. Estudiamos
el tipo de discontinuidad en este punto:

lim (2— 3—x>:+°o

x—0" X
I .y (2_3—X>= -
x— 0" X

En x =0 tiene una discontinuidad de salto infinito.
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Ejercicios y problemas propuestos
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Para practicar

M Limites cuando x — *

1 Calcula los limites cuando x — —oo de estas funciones:

_2x+5 _ 10x-5
a) fla) = S b) g(x) 2.1
_ 3x%—-4 Loy x4 2
o) h(x) = 2513 d)z(x)_77+5x3

Q) lm 2XED _ pp, Z2X45 5
x—ee Dy X4 Dix

b) Ilim 10x=5 _

x5 24

o 3xi-4 . 3xP—4
9 xé)n—i‘” 2x+3 _xéfﬁ” 2x+3

3 3
d) lim * +2x lim =X = 2x 1

X —> —o0 7+5x3 X —> +00 7—5x3 5

2 Calcula los siguientes limites comparando los exponentes del numerador y del denominador:

V3x2 + 6x b) lim 5x* -7

a) lim 20 =7
X —> +00 2x+1 X —>+00 x+1
O lim Atix d) lim 3%

x—+00 Dy _ 3 X — +00 \/ﬁ

V3x2+6x lim @zﬁ

xSve gl xowe 2x 2

2
b) lim X7 e

X = teo x+1

c) lim L+ =0

x>t Dy 3

d) lm —3X__9
xore 3 e 2

3 Calcula estos limites comparando los 6rdenes de infinito:

2
a) lim (e*—x3) b) lim I +1)
X —> + 00 X —> + 00 X
2
o lim % +1 d) lim (x*+x—x+7)
X —> + 00 ex X —> + 00
Dl (5 =x%) = veo
2
b) zm Z”(X—’fl):o
X +oo X
241
c) lim =0
X —> +oo fx

d) xé;rizoo Wxt+x—ox+7) =+
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4 Calcula el limite de estas funciones cuando x — +oo:

a) f(x) = 5x%-2x+1

(2x-1)2
_ 34+2x
c) h(x) = oy
. 2_1
ejx =

g l(x) =2%-3*

b) g = "lo;—gx"
- 32

£) k(x) = %

by m () = xx—za - 5in

Dl OX=2xel g 5% -2xel 5
x> (Dx1)2 xvee 4o _hyyl 4
y/
b) lim i S im ( X +1):+oo+1:+oo
x>+ Jog x x>+ \ Jog x
c) lim 3+24x = Ilim 24x :Lzﬂzﬁ
X —> 400 12x+1 X —> 400 ‘/E‘/; ﬁ 2

X
d) lim 3-27 =3
X — +oo 2x+1
2 2
e) lim =1 o X e
X —> +oo0 x3+1 X —> +oo lx3

f) lim _2x45 I 2x__q

X = +oo 4.962—3 X —> +oo 4x2
g lim 2°-3"= lim -3"=-o0
X —> +oo X —> +oo
h) lim R S lim 5% o — 1 3

X —> +oo x_3

(x=3)(5-x)

5 Calcula estos limites:

3/ 2
a) lim (ba

x—>—c 2x41

C) xil)”zzoo ( _xx_23)

2
e) lim <7x —Sx_ﬁ)

x>+ | x4] 2

2
g) xé’?oo (1’25\7_ 5 )

x+1

3/ 2

a)

im
x——oc0 2x41

b)  lim (1,5~ )

b o, o

f) . L’)’?m (x% — {x* +2x)

x—1
, 3x+4

=0 porque el numerador tiene menor grado que el denominador.

b) lim_ (1,5 - x3) = +00 porque el infinito de una exponencial con base mayor que 1 es de orden
X — 0o
superior que el de una potencia.

2
) lim_ (x - xx— 3 ) = 11)’71100 % =-3 porque el numerador tiene el mismo grado que el deno-
minador.
2 2
, x“=5 , \/37 _ , —-x _ 1
d xé—w 1-2x xﬁ@w “2x xémm 2x 2
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o lim (xz—Sx 3x)=xl, (2x2—10x—3x(x+1) _

X —>+o0 x+1 2 e 2(x+1)
_ 2x? —10x — 3x% — 3x — U —x* —13x _
X —> 400 2x+2 X = +o00 2x+2

(o 20) = I P 202120, ot
f) zm (x x*+2x) = zm = Q)m R A i M
e e Xt 1 2x e 2wt v 2x

4 4
- gy X=X =2x oy, Z2x

—> +o0 —> +o0
S x2+«/x4+2x o x2+«/x4+2x

2
N (1’2"‘ = )°°

x+1

x—1 +o0
h) lim (M) =<i) oo

x =+ \ 2x+5 2

6 Calcula el limite cuando x — +°c y cuando x — —co de estas funciones y representa grafica-
mente los resultados.

x 2.2 2_1
a) f(x) = —F b g =" Q) hx)= X ——
! x?-1 £ log x* x?+5x + 4
. 24 x— . 2x+3 x? %
d)i(x) = X +x=2 e jlx) = =X*2 £) b(x) = % _
227 - 2x PO B o1 -1 241
11 AR
a) X —l>7,-}|-/loo xz 1 + 4 /,f
X —X
lim —f—= lim —£—=0 2 L
Xme wm ] X ] J
El infinito de una funcién exponencial es de ~h0 =8 b == N 1
mayor orden que el de una funcién potencial. ]
2
b) lim Enlh 0 S \ 2 /
X —> +0o Zog x \
0 /
[l’m 'x2+—2‘x = /l'm 'xz_—z‘x = + 00 \ 8 //'
X ——o0 logxz X —> +oo logx2 \ p y
El infinito de una funcién potencial es de 4
mayor orden que el de un logaritmo. ﬁ
-8 -6 -4 -2 /
2
c) lim Zx——l =1 3
NTER x4 5x+ 4
18 16 14 —12 10 -8 | —6 | —4 —2 | )
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oxtix—2 1
d) lim =S5—5=— P
XD ol 2 °
2 N~
-6 -4 |-D 4
6
o) 243 _ g 2x_ _ y 2% _ 2
X = +oo \/396‘27—1 X = +oo @ X = +oo Bx Jg 6
o, 2x+3 g, —2x+3 2 4
X —> —oo /3x2_1 X —> +oo /3x2_1 B 2 ul
3T
bt=) |21 4 6
NEY
£) lim X (i) (+es) = Indeterminacid
ML e peail R ndeterminacidn. .
3 2 4
lim  —*——=1
e x? —xtrx -1 2N
R = lim x* + x° = 6 -4 -2 4
x——c |\ x—1 il x>+ | _x — 1] X2+1 1
32 —4
= lim — X —X =1 P
X 7 xt e x+1 T°
M Limites en un punto
7 Sabiendo que:
xll—’>nz Px) =+o0 xh—7>n2 q(x) = —c0 xll—’>nZ r(x) =3 J.Clz_7>n2 sx)=0

di, en los casos en que sea posible, el valor de los siguientes limites:

. s(x)
a) Jm, 2

b) lim, [s(x)}P®
<) xli—7>”2 [s(x) - q )|

d) xlz’_1>nz [P (x) —29 )|

b) lm [sG))PW =0t= =0
x—2
19) li%z [s(x) - g(x)|=(0) - (=) — Indeterminado.

d) x[inz |[p(x) —2q(x)| = +00 =2 (—00) = +00 + (+0) = +o0
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8 Calcula estos limites. Si alguno es infinito, calcula los limites laterales:

a) lim X% —7x+6 b) lim X —4x%+5x -2
x—1 1-«x x>1 (xP-1)(x-2)
3 2 2
O lim x2+ 5x d) lim 3x +23x—10
*—0 35 _15x x—=>2 x0 _x*—-8x+12

X2 —7x+6 (00, (x-1)x-6) _
R vl (B R B L
b) lim O —4x?+5x-2 _ (0) _ lim (x=1) (> = 3x +2) _ Xt —3x+2 _
o1 (P 1) (x=2) 0) =1 D) +x+D(x=2) 21 (Pex+1)(x=2)

O lim X3+ 5x2 _ x2+5x -0
x—0 336'2—15.96' x—0 3x—15

, 2 - 0) , (x+5)(x—2)
d / x“+3x—10 =(_= ) _
)xgnz X —x?-8x+12  (0) <5 (x—2)(x* +x—6)

me Z‘X;S——OO
X227 x4+ x -6
= lim 2x+5 = <
x>2 42 6 lim 2x+5 oo
x=2" x 4 x -6
9 Calcula y representa los resultados obtenidos.
I 2 _ 1 b) k4 3 _ 4
2) ] x-1)2 =x@x-1) )xgnz x*-5x+6 x-2
/' 2 — ]' = l, —x+1 = 400
¥ 5 [(X_I)Z x(x—l)] 5 x(x—1)? * 14
X
10/ -8 -6 -4 |-2 4 3110
b) lim |— 3 _ 4 lim, =A% +15__ Y40
¥22 [ x2-5x+6 x=2]| x92 47 5046 1
ll'm —4x+15 =+ 0
=27 52 _Sx 46 0
= X
< li ;4’”15 10 8 6 |4 -2 y 10
x=2" x°_5x+6 ~10
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10 Observa las grificas y di, en cada caso, cudl es el limite cuando x — 07, x > 0%, x = +oo y

X — —oo,
/
a)_ b) \
— \
\
\\.,
I |
I
U EL N NEES Dty =2l =2
M f=2 i S = M fQ =l 0920

11 Estudia el limite de las siguientes funciones en los puntos en los que se anula su denominador.
Representa grificamente los resultados obtenidos:

2 2 4
2 fl) = £ 2x=2 b)fx) = F =2
! 2x% - 2x ! x*—6x+8
2_1 x5 — 552
O fl) = X —— d)f(x) = X =2%
! x*+5x+4 ! X —3x*—10x
) 2x2-2x=0 > x=0, x=1
i XA x=2 6
lim 952+7x_2—<x_)0_ 2% = 2x 4
2 - 2
x>0 2y 2x fim XoAx=2 _ \\

x—=0" 2x% _2x g g oy g o

2 VA
oxtex=2 _ 0 (x=1)(x+2) _ 1
xll—7>%l 2.X'2 —Dx N (0) - xll—7>%l 2x(x —1)

o x+2 _ 3
Jim ===

1/

|
NI N e
T

b)x2-6x+8=0 > x=2, x=4

I X —dx 6
I X — 4x x=2" x* —6x+8 4 \
2 e 2 4
X2 x"—6x+8 lim X" —4x o 2 ———
x—>2" x2 —6x+8 ]
— 2 D 4
2 _
Zl’m & =@ = ll,m M = =2 \
=4 52 _6x+8 (0) x—4 (x=2)(x—4) .
= lim —%X_=2 16
x—4 X —
Oxt+5x+4=0 - x=-4, x=-1 T
2 O
lim —* =1
, | <x—>—4_ x2+5x+4 // 4
lim = W
x>-4 x“ 1 5x + 4 lim A1 ~ 5
x—>-4" x2 4 5x + 4
2 -6 —7/// 4
D T N e o 7
¥o-1 s 4 (0) 2o (x+1) (e +4) )
— 7; x_l :_; I “
_xli?zl x+4 3 ,I T
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dDx3-3x2-10x=0 > x(x2-3x-10)=0 > x=-2, x=0, x=5

, x3 — 5x2
lim ———2 -4t
p X0 —5x% x—>-2" %% —3x2 —10x
G T R 3 2
¥2-2 x7 - 3x" —10x lim x” —5x e
x—-2" ¥ _3x2 _10x
3 2 20y —
lz’mo —— X _25 X = % = lz’mo —i (x=5) = ,’
¥20 3 352 _10x (00 x>0 (2 _3x-10) e
|
= lim _xbe=5) =0 -
¥20 52 3% 10 L
52 2 -5) 5
i —x=5x O . xx=5 T —
s © —3x2_10x (0) i x(x+2)(x=5) )
_ x__> i
x—=5 x+2 7 16
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M Continuidad

12 Estudia la continuidad de las siguientes funciones y represéntalas grificamente:

1 si x<0
a) f(x) = x+1 si 0<x<l1
x%—2x sil<x

3x—x% si x<3
b)f(x) =1x-3 si 3<x<6
0 si x>6

a) * Continuidad:

—Si x20 y x=1 — Es continua, pues estd formada por funciones continuas.

[ lim fx)= lim 1=1

x =07 x =07 I f(x)—l

—Fn x=0 = 3 lim f(x)= lim (x+1)=1 i -
x—0* x—0*

No existe f(0).

Hay una discontinuidad evitable en x = 0.

[ lim f(x)= lim (x+1)=2

x—1" x—1"

—Enx=1 > § lim f)= lim (x*-2x)=-1
x—1* x—1*

)=
Discontinuidad de salto finito en x = 1.
¢ Grifica:
|
2
2
/
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b) ¢ Continuidad:

—Si x#3 y x26 — Es continua, pues estd formada por funciones continuas.
lim f(x)= lim 3x—x%)=0
x—>3" x—>3"
—Enx=3 5 lim fx)= lim (x-3)=0 lim_ f(x)=f(3)
x—3* x—3* x—3
f(3)=0
f(x) escontinuaen x=3.
xZL;%G_ f(X) - xliiyé_ (X B 3) =3
—Enx=6 — § lim_ fl)= lim 0=0
x—6* x—6*
f6)=0
Discontinuidad de salto finito en x = 6.
"l S = m 0=0
i 9=l (e <o

e Grifica:

~

13 Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

e* si x<0

a) f(x) = 3x%2+1 si 0<x<l1
4+lnx si x21

el_"2 si x<-1
b)f () = =1 si x>-1

x

";+2 si xz—-2
Of@=1% "4

4 si x=-2

a) La funcidn es continua cuando x =0 y x= 1 ya que las funciones que intervienen lo son.

Veamos la continuidad en x = 0:

F0)=1
x/i%‘e -1 - ZZ%O f(x)=1= f(0) — Escontinuaen x=0.
X

lim Bx* +1)=1
x—0*

Veamos la continuidad en x = 1:

f)=4
. 2
xlzri‘ex +1)=4 — xl@l f(x)=4=f(1) = Escontinuaen x=1.
lim (4+Inx)=4
x—1"
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b) El dominio de definicién es IR — {0} ya que no estd definida cuando x = 0.
Cuando x=0 y x=—1 lafuncién es continua porque las funciones que intervienen lo son.
En x=0 presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito.

Veamos la continuidad en x = —1:

f=1)=1
2
lim =% =1 , ,
x— -1~ - x/im_lf(x)zlzf(—l) — Escontinuaen x=-1.
lim =L -1
x—>-1"x

¢) El dominio de definicién es IR — {2} ya que no estd definida cuando x = 2.
Cuando x=-2 y x =2 lafuncién es continua porque la funcién que interviene lo es.
En x=2 presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito.

Veamos la continuidad en x = —2:

1
fe2-1

, x+2 _0) x+2 o 1 1
o, 24 0 T ki) x-2) = Ty

Como existe el limite pero no coincide con el valor de la funcién, tiene una discontinuidad evitable
en x=—2.

14 Calcula el valor de % para que las siguientes funciones sean continuas en todo su dominio. Re-
preséntalas para el valor de % obtenido:

x*+vbkx  si x<3

A f@ = {ln(x—Z) si x23

b) g () - {/::‘22_—43 six<2

six>2

a) La funcién es continua cuando x = 3 ya que las funciones que intervienen lo son.

Veamos la continuidad en x = 3:

£3)=0 4
, 2
xli)my(x +hx) =9+ 3k — 9+3k=0 - k=-3 pad
lim In(x-2)=0 — -2 2/ 4
x— 3" -2
Cuando % =-3 la funcién también es continua en x = 3. T
b) La funcidn es continua cuando x = 2 ya que las funciones que intervienen lo son.
Veamos la continuidad en x = 2:
2(2)=4k-3 4
lim (kx* —3)=4k -3 2
Jm Ve =3) — 4k-3=1 - k=1

lim &

2_4_1 —4 |2 21 4
x—2"

Cuando %4 =1 lafuncién también es continua en x = 2.
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15 Calculael valorde 2 y b para que f(x) sea continua en todo su dominio.

x* -1 si x<0
fx)=qyax+b si 0sx<1
2 sil<x

La funcién es continua cuando x# 0 y x = 1 ya que las funciones que intervienen lo son

Veamos la continuidad en x = 0:

FO-b
, 2
dyen=al
lim (ax+b)=b
x—0*

Veamos la continuidad en x = 1:

f1)=2

xli>na1_(ax—1)=ﬂ—1 — a-1=2 — a=3
lim 2=2

x—1*

Cuando #=2 y b=-1 lafuncién es continua en todo su dominio.

16 a) :En qué puntos son discontinuas las siguientes funciones?:

) X
\
\J
\
. -2 o |
|
\ |
| |
|
1)
’T
i
|

b) Di cudl es el limite por la derecha y por la izquierda en los puntos de discontinuidad.
a) ) En x=-2 tiene una discontinuidad inevitable de salto infinito.
En x=0 tiene una discontinuidad evitable.

1I)

Presenta una discontinuidad inevitable de salto finito.

b)) Zz’m2+ f(x) = +o00
o S
9

II) lz’m+f(x) =0

x =1

lim f(x) =2
x—1"
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Para resolver
17 En los juzgados centrales de una determinada regién ha comenzado una campafa para ahorrar
papel. El ahorro se concreta en la siguiente funcién:

£%02x si 1<x<100

A(x) = _5L0x+s si 100 < x <390

donde x son los dias transcurridos desde que se inici6 la campanay A (x) es el niimero de miles

de hojas de papel ahorradas.

a) Estudia la continuidad de A (x).

b) ;Qué sucede cuando han transcurrido 100 dias desde el inicio de la campana?
¢©) :En qué momento el ahorro es de 5000 hojas?

a) La funcidn es continua cuando x = 100 ya que estd definida mediante funciones continuas en sus
intervalos de definicién.

Para que sea continua en x =100 debe cumplirse que zi%o f(x) = f(100):
X
£(100) = 2 ~ 7,389

lz'm e0,0Zx _ 6’2
x — 100
Por tanto, no existe limite.
(-6

En consecuencia, la funcién no es continua en x = 100.

b) Cuando transcurren 100 dias desde el inicio de la campana, se produce una brusca caida en el aho-
rro de papel ya que disminuye desde mds de 7000 hojas a solo 6000.

¢) Igualando cada una de las expresiones a 5, obtenemos que:

n5

002x
0,02

=5 > x= ~ 80,47

—S%x+8=5 — x=150

Se ahorran 5000 hojas en los dias 81 y 150 desde el inicio de la campana.

18 La energia que produce una placa solar en funcién del tiempo transcurrido desde que ama-
nece, viene descrita por la siguiente expresién (x en horas; f(x) en unidades de energia):

10x —x% si 0<x<8

) = 1024 gcx<12
X

a) Estudia la continuidad de f(x). b) Represéntala graficamente.

a) La funcién es continua cuando x = 8 ya que estd definida mediante funciones continuas en sus
intervalos de definicién.

Para que sea continua en x =8, debe cumplirse que lz’_r)ns fx) =f(8):
X

f(8) =16
lim (10x — x?) =16
x—> 8" 30
— lim f(x) =16
lim 1024 =16 x—8 20
x—8" X
10

La funcién es continua también en x = 8.

10120130 40 | 50

b) La representacién gréfica se muestra a la derecha:
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19 a) Calcula el limite de la funcién f(x) cuando x -0, x > 2, x > 3, x = +00, x — —oo:

fe= =23

x*-5x+6
b) Representa grificamente los resultados.

_ x-3 x—3
3 f6) = x2—5x+6_ (x=3)(x=2)

’ =3 _-1

x/ZﬂOf(x)_ 6 )
lim  f(x)=—o

lim f(x) = lim 1 . o

xz;nzfx T x52 X—2_ lim f(X)=+oo
x—2"

, _ I _

G f) = fm =1

A, f6)=0
A, 16 =0

b)

—

2
20 a) Calcula el limite de la funcién y = :2 =9 en aquellos puntos en los que no estd definida.

b) Halla su limite cuando x — +c0 y cuando x — —oo.
¢©) Representa la funcién con los datos que has obtenido.

a) El dominio de definicién es IR — {0, 3}, pues el denominador se anula en:
x=0
x2-3x=0 — x(x—3)=0<_ ;
X =

-9  (x+3)(x-3)  x+3

)= X _3x  x(x-3)  «x
lim x+3
Iim x+3:<x_’0_ X
x—0
B im X*3 _ o
x—=0t X
[z’m x+3 :Q:Z
x—3 X 3
b) lim x+3 1;  Ilim x+3:1
X —> +00 X X —> —oco X
c)
2
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21 Seala funcién f(x) = w

x—x

a) Calcula: lim f(x); lim f(0; lm f@x);  lm  f(»)

b) ;Cuél es la funcién que coincide con f(x) exceptoen x=0 yen x=1?

©) :En qué puntos no es continua f(x)?

£ = X 350 + 257 xz(x -2)(x—1)

x* —x ) x(x—1)

a) x[i—% f(x) - xh,—;;nO [x (x_ 2)] -

lim f(x) = lim [x(x=2)] = -
A JE) = e
im f() = veo

b) g(x) = x(x—2) = x> — 2x

c) En x=0 yen x=1 lafuncién no estd definida (hay discontinuidades evitables).

z;s si x<3
22 Considera la funcién: f(x) = (x— 2) (x~5)

# si x> 3

(x+1)(x=3)

a) Estudia su continuidad en x = 3.

b) Calcula . Q;izzm [y . L’;’f‘m S ).

a) Para analizar la continuidad en x =3 esrtudiamos si se cumple que 1@3 fx) =f(03):
X

f(3)=0
lim —X=3 ___ _y
s =4 (x=5)
— El limite no existe.
lim X2 = +oo

x—3" (x+1)(x - 3)
La funcién es discontinua en x = 3 y tiene una discontinuidad de salto infinito.

2
b) xé;@wf(x)— lim M lm —% =2 _3

—> o0 (x+1)(x 3) X —> +oo0 x2—2x—3
, x—3 , x—3 _
AL Sy myTe RPL N T
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23 Calcula los siguientes limites:

a) lim (l‘m) b) lim (7@‘3)

x—2 x—-2 x—>0 x

c) xé@w (v — Y22 +2x) d) xé’ffw (% —yx%-1)
1-y3-x 1-43—x)(1+43—x) . 1-3-x)

a) lim = lim =

s>2 x=2 w22 (x-)(1+43-x) 522 (x-2)(1+B-x)

1-3+x x—2 , 1

im L1
s (x—2)(1+4y3—x) = (x-2)1+{3-x) 22 1+B-x 2
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im (Wx+9-3)(x+9+3) _ I x+9-9

im —> 12— =
x=0 X (x+9+3) ¥=0 32 (Jx+9 +3)

lim ——L
X 1 xi%‘ x(Yx +9 +3)
= lim - = lim 7=<
20 (x+9+3) 20 x(yx+9+3) Iim 1 .
x=0" x(Yx+9 +3)

b) lim Ax+9-3
2

x—0

— o0

oo

Jx? +2%) (x + Vx + 2x) _
x +Yx? + 2x

2 2
- lm X — "+ 29) = lim —2x =-1

X —> +o0 X —> +oo B
x+«/x2+2x x+«/x2+2x

2 4 2 4
&)l 2D =l D D)
X —> +oo X —> +oo x2+m
X4_(x4_1) = lim 1

—> 400 1)
o x2+«/x4—1 o x2+«/x4—1

2
24 Seala funcién f(x) = %

a) Estudia su continuidad, analizando los distintos tipos de discontinuidad que existan.

9t et = gy O

b) En aquellos puntos donde f(x) no es continua, jes posible definir de nuevo la funcién para
evitar la discontinuidad?

a) Calculamos las raices del denominador: x2+x—-6=0 — x=-3, x=2

En x=-3 y x=2 lafuncién no es continua ya que no estd definida en dichos puntos. Veamos
los tipos de discontinuidad:

2
lim X +2x—3=@= o (x+3)(x-1) = gy x=1 _4
x>3 2,.v_6 (0) x53x+3)(x-2) x>3x-2 5
lim x2+2x—3=_°°
P2 3 Y Pex
¥22 2 ix-6 lim x2+2x—3=+°°
=2 P ix-6

Por tanto, en x = -3 tiene una discontinuidad evitable y en x =2 tiene una discontinuidad de
salto infinito.

b) Solo es posible en x = -3, definiéndola con el valor %
25 Clasifica las discontinuidades de las siguientes funciones:
K —2x%+x-2 x5 —2x2 - 3x
T —— b -—
a) f(x) 2 ) g (x) 2o 6

Q) x2—x-2=0 = x=-1, x=2 — El dominio de definicién es IR — {1, 2}.
La funcién es continua cuando x = -1 y x = 2.

En x=-1 y x=2 no es continua al no estar definida en ellos. Veamos el tipo de discontinuidad
en cada valor.

En x=-1:
) _

lim 5 .
lim x3—2x2+x—2=<x—>—1 x“—x-2
x— -1 2 . 3 5,2 _
X'—x=2 lim X 2x° + x 2=+°°

x> -1t w2

En este caso es inevitable de salto infinito.
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En x=2:
3 2 2 2
o =2 rx=2_0) 0 x=2)&"+1)  , x*+1 5
le”Z Ze_x_2 (0 x[—7>n2 (x=2)(x+1) xZZ%Z x+1 3

En esta ocasidn se trata de una discontinuidad evitable.
b)x?-x-6=0 — x=-2, x=3 — El dominio de definicién es IR - {-2, 3}.
La funcién es continua cuando x = -2 y x = 3.

En x=-2 y x=3 no es continua al no estar definida en ellos. Veamos el tipo de discontinuidad
en cada valor.

En x=-2:

Se trata de una discontinuidad inevitable de salto infinito.
En x=3:

3 2 2 2
o =2 =3x _ 0 Ww=3)("+x) o xTix_ 12
xZZ%S xz_x_6 _x/i%.’) (x—3)(x+2) T x>3 x+2 5

En esta ocasién se trata de una discontinuidad evitable.

26 Estudia la continuidad de estas funciones para los distintos valores del parimetro a:

X vax si x<2

a) f (%) ={ 2

a—x° six>2

e si x<0

b) f(x) = {

x+2a si x>0

a) ® En x = 2, la funcién es continua.
e En x=2:

lim f(x)= lim (P +ax)=4+2a
x =27 x—2" X
Para que sea continua, ha de ser:

, , 2
x[Z”z+f(x):xli>mz+(d_x):”_4 4+2a=a-4 = a=-8

f2)=4+2a

Por tanto, la funcién es continua si @ = -8, y es discontinua (en x=2) si 2 =—8.
b) e En x = 0, la funcién es continua.
e En x=0:

lim f(x)= lim ™=

x— 0" x—0"
lim f(x)= lim (x+2a)=2a Para queseacontinuahadeser: 1=22 — a= 1

x—=0" x— 0" 2

f(0)=1

Por tanto, la funcién es continua si « = % , yes discontinua (en x=0) si = % .
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27 Seala funcién

3x+1 si x<-1
fx) =qx-1 si —1<sx<2
ax* —6ax +5 si 2<x

a) Estudia su continuidad en x =-1.
b) Halla 2 para que la funcién sea continua en x = 2.
¢©) Representa la funcién para a2 = 1.

a) Analizamos si se cumple que /i)nz | fx) =f(=1):

lim (3x+1)=-2

x— -1
ll’m1+ (x-1)==2} — xli;nzl fl)=f(-1)=-2
f(=1)==-2

La funcién es continua en x = —1.
b) Para que sea continua en x =2 se deben cumplir que lan fx) =f(2):
X
lim (x-1)=1
x— 2"

lim (ax* —G6ax +5)=—8a+5{ — 1=—-8a+5 — a-= 1
x— 2% 2

f(2)=-8a+5
Sia= % , los limites laterales coinciden con el valor de la funcién y esta serd continua en x = 2.

c) Para 2=1 lafuncién es:

3x+1 si x<—1
flx) = yx-1 si —l<sx<2
x*—6x+5 si2<x
6 [
: |
5 /
/
-6 -4 -2 4
/
/1
/=6
x2—4x+3 si —-1<x<0
28 Sabiendo que la funcién f(x) = {1 x2+ 4 es continua en (-1, +c0), halla el

si x20
x+1
valor de a.
La funcién es continua cuando x = 0 ya que estd definida mediante funciones continuas en su dominio.
Comprobamos la continuidad en x = 0:
f0)=a

lim (x* —4x +3)=3
x =07 — a=3

2
lim (_x ”Z):a
x— 0%\ x+1
Cuando « =3, la funcién es continua también en x=0 yaque f(0) = Zz’_;)no f (%) y, por tanto, lo es
en el intervalo (=1, +co). *
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29 El rendimiento fisico de un deportista, durante 60 minutos, varia con el tiempo segiin esta fun-
cion:

—t(t—a) si 0<t<15
fx) =13,5a+5 si 15<£<30
100 -4t si 30<t<60

Calcula 2 y b para que la funcién rendimiento sea continua.
La funcién es continua cuando x = 15 y x = 30 ya que estd definida mediante funciones continuas.
Comprobamos la continuidad en x = 15:

£(15)=3,52+5

lim _1-te—a)==225+15a\ . 555.,15,.35445 — =20

lim (3,52 +5)=3,5a+5
r—15%
Cuando « =20, la funcién es continua en x =15, ya que f(15) = li)n%s f).

Comprobamos la continuidad en x = 30:

£(30) =100 — 304

lim 75=75 S 75100306 — b:%
lim (100 — b#) =100 — 306
t— 30"

Cuando 6= % la funcién es continua en x = 30, yaque f(30) = li;n%o f(x).

30 Sabemos que la funcién f(x) = Sx -4 es discontinua en x =2. Calcula b y estudia
2 +bx?+8x -4

el comportamiento de la funcién en las proximidades de los puntos de discontinuidad.

Para que la funcidn sea discontinua en x = 2, este valor debe ser una raiz del denominador. Por tanto,

224+5.2248.2-4=0 > b=-5

3x — 4
De donde f(x) = .
! x> —5x> +8x — 4

Hallamos todas las raices del denominador:
x3—5x2 + 8x—4 = (x— 1)(x— 2)2
El dominio de definicién es IR — {1, 2}.

La funcién no es continuaen x=1 yen x=2. Veamos ahora el comportamiento de la funcién en
las proximidades de estos puntos:

En x=1:
11/7’}% 31.96'—422 _
x—>17 _ _
34 (D) bl
x—1 _ _ 2" (O) , 3x — 4 _
(x=1)(x-2) lim —22—2% -

o1 (x—1) (¢ - 2)°

La discontinuidad es inevitable de salto infinito.
En x=2:
3x — 4 (2

z'm2 he_ S0 ot ya que la fraccién es un cociente de niimeros positivos
x> o
=1 x-2) en las proximidades de x = 2.
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31 Estudia la continuidad de f(x) segiin los distintos valores de .

3—mx? si x<1

f@=92

mx

si x>1

La funcidn es continua cuando x = 1 al estar definida mediante funciones continuas.

Comprobamos la continuidad en x = 1:

f)=3-m

lim 3-mx?) =3—-m
x—1"

lim 2 -2

Para que sea continuaen x=1 debeser 3 —m = 2 - m=1,2.
m

Cuando m =1 o m =2 lafuncién es continuaen x = 1.

Si m#1 y m=2 lafuncién tiene una discontinuidad inevitable de salto finito en x = 1.

2
32 Dada la funcién f(x) = ”: +xb con a = 0, calcula los valores de 2 y & para que la funcién
O

X

pase por el punto (2,3) yel lim

[ pasapor(2,3) = f(2)=3 — % =3

Por otro lado,

ax
lim A = lim 4=X

X —> +oo X X —> +o0 X X —> +oo

Asf:

%:3 - b=-10

33 Calcula el valor de %2 para que cada una de las siguientes funciones sea continua. ;Alguna de
ellas es continua en todo IR?:

x3—l . */;—1 .
a)f(x): P si x=1 b)g(x)= w1 si x=1
Ink si x=1 2k si x=1

a) Estudiamos la continuidad en x = 1:

; x3_1=@=lz’ (x—1) (x + x% +1)
x>1 x=1 (0) «x—>1 x—1

FQ)=lnk

Para que sea continua k=3 — k=¢3.

= lim(x+x%+1)=3
x—1

Ademds, es continua en todo IR ya que el cociente de polinomios solo se anula cuando x = 1.

b) Estudiamos la continuidad en x = 1:

lim &_1=@=lz’m x—1 = lim L _1
x=>1 x=1  (0) *=1 (x=1)({x+1) *=1 Jx+1 2
g(1)=2*

1

Para que sea continua 2¢ = = — k=—1.

Esta funcién también es continua en todo IR porque el cociente solo se anula cuando x = 1.
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34 Estudia la continuidad de la funcién f(x) = 5 1| | y clasifica sus discontinuidades.
—|x

El dominio de definicién es IR —{-2, 2}. La funcién es continua en él.

En x=-2:
lim 1 __ o
o1 _ (1) x>2 24X
lim =L >
*=22-[x[ (0 lim =1 - oo

x5t 2+x

Presenta una discontinuidad invevitable de salto infinito.

En x=2:
W e 2T
lim =—=
x—2 2_|x| (O) lz’m 1 - oo

x—>2t2—x
Tiene una discontinuidad inevitable de salto infinito.
NOTA: Podriamos haber usado la simetria de la funcién respecto del eje Y (es una funcién par) para

haber deducido el comportamiento en x =2 a partir del estudio en x = -2.

35 Estudia la continuidad de esta funcién:

|x+2| si x<-1
f) =122 si —1sx<1
2x+1 si x>1

*Six=-1y x=1 — lafuncién es continua.
* Si x=-1:

lim f(x)= lim |x+2|=1
x—=-1" x—=>-1"

lim  f(x)=lim X =1 La funcién es continua en x = —1.
x—-1" x—-1"
f(=1)=1
* Si x=1 — No es continua, pues no estd definida en x =1; no existe f(1).
Ademas:

lim f(x)= lim X =1

x—1 x—1

lz’ml F®)= lim Qxe1)=3 La discontinuidad es de salto (finito).
x—17 x—1"

36 Halla el valor de ¢ para que la siguiente funcién sea continua en x = 2. Represéntala en el caso
t=2 ydi qué tipo de discontinuidad tiene:

|« —1|-2 si x<2

f(x)={x—5 si x>2

Estudiamos la continuidad en x = 2:
f2)=1-¢

lim (x—1|-#)=1-¢
x— 27

lim (x—5)=-3

x— 2%

Para que sea continuaen x=2 debeser 1 —#r=-3 — r=4.
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Supongamos ahora que 7= 2:

—(x=1)=2 si x<1 —x—1 si x<1
[x—1]-2 si x<2
fx) = =9qx—-1=-2 si 1sx<2 =4x—-3 sil<sx<2
-5 si x>2 . .
x—=5 si x>2 x—=5 six>2
&Y
X
4 | — Y.
it

37 Calcula el limite de las siguientes funciones cuando x — +o° y cuando x — —oo, definiéndolas
previamente por intervalos:

a)f(x):J%l1 b) g(x) = |x-3| - |«| )h(x)=|2x-1]| +x d)i(x) = xl;ll
si x<0
X+
a) fx) =
si x>0
X+
xé;”_’fwf(x):xé;@m x+1 :1
xé;yﬁloof(x):xg—oo x:cl =-1
—x+3 si x<3 —x si x<0
b)|x—3|:{x_3 si x>3 |x|:{x si x>0

—2x+3 si x<0
gx) =|x=3|-|x|=13 si 0<x<3
2x—3 si x=3

g0 =t (2x=3) =

i g0)= tin (2ee3) -

2x+1 si x<
o |2x—1]|=

=t |—

2x—1 si x2

—x+1 si x<
hx)=]2x—1]|+x=
3x—1 si x>

N =t

iy Y0 = iy G- =
xﬁ;@w h(x) = xéz)’n}m (=x+1) =400

x+1

si x<0
dit=1
x+l si x>0
X
lim i(x)= lim x+l g
X —> +oo X —> +oo X
X+1 :_1

lim i(x)= lim
X —> —oco X —> —oo
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38 Estudia la continuidad en x =0 de esta funcién: f(x) = 2x + M
x

:Qué tipo de discontinuidad tiene?
En x=0, lafuncién no estd definida, luego es discontinua. Como:
2x -1 si x<0
fe) = {Zx +1

entonces: lim (2x—1)=-1; lim Q2x+1)=1
x—0~ x—0*

si x>0

Por tanto, hay una discontinuidad de salto (finito) en x = 0.
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39 Dibuja, en cada caso, la grifica de una funcién que verifique las siguientes condiciones:

0 lin, )= T
, 16 f
(im0 =2 M|
i i
I ® <+°o si x<2 :2__ EEEEEE
xl—1>n2fx B —oo si x>2 i E_/
, 6 |4 |2 /] 211 416
x&nzlf(x) I o S : 12 i
{1+
| |
461
| |
I
. _ | |
b) [t f®) =+ |
| |
, | |
ML (.
| |
P ® <—°° si x<2 : 2 l
xl—7>n2fx B +00 si x>2 —6 |4 !72 !2 4 6
P —o0o si x<-2 {72 |
7 = | |
xi"fzf(x) <+<>o si x>-2 4 |
| |
o
! |

40 Expresa simbdlicamente cada una de estas frases y haz una representacién grifica en cada caso:

a) Podemos conseguir que f(x) sea mayor que cualquier nimero K, por grande que sea, dando
a x valores tan grandes como sea necesario.

b) Si pretendemos que los valores de g (x) estén tan préximos a 1 como queramos, tendremos
que dar a x valores suficientemente grandes.

¢) Podemos conseguir que 4(x) sea mayor que un niimero K, por grande que sea, dando a x
valores suficientemente préximos a 2.

a) xﬁ;rizw fx) = +o00 b) xé;rizw glx) =1 19) x[é)%Z h(x) = +o0

|/ | i

\ ‘25 |
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Para profundizar

ax+b

41 Estudia los valores que pueden tomar 2 y b para que la funcién f(x) =
x

tenga una

discontinuidad evitable.
Primero calculamos su dominio:
x2_2x=0 > x=0, x=2
El dominio de definicién es IR — {0, 2}.
La funcién puede tener discontinuidades evitablesen x=0 o x = 2.
Si 6=0 y a=0 lafuncién tiene una discontinuidad evitable en x =0, ya que existe el limite:
a a

xliﬂo x(x—2) :xli%() x—2:_5

Si b= 0, solo puede tener una discontinuidad evitable en x = 2. Paraello, x =2 debe ser una raiz
del numerador de la fraccidn, es decir:

20+ b=0 > a=—§
En tal caso:
—Zx+b
, 2 o =bx+2b . b(x+2) . _p b
xlgnz x(x—2) ‘x[Z”z 2x(x —2) ‘xZZ”z 2x(x —2) _x[ZnZ 2% 4

La discontinuidad es evitable ya que existe el limite.
En conclusién:

*Si b=0 y a=0, lafuncién tiene una discontinuidad evitable en x = 0.

*Si b#0y a=- g , la funcién tiene una discontinuidad evitable en x = 2.

42 Halla el valor de 2 y de & para que la siguiente funcién sea continua en IR y pase por el punto
(1,-2):

ax® +b si |x|<2

f=11

) si |x|>2

La funcidn es par, ya que estd definida mediante dos funciones pares en intervalos de definicién si-
métricos respecto del origen. Por tanto, la continuidad en x =2 garantiza la continuidad en x = -2.

Como pasa por el punto (1, -2), se cumple que f(1) =-2 — a+b=-2.
Comprobamos la continuidad en x = 2:
FQ) =4a+b
lim (ax* +b)=4a +b

[} f() X —>
m X)=
x—>2 lim %=l
x—2" x 4
1
ik

Para que sea continua en x =2, deben coincidir 44 + 6 =

Resolvemos el sistema:

a+b==-2 3 .
4ﬂ+b=% - =g b:_T
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43 Define la siguiente funcién por intervalos y calcula sus limites cuando x — +o0 y x — —oo:

f&) =|x+3|-|x-3|

—x—3 si -3
|x+3|:{x Sfx< -6 si x<-3

x+3 six2-3
— f)=|x+3|-|x-3]=12x si -3<x<3

|x—3|:{_x+3 s%x<3 6 six>3

x—3 six=3
o )= Hm 6=6

i F9 = i (6)-=6

44 Halla los valores de a y & para que la funcién f(x) sea continua.

x*+2x+b si x<0
[ (%) = | sen (ax) si 0<x<T
w-m)2+1 si msx

La funcidn es continua cuando x# 0 y x = ya que estd definida mediante funciones continuas en
sus intervalos de definicién. Veamos ahora la continuidad en x=0 yen x=m:

* f(0)=0
ll'm_(x2+2x+/7)=b

x—0
- b6=0
lim  sen (ax)=0
x—0"

* f(n) =1

lim  sen (ax) = sen (ar)
X =T

5 — sen(an) =1 = an= T+ 2kn con keZ — a= 242k con ke Z
lim [(x—mn)°+1]=1 2 2

x—>n’

Para los valores de @ y & obtenidos, la funcién es continua en todo su dominio.

45 Calcula los siguientes limites:
1

ys ; rg rg t x rg
a) lim ( ) b) lim —_Senx o lim _gr d) Ilim L+senx
x>0 \senx x—>n 1—cosx x—>n/2 1+senx x—>n/2 1-cos x
1
/ * (+00)
a) lim = (+00) = too
x— 0% \ sen x
b) lim —Senx_ _ sent __ 0 -0
¥x=n 1—cosx l—cosmm 2
7 x
im —2% e
i % x— (m/2)” 1+ sen x
o lim g7=<
x> 2 1+senx i tg x
lim —2—=—oo

xo @)t l+senx

d) lim ltsenx _ 2 _»
xon2 1—cosx 1
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Autoevaluacién
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1 Calcula los siguientes limites:

2
Q) lm X1 b) lim (2+e%) 9 lim <€ d) lim Inx
X —> +00 1-x X — —00 X —> +00 x2 X —> +00 X
, x%+1 ,
a) lim =-1 b) lim Q2+e¢)=2+0=2
X —> 400 1—x X —> —o0
c) lim AR d) lim Inx _
X —> +o0 X2 X —> +00 X

2
2 Halla el limite de la funcién f(x) = (%_il) cuando x > 1, x > -1, x — +00, x — —c0,
X — X —

Representa grificamente la informacién que obtengas.

Fl) o 24 3 22+ 4 3c+1) 24 d—3x—3 2 —3sl

x+Dx=1) x-1 (x+Dx-1) (x+Dx-1) (x+Dx=1) (x+D)(x=1)

. o 2% -3x+1 _(0) . Qx-D-1) . 2x-1 _1
o S @ = I ) 0 A e DD AT el 2

2x% —3x+1

im =T -
2 x— 1" (x"'l)(x_l)
li)”zlf(x): lim M_< -

ol (x+D)(x=1) 2P 3x+l
S D) e—1)

|
16
|
, , 252 —3x+1 4
= s T =) |
[0 = Hm c+Dx-1 -~ = NN,
| /_—_
|
, 7 2% —3x+1 _ 6 4 -2 f 2 46
A F@ = 1) " iz
(14
-6
|
!

B Observa la gréfica de la funcién y = £(x) y di el valor de los siguicntes limites:
a) lim f(x)
b) lim £
o  lm fx)
& lim_

) i, S0 =3 0 tin, -

o lim fx)=+c d) lm fx)=1
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4 Considera la funcién

1 .
£ = —? si x<1

xtrax si x21
a) Halla 2 para que la funcién sea continua en x = 1.
b) :Es discontinua en algiin punto?
c) Para a =-2, representa la funcién.

a) Para que sea continua en x =1 debe cumplirse que lz'_r)nl fx)=f(1):
X

f(1)=1+a
lim —% =—1
x—=1" X - -1l=1+a > a=-2

lim (P +ax)=1+a
x—1"

Si 2 =-2 lafuncién es continuaen x = 1.

b) La funcién es discontinua en x =0 ya que no estd definida en dicho valor al anularse el denominador
de la fraccién. En x =0 hay una discontinuidad de salto infinito.

—% si x<1
o) f(x) = X %
x> —2x si x>1 6
4
2
X
46

x si x<0

—e
5 Se considera la funcién f(x) = ax -3

x*—4x+3

Estudia la continuidad de f para los distintos valores del parimetro a.

si x>0

La funcién estd definida por intervalos. Para analizar su continuidad debemos estudiar la continuidad
cuando x <0, cuando x>0 yen el punto de ruptura x = 0.

B DPara que sea continua en x =0, debe cumplirse que /Zno f(x) =£(0):
X

f)=-1
lim (—¢¥)=-1
<50 > lim &) = £(0) =1

lm =3 _ =3 _ 4
x—0" x2 _4x 43 3
Por tanto, la funcién es continua en x = 0, para cualquier valor del pardmetro a.
m Cuando x <0, lafuncién también es continua ya que es de tipo exponencial.

B Veamos ahora qué ocurre cuando x > 0. Para ello, empezamos calculando las raices del denominador:
x?—4x+3=0 > x=1, x=3
— Cuando x=1 y x=# 3 lafuncién es continua por ser un cociente de polinomios cuyo denomi-
nador no se anula.
—En x=1 yen x=3 lafuncién no es continua al no estar definida. Analicemos el tipo de discon-
tinuidad en funcién del pardmetro a.
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* En x=1:
f(1) no existe.
, e ax -3 5 ax—3 _(@-3)
Jom f6) =l x2_4x+3_xh—7>n1 G-D&x-3  ©
. , _(a-3)
Sla=3%xlz_n)11f(x)- 0 =+too
- (0) 30— 1) 3 _-3
. , _©O _ X — _ 7 _-3
Sta=3 = lim fO)=—gv=lm 53 = 5

Por tanto, si =3, f(x) tieneen x =1 una discontinuidad evitable. Si @ = 3, f(x) tiene en
x =1 una discontinuidad de salto infinito.

e En x=3:
f(3) no existe.
, o ax -3 ax —3 _ (B3a-3)

I = o s A De-y @
. . (3a-3)
Siazl > xlzn3 f(x)= 0 =too

- (0) 3

. , ) X — _ Iz 1 =L
S“Z‘l_)x[’—%f(x)‘m) xll—>m3(x—1)(x—3) R )

Por tanto, si 2 =1, f(x) tiene en x =3 una discontinuidad evitable. Si z = 1, f(x) tiene en
x =3 una discontinuidad de salto infinito.

Resumiendo, la funcién f(x) es continuaen IR — {1, 3}; en x=1 hay una discontinuidad evitable
si @ =3 o unadiscontinuidad de salto infinito si @ # 3, y en x=3 hay una discontinuidad evitable si
a4 =1 o una discontinuidad de salto infinito si & = 1.

6 a) Calcula 2 y b para que f sea continua:
2x+a si x<-2
fl)=1x2-5 si 2<x<1
bx+3 silsx
b) Representa la funcién obtenida.
a) * fescontinuasi x<-2, si —2<x<1 ysi 1 <x, por estar definida por funciones continuas.

* Para que f sea continua en x =-2, debe cumplirse que /i')mz fx) =f(=2):
et

f(2)=-2(2)+a=4+a

lim (2x+a)=4+a
x—=-2 Portanto: 4 +a=-1 — a=-5

im (x*=5)=4-5=1
x— 2%

* Para que f(x) seacontinuaen x =1, debe ser lz’_;)nl fx) =f(1):

f(1)=6-1+3=b+3

lim (x*-5)=—4
x—=1" Por tanto: 6+3=-4 — b=-7 Y

lim (bx+3)=b+3
x—1"

—2x—-5 si x<-2
b) f(x) = x> =5 si 2<x<l

—7x+3 sil<x /\
La representacién gréfica se muestra a la derecha:



