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Dos trenes

Un tren de pasajeros y un tren de mercancias salen de la misma estacién, por la misma via y en idén-
tica direccién, uno tras otro, casi simultineamente.

Estas son las grificas TIEMPO-VELOCIDAD que describen ambos movimientos:

VELOCIDAD TREN DE PASA_]EROS‘
(en km/h) TREN DE MERCANCIAS
120
hl
100
[l
80
60
40
20
TIEMPO
1 2 3 4 (en horas)

Como podemos ver en la grifica, el tren de pasajeros, a las dos horas reduce su velocidad:

— :A qué puede deberse?

:Por qué no aminora la marcha también el otro tren en ese instante?

A las tres horas, ambos trenes modifican su marcha: el tren de pasajeros se detiene durante breves
minutos, mientras que el tren de mercancias va muy despacio durante media hora.

m Para hacernos una idea clara de estos movimientos, realicemos algunos célculos:
a) El tren de pasajeros, durante 2 h, va a 120 km/h. ;Cudntos kilémetros recorre a esa velocidad?

b) De2a2l, el tren de pasajeros disminuye su velocidad.

4

:Cudntos kilémetros recorre a esa velocidad?

c) El tren de mercancias aminora la marcha a las 3 h. ;Qué distancia ha recorrido hasta ese mo-
mento?

d) ;Qué distancia recorre el tren de mercancias durante la media hora en que va a baja velocidad?
Haciendo los cdlculos anteriores, podrids comprobar que:

Ambos trenes recorren 240 km a velocidad normal. Reducen la velocidad en el mismo lugar y re-
corren, asi, otros 15 km (puede ser debido a obras en la via) y, a continuacién, recupera cada cual
su velocidad normal. (es decir, el tren de mercancias no frena cuando el de pasajeros, pero si donde
el tren de pasajeros). Mds adelante, el tren de pasajeros para en una estacién.

e) ;A qué distancia de la estacién de salida estd esta otra en la que para el tren de pasajeros?

f) Observa que en todos los cdlculos que has realizado hasta ahora se han obtenido 4reas bajo las
graficas, roja o azul. Sefiala en tu cuaderno los recintos cuyas dreas has calculado y asigna a cada
uno su 4rea correspondiente.
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a) 120 - 2 = 240 km.
b) A 60 km/h durante % de hora, recorre 64—0 =15 km.

¢) Ha ido a 80 km/h durante 3 horas, luego ha recorrido 80 - 3 = 240 km.

d) Va a 30 km/h durante % hora, luego recorre 30 - % =15 km.

e) La parada la hace a las 3 horas; en este momento lleva recorrida una distancia de:
120 - 2 = 240 km en las dos primeras horas

60 - — =15 km el siguiente cuarto de hora

1
4
120 - % =90 km los siguientes tres cuartos de hora

Total: 240 + 15 + 90 = 345 km hasta llegar a la parada.

f) VELOCIDAD 120

(km/h)
100
80
60 Alrea 240 \rea PASAJEROS
40 90
20
TIEMPO (horas)
1 2 3 4
Area 15
VELOCIDAD 80 1
(km/h) :
60 12 .
0k Atea 240 : MERCANCIAS
2 . '3
’ l%» Area 15
i TIEMPO (horas)
1 2 3 4
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B Primitivas. Reglas basicas para su calculo
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1 Calcula las siguientes integrales:

a) [7x% d b)f%dx
9 [¥x ds d) [3fss2
e)f%;,ixs‘/?dx f)ff?x

5
a) f7x4z£x=7x?5+/e=7%+/e

1 -2 K1 -1
b) fydhfx N Y

c)f%dx:fl/%zx 2/3 k= 33F+/e

3/z,.5
B [¥52 de [4520 a5 22 423352,

5/3 5
3&+J57 1/3 V5 %32 1 (.23 5 (an
)f e = f 3¢ dngjx d“?fx e
_Lxl/?) ﬁﬁ 3 2\/57
EER T R i e
3 ) 16 y
o [0 e [B g B [ gl 5 50y 65T
35 33 13 33 33 13/6 1333
& Calcula:
4
2) fx —5x2+3x—4dx b) f(Scosx+3x)dx
X
7x* —5x2+3x—4 x
o - v d) [(105-5% d

4
a)f —5x2 +3x 4 g - f(x3_5x+3_%>¢x:x7 5; +3x — 4ln|x|+ &

3" +k

b) f(S cos x + 3%) dx = fScosxdx+f3xdx=556nx+ 3

Q) f7x4 —5x

52+3x_4 e - f(7x_"24)dx_f<5x—’;2>dx+j<i—§>dx_f<%)dx:

= f7x2dx—dex+J‘%dx—f%dx=%€3—5x+3/n|x|+§+k

d) f(lox—sx)dx:floxdx_fsxdx: 10 5% Ly

n10  In5
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3 Halla las primitivas de estas funciones:
a) f(®) = (x> - 5x + 3)% (3% - 5)
b)f(x) = 5x + 1)

9f@ =33

x° —3x

2_1
o0 55

3

e) f(x) = cos x sen” x

3 3
a) f(x3—5x+3)2(3x2—5)dx=W+/e
3,1 Gx+D*  (Gx+1)?
b) [(5x+1) do= L XD g Oxll g
9 f?;z—;i dx=In|x-3x|+k
21 _1 3
d)fx’;_ax dv= Lo} 33k
4
e) fcosxsen3xdx=%+k
4 Busca las primitivas de:
a)f(x)=x2x21n2
b) f(x) =% 2%
c)f(x) =3%-5
d) f(x) = sen 3x
e) f(x) = sen (x3 — 4x?%) (3x2 - 8x)
_ cosx
B = sen x
x2
a) fx2len2dx= %-2x2+k= 22 +k

2

b)fxzxzme.zx%/e 2%,

2n 2 "2z
3x -5
23x-5 __1 .93x =5 _2
C)f e 3/n2 v 3/n2 +k

d) fsen 3x dx = —% cos 3x + k
e) fsm (x3 — 4x2) (3x2 — 8x) dx = —cos (x> — 4x2) + k

f) fﬂ dx = In|sen x| + k

sen x
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E Area bajo una curva. Integral definida de una funcién
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1 Halla:

a) J;Sxdx
b) fo | 16- (v - )2 v
c) f:(%x—Z)dx

a) Y

N

(S8}

—

1
=1

La integral pedida coincide con el drea del trapecio coloreado. Por tanto:

5
J. xdx=5i-4=12
1 2

b) La funcién que se integra se corresponde con la semicircunferencia centrada en el punto (4, 0) de
radio 4 que se encuentra debajo del eje X.

Y
4
X

=} /

1

INERN /

D N 4
4 N _—

) Y

—

La integral buscada es la suma algebraica de los dos recintos teniendo en cuenta que uno es negativo
por estar situado debajo del eje X. Por tanto:

6
J. <lx—2>dx:—4;2+ 2-1_ 3
0 2

2 2
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I

E Funcién “area bajo una curva’
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1 Halla e interpreta estas integrales:

a) f:nsen x dx b) f_zz (x%—4) dx
a) G(x) = f:enxafx=—cosx
G(4m) =-1; G(0)=-1

4T
fo senxdx=—-1-(-1)=-1+1=0

Interpretacién geométrica:

= sen x

‘ TEWZE 311:W4n
1I v

La parte positiva y la parte negativa son iguales; por eso da como resultado 0:

Areade I — Area de IT + Area de Il — Areade IV = 0

b)G(x)=f(x2-4)4x=x§-4x

6@--18; 6248

Como queda por debajo del eje X, la integral es el drea del recinto senalado con signo negativo, es
decir:

—Area del recinto = —%

2
2 Halla la siguiente integral e interprétala geométricamente: J;) e’ dx
2
G(x) = J;) e dx =é*
G2)=e¢% G(0)=1
2
foexoix=ez—lz6,39

La interpretacién geométrica puede verse a la derecha:

Area del recinto = ¢% — 1 = 6,39
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ﬂ Calculo del drea entre una curva y el eje X

Pagina 230
1 Halla el 4rea de la regién comprendida entre la funcién y = x?-1)(x2-4), el eje X vy las rectas
x=0, x=5.
* Puntos de corte con el eje X:
-2 -4) =0 = x =-2, x,=—1, x3=1, x4=2
Solo nos sirven x=1, x=2 (estdn entre 0y 5).

 Hay tres recintos: I [0, 1]; II [1, 2]; III [2, 5]

R L L e

* G(0) = 0; G(1)_ﬁ G(2)_% G(5) = 13310

» Area del recinto I = |G(1) — G(0)] = 2=

Area del recinto II = |G(2) - G(1)| = ’—1—5 %

Area del recinto I1I = |G(5) — GQ2)| = %

i 38 .22 2178 2198 2
A l==> =439,6 u
rea total = T+ o+ S =S 39,
2 Halla el drea comprendida entre y = x% —x2 —2x y el eje X.

* Puntos de corte con el eje X:
x3—x2-2x=0 > x(x?—x-2)=0 = x;=-1, x,=0, x;3=2
* Hay dos recintos: I [-1, 0]; II [0, 2]

3

x> 2
3

— X

© G = [~ = 2) - xZ

«cGL1) = — 2. -0 __8
GE1) =~ 253 Gl0) =0 G2y = -8
* Area del recinto I = |G(0) — G(-1)| = ==

Area del recinto 11 = |G(2) — G(0)| = %

i S5 ., 8_37 2
Area total = 7 3—12 3,08 u
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E Calculo del area comprendida entre dos curvas
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1 Halla el 4rea encerrada entre las gréficas de las funciones siguientes:
fl)=x3-x2+4
g(x) =x2+3x+4

¢ f0)—gl) =x®—x?+4-x? - 3x—4=x7-2x2—3x
x3-2x2-3x=0 > x(x*-2x-3)=0 — x;=-1, =0, x3=3

* Hay dos recintos: I [-1, 0]; IT [0, 3]

. 2 220 3
G(x) = J.(x 2x% — 3x) dx = 4 3 3
“ G- = -1 G0 =0 GO = -2

* Recinto I: Area [~ = |G(0) - G(-1)| = %

Recinto II: Area [0, 3] = |G(3) - G(0)| = 475

LA 71 2
Area total: 12 T e =11,83 u

L2

2N
X
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Ejercicios y problemas resueltos
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1. Célculo de primitivas

Hazlo tu. Calcula las primitivas de las siguientes funciones:

a) f(x) =353 —5x2+ Lx_7 b) f(x) = x4 x o) fx) = (2x2 + 3)2
2 J}
_2,2x-1 _ _ 1
d) f(x) = 3e e) f(x) m Hf =13
a)f(Sx — 5x2 +—x 7) dx = T—S% %2—7x+/e

3x+x x 1/3 ~1/6 12
b) | i dx:ffdauf%aix iy e [t [ e [ -
_ x5/6 K32 e 66\/7+2‘/7+k

“ 56 T3

19) f(2x2+3)2&ix= f(4x4+12x2+9)dx= 4; +4x3 + Ox + k

d) f_’)ezx‘l dx = %fZezx—l dx:%ezx—l +k

172
dx:fo(x2+1)_1/zd (<2 ;/12) +h=2yx2+1+k

2x

o 2=

f)f il g ( 4 )dx=x+4ln|x—3|+/e
3
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&. Calculo de primitivas

Hazlo tu. Calcula las siguientes primitivas:

1 2 _ _ 2x+1
a)f2x+7dx b) J‘«/x 2x (x—1)dx C)f3x2+3x—5dx
x2 X
d) foe dx ~=3

1 12 -1
al)f2x+7‘i”'2 2.7 =g Tk

b)f«/xz—Zx(x—l)dx=% «/xz—2x(2x—2)dx=%f(x2—2x)l/2(2x—2)dx=
2 3/2
= 1w+/e=l(x2—2x)3/2+k=L«/(x2—2x)3+/e

T2 312 3 3
6x+3 _1 2
9 25 +1 -1 In|3x" +3x 5|+ £
f?)x +3x — 5 fo +3x — 5 3 | |

d) foexz dx = % foexz dx = % &k

e) Dividimos para expresar la fraccién asi: % =c+ ﬁ
f x* dx=f<x+3+ 9 )dxzx—2+3x+9ln|x—3|+k
x=3 x-3 2
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3. Célculo de areas

Hazlo tu. Calcula el 4rea limitada por la curva f(x) = x> — 12x yel eje X entre x=-2 y x=2.

* Puntos de corte de la funcién con el eje X:

x3-12x=0 = x=-243, x=0, x=243

El Gnico punto de corte situado entre =2 y 2 es x = 0; habrd dos recintos: [-2, 0] y [0, 2].

4
e Primitiva: G(x) = f(x3 —12x) dx = xz — 6x?

G- DY 6222 20, G)-0; G@) =20
2 : :

L4 Areas:
0 "
J (x3 —12x) dx = G(0) — G(=2) =20 — Area [-2, 0] = 20 u?
-2
2 "
fo (x® = 12x) dx = G(2) — G(0) =20 — Area [0, 2] = 20 u?
Area total = 20 + 20 = 40 u?

4. Area limitada por y = f(x) y los ejes de coordenadas

Hazlo tu. Calcula el 4rea del recinto limitado por la grafica de la funcién:

4 si x<1
f(x)={—x2—x+6 si x>1
y las rectas x=0 e y=0.
Y
Ny
1 N
N\
4 -3 |2 _ 4 X
21 \
5 \

El 4rea pedida es la suma de las dreas del rectdngulo de base 1 y altura 4 y de la regién limitada por la pa-
rdbola, el eje X ylarecta x=1.

Area del rectingulo=1-4=4 u?

Area de la regién = JZ(—xz—x+6)a’x=[—x—3—x—2+6xr=ﬁ u?
g, 52776
Area total = 4 + 16_3=3?7 u?
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8. Area entre curvas

Hazlo td. Calcula el drea del recinto limitado por las curvas f(x) = —x2+2x+4 y g(x) = x2 + 2x— 4.
* Cortesde f(x) y g(x):
Xy 2x+bd=xt+2x—4 > x=-2, x=2

* Entre x=-2 y x=2, lapardbola f(x) estd por encimade g(x) porque f(x) estd abierta hacia abajo
y g(x) lo estd hacia arriba.

2
) 2
Area = J [—x2+2x+4—(x2+2x—4)]dx:fz(—2x2+8)dx:[— 2 +8x] _ 64 u?
-2 -2 3 2 3
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6. Calculo de areas

Hazlo tu. Halla el 4rea del recinto limitado por las funciones y = x> —4x e y=5.
Calculamos los puntos de corte:
x?—4x=5 > x=-1, x=5

Primitiva de la funcién diferencia:

G(x) = [(5—x2+4x)dx=5x—%3+2x2

_ss 5% 552100 o5y DY S 2 8
GO =5-5-2+2.52=100; 1) =5 (1) - 2012 -3

[ 6-2 a0 de=66)- G- 120, 8 36

Area = 36 u?

7. Célculo de areas
Hazlo tu. Calcula el 4rea del recinto limitado por las siguientes funciones:
gy- el oy =l @ =5 gl =]
a) * Calculamos los puntos de corte:

Jﬁ—x—"l — x+1= (’”1) — x=-1, x=3

¢ Primitiva de la funcién diferencia:

G(x):f(«/x+1 x+1) J-(x+1)llzdx lj.(x+l)dx-%«/( +1)3 -
G(—l):%«/(—l+1)3—(_i)2+l=l;G -2 (G- 3.

2 4

ISEE
|

¢ Calculamos el 4rea:

fj(m‘xTJrl)th(S)—G(—l):%_%:

SHEN

Area pedida = % u?

b) * Definimos g(x) en intervalos:

—x si x<0

g = {x si x20
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* Puntos de corte de [y ¢

2
%:—x — x=-2, x=0 (no vale)
5 %20, x=2
S =X x=0, x=
* Primitiva de la funcién diferencia f(x) — g(x):
Slx<0_>[2 (x)]dx_ 2+de_6+2
- X _x X
Slx20—>f<2 x)dx-G 5
¢ Calculamos el 4rea:
0 2
f_2<2+xdx_ 21,773 o\ 7% =% 210" 3

2,
Area pedida = %+%=% u?
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8. Célculo de areas

Hazlo tu. Calcula el 4rea del recinto limitado por las funciones y = 1 x> 1; y=1 ylas rectas
X —

x=1y x=4.

La funcién y = es una hipérbola desplazada horizontalmente de manera que la asintota vertical se

1

encuentraen x = 1.

1

X —

=1 5 x=2

Puntos de corte entre las dos funciones:

El 4rea pedida podemos verla en la siguiente grifica:

Y

6
5
41
2

1 L\&\’\
NN
‘—Tﬁ\]\ Lo 2.3 4.5 X

—z\e |

El drea es la suma del drea del cuadrado de lado 1 mis el drea de la regién comprendida entre la funcién

y= x+l’ eleje X ylasrectas x=2 y x=4.

Area del cuadrado = 1% = 1

. . . 4 9 4
Area de la regi6n descrita = L dx = [ln |x — l|]2 =n3

x—1
Area total = (1 + In 3) u?
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Ejercicios y problemas guiados
Pagina 237

1. Primitiva que cumple ciertas condiciones
Hallar una funcién f(x) de la que conocemos f(0) =1, f'(0)=2y f"(x) = 3x.

F0 = [0 de= [3xde=3 1k

FO0)=2 = k=2 —>f'(x):3sz+z

f(x)zff'(x)dx=f<37xz+2>dx=x73+2x+k'

FO)=1 = k'=1 —>f(x):x73+2x+1

2. Graficas de primitivas

Hallar una primitiva F (x) de la funcion f(x) = 2x — 4 tal que su grdfica corte al eje X en un sinico
punto.

F(x)=f(2x_4)dx=x2_4x+/e

Cuando % =0 obtenemos una pardbola que corta a los ejes en los puntos (0, 0) y (4, 0) y cuyo vértice es
el punto (2, —4). Su gréfica es:

Y
5
4
3

Las pardbolas de la familia de primitivas de f(x) se obtienen desplazando verticalmente la gréfica anterior.
Para que corte al eje X en un tnico punto debemos subirla cuatro unidades. Por tanto, la funcién buscada
es F(x) = x% - 4x + 4.
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3. Célculo de una constante para un area dada

Determinar el valor de la constante a = 0 para que el drea encerrada entre el eje de abscisas y la
funcién f(x) = ax(x— 1) seaiguala 1 u?.
Como a = 0, los puntos de corte de la funcién con el eje X son:
x(x—1)=0 - x=0, x=1
3 2

Primitiva de £(¥) — G(x) = fax(x—l)dx:af(xz—x)dx=m7—m7

_ 0. _a_a__1
G(0) = 0; G(l)_3 i

1 .
Por tanto, LM(x—l)dx:G(l)—G(O):—%a — Area:‘—%a‘

—ia=1
Como |—%a‘=l - — a=16
%a:l

4. Funcién derivable
Hallar una funcién f(x), derivable en R, que pase por el punto P (0, 2) y cuya derivada sea:
3x—1 si x<1

si x21
Hallamos las primitivas en cada intervalo de definicién:

2
f(3x—l)afx=%—x+/e

f2x4x=x2+k'
3X2 /é .
3x 1
Por tanto: f(x) =y 2 xRS
2+ k' si x21

Pasa por P(0,2) — f(0)=2 — k=2 ylafunciénes:

3x2 .

== _x+2 si x<1
fl)=1 2

2+ k' si x21

Como es derivable en IR, debe ser continuaen IR vy, en particular, en x=1. Asi: f(1) =1+ k'

2
lz’m_(si—x+2)=i
11’_77)11f(x)= x> 1 2 2
lim (P +k')=1+k'

x—1*

Sy, p .3
- 2_1+k —>/e_2

La funcién es:

2
3%—x+2 si x<1
fx) =
x2+% si x>1
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Ejercicios y problemas propuestos
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Para practicar

M Calculo de primitivas

1 Halla una primitiva de las siguientes funciones:

a)f(x)=x+1 b)f(x)=2x—«/§

o) flx) = % d)f(x) = —8x3 + 3x2
e)f(x)-é % f)f(x)=&+%
g fx) = % % h) £ (%) = T

A v de= o

b) [ (2x—3) di = 2~ B
Ity

&) [ (857 + 352 de = 2t 4 3

- 12
e)f<—+—> f(x +x3)dx=’i—1+’i—2=—%—i

(2.3 -4 o2 3 23
f) f(‘/;+ 4>dX—f<x +€x )dx 3/2 5 j— 3 Sx?’

-1/2, 1 X121 K x*
g)f<—+—>dx f(x +§x>dx_ 7 +§-7_2«/§+ C

3 33
2 .-1/3 5/3
h)fafdx 2 x dxf do=i =

2 Integra la funcién de cada apartado:

a) 3« b) 4/8x3 c) %:2 d xsx;2
3 2 x—-2 3_2x
©) x f) x+1 8 x2 h) x
- 1/2 x ZB‘/; 24343
) [VBx doe = [{312 e - fa/z N

b) 4@6&:%]&“@:@%%

5
9] J‘xj/r;xz dx:f(x1/2+x3/2)dx X2 x5/2 +k= g ‘é; +k

32 52

d) J‘xic—zzdx=f(x—2x_2)dx=x72— Zf? +/e=x72+%+k

e) J‘% dx =3n|x|+k
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£)

X+
9 fx 2 - f(z——>dx Inx|+ 2

b f%dx=f<%—2)dx=3ln|x|—2x+k

21 dx=2n|x+1+k

5 Resuelve:
o fom 3o b fenle3) o [
&) [ (1-sen %) ae O [sen(T—x) de D [eos B
D [n Zdbe=s [Loen % de=Seos £ 1k
b) [eos (x+ ) o= sen (4 %) b
S o e e L A
B [ (1-sen %) de= 200 % 4k
O [oen (T x) do = cos (T x) 4
0 fers Todea 2 [Bopg oo n® i
4 Caleula:
a) [ex*3 ds b) [ 3wt~ 9 [227 d) [ 342 d
) [errdemer ot
b) [3ee =" de= -3 [(29e1 - de= 3 12
9 [T e L 2 2T LTk 20y
&[5 ae=2 Ly 2372
5 Calcula:
2) [ (-3 d b) [ x+ 1) d c)fﬁ d &) [ Bx=5 d
@P%dx f)f2x3_1 dx g)fxzzfzdx h)fsxzx_44x
Q) [ (o= 3)% doc ("‘43)4+/e
b) [@ee 1y de= L 20 ae= 1. (2’”;1)6 k=T
c)fﬁ de-2[S A de-2 bz



Unidad 9. Integrales

ANNCNSACHILLERATO

(Sx _ 5) 3/2

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |l

_ 2V(3x -5)3 b

d)f«/3x—5 dx=%f3(3x—5)1/2dx=%-

)fi/ﬁdx 21 (“3)1/34x 2.

3 L. 2 -
f)fzx—ld”‘ 23 m T

) _2X e In|x? 2|+ k
& fx2+2 | |

h)f 3x2x— "6 fo -

3/2

[(x+3)/2]%3
43

%ln|2x—l|+/e

de=L1 /n|3x — 4|+ k

9

4
_3(x+3
/e—2<—2 )+/e

6 Calcula:
2) [x 52 o1 e b)fhfjdx c)fxzf;lsdx d) [xe*? d
e)f?’x s ) [ sen x cos x d g)fx;_ h) [ x sen x2 d
2) fx%dx=11—0f10x(5x2+1)“2dx=%. (szgjzl)ﬁ/zJr =,/(5xi5+1)3+k
b)f%dx:%f%dx:%mw
c)fxzf;13dx—ln|x bx— 3|k
d) fxexzdx=%J2xc)‘2dx=%e"2+/e
e)faxg’:z -2 3x = =2 ln s+ 2+ b
f) fsmzxmxdx:%w

=%fx449f4 =L il 4k
) [ s sen x? d - lfzxsmxzdx—_zmx ik

7 Calcula:

a) [ 3e5* d b) [ 22275 0 J‘%e&dx
d)fm fx+5 f)f‘/s?:;izdx
2) f365xdx=%e5x+k

b) fxz-Z_x3+5dx=—%f—3x2 2 +5dx__23;2+5 w

c) f—evxdx = le—&dx=2e&+k
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d) =1 2x =0 dx=Ax*>—6x+2+k
f«/ 2 6x+ f«/ —6x+2
Jx+5 1 1
dx = dx =2
x+5 f\/x+5 2x +5

3x 2 a1 Bx=2)32  2y(Bx-2)°
f)f“__dx_ﬂsx Tde-l f3(3x-2) do=d BXAT g HOXS

dx=2{x+5+Fk

8 Resuelve las siguientes integrales:

a)fx_3x+4dx b)fx+5x 7dx
0 2x? _3x+ldx d)fx2+3x ldx
2x -1
* Divide y transforma la fraccién asi: Dividendo _ cociente + —1¢L0_
divisor divisor

2) f x _3x+4dx :f<x_2+x%1>4x:x72—2x+2/n|3€—1|+k

b)fwdx = f(x+2_ x1+33>dx=%2+2x—l3ln|x+3|+k

c) f 2x2_i’;+1 dx =f(x—1)dx=x72—x+/e

d)fx +3x = 1dx—f<l+ 3x )dx x+iln|x -1+

x_

a)f—sen— b) [ 5sen (%) cos (%) de

9 [l ds d)fmdx
o [@x?+ 12 f)f‘/?ﬁdx

o[22l bl

) [T g D L coseax

a) f%senlafx —cos L4k
x x

b)fssm( Jeos (%) e = sfz Lsen (%) cos (%) = 5500 (£) 4

C)J‘Féi’f J3/4dx 7/4 iy 44‘/77

——
e —

f A '
X +2x+1 (x+1) x+1

2, 12 de= (ot + 422 _ 4w 4x0
e)f(zx 1) 4x_f(4x RIS N

+k

[ —2—a-L1[ 6 e
JgT 2J3x7 3
g)f3x +2x=1 . _ f<3x+8+ 15 )afx +8x+15/n|x 2|+ 4

+k
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j) flx cose ™ dx=—sene™ +k
€

M Integral definida

10 Resuelve las siguientes integrales:

a) olxildx b)f12<x2—5x+é)dx

a) Calculamos una primitiva:

G(x):f 2 e=2n(x+1)

x+1

folﬁoix=[2/n(x+l)]é:2/;12

b) Calculamos una primitiva:

G(x) = f<x2—5x+i>dx=x—3—5—xz—%

2753
e
11 Resuelve las siguientes integrales:
2) fz ’(342) de b) L S —1) dx 9 [ 22(x3+x)dx d) fl * B dx
0 fl%‘i" £ flex_z‘l” 2 fo"(smx_cosx)dx h) f_’;senzxdx

) Gl = f (23x2) die = -3
G(5) =-125; G(2) = -8
f;(—axz) dx=G(5)-G2)=-125—-(-8)=-117

b) G(x) = f(Zx—l) dx=x*—x
G(6) =30; G(4) =12
[fex-na-66-G=30-12-18

9 G(x):f(x3+x)dx=x74+x72
G2 =G(2) =6

f_ 22(x3 v ) d=G2) - G(2)=0

&) G = [(Bx o= [{35172 d - B;;/z ] 2¢33?
9215, . 28

f14«/376dx=G(4)_(;(1): 163*5 B Zf ) 1436
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) G - f%dx:ln|x|
G =1; G(1)=0

f‘ldx=G(e)-G(1)=1
1 x

HGW = [er2de=em

GB)=¢ G(-1)=¢3

f36”“2dx=G(3)—G(—l)=e—e—3=3_L3

-1 .

g) G(x) = f(smx—cosx)dx:—cosx—ymx
G(m) =1; G(0)=-1

fon(senxcosx)dx=G(Tl:)—G(0)=1—(—1)=2
h)G(x):fsm2xafx=—%cost

-1l o1
G(m) = 2,G(at)_ 5
iiseandx:G(ﬂ)—G(—ﬂ):O

12 Halla las integrales de las siguientes funciones en los intervalos que se indican:

a) f(x) = 3x2—6x en [0, 2] b) f(x) = 2 cos x en [0, /2]
) f(x) =(x+1) (x>-2) en [-1,2] d) f(x) = sen % en [0, 7]

a) G(x) = J‘(sz — 6x) dx = x — 3x2
G0)=0; G2)=-4
J02(3x2 —6x)dx=GQ2)-G(0)=—4

b) G(x) = chos x dx = 2sen x

G(0) = 0; G(%) -2

/2
) Zcosxoix=G<%>—G(0)=2

9 G(x)zf(xn)(xhz)dx:f(xﬁ+x2_2x_2)¢x:x74+%3_x2_2x

_ 1L -4
GD)=1y3 G@)=—3

le(x+1)(x2—2)=G(2)—G(—1)=_i_L=_2

d) G) = |sen 2 = —4cos X

4 4

G(0)= —4: G(n)=_¥= By

f"m X G- G0)= 22+ 4
0 4
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Pagina 239

MW Célculo de éreas
13 Calcula el drea encerrada por la funcién f(x) = —x(x—4) y el eje X. Representa el recinto cuya
drea has calculado.
Cortes con el eje X:
—x(x-4)=0 - x=0, x=4

La funcién dada es una pardbola abierta hacia abajo cuyo vértice es el punto (2, 4). Por tanto:

3 4
—x—+2x2] _32 u?
0

. 4 4
Area:J;)—x(x—4)dx=J;)(—x2+4x)dx= 3 3

El recinto es:

R

14 Halla, en cada caso, el drea limitada por:
a) f(x) =x2— 4, el eje X ylasrectas x=0 y x=2.
b) f(x) = 2x — x%, el eje X ylasrectas x=-1y x=1.
O f(x) =x2-2x-3 yel ¢je X.
d) f(x) =1-x2, el eje X ylasrectas x=-2 y x=2.
e) f(x) = e*, eleje X ylasrectas x=-1y x=3.
f) f(x) =x2+1, el eje X ylasrectas x=-1y x=3.
a) * Puntos de corte con el eje X: x2—4=0 — x, =-2, x, = 2. Solo nos sirve x, = 2.

* Hay un recinto: [0, 2]

-G(x)=f(x2_4)¢x=%3_4x
. G(2)=—176; G(0)=0

e Area=|G(2) - G(0)| = % u?

—4 - \,24
AN
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b) ¢ Puntos de corte con el eje X: 2x> —x2=0 — x, =0, x, =2

* Hay dos recintos: I [-1, 0]; II [0, 1]

C 6= [r - o= - X

* GED=55 GO)=0; G- 2

o Area del recinto I = |G(0) = G(-1)| = 11

SULEESYIN

Area del recinto I = | G(1) = G(0) | =

K 4 6 2
A al-4,2_6_»
rea tot. 3+ 3 u

c) * Puntos de corte con el eje X: x2—2x—3=0 — x;=-1, x,=3

* Hay un recinto: [-1, 3]

. G(x):f(xz—Zx—S)dx=%3—x2—3x

(4)“

* GED=35 GB)=-9 )

.Area=|G(3)_G(_1)|=|_ _%‘=%u2

d) ¢ Puntos de corte conel eje X: 1 -x2=0 — x;=-1, x,=1
* Hay tres recintos: 1[-2,-1]; II [-1, 1]; I [1, 2]
3

-G(x)=f(1_x2)dx=x_% o}

* G)-3 GD--2 VAZY A\

3

_2. __2 [T TN
G(1) 3,G(2) 3

Area del recinto I = | G(2) — G(1)| = %

Area total = 3-%=4 u?

e) * No corta al eje X.

=

N

(=]

P

. G(x)zfex dx = e*

e G(==¢l GB)=¢

. 4
°Areaz|G(3)—G(—1)|=e3—e_1=63—%: ¢ e_l ~19,7 u?

f) * No corta al eje X.

-G(x)=f(x2+1)dx=x§+x Tl T

o)

¢ G-)=_4. - \
GeD=-4 63)-12 {1114

°Area=|G(3)—G(—1)|=470u2 m) 5
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15 Halla el 4rea delimitada por la pardbola y=2x2—2x—4, el eje X ylasrectas x=-2 y x=2.
Representa el drea obtenida.

Cortes con el eje X — 2x2 - 2x—4=0 — x=-1, x=2. Delos dos valores obtenidos, x =—1 se
encuentra entre los limites x=-2 y x=2.

Primitiva de la funcién:

G(x) = f(2x2—2x—4)dx=27x3—x2—4x

—(2)2-4-()=-4 Gn=L; G --2

G=2) = 3 3 3

2.(=2)3
3
1o, e _1_(_3)_11
f_z(zx 22 4)de=G(-1)-G(2)= L - (- 4)-
f21(2x2—2x—4)alx=G(2)—G(—1)=—23—0—%=—9
Areatotal:Tl+9=33—8u2

Para representar la funcién debemos tener en cuenta que la
pardbola estd abierta hacia arriba y que el vértice es el punto

(b3 e
27 2) _6_4_25§\\|

16 Calcula el 4rea comprendida entre las curvas:
a)y=x% y=x
b)y=x% y=1
Jy=x% y=x3
dy=x% y=—x2+2«
e y=2x2+5x—3; y=3x+1
f)y=4-x% y=8-2«2

a) * Puntos de corte entre las curvas: 1

x?—x=0 = x,=0, x,=1
3 2
'G(x):f(xz—x)dx=%—x7 | 1

« G0)=0; G(1) = _% "

e Area=|G(1) - G(0)| = % u?

b) ¢ Puntos de corte entre las curvas:

x2=1=0 > x=-1, %=1 21

-G(x)=f(x2_1)dx=

- X

x”
3
2 2 NN
* GED=%5 G)=-% NN

e Area=|G(1) = G(-1)| = % u? -1 1
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¢) * Puntos de corte entre las curvas:
x2-x3=0 - % =0, x,=1 1
G() f(z 3)0196 x3 x4 &
X) = X" —X —7—T ' :
. - 0: -1
G(0)=0; G(1) 13 N
e Area=|G(1) - G(0)| = % u?
d) * Puntos de corte entre las curvas:
x2 = (%2 +2x%) =2x2 - 2x=0 — x, =0, x,=1 al
1..
3
. G(x):J‘(sz—Zx)dx=2L—x2 [ 1]
3 -2 -1 1
« G0)=0; G1)=-L
3 21
e Area=|G(1) - G(0)| = % u?
e) * Puntos de corte entre las curvas:
224 5x—3-(Bx+1)=2x2+2x—4=0 = x; =2, x, =1 4
2

. G(x):f(2x2+2x—4)dx=2Tx3+x2—4x

4
20 7
« G(2)=-2; cy--ZL
(2)=55 G)=~3
e Area - - J|-Z 20|27 g2
Area=|G(1) - GQ)| - | -2 - 7 -9u
f) * Puntos de corte entre las curvas:
4-x?—(8-2x2)=x2-4=0 = x,=-2, x,=2
3 N
° = 2_ =X__ \
GW= [ =2 — 4 é\
—4 L 4
- G(2)=18 6=~ 18 2
3 3 P
e Area=|GQ) - G(-2)| = 3—32 u?
Para resolver
17 Calcula el 4rea de los recintos limitados por:
a) La funcién f(x) = x2—2x + 1 y los ejes de coordenadas.
b)Lacurva y = 3, larecta x=2 yel eje X.
¢) La funcién y = sen x, el eje de abscisas y las rectas x = % y x= —%.
d) La funcién y=cosx yeleje X entre x=0y x=T.
a) e f0) =x?-2x+1=(x-12=0 - x=1
1\3
¢ G- [e-1)2 de - S 31) 3
* GO)=-33 G()=0 )
°Area=|G(l)—G(0)|=%u2 TR
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b)ex3=0 - x=0 :
4

. = |33 g = X
G(x)—fx dx = i

* G0)=0; G2)=4
o Area = |GQ2) — G(0)] = 4 u?

c)esenx=0 —> x=0 (entre —% y %)

* Hay dos recintos: I[— %, 0]; 11 [0, %]

. G(x):fsm X dx =—cos x

col™)el-m) o2 oy 27
6(F)-6(-F)--3: GO
N\
o A 1 - — _E - — Q‘_ +
Areadelrecmtol—‘G(O) G< 4>‘—‘ 1+ 3 =0,29 T ,\
«/i 114
Area del recinto II=‘G(%)—G(O)‘z1—7=0,29 1

Area total = 2 - 0,29 = 0,58 u?
d)e cosx=0 — x= % (entre 0 y )
* Hay dos recintos: I[O,E]; H[ﬂ, O]
2 2
. G(x):fcosxdx = sen x

. G(0)=0; G(%):u G =0 AN
o Area del recinto I = ‘ G<%> - G(0) ‘ =1 \/ i %%i

Area del recinto 11 = |G () - G(0)| = 1 =21

Areatotal =1+ 1 =2u?

18 Calcula el 4rea comprendida entre las curvas:

a)y=x2 e y=3-2x b)y=4—-x* e y=3x2
Jy=x e y=x*-2 dy=4-x* e y=x2-4
e) y= (x + 2)2 (x — 3) y el ¢je de abscisas.
) x2—(3-2x)=x2+2x-3=0 = x=-3, x,=1 12
3
'G(x)=f(x2+2x—3)dx=x?+x2—3x \\\\8
N

[ ] = : = 5
G(-3)=0; G(l)——g 4D \2\4
-4

. Area=|G(l)—G(—3)|=%u2
b)4—x?-3x?=4—-4x?=0 - x;=—-1, x,=1

°G(x)=f(4—4x2)dx=4x—4Txa

. G(=1) =—%; G(l):% 4 4

e Area=|G(1) - G(-1)| = 1?6 u? 14
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) x—(?=2)=x-x2+2==x?+x+2=0 = x,=-1, x,=2

) B2 4
$ G- [ s Do 5 2
. G(-1)=—Z; _7 4T —
G(-1) 6,G(2) c 9/

e Area=|G(2)— G(-1)| = % u?

d)4-x?—(x?>—4)=-2x+8=0 = x;=-2, x,=2

. G(x):f(—2x2 +8) dx =_sz3+ 8x

» G- 6= 322

e Area=|GQ) - G(-2)| = %4 w?

e (x+2)2(x-3)=0 —> x1=-2, x,=3

. G(x):f(x+2)2(x—3)dx=f(x3+x2—8x—12)dx= 20
4
:%+%3—4x2—12x 1®
—4 /Z0N0R2y 4
- G(-2=2; 63)-- 2L AN
3 4 N\
g 625 2 B
°Area=|G(3)—G(—2)|=YzSZ,lu
19 Halla el 4rea comprendida entre la curva y= —x? + 4x + 5 ylarecta y=5.
—x2 —5=—x2 = = = y
x”+4x +5-5=—x"+4x (;—> x1=0, x,=4 AN
© 6= [ rd de=— K12
2.4 \6
* G0)=0; G-
°Area=|G(4)—G(0)|=%u2
20 Calcula el drea limitada por las siguientes curvas:
a)y=x3+x2; y=x3+1; x=-1; x=1
b)y=x% y=1-x% y=2
y=x(x-1)(x-2); y=0
dy=x*-2x; y=x
e) y=x3-2x;5 y=—x2
£)y=2x—x3 y=x?
a) P+l (P +1)=x2-1=0 - x;=-1, x,=1
3
C 6= [0 D=Ly 4
2 2 ’
c G(-1)=%; G(1)=-=%=
D=3 GU)=-3 —
e Area=|G(1) = G(1)| = & 2 7
3 14
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b) x*=1-x2

¥ = 2% -1=0 — xlz—ﬁ, Xy =

.X'2=2 — X3

=—«/§, X4=‘/§

¢ Tenemos tres recintos:

o ol & e
* Para el I y el III hay que considerar:

G (= [ dhe = .
—«/7 Gl( g) 11‘/7,G1<‘/7>_ 11‘/7 Gl([)_
Area del recintoI:‘Gl (—Q) G (=42 )‘

Area del recinto IIT = ’ G, <£> 1(42) ’

* Para el II hay que considerar:
3
01442 4= N g X
Gz(x)_f(Z 1+x)dx_f(1+x)dx_x+ B
2\ 742 ( ,/2)_ 742
Gz<7 "1 e\ D )

Area del recinto 1T = ’ G, (g) G, (—

3

G (—+2)=-

742

)-8

5\2 742 52 _12{2
12776 TT12 T 6 =242 v

o x(x—1)(x=2)=0 = x;=0, x,=1, x3=2

¢ Area total =

* Hay dos recintos: 1[0, 1]; II[1, 2]

.« G- x(x—l)(x—Z)dx:f(x3—3x2+2x)afx—

ESR
4

+X2

* G(0)=0; G(l)— ; G(2)=0

e Area del recinto I = | G(1) = G(0)] = —

Area del recinto I = | G(2) - G(1) | = —

£ 1
A —

rea total = it

d) x*—2x —x=x*—

ANNCNSACHILLERATO

/]
Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |l

AR T
S
24 2
4
D)
i
2
1
21 N
2

°G(x)=f(x2—3x)dx=x?3—37xz
£ G0)=0; GB)=-
e Area=|G(3)— G(0)| = %
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e 0 —2x—(=xD)=x3+x2-2x=0 — xy==2, x,=0, x3=1
* Hay dos recintos: 1[-2, 0]; 110, 1]

4
°G(x)=f(x3+x2—2x)dx=x7+x_3_xz

3
« G2)=-38, G(0)=0; G(1)=—2
3 5 5 12 2
o Area del recinto I = | G(0) - G(<2)| = %
Area del recinto I = | G(1) — G(0)| = %
A _ 8.5 _37 2
Area total = 3 TR
f) Por simetria respecto al anterior, el drea es la misma: 6
4
Area total = % u? 2
-2 1 \2
-2

21 Un depésito se vacia de forma variable segiin la funcién v (#) =5 -0,1# (¢ en min, » en //min).
Calcula lo que se ha vaciado el depésito entre los minutos 100 y 200.

2
O’y =5¢—0,05¢2

G(2) = f(S —0,18) dt =5¢ -
G(200) = —1000; G(100) =0
Area = | G(200) — G(100)| = 1000

Se han vaciado 1000 litros entre los minutos 100 y 200.

22 Una fébrica arroja diariamente material contaminante a una balsa segiin un ritmo dado por la
siguiente funcién: m = 0,0173-0,2#%2 + £+ 1 siendo m la cantidad de material en kgy t lahora
del dia. ;Cudnto material arroja cada dia?

Consideramos ¢ entre 0 y 24 horas:

24
0,014 0,2¢3 ;2

- + L vr| =219,84-0=219,84 kg
4 3 2 0

24
fo(o,01t3—o,2t2+r+1)dt=

23 Calcula el drea limitada por la grifica de y = x + x2, la tangente a esa curvaen x =2 yel eje de
abscisas.

* Recta tagente en x = 2:
y'=1+2x = m=y'(2)=5 y(2)=6
Recta = y=6+5(x—-2)=5x—4

* Hacemos las grificas para entender mejor la situacion:

NS INETN e Qe ]

B EE R R NI NE AR A"
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2 con el ¢je X:

* Puntos de corte de y=x+x
x+x2=0 = x;=-1, x,=0
* Punto de corte de y=5x—4 conel eje X:

S5x-4=0 — x=%
o Areabajo y=x+x? entre 0y 2:

Gl(x)=f(x+x2)a/x=3672+x?3

G- 6, 0-0
Area=|G,(2) - G,(0)] = 174 u?
4

e Areabajo y=5x—4 entre ERd 2:

Gz(x)=f(5x—4)dx=57xz—4x

Gz(§>=—%; G,(2)=2

Area:‘Gz(z)_G2<i)‘=2 8 _ 18 u?

5)7°" 575
. 1 . 1_4_£:1_6 2
El 4rea buscada es: 3 5 =15 u

24 Dadala funcién f(x) = % x%— % x?:

a) Encuentra una primitiva F de f que verifique la igualdad F(2) = 1.

b) Representa grificamente la funcién f y calcula el drea limitada por la curva y el eje X entre

x=-1y x=3.

_f(L.5_3 2) _xt X
a)F(x)—f(zx 7 dx 5 2+k
24 23
FQ2)=1 - £~ _+k=1 — k=3
8 2
Por tant F()—x—4 Eil 3
or tanto, F(x) = <= = - +3.

b) ¢ f(x) es una funcién polinémica. Es continua y derivable en [R.

* Cortes con los ejes:

x=0, f(0)=0
y=0, lx3—ix2=0—>x3—3xz=0% e
2 2 Ly
- x2(x-3)=0 > x=0, x=3 3
* Puntos singulares: Lo
f'(x):%xz—?)x—)%xz—%c:o—) | !
-2 1K N \ X
- 3x 536—1 =0 = x=0, x=2 NIk NN
N
2
Signo de la derivada: t
=3
f'>0 | f'<0 | f'>0 5_4
0 T~ 2 _— 1
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Como las dos regiones se encuentran al mismo lado del eje X, podemos hallar el drea mediante
una Unica integral definida:

3 4 3
1.3 3 2} _|x _x°
L(zx 2x>dx [8 2

Area = 4 u?

3

-4
-1

25 Dada y=x3—2x? + x, hallala ecuacién de su tangente en el origen y calcula el drea de la regién
encerrada entre la curva y la tangente.

* Tangente en el origen:
y'=3x2—4x+1; m=y'(0)=1; y(0) =0
Recta — y=x

o xd 224 x—x=x3-2x2=0 = x, =0, x, =2

'G(x):f(x3—2x2)afx:x74—27x3

il e B BRI A

. G(0)=0; G(2)=—§

52 )

e Area=|GQ2) - G(0)| = % u2

26 Halla el 4rea de la figura sabiendo que el lado curvo corresponde
ala funcién y==x2+ 1.

* Entre -1 y 0 tenemos un tridngulo de base 1 y altura 1:

. -1 12
Area = 111 u?

2 2

* Entre 1 y 2 tenemos un tridngulo de base 1 y altura 2:

Area:%:lu2
* EntreOy1:
3
G(x):f(x2+1)dx=x?+x

G(0) = 0 G<1>=§

Area=|G(1) - G(0)| = % u?

¢ FEl 4drea total serd:

1 . ,.4_17 2

—+l+—=—u

2 3 6

27 Dadala funcién f(x) = 4 — x?, escribe las ecuaciones de las tangentes a_f en los puntos de corte
con el eje de abscisas. Halla el 4rea comprendida entre las rectas tangentes y la curva.

* Puntos de corte con el eje X:
4-x2=0 — x;=—-2, x,=2 — Puntos (-2, 0) y (2, 0)
¢ ) =25 fD) =4 fD) =4
* Recta tangenteen x=-2 — y=4(x+2)=4x+8
Recta tangenteen x=2 — y=—4(x—2)=—4x+8

* Se muestra la gréfica a la derecha para entenderlo mejor:
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o Area del tridngulo de vértices (-2, 0), (0, 8) y (2, 0):
Area = 4-8 _ 16 u?
2
o Areaentre y=4—x? yeleje X:

G(x)=f(4—x2)dx=4x—%3

G- 1% 6@)-1¢

Area=|GQ) - G(-2)| = 33—2 u?

e Fl drea total serd la diferencia:

32 16 .2
16— 24 _ 16
6 3 3 u

28 Se considera la funcién definida por:

x*—4x+3 sixs<l

x*+4x-3 si x>1

-]

a) Estudia su continuidad y derivabilidad.
b) Representa grificamente la funcién f.

¢) Calcula el drea del recinto plano limitado por la grifica de f; los ejes de coordenadas y la recta
x=2.

a) La funcién estd definida por intervalos mediante funciones polinémicas, que son continuas y deri-
vables. Estudiamos la continuidad en el punto de ruptura:

f=0
lim (x*—4x+3)=0
x—=>1"
lim f(x) = — Escontinuaen x=0 yaque f(1)= /lim f(x).
x—1 lim (—x*+4x—-3)=0 x—1
x—1"
2x—4 si x<1

re-|

2x+4 si x>1
En x=1 no esderivable ya que f'(17) = f'(1%).

En conclusidn, es continua en IR y derivable cuando x = 1.

Hallando los puntos notables se obtiene la gréfica que aparece a

b) La funcidn estd definida por intervalos mediante dos pardbolas. X
la derecha. 3

c) El drea pedida es la suma de las dos dreas coloreadas:
1

1 3 AN\
j(x2—4x+3)afx=[x——2x2+3x] -4 NN

0 3 o 3 2 1 12 4 X
2 3 2 T

2 X 52 _2
fl(—x +4x—3)dx—[ 3 +2x 3x]1—3 1
=3

L 4.2 5.2
Area total = 3+3 2 u 1
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29

30

31

Dada f(x) = x + 1, halla:

SN b [f o [r o [r

-1

G(x)=f(x+1)afx=x72+x

GO =0; G=25 Gn=-1s G(3):12—5

2) J;)xf=G(x)—G(0)=x72+x

b) fl"f=G(x>—G<1>=x72+x_%

9 [(f-6e-Gen= .

2
d) ff:G(S)—G(l)_TS—%: 12 _g

a) Halla el 4rea limitada por y=|2x— 4|, el eje X ylasrectas x=0 y x=5.
3
b) Calcula | [ - 4.

a) Definimos la funcién por intervalos para hacernos una idea de su forma:

e 4 2x+4 si x<2
y=12x-4| = 2x—4 si x>2

El 4rea buscada seri:
J;)S_y dx =J;)2(—2x +4) dx + LS(Zx— 4) dx =[—x2 + 4x]3 +[x2 - 4x]§ =
=(4-0)+(5+4)=4+9=13u?
b) Jj|2x — 4] dx = f_zz(—Zx +4)dx + Jj(Zx —4) dx = [_xz + 49‘]32 + [x2 _ 4x]z =

=(4+12)+(-3+4)=16+1=17u?

Calcula:
D [ feds b) [ gl e

siendo:
2x si -1<x<1

x2+1 sil<x<3

) = { x* si 0<x<1

2—x sil<x<2

gx) = {

a) fzf(x)dx=f1x2dx+f2(2—x)afx

G ()= fzdx—x;%Gl(l) GI(O)_%_ 3
G ()= (2= d - 2= 5 G0 -G,()=2-2 -

‘ _1,1.5
Ast: fof(x)dx-3+2_6
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b) fjg(x) dx = '[11296 dx + J-f(x2 +1) dx

Gl(x)=f2xdx=x2 - G, (1)=G{(-1)=1-1=0

Gz(x):f(x2+1)dx:x?3+x - 62(3)—G2(1):12—%:%

, 3 2
Asi: J‘_lg(x) dx = 37

32 Dada la funcién f(x) = _x+l

X2 +2x
a) Estudia sus asintotas y representa la posicién de la curva con respecto a ellas.
b) Calcula el 4rea delimitada por la grifica de f; el eje horizontal y las rectas x=1 y x=3.
a) El dominio de definicién es R — {-2, 0}.

¢ Asintotas verticales:

lim ;C;lz—oo, lz’m+’2€;1:+oo ‘ Yx
x> =27 x° 4+ 2x x—2" x° 4 2x '
[l’m_&=—oo) /l’m §+1 =400

x =07 x4 2x x—=>0" x° 4 2x

Las rectas x=-2 y x =0 son asintotas verticales.

. —
¢ Asintota horizontal: — Y X
lim ;c;l =0
Xdee ety Dx

Larecta y =0 es asintota horizontal.

Posicién: 1 1

x+1

2

0 0 — Lafuncién queda por encima de la asintota.
X+ 2x

Cuando x — + oo,

Cuando x —> —co, —X*1 0 - Lafuncién queda por debajo de la asintota.

x% 4+ 2x

b) Entre x=1 y x=3 lafuncién toma solo valores positivos.

Por tanto, el 4rea es:

fa x+1 dx
1

x2 + 2x

Calculamos una primitiva:

G(x)= f X+l e f2x+2 dx = lln|x +2x]

X%+ 2x X%+ 2x

-1 1s: 1
G(3) = 2/n15, G(1) 21713

Por tanto:
x4l 1ts  Lps 15 1,50
[l a-60-6-Lnis-Lns-Lnl-Lisu
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33 Dada la funcién:
x+2 si 2<x<0

3
f(x)={x2—2x+2 si 0<sx<3’ calcula sz(x)dx.

[ rede= [ pwaes [ po e

0
0 0 2
J:zf(x) dx = J:z(x +2)dx = [x? + Zx]_z =2

3
J:f(x)dx=fOS(xZ—Zx+2)dx=[x?3—x2+2x] =6

0

3
Por tanto, fzf(x)dx=2+6=8.

34 Dadala funcién f(x), halla el 4rea limitada por f(x), el eje OX ylasrectas x=0y x=3:
1 1

o si x< _7
f@) = |—x?+3x si _TISxSS
|«+3] six>3
Para x comprendida entre 0 y 3, tenemos que: f(x) = —x2 + 3x

Hallamos los puntos de corte con el eje OX:

x=0
—x2+3x=0—>x(—x+3)=0< 3
X =
Por tanto, el drea pedida es:

3
. 3 3 2
= —_ 2 = ——X —3x = — —27 =2= 2
Area-J;)(x + 3x) dx [3 = . 9+ 5 =5 4,5u

35 Halla una funcién f de la cual sabemos que f'(x) = 3x% —2x +5 y que f(1) = 0.

G(x) = f(3x2 —2x+5) dx = x> — x>+ 5x + k son las primitivas de la funcién dada.

Entre todas ellas, nos interesa la que cumple que G (1) =0, es decir:
G(1)=5+k=0 > k=-5
Ast: f(x) =x3 —x?+5x-5

36 Halla la funcién primitiva de la funcién y = 3x% — x> que pasa por el punto (2, 4).
4
G(x)= f(3x2 —x) dx=x3 - % +k son las primitivas de la funcién dada.

Buscamos £ para que pase por (2, 4):

GR2)=4+k=4 —> k=0

4
La funcién que buscamos es: f(x) = x3 — X~

4

37 Halla la funcién que toma el valor 2 en x =1 y cuya derivada es f'(x) = 3x2 + 6.
G(x) = f(3x2 +6) dx = x> + 6x + k son las primitivas de la funcién dada.

Buscamos k para que G(1) = 2:
G1)=7+k=2 > k=-5
Por tanto: f(x) = x7 + 6x—5
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Halla la primitiva de f(x) = 1 — x —x? que corte al eje de abscisas en x = 3.

2 3
G(x) = f( l-x—xY)dx=x— x? - x? +k son las primitivas de la funcién dada.

Buscamos % para que G(3) = 0:

__21 21
G(3) = 2+/e—>k 3

La funcién que buscamos es:
2 3
s X _x 21
R T

Calcula el valor de los parimetros p y g para que la funcién f(x) = x3 + px + ¢ tenga un mini-
mo relativo en x =1 y pase por el punto (-2, 0). Esboza la gréfica de la funcién anterior y halla
el drea de la regién limitada por la grifica de fy el eje OX.

f(x) tiene un minimo relativoen x=1 — f'(1) =0
f(x) pasapor(-2,0) = f(-2)=0

f’(x)=3x2+p

f1)=0 > 3+p=0 - p=-3

f(2)=0 = -8+6+4=0 = g=2

La funcién es f(x)=x3—3x+2.

Para representar la funcién, teniendo en cuenta que es polindmica, hallamos los cortes con los ejes y
los puntos singulares, y estudiamos el crecimiento.

* Cortes con los ¢jes:

Eje Y: f(0)=2 — (0,2)

Fje X: x®-3x+2=0 = x=-2, x=1 = (-2,0)y(1,0)
* Puntos singulares:

f(x) = 3x2-3

=0 —3x2-3=0 = x=-1, x=1

x=-1, f(-1)=4
* Crecimiento y decrecimiento:

f'>0 . f'<0 . />0

/_'1\1/

-3 11203 X
2
! 4 3x2 Y
A =f 3 _ Ddx = —2% 4 2x| ==L 2
rea _2(x 3x +2) dx i 5t Rl u
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x2

x-1

40 Calcula el 4rea del recinto plano limitado por la grifica de la funcién f(x) = , las rectas

verticales x=2 y x=3 ylarecta de ecuacién y=x+ 1.

2
Cortes entre la funcién f(x) = —*— ylarecta y=x+1:

x2

x—1

2

=x+1 = x2=x*-1 — No se cortan.

Primitiva de la funcién diferencia:

[l _(x+1)]4x:f

x—1
J: 1 dx=[1n|x—l|]z=/n2

x—1

11 dx =In|x -1

X —

Area = In 2 u?

41 Calcula el drea correspondiente al recinto limitado por las funciones f(x) = x% + 2x + 2,
g(x) =—x2-2x ylasrectas x=-2yx=0.

Haz una representacién grifica de dicha drea.
Cortes entre las funciones:
x242x+2=—x2-2x - x=-1

Primitiva de la funcién diferencia:

G(x)=f[x2+2x+2—(—x2—2x)]dx=f(2x2+4x+2)dx=szS+2x2+2x

3
G- 2622224 2.(2)=- 4 6e1)=-2; 600
Por tanto:
12 _ 2 .4 2
f_z (0 4 dx+ D dv=G(-1) - G(D=-2 + 4.2
fo 2 2
_I(Zx +4x+2)4ix=G(0)—G(—1)=g
Areatotal:%+%=§u2
i Y
4
§ 3
\ 2
N1 L
RN
| 1.2 X
41
e}
3
4
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Cuestiones tedricas
42 Si F(x) y G(x) son dos primitivas de f, ;se verifica necesariamente que F(x) = k£ + G (x)?
Justifica la respuesta.
Si. Justificacién:
ffafx=F(x)+cl ffdx=G(x)+cz
Restando:
0=Fx)—Gx) +(c;—¢) = Flx)=k+G(x)

43 a) Calcula el drea bajo la grifica de la derecha en los intervalos [0, 2] y [2, 6].

6
4
2

[T27T4168 10

b) Si esta grafica representa la velocidad (m/s) de un mévil en funcidén del tiempo, ;qué representa
cada una de las dreas anteriores?

a) El drea en el intervalo [0, 2] es la de un trapecio rectdngulo de bases 1 y 3 y altura 2.

1+3 :
Ao =123 004 5 [fdead
En el intervalo [2, 6], el drea es la suma de las dreas de un trapecio y de un rectdngulo.
3+5 6
A[2’6]=%~2+2-5=18—)Lfdx:lS

b) En una gréfica velocidad-tiempo, estas reas representan el espacio recorrido por un mévil en los
intervalos de tiempo [0, 2] y [2, 6].

44 a) Representa la funcién f(x) = 2x y halla el 4rea limitada por f en los intervalos [0, 1], [0, 2],
[0s2,5] y [0, 3].

b) Haz una tabla de valores de la funcién F(x) = fox [y represéntala.
¢) ;Cudl de estas ecuaciones corresponde a la expresion analitica de F(x)?:
2
I)y=x7 II)_y:Zx2 III)y:x2 IV)y=x2+1

d) Comprueba que la derivada de la funcién drea coincide con la funcién que limita esa drea.

a) Tenemos que hallar en cada caso el drea de un tridngulo cuya base

es la amplitud del intervalo correspondiente y cuya altura es 2x: . i)
1.2 2-4
A ="57=1 Ap,2=55 =4 2/-
A _2)5'5_625 A _3'6_9 /I//i =4
0:25= =5 =0 0.3="5 =
b) Y o | 1| 21]25]3 |45
9+
o o | 1 | 4 |625| 9 | 16 | 25
¢) Observamos que solo la III pasa por todos los puntos de la tabla de Pl
valores del apartado b).
21
d) Como F(x) =x? — F'(x) = 2x=f(x)
2 4
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45 ;Cuadl de las siguientes expresiones nos da el drea limitada por la grifica de f'y el eje de abscisas?

o [i5 o] ol el
d)

46 Siendo F(x) = flx f =3x2—5x, hallalafuncién f. Calcula F(0) y F(2).
fx)=F'(x) =6x-5
F0)=0; F(2)=2

Pagina 241

47 Calcula el 4rea bajo la curva f(x) = x> -1 en el intervalo variable [1, x]. Halla el 4rea para x = 4.

x2=1=0 - x=-1, x,=1
Area = flx(tz—l)dt
G(t)f(tz—l)dt=%3—t
G(l):—%

A 3
Area [1,3] = | G - G(1)| = £ —x+ 2

Cuando x =4, queda: Area [1, 4] = 18 u?

)

48 Demuestra, utilizando integrales, que el drea del rectinguloes A =5 - a.

Y

r

b X

* Halla la ecuacion de la recta r y calcula el drea limitada por r y el eje OX entre x=0y x=b.

La ecuacién de 7 es y=a. Eldreaes:

. b
Area = J;)a dx

G(x)=fadx=ax

G(b) =ab; G(0)=0
Area = G(b) — G(0) = ab
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49 Representa tres primitivas de las siguientes funciones f:

a) 5 P

a) fx) =2 — F(x)=2x+4k

Por ejemplo:

Fl(x) =2x
Fylx) =2x+1
Fi(x) =2x—1
cuyas graficas son:
F, F
B3

/g
/

b) f(x) =2x — F(x) =x%+k

£
Por ejemplo: 5
Fi(x) = x?
Fx)=x?+1 %
Fj(x) = x2-1

cuyas graficas son:

4 3 2

/1 2 3 4

|
—
>—‘/>—' NSRS NN e e o)

50 Las grificas I, Il y III corresponden, no necesariamente por ese orden, a las de una funcién de-
rivable f; a su funcién derivada f' y a una primitiva F de f.

Identifica cada grifica con su funcidn, justificando la respuesta.

©) ® )

/| |

La grafica II es la de la funcidn; la grafica I, la de su derivada y la gréfica I11, la de su primitiva.

La razdn es: partiendo de la grafica II, observamos que se trata de una funcién lineal (afin) con pen-
diente positiva, por lo que la funcién derivada tiene que ser una funcién constante (la pendiente de
la funcién afin).

Por otro lado, la primitiva de la funcién afin tiene que ser una funcién cuadrética, cuya gréfica corres-

ponde a la pardbola.
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Para profundizar

51 Sabiendo que esta grifica corresponde a f(x) = x2, justifica cudl de las siguientes funciones es

F(x)=f1"f:
a) F(x) =«3-1
b)F(x)JC?3
c)F(x):x?s—%
1 x

Como debe cumplirse que F'(x) = f(x), no puede ser F(x) = x3—1, ya que F'(x) = 3x2.

Cualquiera de las otras dos cumple que:

Fi= 2o fi

Tiene que verificarse, ademds, que F(1) = 0.

Por ello, descartamos el caso b), en el que F(1) = %
x 3
La solucién es la c): fl f= x? - %

52 Lacurva y=a[l - (x- 2)?], con a >0, limita con el eje de abscisas un recinto de 12 unidades

de superficie. Calcula el valor de a.

* Hallamos los puntos de corte con el ¢je de abscisas:

x=2=1— x=3

all-(x-2)4=0 — (x—2)2=1<x_2_

-1 - x=1

* Calculamos el drea e igualamos a 12:
3
A 3 (x=2)° 1 1
- —(x—2)2 - I 7 _ 4 L
Area-fla[l (x 2)]dx-a[x 3 ]1—4[3 3 1+3 =

- _;=@= =
_a<2 3) 3 12 > a=9

53 Dadala funcién f(x) = a 3 4 Lz (x=0):
x

a) Calcula J.IZ f(x)dx en funcién de a.

b) Se sabe que F es una primitiva de f. Calcula a si F(1) =0 y F(2) = 1/2.
2 _ 2 x/3 1 _
a)J;f(x)dx-ﬁ(ﬂe +? dx =

b) Si F es una primitiva de £, tenemos que: F(x) = 3ae™> — Lok
x

x3_ 1
X

2
3ae - <3ﬂ€2/3_%>_(3”1/3_1)=3a(€2/3_e1/3)+L
1

2

Tenemos que hallar # y 2 para que:
F(1)=0 — 3ae'®—1+k=0 Sael/3+/e=1}

F(Z):% - 3462/3—%+k=% 3ae?P + k=1

Restando la 2.2 ecuacién menos la 1.2 3a(¢23 —¢13) =0 - 4=0 — k=1

Por tanto: F(x) = 1
x
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54 Expresa por una integral el drea del tridngulo de vértices (0, 3), (7, 3) y (7, 10). Explica el signi-
ficado de la integral escrita.

0,3)
(7, 3)
7

* La ecuacion de la recta que pasa por (0, 3) y (7, 10) es:
10-3 _7 _,

7-0 7

Ecuacién: y=x+3

Pendiente =

* La ecuacidn de la recta que pasa por (0, 3) y (7, 3) es y=3.

El drea del tridngulo es el drea comprendida entre las dos rectas anteriores y x = 7. Asi, tenemos que:
. 7 7
Area = O[(x+3)—3]dx= Oxdx

El 4rea del tridngulo es equivalente al drea limitada por y=x, x=0 y x=7.

¢ Calculamos su valor:

749
foxdx—zu

55 Halla el drea del tridngulo mixtilineo de vértices A(2, 4), B(-2,4) y C(-1,1), en el que las lineas
AB y AC son rectas, mientras que la que une los puntos B y C es la de ecuacién y = x%.

B(-2, 4)

* Hallamos la ecuacién de la recta que pasa por A y C:

4-1 3

2-(-1) "3

Ecuacién: y=4+ (x—2)=x+2

Pendiente =

* Calculamos el drea pedida:
1
2
-1

Area= [ (4—ydes | [4—(x+z>]4x:[4x_§]_

(-4 d) (s 8)s

2+£21(2—x)dx=

2
2
zx_%] :%+2+%: 367 u?
1
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1 Resuelve las integrales siguientes:

Uit B
b) [1=2 g
Ny
d)f(%+ 2x>dx

e)J‘x«/2x2+1dx
x*+3x-2
p[*r3=2 g
a)f(lx2—2x+l>dx=lx—s—x2+Lx+/e=lx3—x2+lx+k
3 2 33 2 9 2

3
b)fl_—xdx=fldx—fx2dx=ln|x|—x—3+/e
3 3

3-5x 2 3—5x _ 21 (3-5x _—2(3-5x
df( )dx‘ f ( >d‘53<2>+k‘15(2)+k

2 ) 12 x1 x3/2 2 242 3
d)f<—2+ 2x> J‘ZX dx+‘f\/7x 2 1/7 3/2 —;+T\/X7+k

3/2

o fx\/Zx 1 d 1f4x(2x P12 gy ww: J2 2 1)3 4 b

1
3/2 6

f)fx+3x 2

2
X7+ 3x-2 ILI Dividendo . resto

2 — . = coclente +

X"+ X x+4 divisor ivisor
4x — 2 _
x=2 43x-2 g 2
2

2
fwdx:f(x+4+ 2 )dx:x—2+4x+21n|x—l|+/€
x—1 x—1 2

2 Calcula:
3
2
a)f—lx+2dx
b) [ 31 dx
1/3
3
a) f_l dx = [2ln|x+2|]1 2[ln5-In1]=2ln>5
vl 1 (P ase—1_1[3c-1]2 _ 1.5 o0_¢e—1
b) 1/3 dx_B 1/33€ _3[€ ]1/3_3(€ €)= 3
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3 Representa el recinto limitado por f (x) = 4x —x2, el eje X ylasrectas x=3 y x=5. Después,
calcula su 4rea.

Representamos la pardbola teniendo en cuenta sus puntos notables.
Cortes con los ejes: (0, 0) y (4, 0)
Vértice: (2, 4)

Y
/| N\
>/
“1/ )
W/ \
'/ N
— 3 Y % X
4 N
/ \
|
,—J
I—bx
|
| \

Primitiva de la funcién:

G(x)=f(4x_x2)¢x=2xz_%3

GB3)=9 G@) = 3_32; G(S) = %

Por tanto:

L4(4x—xz)dx=G(4)—G(3)=33—2—9=i

’ 25 32 7
L(4x—xz)dx=G(5)—G(4)=T_?=_?

£ 5 7 2
A =2+l =4
rea total 3+3 u

4

4 lLacurva y= ik
+

, eleje X, el eje Y yla recta x =4 limitan una superficie S. Represéntalay

calcula su 4rea.

Representamos y = 4 i Sus asintotas son x=—-4 ¢ y=0.
X+
\ [ ¥
s)
M
— 4 | 2 41X

. 4
Area= A de-dlinl+ ]y = 48~ d)= 41 $ = dln2=2,77 2
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5 El consumo de un motor, en un trabajo de 6 horas, viene dado por la expresién ¢(z) = —#2 + 8¢ + 20,
siendo ¢ el tiempo en horas, 0 < £<6.

:Cudnto consume el motor durante las 6 horas que dura dicho trabajo?
El consumo equivale al drea encerrada por la funcién ¢(#) entre las rectas x=0 y x=0.

6 3 gy2 6 63
c=f (2 +8:+20) dx = |-+ 22 4 20| =—2+4.62+20-6=192
0 3 2 0 3

6 Para cerrar una vidriera, se ha de colocar un cristal cuya superficie estd limitada por las funciones
y=2ey=—(x-2)%+6.
Dibuja el cristal y calcula su drea (x e y en dm).
y=—(x— 2)2+6 esuna pardbola de vértice (2, 6).
Puntos de corte con los ejes:
x=0 — y=2
y=0 — —x2+4x+2=0<i:;’04’§5

Puntos de corte de la curva con y = 2:

x=0, y=2
2=—(x—2)2+6—>—x2+4x=0< 4 J )
x=4, y=

4

64 32 2
-_0%4 359_02
. 3 +3 3 dm

. 4 4
Area del cristal = J;) [—(x—2)2+6—2]dx=f0 (=% + 4x) dx=[—%3+2x2

7 Representa grificamente la regién limitada por las grificas de las funciones siguientes y calcula su
area:

f) = %xz g = %(Sx +20) h(x) = %(_5,6 +20)

Representamos la pardbola f(x), y las rectas g(x) y 4 (x).

* Cortes de f(x) y g(x):
x=—2, _)’=5

5 2 1 2
AV 2 —D2x —8=
X (5x+ 0)—>x x —8 0< =i,y=2:

4
* Cortesde f(x) y h(x):
x=—4, y=20

ix2=%(—5x+20) - x2+2x_8=0<x=2a y=5

4

4
3
‘ - 2(60— &)=—2OO u?
0

4 2
K req — 1 5 2| gl L[ 5x _5x
Area-2U0 > (5x + 20) i~ ]dx 2[2< 5 +20x> 73 3 3



