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UNIDAD 10: Integrales definidas. Aplicaciones

1. Halla el drea de cada uno de los siguientes recintos:

1
a) Limitado porlarectay = ZX' el eje OXy larecta x = 2.

1
b) Limitado porlarecta y =— E x—2,elejeOXylasrectasx=2yx=4.

Las dreas pedidas son:

a) 0,5 unidades cuadradas.

b) 7 unidades cuadradas.

2. Calcula el area de los recintos de las siguientes figuras:

a) L

LR

L 4 N ' 3 ' 1 ¥ e

a) Geométricamente el drea del recinto es la de un rectangulo de base 4 unidades y altura 5 unidades
menos la de un cuadrado de 2 unidades de lado. Por tanto, el area vale 16 unidades cuadradas.

4
Analiticamente el area es: IO 5dx—-4=16

b) Geométricamente el area es un trapecio de base mayor 5 unidades, base menor 1 unidad y altura 4
unidades. Por tanto el area vale 12 unidades cuadradas.

4
Analiticamente el rea es: fo (x+2) dx—4=12

1. Teoremas. A partir del siguiente enunciado, que es un teorema directo, enuncia el reciproco, el
contrario y el contrarreciproco:
«La suma de dos nimeros naturales impares es un nimero par»

La solucién queda:
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Directo: Si sumamos dos nimeros impares entonces, obtenemos un nimero par.

Este resultado es verdadero: (2n + 1)+ (2m +1) =2 (n + m + 1) que es un nimero par.

Reciproco: Si obtenemos un nimero par, entonces, sumamos dos niumeros impares.

Este resultado es falso. Podemos obtener un nimero par de la suma de dos pares.

Contrario: Si no sumamos dos nimeros impares, entonces, no obtenemos un nimero par.

Este resultado es falso. De la suma de dos nimeros pares se obtiene un ndmero par.

Contrarreciproco: Si no obtenemos un nimero par, entonces, no sumamos dos nimeros impares.

Este resultado es verdadero. Si no obtenemos un nimero par, estamos obteniendo un nimero imanar. Este

resultado proviene de sumar un nimero impar y otro nimero par; por tanto, no sumamos dos niumeros
impares.

2. Desigualdad. Demuestra que si a y b son dos nimeros reales positivos, entonces se verifica la siguiente
desigualdad:

La solucion es:

Como en la hipdtesis nos dicen que a y b son dos numeros reales positivos, podriamos decir que
m= \/E yn= \/E; asi la desigualdad quedaria de la forma:

. 2m .
Operando en esta desigualdad obtenemos ———<m-n olo que es lo mismo, vamos a demostrar que:
m° +n

2m’n?

m-n—ﬁZO.
m +n

Operando convenientemente en la primera expresién, obtenemos:
2
m* +n> —2mn (m—n)
m-n|————=——|=m"n-——+
m° +n m°+n
Y como m y n son numeros reales positivos queda probado que esta expresidon es mayor o igual que cero,
que es lo que queriamos demostrar.

NUEVAS TECNOLOGIAS-PAG. 261
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1. Calcula las siguientes integrales:

a) j(3x2 —4x + 5) dx b) Ilnxdx

Seguimos los pasos descritos en el epigrafe INTEGRAL INDEFINIDA.

a) Para la integral j(3x2 —4x + 5)dx:

- Introducimos en el Campo de Entrada la expresion de la funcidon que aparece en el integrando, tecleando
f(x)=3x"2-4x"3+5 y pulsando la tecla Enter, observaremos su grafica.

- Con el comando Integral [f] dibujamos la grafica de la funcién primitiva (en linea discontinua en el dibujo) y
su expresion, g(x) = x3 - 2x* + 5x, podemos verla en la ventana algebraica o en el menu contextual de la gréafica.

a) Para la otra integral procedemos
verse en el dibujo.

La expresion dg |

de manera analoga y obtenemos la primitiva g(x) = x - In (x) — x, que puede

a primitiva de f(x) es:

g(x) =x- [n(x) - x ’
2_
1_
0 !
3 2 4 /123 4 5 6 7 8 9
- Same=”
g(x) = xIn(x) - x
-2 4
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3
2. Obtén el valor de J.O (—Zx3 +3x* + 2) dx ; asi como las sumas inferiores y superiores.

Seguimos los pasos del epigrafe INTEGRAL DEFINIDA. SUMAS INFERIORES Y SUPERIORES

- Introducimos en el Campo de Entrada la expresién de la funcién integrando, f(x)=-2x"3+3x"2+2, y
visualizamos su gréfica.

- El comando Integral [f, 0, 3] calcula el valor de la integral definida, Integral definida = -7.5
que es a = -7.5; dibuja la regién delimitada por la grafica de la funcion,

el eje OX y las abscisas x = 0, x = 3; ademas vemos su valor en la

ventana algebraica. 2 ] 4
- Creamos un deslizador que llamamos n y hacemos que varie de 1 a =
30, con incrementos de una unidad.

40
- El comando Sumalnferior [f, 0, 3, n] calcula y representa la suma
inferior de la funcién con una particidn del intervalo [0, 3] en n ok
subintervalos. El valor de la citada suma puede verse en la ventana |
algebraica.

20
- El comando SumaSuperior [f, 0, 3, n] calcula y representa la suma
superior de la funcidn con una particién del intervalo [0, 3] en n 2%
subintervalos. El valor de la citada suma puede verse en la ventana
algebraica.

- Tecleamos los textos “Integral definida =" +a; “Suma inferior =” +b y “Suma superior =" +c y observaremos los
citados valores en la Ventana gréfica. Cambiamos el nimero de particiones desplazando el deslizador.

n= 12 n= 3
e S5 e =
2] . ~ _ L . )
5 4 2 8 £ | 5 -4 2 4 B
3
Scemm rdenor = -11 31 i inbediar = -0 38
inteprad definida = -7 8 38 inegrol definide = 7.5

Suma siperion = =4 (4 Sumn sLpener = -5 73

-3
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4

3. Halla el area del recinto limitado por la grafica de la funcion f(x) = —, el eje OXy las rectas x =-1y x = -8.
X
Seguimos los pasos del epigrafe AREA ENCERRADA POR UNA CURVA:

- ., 4
- Representamos graficamente la funcion f(x) = —, y las rectas x = -1 y x= -8. Para ello las tecleamos en el
'

Campo de Entrada.

- Hallamos los puntos de corte de la funcién dada con cada una de las rectas, mediante interseccién de objetos
y obtenemos los puntos Ay B.

- Calculamos el area de la region limitada por la grafica de f(x), el eje OX y las abscisas de los puntos A y B,
tecleando el comando Integral [f, x(B), x(A)]. El valor del area aparece en la ventana algebraica.

4. Calcula el drea de la region finita y limitada por la gréfica de la funcion f(x) = x3 — x + 1 y la recta tangente a
la grafica de f en el punto de abscisa x = 1.

Calcula el drea de la regién finita y limitada por la grafica de la funcién f(x) = x*

—x+ 1y larecta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 1.
Seguimos los pasos que siguen.

- Representamos graficamente la funcién f(x) = x3 — x + 1 introduciendo sus .
expresion en el Campo de Entrada. Para ello tecleamos f(x)=x"3-x+1. -4

- Con el comando Tangente [1, f] calculamos la ecuacién de la tangente a la
grafica de la funcién en el punto de abscisa x = 1, que puede verse en la
ventana algebraica, y dibujamos la citada tangente. Obtenemos la recta de
ecuaciony =2x—1.

- Introducimos en el Campo de Entrada la funcidn g(x) = 2x — 1, que coincide
con la recta tangente anterior. Borramos la tangente trazada con anterioridad.
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-Con la herramienta Interseccion de dos objetos, haciendo clic sobre las gréficas de f(x) y g(x), hallamos los
puntos de corte de ambas graficas. Para estas funciones obtenemos los puntos A (- 2,-5) y B (1, 1).

- El drea buscada la proporciona la funcion f(x) — g(x) entre las abscisas de los puntos de corte de ambas curvas.
Con el comando Integral [f(x)-g(x),-2, 1] hallamos el area encerrada entre las graficas de las funciones. El valor
del drea es a = 6.75 unidades cuadradas.

- Como puede verse en la imagen, Geogebra dibuja la regién, cuya area calcula, en el semiplano superior. El
valor del drea también aparece en la ventana algebraica

ACTIVIDADES FINALES-PAG. 264

1. Sea la funcién f(x) = 9 — x2. Consideremos el intervalo [- 2, 1] y la particién de dicho intervalo dada por
P={-2,-1,0,1}. Halla, de forma razonada, el valor de las sumas superior e inferior correspondiente a la
funcién dada y a dicha particion.

La particion P determina en el intervalo dado los siguientes intervalos [- 2, - 1], [- 1, 0], [0, 1].

Las sumas superiores e inferiores correspondientes a la funcién f (x) en P son:
S(P)=f(-1)-(-1+2)+f(0)-(0+1)+f(0)-(1-0)=8+9+9=26

s(P)=f(-2) - (-1+2)+f(-1)-(0+1)+f(1)-(1-0)=5+8+8=21
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2. Una particion decreciente verifica que f (- 2) = 64, f (- 1) =42 y f (1) = 10. Halla, razonadamente, la suma
superior y la suma inferior correspondientes a la funcion y = f (x) en el intervalo [- 2, 1] relativas a la
particionP={-2,-1, 1}.

La particion P determina en el intervalo dado los siguientes intervalos [- 2, - 1] y [- 1, 1].

Las sumas superiores e inferiores correspondientes a la funcién f (x) en P son:

S(P)=f(-2)-(-1+2)+f(-1)-(1+1) =64 +42-2 =148

s(P)=f(-1)-(-1+2)+f(1)-(1+1)=42+10-2=62

3. Halla las siguientes integrales definidas:

a)j:,/x+3dx f)jj(s—z&)3-3j_dx k)Izmdx
X

o x* +x  +x+1

V4 2 3 2
I €os X dx I)J.0 X dx
-1 x+2

o 4+sen3x

C) J'4 COS\/_

h)jle(x+3).|nxdx m)jy\/ﬁ
X

2x

43x> —3x -2 v e
d) J. X—dX n) J.O mdx

1 I\/ﬁ—

e) L; cos® 4x -sen 4x dx i) LS % dx p) I_Ol (e’x - X e") dx

3. El valor de cada una de las integrales definidas es:
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SOLUCIONARIO

a) J-:Jx+3dx=4\/g—2\/§

% 2cos 3
J‘ COS 52X dX=0
04+sen3x
<) j 4C°S&dx=o,4547
0 4\/;
3x> —3x -2
d) J.Ade=15,803

2 x—-1

P 1
e) J. cos® 4x -sen 4x dx = — —
T4 16

f) jj(3—2\/;)3-ﬁdx=—?

8) f;

5
X dx =2,29
9

e e’ 13
h 3)'Inxdx=—+—
)L(x+ )+ In x dx 4+4

dx = 11,599

I

N[5 S5—x
J) J.3 mdx—o,2877

24+3x-2
k)j2 X r X dx = 0,2169

o x* +x° +x+1

1[5

s

2x

hooe _
n) jo FapT =0,28

p)j —x-e" d=e
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x> —2xsi x<0 0 x>2

4. Sea la funcién f(x) = |x2 —2x| ={ . Halla '[13 f(x) dx.

2x—x% si —2<x<2

3 2 2 2 - Z_X_32 X_3_ 2 2 =
Lf(x)dx—J.l(Zx—x)dx+L(x 2x) dx Kx 3j+[3 XJ} 2

5. Halla un polinomio de primer grado P(x) = ax + b sabiendo que P (1) =1y que _[_11 P(x) dx =6.

Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:
1 2 !
I_l (ax +b) dx =(% +bx] = (%+bj—(g—bj =2b = 2b=6 = b=3
-1

ComoP(1)=1 = a+b=1 = a=-2.

El polinomio es P(x) =-2x+ 3

6. En cada una de las figuras indica, mediante una integral definida, el area del recinto sombreado:

a) b) c)

a) J-: 2 dx =(2x)3 =8 uc

b) La ecuacién de la recta que pasa por Ay D es:y=3x-2.
2 3
La integral buscada es .[3 (3x—2) dx =[3L —ZXJ =8 uc
! 2

1

c) Las ecuaciones de las rectas de la figura son: y = 2x; y =x + 3
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0

2 3
La integral buscada es I (x+3-2x) dx =(3x —X? j = g uc

0

7. Halla estas integrales y comprueba mediante las respectivas graficas los resultados obtenidos en cada
una de ellas:

a) J.: (x+1) dx b) Jlla (x+1) dx c) I:j (x+1) dx

a) J.: (x+1)dx = L@J2:4uc

En la grafica podemos ver este mismo resultado:

b) J‘f (x+1)dx = [@I =6 uc

En la grafica podemos ver este mismo resultado:

2

c) I:: (x+1)dx = {MJZ =—4

En la grafica podemos ver este mismo resultado:
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8. Halla, por métodos geométricos y mediante integrales, las areas de los siguientes recintos:
a) El recinto limitado porlarectay=x-1, el eje OXylasrectasx=1 yx =4.

b) El recinto limitado por la recta 2y = x + 3, el eje OX y las rectas
x=-1yx=2.

Las areas pedidas son:

a) Por métodos geométricos es un triangulo ABC, como vemos en
la figura. Su area es 4,5 uc.

4
Por medio de integrales el dreaes A = L (x—1)dx=4,5uc.

b) Por métodos geométricos es un trapecio ABCD, como vemos en la figura. Su area es 5,25 uc.

X+3

2
Por medio de integrales el dreaes A = I_l dx =5,25uc.

-
"
L

9. Halla el area del recinto limitado por la curvay = 4 — x?y el eje OX.

2 32
El 4rea buscada es _[_2 (4 - xz) dx = 3 10,67 uc.

3 a o 1 3 3
Araaw= 1067
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10. Calcula el area del recinto limitado por lacurvay= —, el eje OXylasrectasx=1yx=e.
X

e2
El drea pedida es: J.l —dx =2 uc.
X

11. Halla el drea de la region limitada por la curva y=x>—3x>+2, el eje OXy lasrectasx=0y x = 2.

El drea, A, del recinto sombreado de la figura es:

A=2-I:(x3—3x2+2)dx=2,5uc

12. Calcula el area de cada uno de los siguientes recintos:

a) b)

f{x) =o' = e+ 12

gq.l"b .
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y=x-2
a) Ambas curvas se cortan en los puntos solucidon del sistema { quesonA(2,0)yB(7,5)

y=x"—8x+12
’ . 7 2
El area del recinto sombreado es: A = L |:X—2 - (x —8x + 12)] dx =20,83 uc

y=x"-19

b) Ambas curvas se cortan en los puntos solucién del sistema { , queson A(-3,-10)yB(3,-10)

y=8-2x

El 4rea del recinto sombreado es: A = ZJ.: [(8 - 2x2) - (x2 - 19)} dx =108 uc

13. Calcula el drea delimitada por la parabola de ecuaciény = 2x?y la rectay = 2x + 4.

El drea buscada viene dada por las integrales:

3 2
Iz (2x+4)dx—J.2 2% dx = | x* + 4x —22- I =9uc.
-1 . 3], 3 U3

14. Halla el area del recinto limitado por las graficas de las funciones de los siguientes apartados:

a)y=x*;y=Vx c) y?=4x; x? =4y

b)y =x%-9;y = - 2x? dy=e*;y=e%x=1
a) Encontramos los puntos de corte de ambas resolviendo el 1.0
sistema:

y=x’ _
{y i = (0,0);(1,1)

El drea del recinto sombreado de la figura es:

A= j: (\/; —x3)dx =%= 0,42 uc
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b) Encontramos los puntos de corte de ambas resolviendo el sistema:
2
y=x"-9
y= —2x

El drea del recinto sombreado de la figura es:

A=2-[" (¥ -9-(-2¢))dx =123 =20,78 uc

c) Encontramos los puntos de corte de ambas curvas resolviendo el sistema:

y’ =4x
¢ = (00)(44)
v

El drea del recinto sombreado de la figura es:

2 1
A=j4 Jax - X ax =28 5335,
0 4 3

d) Encontramos los puntos de corte de ambas resolviendo el sistema:

{yzex = (0,1)

y=¢e"
El drea del recinto sombreado de la figura es:

A= J':e dx— j: e dx = 1,086 uc




=

EDITEX

L L

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il | ={0]48]e/[0]\J:\:{[e)

2 si x<-3
15. Sea la funcién f(x) = x> si —3<x<1
1 si x>21

a) Estudia la continuidad de esta funcion.
b) Haz la grafica de la misma.
c) Halla el area del recinto limitado por la grafica de la funcion, el eje OXylasrectasx=0y x = 2.

a) Estudiamos la continuidadenx=1yenx=-3

Como Ilim f(x)= lim 2=2; lim f(x)= lim x*>=9 yf(-3)=2,lafuncién dada no es continua en x
x—-3" x—-3"

xX—>-3 x—=> -3

=-3.

Como lim f(x)= lim x> =1; lim f(x)= lim 1=1 yf(1) =1, la funcién dada es continua en x = 1.
x—>1" x—>1"

x—=>1 x—=>1

b) La grafica es:

, . 1, 2 4
c) El drea pedidaes: A= jox dx+ L ldx = 5 uc=1,33uc

16. Calcula el area del recinto limitado por la grafica de la funcién f(x) = 2 — x? y las bisectrices de los
cuadrantes primero y segundo.

En la grafica esta sombreada la region cuya area queremos hallar. Su valor es:

A= 2-[1(2—x2—x) dx =§=2,33 uc

0

285



EDITEY Matemadticas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il [ =10]88[e[e])[.\:{[e

W L B

2 [ -1

1 1
17. Encuentra el érea del recinto delimitado por las graficas de las funciones f (x) =—y g (x) =— yla
X X

rectax =e.

El area del recinto es:

r(l—%jdx={lnx+l} =[Ine+lj—(ln1—1J=1+1—1=1 ~ 0,37
TAx X X1, e 1 e e

EJ

fix
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ACTIVIDADES ACCESO UNIVERSIDAD-PAG. 266

1. Consideramos la curva de ecuacion y = 4x — x2. Halla el drea del recinto limitado por esta curva y el eje
OY en el intervalo [0, 1].

En la imagen podemos ver sombreado el recinto cuya area
queremos hallar.

El drea vale:

A=1- 3—j:(4x—x2)dx =§= 1,33 uc

ax+6 si x<-1
2.Sea la funcién f(x) = {bx> —2x+1 si —1<x<2
X-=5

> si x>2
(x+1)

a) Halla a y b para que esta funcion sea continua en su dominio.
2
b) Para los valores de a y b hallados, calcula j_z f(x) dx

El dominio de esta funcidn es el conjunto de los nimeros reales.

Ha de ser continua en x =-1y en x = 2. Para ello se debe cumplir:

o Iim f(x)= Iim (ax+6)=—a+6; lim f(x)= lim (bx’ —2x+1)=b+3, entonces,a+b =3.
x—>-1" x—>-1"

x—=-1" x—>-1

— 1
o lim f(x)= lim (bx* =2x+1)=4b-3; Iim f (x)= lim [X—SJz—é,entonces, 4b—3=—§.
xX—=2 x—>2 x—2"

=2 (x+ 1)2
a+b=3 a= 7
Resolviendo el sistema 8 obtenemos: 3 .
4b = 5 b _ E
3

b) j_zz f(x)dx = I_;(gx +6) dx+ J-_zl (%xz —2x+1) dx = 4,5
287 |
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3. Calcula las siguientes integrales definidas:

a) _[: x-e” dx b) Lz (x2—5x+x—12j dx c) I: x - Inx dx

e’+1

o) [“x-Inxdx = ~2,10

4. Determina el area limitada por la parabola de ecuacién y? = x y la recta de ecuaciény = x — 2.
Realizamos un dibujo del enunciado para encontrar la regidn limitada por la pardbola y por la recta.
Debe observarse que la parabola y? = x da lugar a dos funciones de ecuacionesy = — Jx e y= Jx .

Encontramos los puntos de corte de ambas
resolviendo el sistema:

{”2 o (1,-1);(4,2)

y= x—-2

[+

Observando con detenimiento el dibujo vemos
que el drea buscada es:
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5. Halla el area del recinto limitado por la grafica de la funcién y = x> + 4, la recta tangente a la misma en
el punto de abscisa - 2 y el eje OY.

La recta tangente a la gréfica de la funcién dada en el punto (- 2, 8) tiene por ecuacién y = - 4x.

El drea del recinto sombreado de la figura que queremos hallar viene dada por:

[0 +a)dx— [ (~ax) dx =§= 2,67 uc.

6. En la imagen vemos el disefio de un cartel con forma de
tridngulo ABC. Halla el area del mismo sabiendo que sus
vértices son puntos de un sistema cartesiano en el que
cada unidad esta dada en metros.

Se trata de un tridngulo isdsceles. Lo dibujamos en unos
ejes coordenados y obtenemos la figura siguiente:

Hallamos el drea de dos formas distintas:

i a) El drea del tridngulo = area del rectangulo de base
B 30y altura 20 menos el drea de dos tridngulos
20 rectangulos de base 10 y altura 20 menos el area del
triangulo rectdngulo de base 30y altura 10
15
Area=30-20-2-10-20/2-30-10/2 =250 m?
10
b) Hallamos las ecuaciones de las rectas que
5 contienen los lados del triangulo:
. i . . : 'G recta AB: y =%x +10
5 Q -] 10 15 20 Fe-] 20 a
- recta BC:y =-2x + 60

recta AC: y =?x +10

Por tanto el area del tridngulo es:
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- . 500 250
[ 3x+10 —[—1x+10 dx+ [ | (~2x+60)-| Zx+10| [ax = 20+ 222 =250
0|12 3 0 3 33

7. Halla la funcidn polinémica de grado 3 cuya grafica pasa por el punto P (1, 0), tiene por tangente la recta
y=2x+1en el punto de abscisax =0,y suintegral entre 0y 1 vale 3.

Seaf(x)=ax>+bx?+cx+d lafuncién polinémica de tercer grado buscada.
Su derivada es f " (x) = 3ax? + 2bx + c.
Las condiciones para determinar los coeficientes a, b, cy d son:

- Su grafica pasa por el punto P (1, 0), es decir, f (1) = 0.

- La recta tangente hace tangencia en el puntox=0,y (0) =2 - 0 + 1 = 1, es decir, pasa por el punto Q
(0,1), o lo que es lo mismo, f (0) = 1.

- La pendiente de la tangente es 2 luego f  (0) = 2.

- La integral Jlol f(x)dx=3.

Imponiendo cada una de las condiciones obtenemos el sistema:
a+b+c+d=0

d=1
c =2
30 +4b + 6¢c+12d =36

Resolviendo el sistema, obtenemos: a =-24; b=21; c=2yd =1. La funcién buscada es:
f(x)=-243+21x%+2x + 1

En el dibujo puede verse la grafica de la funcidn obtenida cumpliendo todas las condiciones del enunciado.

'.IF.
r.ﬂ
=Ty =P
integral = 3 A=l 0)
a8  -0d4 -0.2 Lo 02 04 08 0a 1.2 14 16
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8. Sea la funcién f(x) = x> + a, con a > 0. Halla el valor de a para el cual el drea determinada por la grafica
de la funcidn, el eje de abscisas, el eje de ordenadas y la recta x = 3, valga 27 unidades cuadradas.

En la gréfica podemos ver |las condiciones del enunciado y lazona sombreada cuya &rea nos dan.

aEBg

3 3
A= j: % +a)dx=[%+ax] =9+3g => 9+3a =27 = a=6unidades

0

flr)=2"4+a

2
9. Calcula la siguiente integral I 1|x2 + 3x| dx.

La funcidn del integrando puede definirse de la forma:

f(X)=|X2+3X|={X + 3x Sixe(_oo:_3]U[0,+oo)

— x> —3x sixe(-3,0)
El valor de la integral coincide con el area del recinto que puede verse en el grafico. Este valor es:

J._21|x2 + 3x| dx = J‘_Ol(—x2 —3x)dx + I:(xz +3x)dx =

10. La superficie de media mesa esta limitada
por las funciones f (x) = x? y g (x) = 1, estando x expresado en metros. El barniz para la mesa se vende en
291




=

EDITEX

L L

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il | ={0]48]e/[0]\J:\:{[e)

botes con cada uno de los cuales se barnizan 2 metros cuadrados. {Cuantos botes se necesitan para
barnizar la mesa entera?

La grafica podemos ver la zona sombreada cuya darea de media

mesa queremos hallar.
1

: 4
A= ZI: (1—x2)dx =2-(X—X?j =§

0
- 8
La superficie de la mesa entera es 3 m

8 4
Necesitamos —:2 = E

Tendran que comprar 1+ 1/3 de botes de barniz, es decir 2 botes de
barniz y sobraran 2/3 de bote de barniz.

11. Hallar el valor de m para que el area delimitada, en el primer
cuadrante, por la funcién y = 4x3y la recta y = mx sea de 9 unidades cuadradas.

El recinto, cuya drea es de 9 unidades cuadradas, es la regidn
sombreada del dibujo.

Encontramos los puntos de corte de ambas curvas resolviendo el
sistema:

{y=4x3 :(0,0);(\/;,M] ( Jm m m)

y =mx 2 '

Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:

17

mx —4x3)dx=9

2
De aqui obtenemos que r1n_6 =9, de modo que m=12.

4x-2
12. Sea la funcién f (x) = Zx—l . Halla b para que sea cierta la
X +

b
siguiente igualdad: I_l flx)dx=0
Sabemos que:

J._bl f(x)dx=0 = J._bl %dx =[2In(x2—x+1)I1 =2In(b2—b+1) —2In3=0
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Operando, obtenemos b?—b + 1 = 3. Resolviendo la ecuacién la igualdad se cumple para dos valores de b: b =
2yb=-1

a

13. Dada la funcién f(x) = — +x*> con x>0y a una constante.
X

a) Si se sabe que f “ (2) = 1, écuanto valdria a?

b) Para a = 16 haz la grafica de la funcion dada y calcula el drea del recinto limitado por la curva, el eje OX
ylasrectasx=2yx=3.

a -2a
a) Sabemos quef  (2)=1yquef’ (x)= + 2x . Por tanto tenemos que: Y +4 =1, entonces a=12.

X3
- _— ., 16 |, &
b) En la grafica hemos dibujado la funcion f(x) = — +x
X

para valores positivos de la variable. -

El area del recinto es:

3
(16 L) -6 X[
A_J.Z (7+dex—|:7+?i| =9 uc oy
2

=1 fi
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PROYECTO DE INVESTIGACION-PAG. 267
Razones de dreas
Queremos investigar posibles patrones que aparecen si se halla la razén L]

de las areas que se forman cuando las funcionesy =x"(h € Z, n €Q) se
representan entre dos valores arbitrariosay b, cona<b.

1. Sea la funcién y = x2. Consideramos:
- La region B delimitada pory =x%, x=0, x = 1y el eje OX.
- Laregion A delimitada pory=x% y=0,y =1y el eje OY.
Area A

Halla la razén: — Y

Area B

2. Calcula la razén de las areas para otras funciones del tipoy=x",n € Z*,entrex=0y x = 1.
3. Estudia qué ocurre para areas comprendidas entre x =0y x = 2, kg
entrex=1yx =2, etc.

4. Analiza el caso general, cony =x"entreay b, tal que a < b, y para
las regiones:

- Laregion A delimitada pory=x",y=a", y =b"y el eje OY.

- La region B delimitada pory = x", x = a, x = b y el eje OX.

5. Los resultados que obtienes, ise mantienen para funciones del
tipoy=x", neZ ,entrex=0yx=1;entrex=0yx=2;entrex=1

y x = 2, etc.? ¢Y para funciones del tipoy = x", n € Q, en los mismos ="
intervalos?
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1. Para la funcién y = x* hallamos las dreas de las regiones By A:
1
3

B=j1x2dx= X121 033
0 3, 3

A:1—B:1—1:£:O,67
3 3

, . . Area A
La razdén de las areas es: Razon = =

P2

Area B

=2.

Wlk|wIiN

En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos.

2. Para la funcién y = x3 hallamos las dreas de las regiones By A:

4 1
1 X 1
B=| xXdx=|—| ===0,25 -
.[o { 4 :|0 4 RaIdﬂ = 3
-I -
A=1—B=1—l:3:0,75
4 4
3
Area A 4 0.5
La razon de las dreas es: Razén = ,rea =4._3
AreaB 1
4
En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos. o
0

Parala funcidny =x" con n e Z", hallamos las dreas de las regiones By A:

n+1 1
B=IIX"dx= X -1 Razdn = n
0 n+1 n+1
0 1
1 n
A=1-B=1- = &=
n+1 n+1 s e
. n 05
, , , Area A n+1
La razon de las areas es: Razon = — = =n
Area B 1 ]
n+1
o 1
En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos. o

Observamos que la razén de las areas coincide con el exponente de la funcion y = x".

3. Estudiamos las areas comprendidas entre x =0y x = 2.
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SOLUCIONARIO

Para la funcidn y = x? hallamos las dreas de las regiones By A:

3 2
B=j2%cu= X128 567 51
0 3] 3
Razén = 2
A=8—B=8——=E=5,33
3
16
Area A 3
La razon de las dreas es: Razon = — -3 - 2.
AreaB 8
3

En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos.
Para la funcidn y = x3 hallamos las dreas de las regiones By A:
2 T 16
B=I LCdx=|—| =—=4
0 4| 4

A=16-B=16-4=12

, , . Area A 12
La razon de las areas es: Razon = — =—=3.
Area B 4
W . B=d
En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos. ol
:l:l didd =iy :‘JI
Para la funcién y = x", con n e Z", hallamos las dreas de las regiones I
ByA:
1 Xn+1 1 1
B =‘[ x" dx = =
0 n+1 o, N+t 1
1
A:2‘2n_2n+ :L.szrl
n+1 n+1
n . 2n+1
, , . Area A n+1
La razon de las dreas es: Razon = — = =n.
Area B 1 o
n+1

rmw

En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos.

A

Observamos que la razén de las areas coincide con el exponente de la
funciény = x".

Estudiamos las areas comprendidas entre x =1y x = 2.

Para la funcidn y = x? hallamos las dreas de las regiones By A: z
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=2.

La razdn de las areas es: Razon = — =

14
Area A 3
AreaB 7

3

En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos.

Raztn = 3
Para la funcién y = x3 hallamos las areas de las regiones By A: D
) T 16 1 15
B=j XCdx=|"—| =—=-==2=3,75
1 4 4 4 4
15 45
A=16-1-B=15—-—=—=11,25
4 4
45
Area A 4
La razon de las areas es: Razon = Irea =i=3.
AreaB 15
4

En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos.

Para la funciény =x", con n e Z*, hallamos las dreas de las regiones By A:

n+1 2 n+1 n+1
2 -1
szzx" dx = X 2 S =
1 n+1 n+1

n+11_n+1
2n+1 _1 n
A=2-2"-1- = (2" -1) !
n+1 n+1
n
) _(2n+1 _1)
, , , Area A n+1
La razon de las areas es: Razon = — = =n.
Area B 1 nel
— (2 -1)
n+1

En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos.

Observamos que la razén de las areas coincide con el exponente de la funciéon a ' I
y =x"
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4. Analizamos el caso general, cony = x"entre ay b, tal que a < b, y para las regiones:
- La region A delimitada pory =x",y=a", y = b"y el eje OY.
- La region B delimitada pory =x", x=a, x=b y el eje OX.

Irrh ----------------------------------
El drea de la Region B es: i
b Xn+1 2 bn+1_an+1
B =I x" dx = =
a n+11 n+1

El drea de la Region A es:

bn+1_an+1 n -
A=b"-b —a"-a- - (b"”—a””) Regon A
n+1 n+1

La razén de las areas es:

n n n
Area A n+1(b Vo +1)

Razon = — = =n
Area B 1 (bn+1_an+1)
n+1 "

5. Estudiamos las funcionesy=x", ne Z . a : b

_ 1
Comenzamoscon y=x ‘==,

X

e EntreOy1:

11 !
El 4rea de la regién B es: B=J.O—dx=[lnx] =IN1-IN0=0—(—w) =+
X 0

Integrando sobre el eje OY para calcular el area de la regién A, obtenemos:

+001 +
A:L ;0'}’=[|ny]1 =In(+w)-Inl=+0-0=+
I

B

i al
1
H ks - =
g |ﬂ [ L] L
=] = ] ]

e Entre 0 y a, con a > 0, se obtienen los mismos resultados, es decir, las areas de las regiones A y B son
infinitas.
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e Entrely2:

B= I—dx—[lnx] =In2-In1=In2=0,6931

1 1 1 1
Azj%;dyz[lny] =In1—In(5j=o_(_|n2)=|n2=0'6931
2

Area A In2 B

El valor de la razén es: Razon = —=
Area B In2

0.5 1
B
o
- 5 o 1 o < 0 05 1 15 2
e Entreay b:
b b
B= j—dx [Inx] =Inb-Ina=In=
a a
V1 Ya 1 1 b
= —dy=|lny| =Inj—|-In|=|==Ina—-(-Inb)=Inb—-Ina=In—
A 14 d [ | I | (=Inb)=Inb -1 |
Ay y a b a
b
In —
A A
El valor de la razén es: Razon = rea =—0-9
Area B Ib
ni
a
L5 b
0
H
]
]
L]
i
(]
]
[ ]
]
]
L] P
: B .
d ]
" ]
: 1
B i x '.:'l:
0 a b o

Consideramos y = x > = —.

e EntreOy1:
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, g e ttoa o [T 1) -
EIareadeIareglonBes.B—J.ox dx=|-—| =-1- s =—1+0=+w
XO

Integrando sobre el eje OY para calcular el area de la region A, obtenemos:

. 1 _ + 0
A=L Tdy: 2\/;} =+w—-2=+4®
y B 1
8 gl
] -]
4 1 d
= —
e
3 -
2 ¥ e
B
1 | rmmm
:
i | I [ S o}
0 0% 1 L'I (1.1 1

e Entre 0 y a, con a > 0, se obtienen los mismos resultados, es decir, las dreas de las regiones A y B son
infinitas.

e Entrely 2:
2
Bzrx’zdx=[—l} =—1—(—1)=1—1=1
' x|, 2 )
11 ! 1
A= —dy=|2 =2-2-—=2-1=1
j%ﬁ y [\/;]% Ja
i L § TR e
i A
05 : 05
: |
i o T e el s e e i o R D R
. I
ol 1 i o
i ” : 0 05 ' 15 2

Area A 1
El valor de la razdn es: Razon = — =—=2
AreaB 1
2
e Entrely3:
3
1 1 1 2
oe[erane[ A oL (er L2
1 X 3 3 3
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A= J/J_ [}Jﬂ —2-53:2—%:%

9

4
Area A 3
El valor de la razon es: Razon = -3_ 2
AreaB 2
3
1 I
3
i
1
: 0E- F-%
0s ) i
[}
: 1
1 P [ s s e m e
1 9]
g L 0 oS 1 15 2 15 3
1] 05 1 1.5 Fd 25 3
e Entreayb:

1 1
) 2| = - =
Area A \da* b

El valor de la razén es: Razon = —

AreaB_ 1 1
a b

e

ol o=
=

1]
[ = P

1
Consideramos y =x " =—.

n

e Entreayb:

B:be_n dX: 1 X_,,+1 — 1 b—n+1_;a—n+1: 1 11 _ 11
a -n+1 , —n+1 -n+1 n-1|a"" b
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no1 Ve
v, -y n —\e n (1 n n 1),,
A: a nd = n = B — —  — =
Ibnzy y n—1y n—-1\ad" n—1\p"

_n 1 1
n—l an—l bn—l

n ( 1 1 j
Area A n-1\ag" ' b
El valor de la razén es: Razon = = =n

Area B 1 11
n—l an—l bn—l

9]
u
o

bl‘k B o P et

Estudiamos las
P 1

funciones y = x7, 4 €Q".Comenzamoscon y = x? = Ix .
q

e EntreOy 1:

1 1
= 2 2 2
El drea de laregién Bes: B = j: x? dx = [E\/xs} = 3 0= 3

0
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Integrando sobre el eje OY para calcular el area de la region A, obtenemos:

1
+o0 1 1 1
A:J‘1 yzdy:|:—y3:| :——0:—

3" 1, 3 3
1
Area A 3
El valor de la razén es: Razdn = ,rea :i:l
AreaB 2 2
3
L
hd Entreay b:

b L 2 b
El drea de la regién B es: B = I X2 dx = {E\/xa} =
Integrando sobre el eje QY para calcular el area de la regién A, obtenemos:

Vb
A=L\/§y2dy=Fy3} SN a3=§(\/b—3—\/a_3)

3 & 3 3

. . Area A 5(\/b—_\/a—) 3 1

El valor de la razdn es: Razon = — = =2 _=
Area B E(\/b_a_\/a_a) 2 2

3 3
.'l"
¥
R S i e g e e et et
o & | : : <] 1 L 1 | K

P
Consideramos la funcién y = x9, P Q" entreayh.
q

El drea de la regién B es:

b P q 717 q pta q pPta q q q
B=I x9 dx = x P = b7 — a9 = bp+q_ap+q
! p+q p+q p+q
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Integrando sobre el eje OY para calcular el area de la region A, obtenemos:

. pta N\ s pta  p+q
PP I S R |5 L ) o T [
K p+q s ptg p+q

pta  pta
P b?% —ald
Area A P+Qq ~

El valor de la razén es: Razon = — = _P
Area B q ptg P9 q
—— b —-ad
p+q
b
i
]
i
[
L]
L}
1
B
]
L
L}
i
]
]
L[] ]
[ [}
L] [
L} [
L] L}
: P X
Q a b
Y
hE ....................................
F
a- s -
X
]

P 1
Estudiamos las funciones y = x7, P €Q .Comenzamoscon y=x 2 =

<l

e EntreOy 1:

El drea de laregién Bes: B = j X de [Zf] =2J1-2J0=2

Integrando sobre el eje OY para calcular el area de la region A, obtenemos:

+oo 1 1 o 1
A:L y_zdyz[__} =———(-1)=0+1=1

vy, + o0
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Area A 1 1
El valor de la razén es: Razon = —= E

Area B 2

e Entrely 2:

El drea de laregién Bes: B = I: x_§ dx = [Zx/;]z =22-21= 2(\/5 - 1)
1

Integrando sobre el eje OY para calcular el area de la region A, obtenemos:

1

A= j/ Loy —[ ﬂyﬁ:_l_ —; -V2-1

Area A 2-1 1
El valor de la razdén es: Razén = — = 2 =

Area B z(ﬁ_l) 2

1 :
i1 e~ Bk
o

154

v |
€51
8 .
ol _
o o5 1 15 2 D b s - .
'] o 1 LR} 2
e Entreayb:

El drea de la regién Bes: B =Lb x% dx =[2\/;]b =2b-2a =2(\/E —\/5)

Integrando sobre el eje OY para calcular el area de la region A, obtenemos:

A e o
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Area A Jb - a 1

El valor de la razon es: Razon = — =—

AreaB_z(JE_JE)_Z

Y
i
1]
L]
L
|
1]
L]
| |
n
i
i
i
i
|
i
] i |
1 L]
i 1
i L]
] L]
i B :
i L]
! :
! _—
4] = b
X
1
va
1
vb
: E : : - - Podem
0 os
comprobar con otras funciones del mismo tipo, por ejemplo:
_1 1 _2 1 _3 1
y:X3:— y=X3= , y=X2=

%/;I 3X2 \/XTI

gue se obtienen resultados analogos al anterior.
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p

Para finalizar, hacemos, los calculos para la funcion y = x 7 = entreayb.

1
I

El drea de la regién B es:

, P g a-p7° g = g 2 g [ e
szqux=—xq =—>b" ——a " =——|b " —-a '’
’ q-p q-p q-p q-p

a

Integrando sobre el eje OY para calcular el area de la region A, obtenemos:

e Vi e ] e fpaye]” L
A—'[l y Pdy= = =..=
oo p-q p-q|la p-q|\b

1
L4
Aq

El valor de la razdn es: Razon =

a-p  a-p
P b —a?
Area A 4P

Area B q { ip a-r
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