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UNIDAD 2: Determinantes

CUESTIONES INICIALES-PAG. 38

1. Calcula las matrices inversas de las matrices siguientes:

101
1 2
a) A= b)B=[1 1 1
35
2 0 3

Empleando el método de Gauss-Jordan, obtenemos:
)1210 1 21 O 1 0 -5 2
a

3 501 01 3 -1 01 3 -1

-5 2
La matrizinversade Aes A" ' = ( J

IR

I

3 -1
1 01 1 00 o 1 1 0 101 1 0O
b)|1 1 1 0 1 =~ -1 0 1 -1 0|=2z|0 1 0 -1 1 0=
2 0 3 00 1 0O 0 1 -2 o0 1 0 01 -2 01
1 00 3 0 -1
/01 0 -1 1 O
0 01 -2 0 1
3 0 -1
La matrizinversadeBes B '=| -1 1 0
-2 0

2. Calcula el rango de las matrices:
1 0 1

-1 3 5

a) A= b)B=|7 4 -2
-3 9 12

31 -1

Aplicando las operaciones elementales por filas, obtenemos:

-1 3 5 -1 3 5
a) Rango de A = Rango de = Rango de 0 =2

-3 9 12 0 3
1 0 1 1 0 1

b) Rangode B=Rangode|7 4 -2 |=Rangode|0 4 -9 |=
31 -1 01 4
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1 0 1
=Rangode|0 4 -9 |=3.
0 0 -7

3. Calcula el rango de la matriz A seguin los valores del pardmetro a:

1 20 O
A=|1 0 a
0O 0 2

Aplicando las operaciones elementales por filas, obtenemos:

1 2a 0 1 2a O
Rangode A=|1 0 a|=Rangode|0 2a —-a|.
0 0 2 0 0 2

Sia=0,elrangode Aes 2.

Sia#0,elrangode Aes3.

RESOLUCION DE PROBLEMAS-PAG. 53

1. Parejas. Tres amigos, Juan, José y Jesus van de compras con sus parejas Maria, Merche y Marina,
aunque no necesariamente en ese orden. Cada uno de los seis compra uno o varios objetos y paga por
cada objeto tantos euros como objetos compra. José compre 23 objetos mas que Maria y Juan 11 mas
que Merche. Cada hombre gasté 63 euros mas que su pareja. ¢Cudl es la pareja de cada uno?

Hacemos una tabla con la informacién del problema:

Juan José Jesus Maria Merche Marina
Objetos 11+y 23 +x X y z
compra
Euros paga (11 +y)? (23 +x)? X2 y? 7’

Una solucion puede ser:

Juan con Maria: x> = (11 + y)>— 63

José con Marina: 22 = (23 +x)?-63
Entonces: x=9;y=1;z=31.

Juan compra 12 y su esposa Maria 9.
José compra 32 y su esposa Marina 31.

Jesus compre 8 y su esposa Merche 1.

30



=

EDITEX

v v Sl Ll &

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il | ={0]48]e/[0]\J:\:{[e)

2. Piramides de bolas. Un mago apila bolas, todas iguales, para formar dos piramides tetraédricas. De
pronto se da cuenta de que juntando las bolas de ambas piramides, puede formar una sola piramide
tetraédrica mayor. ¢{Cudl es el minimo nimero de bolas de las que tendrd que disponer el mago
inicialmente?

Al construir pirdmides tetraédricas de bolas aparecen los nimeros tetraédricos:
1, 4,10, 20 35, 56, 84...

n-(n+1)-(n+2)
. .

que forman una progresion aritmética de tercer orden, de término general T, =

e Si las dos piramides son iguales, el minimo numero es 20 bolas, con lo que formaria una piramide
tetraédrica de arista 4 a partir de dos tetraédricas de arista 3.

e Si las dos piramides iniciales no son iguales, el minimo numero es 680 bolas, nimero obtenido al sumar
las bolas de dos piramides tetraédricas de aristas 8 y 14, y de bolas 120 y 560.

La nueva piramide tetraédrica formada por 680 bolas tiene de arista 15, ya que se cumple:

n-(n+1)-(n+2)

=680 = n=15.

NUEVAS TECNOLOGIAS-PAG. 55

1 2 -1 -1 0 3
1. Dadas lamatrices A=|{3 8 2 |yB=| 0 -2 1|,calcula:
4 9 -1 3 2
a)A+3-B b)A-B c)B? d) Al

En la calculadora definimos las matrices Ay B. Para ello activamos el menu Matrices y en la opcion EDIT
introducimos las dimensiones de la matriz, que en nuestro caso serian 3 x 3, tecleando: 3 NTER 3 ENTER.

Introducimos los elementos de la matriz de forma ordenada. Para la matriz A del enunciado, la secuencia
de teclas seria: 1 ENTER 2 ENTER -1 ENTER 3 ENTER 8 ENTER 2 ENTER 4 ENTER 9 ENTER -1 ENTER.

Para introducir la matriz B tecleamos -1 ENTER 0 ENTER 3 ENTER O ENTER -2 ENTER 1 ENTER 3 ENTER 2
ENTER O ENTER.

Realizamos las operaciones indicadas tecleando éstas en la pantalla principal con ayuda del menu Matrices,
donde estan las matrices A y B. Obtenemos los resultados que pueden verse en los gréficos.

i [A] +3* [B]
-2 2 8
3 2 5
13 15 -1
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b) [A] * [B]
-4 -6 5
3 =12 17
-7 =20 21
2 [B]"3
-19 -18 36
-9 -—-16 15

36 30 -13

d)
[A]"-1
-26 -7 12
11 3 -5
-5 -1 2

-1 0 1 3 4 3
2. Resuelve la ecuacion matricial A- X + B =C, siendo: A = , B= yC= .
0 -1 2 4 2 1

Utilizando las propiedades de las operaciones con matrices obtenemos:
A-X+B=C < A-X=C-B < X=A"'-(C-B)

Introduciendo en la calculadora las matrices A, By C y realizando las operaciones indicadas, obtenemos la
matriz que aparece en el grafico.

[A]"-1* ([C] -[B])

o

3. Resuelve los sistemas que siguen, diagonalizando las matrices ampliadas:

3x+3y+z=1 xX+y+z=1 X—-2y+z=0
a) s x+y+2z2=0 b) {2x+y+2z=2 c)i3x+2y—-2z=4
3x+y—-z=1 XxX+2y+z=1 8x+8y—-7z2=8
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Las matrices ampliadas de los sistemas son:

3 3 1111 -2 1 0
A={1 1 2 O B={2 1 2 2 C=(3 2 -2 4
31 -11 1211 8 8 -7 8

Introducimos en la calculadora las matrices anteriores.

La funcion rref (, que podemos encontrar en el menu Matrices y en la opcion MATH, nos devuelve la forma
diagonal de una matriz dada.

Para los sistemas del enunciado a), b) y c¢), obtenemos las matrices [A], [B] y [C] que aparecen en los
graficos.

a) escre ([A]) » Frac
10 0 1/5
01 0 1/5

0 01 —-1/5

El sistema tiene por solucién x=1/5,y=1/5,z=-1/5y es compatible determinado.

b) escre ([B])
1 0 1 1
01 0O
0 0 0O

El sistema del apartado tiene por soluciones x=1—2z; y = 0y es compatible indeterminado.

c)
escre ([C]) » Frac
1 0 -1/4 0
01 -5/8 0
0 0 0 1

El sistema carece de soluciones y es incompatible.

En la resolucion de los sistemas de los apartados a) y ¢) hemos activado la opcién P Frac que se encuentra
en el menu Matemdticas (tecla MATH), para obtener los elementos de las matrices expresados en forma de
fraccion.
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ACTIVIDADES FINALES-PAG. 58

1. Calcula los determinantes de las siguientes matrices:
1 -5 1 2 1 a-3
a) b) c)
1 -1 4 8 -1 2-a

Los valores de los determinantes son:

(1 a] [m - nJ
d) , | e
a a n m

1 -5

m —=n 2 2
a) =4 c) =-1 e) =m°+n
1 -1 -1 2-a n m
1 2 1 a
b) =0 d) ,|=0
4 8 a a

2. Calcula los determinantes de las matrices que siguen, utilizando la regla de Sarrus:

0 1 1 1 1 1 1 0 a 1 2 3
a)|1 0 1 b)]0 1 -1 c)|0 a 1 di1 1 -1
1 1 0 1 -5 6 a 1 0 2 0 5

Los valores de los determinantes son:

01 1 a
a) 0 1|=2 |0 a 1|l=-a*>-1
1 10 a 1 0
1 1 1 2 3
b)j[0 1 -1|=-1 d) |1 —-1|=-15
1 -5 6 2 5
3. Resuelve las ecuaciones:
1 x O 1 x 1
10 34x 5 X
a) — =0 b)|[x 1 x [=0 |3 1 x|=-1
x 20 x> -5
1 x —x 01 -0

Desarrollamos los determinantes, resolvemos las ecuaciones resultantes y obtenemos:

10 34x
x 20

5 x°

x> =5

=0 = x"-34x*>+225=0.

Las soluciones sonx=-5,x=-3,x=3yx=5.

1 x O
b)lx 1 x|=0 = x*-x=0.
1 x —x
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Las solucionessonx=-1,x=0yx=1.

1 x 1
|3 1 x|=-1 = 3-x=-1
01 -0

La solucion es x = 4.

4. Teniendo en cuenta las propiedades de los determinantes, justifica que son nulos los determinantes
que siguen, sin desarrollarlos.

1 -2 1 -1 4 -1 1 -2 -4 1 3 2
a)(3 1 2| b2 o0 2 l2 -1 1 d|-1 -9 -3
3 -6 3 -3 2 -3 -1 -2 -8 2 0 3

Las razones en cada caso son:
a) Las filas primera y tercera son proporcionales: F3 =3 - Fy.
b) Las columnas primera y tercera coinciden: C; = Cs.
¢) La columna tercera es combinacién lineal de la primeray la segunda; C3=2-C; +3 - C,.
d) La fila tercera es combinacidn lineal de la primera y la segunda; F3 =3 - F1 + Fa.

5. Prueba, sin desarrollar, que los siguientes determinantes son miltiplos de 2, 3, 7 y 11,
respectivamente.

3 2 3 2 5 -1 19 0 121
a)|a -1 1 b)| 4 -2 3| ¢|2 3 -6 d|1 9 8
5 -3 -2 -3 0 1 2 0 11 50 6

a) Sumamos los elementos de las tres filas y el resultado lo colocamos en la primera (F1 + F2 + F2 = Fy),
sacamos factor comun 2 de la primera fila y obtenemos:

3 2 3 12 -2 2 6 -1 1
4 -1 1 |=|4 -1 1 (=214 -1 1|=2
5 -3 -2 5 -3 =2 5 -3 -2

b) Sumamos los elementos de las tres filas y el resultado lo colocamos en la primera (F1 + F2 + F, = Fy),
sacamos factor comun 3 de la primera fila y obtenemos:

2 5 -1 3 3 3 1 1 1
4 -2 3|=14 -2 3|=3-|4 -2 3/=3
-3 0 1 -3 0 1 -3 0 1

c) Realizamos la siguiente operacién con las columnas (Cs + C; — 2 - C; = Cs), sacamos factor comun 7 de la
tercera columna y obtenemos:
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d) Puede observarse que los nimeros que forman cada una de las filas, 121, 198 y 506 son multiplos de 11.
Operando en cada fila, multiplicamos la primera columna por 100, la segunda por 10 y sumamos ambos
resultados a la tercera columna, quedaria:

1 21 1 2 121 1 2 11-11 1 2 11
1 9 8{=|1 9 198|=|1 9 11-18/11-|1 9 18|=11
5 0 6 5 0 506 5 0 11-46 5 0 46

6. Demuestra las siguientes igualdades aplicando las propiedades de los determinantes:

bc a o'

ac b b'|=0

ab ¢ ¢!

Multiplicamos y dividimos la primera fila por a, la segunda fila por b y la tercera por c, dejando la expresion
1 . , , . .
—— fuera del determinante. Después sacamos factor comun de la primera columna abc y el determinante

abc
resultante es nulo al tener dos columnas iguales.

1

bc a a abc oa* 1 . 1 d
1
ac b bl=—— |abc b 1|=25.]1 B 1]|=0
_,| abc ) abc )
ab ¢ c abc ¢ 1 1 ¢ 1

7. Sean Fy, F, y F; las tres filas de una matriz cuadrada A de orden 3 tal que su determinante es det (Fy, F»,
F3) = 5. Calcula:
a) det (2A) b) det (A3) c) det (3F, — F3, 2F3, F,)

a) Teniendo en cuenta la propiedad:
Si los elementos de una linea de una matriz se multiplican por un nimero, el determinante de la matriz
queda multiplicado por dicho numero.

y que el orden es 3:
det (2A) =23 - det (A) =8-5=40.

b) Teniendo en cuenta la propiedad:
El determinante del producto de dos matrices cuadradas es igual al producto de los determinantes de
ambas matrices.

Obtenemos:
det (A%) =det (A) - det (A) - det (A)=5-5-5=125

c) Teniendo en cuenta las propiedades:
Si los elementos de una linea de una matriz se multiplican por un numero, el determinante de la matriz
queda multiplicado por dicho numero.
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Si en una matriz cuadrada se permutan dos lineas, su determinante cambia de signo.
det (3F1—Fs3, 2F3, F) =2 - det (3F1 — F3, F3, F2) =-2 - det (3F1 — F3, Fy, F3)
Haciendo uso de la propiedad:
Si a los elementos de una linea de una matriz cuadrada se les suma una combinacion lineal de otras lineas,
su determinante no varia.

det (3F1—F3, 2F3, F)) = -2 - det (3F1—F3, Fy, F3) =- 2 - det (3Fy, Fp, F3) =-6 - det (Fy, F,, F3) =-30

8. Resuelve las siguientes cuestiones:
a) La matriz A verifica A2 = A. Halla los posibles valores del determinante de A.

b) La matriz A verifica AA' = |. Halla det (A).

a) Utilizando la propiedad det (A - B) = det (A) - det (B), se obtiene: det (A?) = [det (A)]%. Por tanto:

det (A)=0
[det (A)]2 —det(A)=0 = det(A)-[det(4)-1]=0 = o)
det (A)=1

b) Teniendo en cuenta las propiedades det (A) = det (A") y det (A - B) = det (A) - det (B), se obtiene:

det (A)=—1
det(A-A')=det (/) = det(A =1 = 0
det (A)=1

9. Sea A una matriz cuyas filas son F;, F, y F3, y su determinante vale 4. {Cudnto vale el determinante de
la matriz B cuyas filas son F3, F; — 2F,, - F;?

La solucidén queda:

F, -k R R R
F=2F|==|F ~ 2R =|F ~ 2R | =| 2R |=-2|F | = —2|A| = 8.
~F F F F F

3 3

10. Comprueba que el determinante que sigue es divisible por 5, sin calcularlo, a partir de las
propiedades de los determinantes:

5 2 1
4 7 6
6 3 9

Sustituimos los elementos de la fila tercera por la suma de los elementos de las filas tercera y segunda, y
obtenemos:
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521 5 2 1 521
4 7 6|=|4 7 6|=5-14 7 6
6 3 9 10 10 15 2 2 3

Observamos que el determinante es divisible por 5.
Existen otras formas de combinar lineas de este determinante para obtener numero multiplos de 5, por

ejemplo, la suma de los elementos de la columna tercera con el doble de los elementos de la columna
segunda.

ACTIVIDADES FINALES-PAG. 59

1 0 1 1
-2 1 3
. 2 -1 1 1 2
11. Sean las matrices A = ,B=1 0 5 —-1|yC= .
0 3 2 -1 0
4 2 0
-2 2 0 1

a) Halla los menores complementarios aiz, 022, 023 Y 031, Si existen.
b) Calcula, si existen, los adjuntos A1, Az, A3 y A3y, Si existen.
c) Halla las matrices adjuntas de las matrices dadas.

Las respuestas son:

a) Los menores complementarios pedidos son:
En la matriz A: a1, = 0; a2, = 2; a3 y 31 no existen.

EnlamatrizB: a;2=4; a2=-12; a3 =- 8y as; =- 16.
EnlamatrizC:o12=-6;022=-3; a3=6Yyaz1 = 1.

b) Los adjuntos pedidos son:
En la matriz A: A1; = 0; Axz = 2; Az3 y A3z no existen.
EnlamatrizB: B2 =-4; B =-12; B3 =8 y B31 =-16.

EnlamatrizC:C12=6;Cx2=-3;Cx3=-6 y G =1.

c¢) Las matrices adjuntas son:

2 -4 -20
Adj (A) = 305 | 6 12 8 |yCc= "3 -6 0
W= )57 ye= 3 3 -4
-16 -2 -10

12. Halla las matrices adjuntas de las matrices:
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1 0 4 1 2 3
2 1
a)A=43 b)B=|2 -3 2 g Cc=(2 3 1
3 5 -1 312
Las matrices adjuntas son:
3 4 -7 8 19 5 -1 -7
a)Adj(A)=( 1 2] b) Adj(B)=| 20 —-13 —-5| c)Adj(C)=|-1 -7 5
12 6 -3 -7 5 -1
13. Calcula las matrices inversas de las siguientes matrices:
1 2 2 12 2
l-a a
a)Az( j b)B=|1 1 1 cggCc=|1 2 3
—-a 1l+a
1 01 1 3 2
Las matrices inversas de las matrices del enunciado son:
-1 2 0 5 -2 =2
. 1+a -a . .
a) A" = b)B"=| 0 1 -1 cCc =|-1 0 1
a l-a
-2 1 -1 1 0
1 0 -1
m 14. Dadalamatriz A=|{0 a 3 |, averigua los valores del parametro a para los cuales la matriz no
4 1 —-a
tiene inversa. Calcula, si es posible, la inversa de A cuando a = 2.
El determinante de la matriz A es det (A) =-a?+4a—-3=-(a—1) (a—3).
La matriz no tiene inversa paraa=10a=3.
1 0 -1 -7 -1 2
Lamatrizparaa=2es A=|0 2 3 |ysuinversaes A '=|12 2 —3|.
4 1 -2 -8 -1 2

15. Determina, segun los valores de a, el rangodelamatriz A=|1 —-a 1 2

Se obtiene que:
-Sia=0,elrangode Aes 2.

-Sia#0,elrangode Aes 3.

1 1
16. Dadalamatriz A=|1 0 |, halla el rango de la matriz A% — A* segtn los distintos valores de a.
1 0

o = Q
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a+?2 2a 1
La matrizB%es A>=| 2 a+1 1].
1 a 1

a+1 20-1 O
La matrizM=A?-Ates M=|2 —a a 1].
0 a 1

El determinante de M es det (M) = (a — 2) (2a— 1) y los valores del rango son:
-Sia#2ya#1/2, elrangode M es 3.
-Sia=2,elrangodeBes 2.

-Sia=1/2,elrangode Bes 2.

1 -1 3
17. Determina para qué valoresde aelrangodelamatriz |2 1 a | es3.
1 0 2

El determinante de la matriz A es a— 3, y se anula para a = 3. Por tanto, para cualquier valor de a distinto de
3 el rango de la matriz A es 3.

18. Usamos el cédigo numérico:

A | B| C D E F G H 1|J | K |L|M]|N
14 | 5|18 | 9 |23 | 1 12 25 | 6|16 13 |22 2 | 24
N |O| P Q R S T u V | W|X|Y]| z

17 | 7 | 21 | 15 | 27 8 10 20 3 126(19|4 | 11 | 28

5

b) Mi amiga Marisa me dice que su nombre escrito en clave con una matriz A, 2 x 2, es:

1 2
a) Codifica el mensaje MANDA_DINERO, utilizando como matriz de cifrado A = [3 ]

16 14 33 6 22 14
éPodrias hallar A?

a) El mensaje anterior, segun el cédigo numérico se transforma en:
2 14 24 9 14 28 9 6 24 23 27 7

Para enviar de forma cifrada el mensaje anterior se toma la secuencia2 14 24 9 14 28 9 6 24 23
27 7y se multiplica, tomando nimeros de dos en dos, por la matriz de cifrado:
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Hay que tener en cuenta que si los numeros que resultan de multiplicar por la matriz de cifrado son
mayores de 28, como por ejemplo en el primer caso que son 30 y 76, hay que restar 28 las veces que sean

necesarias hasta obtener un nimero menor que 28. En nuestro caso:
30—-28=2 y 76-28-28=20

o S

El mensaje codificadosera:2 20 14 5 14 14 21 1 14 19 13 4, que se convierte en:
MUABAAPAFAXKY.

b) Teniendo en cuenta el cddigo numeérico inicial, la palabra Marisa se corresponde con la clave numérica:

M A R I | S A
2 14 | 27 | 6 | 8 | 14

a b
Sea A= ( dj la matriz 2x2 buscada. Se cumplira:
c
a b 2 16 2a + 14b =16
. = =
c d 14 14 2c +14d =14
a b 27 33 27a + 6b =33
. — =
c d 6 6 27c + 6d =6

Resolviendo los sistemas se obtiene:a=1,b=1,c=0yd=1.

11
La matrizes A= .
0 1

ACTIVIDADES ACCESO UNIVERSIDAD-PAG. 60

ey oo )

resuelve la ecuacién matricial A®- X-4B = O.

1. Sean las matrices:

La resolucion de la ecuacidén es:
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3 _ 3 _ [ A3\?
A X-4B=0 = A*-X=4B = x_(A) . 4B

Las matrices a calcular son:

Por tanto:
1 6 2 0 -16 O
X: . = .
R E I

2. Se consideran las matrices:

-1 0 1 31
A=|3 k 0|y B=|0 3
—k 1 4 2 0

a) Calcula los valores de k para los cuales A no es invertible.
b) Para k = 0, calcula la matriz A™2.

c) Para k = 0, resuelve la ecuacion matricial A - X = B.

a) El determinante de la matriz A es det (A) = k* -4k + 3 = (k—1)(k—3). ParaK =1y k = 3 la matriz A no es
invertible.

1
0 - 0
3
- 1 4
b) Para k=0 la matrizinversade Aes A" =| — 4 _5 1].
1
1 - 0
3
0 1
c) La solucién de la ecuacién matriciales X =A""-B=|-10 —8/|.
3 2

3. Responde de forma razonada a las siguientes cuestiones:
a) Sea B una matriz cuadrada de tamaiio 3 x 3 que verifica B2 = 16 |, siendo | la matriz unidad.
Calcula el determinante de B.

b) Si A es una matriz cuadrada de tamaiio 2 x 2 para la cual se cumple que A- 1 = At, ¢puede ser el
determinante de A igual a 3?

Las respuestas a los distintos apartados son:
a) Teniendo en cuenta las propiedades de los determinantes:

El determinante del producto de dos matrices cuadradas es igual al producto de los determinantes de ambas
matrices:
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det (M - N) = det (M) - det (N)
Si los elementos de una linea de una matriz se multiplican por un nimero, el determinante de la matriz queda
multiplicado por dicho nimero:
det (F1, Fz, ey k- Fi, ey Fn) =k - det (F1, Fz, ey Fi, ey Fn)

A partir de B2 = 16 | podemos escribir det (B?) = det (16 I). Calculamos ambos determinantes:

det (B?) = det (B - B) = det (B) - det (B) = (det (B))?

1 00 16 0 O
det (16 /)=det|16-|0 1 O||=det| 0O 16 0 |=16’
0 0 1 0 0 16

Por tanto, (det (B))>=16> = det (B)=+/16> = det(B) =64.

b) No puede ser det (A) = 3 ya que se cumple:

Al=A" = det(Al)=det(A) =

=det (A) =
det (A)

= (det(A)?’=1 = det(A)== 1.

a -2 0
4.SealamatrizA={0 -2 0].
0 1 a

a) éPara qué valores de a la matriz es inversible?

b) Estudia el rango segun los valores de a.
- 1
c) Halla a para que se cumpla A" = 2 “A.

a) Una matriz A es inversible si su determinante es distinto de cero. Hallamos el determinante de A:

a -2 0
|A|]=|0 -2 0|=-20" =-20"=0 = a=0.
0 1 a

Por tanto, A es inversible sia # 0.

b) Estudio del rango:
-Sia #0 el rango de la matriz A es 3, ya que el determinante de A es distinto de 0.

-Sia=0elrango de Aes 1, ya que tiene dos columnas con todos sus elementos nulos.

1.

c) Calculamos la matriz A™' = |A|

[Adj (A)]

&
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- -= 0
-2 0 O -2a 22 O a a
Adj(A)=| 2a & -a [Adj(A)]=| 0 & © At=|0 —% 0
0 0 —2a 0 —-a -2 1 1
o — =
20 a

1
Expresamos la igualdad matricial A™' = 2 - A y obtenemos:

1 1
1.1 4) (a1, 1 ¢
a a 4 2 a 4 d=4a=-2ya=2
1 1 '
0 -— 0|=|0 -=— O = {-——=—-=  =30=2 =a=2
2 2 a 5
a=
o L 1] | 1 ¢ 1.1
20 a 4 4 2a 4
El valor de A buscado es a = 2. Para este valor se cumple:
1 1 1 1
- —-= 0 - —-— 0
2 2 2 2
1 1 1
A'=|0 -= 0| vy —-A=(0 -= 0
2 4 2
o 1 1 o 1 1
4 4 2

1 ), calcula la matriz X para que se cumpla la ecuacion matricial A- X -2 - |

2
5. Dada la matriz A =(
=0, siendo | y O las matrices unidad y nula, respectivamente.

Resolvemos la ecuacion matricial:
AX -21==0 = AX=21 = X=A"2 = X=2A"

11 11 2 2
Como A ' = se tiene: X =2- = .
1 2 1 2 2 4

6. a) Determina para qué valores de a la siguiente matriz no tiene inversa:

1 -2 2
A=|2 5-a -2
1 1 a

b) Considerando la matriz A del apartado anterior con a = - 1, resuelve la ecuacion matricial XA + B = CA,

donde:
2 10 1 0 -2
-1 1 1 31 0




=

EDITEX

L L

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il | ={0]48]e/[0]\J:\:{[e)

a) Una matriz cuadrada no tiene inversa si su determinante es cero:
a=0

det(A)=1la-d’°=a-(11-a)=0 = {
a=11

La matriz A no tiene inversa paraa=0ya=11.

b) Resolvemos la ecuacidn matricial:
XA+B=CA = XA=CA-B = X=(CA-B)-A' = X=C-B-A"

Hallamos las matrices A"y BA™™:

1 2
-0 =
33 215
1 1
at=lo o -2 B-At=|3 ‘1‘ 6
0 - -2
11 .5 2
3 4
La matriz buscada es:
21 5) (11 1
X=(10—2J_34 6|_|3 4 6
1
3 0 0 1 -2 3 1 2
2
7. Determina la matriz X solucion de la ecuacidon matricial A- X—1 = A, donde
-1 0 1 1 00
A= 2 -1 0 |el/=|0 10
1 2 -1 0 0 1

Operamos en la ecuacion matricial para despejar X:

AX—1=A = AX=A+l = X=A!-(A+]l) = X=1+A"

111
4 2 4
La matriz inversa de A es A’1=% 0 % y finalmente:

211
4 2 4

111y (211

0 4 2 4 4 2 4

1 1 1 1

X= O|+|= 0 =|=|= 1 =|

1 2 2 2 2

2 114> 15

4 2 4 4 2 4
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PROYECTO DE INVESTIGACION-PAG. 61
Matematicas y criptografia

La criptografia o arte de escribir en clave, aparece y se desarrolla con la
invencion de la escritura. Las civilizaciones mas antiguas ya hicieron uso
de ella, aunque fueron los griegos y romanos los que la desarrollaron
para comunicarse en secreto con fines belicistas.

A lo largo de los siglos, y en numerosas ocasiones, tanto los criptégrafos
como sus oponentes, los descodificadores, han utilizado las
matematicas en sus respectivos trabajos. Entre las herramientas
utilizadas podemos encontrar: el andlisis por frecuencias, la aritmética
modular, los numeros primos, etc.

Intenta descifrar los mensajes que siguen.

NDV - ODWHODWLFDV - VLUYHP - SDUD - WRGR - HP - ND - YLGD - BD - TXH - WH - HPVHQDP - D -
UDCRPDU - D - UHVRNYHU - SURENODV - SHUR - VREUH - WRGR - OH - KDP - GDGR - GLVFLSNLPD - SDUD -
OL - OLVOD - XPD - GLVFLSNLPD - YXH - PR - HV - SDUD - PDGD - RSUHVLYD - VLPR - YXH - OH - IDFLNLWD -
VHU - NLEUH

EDUEDED - KHPGULFNV
at™ - P7U5B - za - 4030403710A - B - >a - zao0=B - a8 - 47 - 30247 PO - 304, 7a8 - 9+azaA -
a81B83505 - TOA - 0137m720z0A - 5aA+aT30A - za - PO - +87#0% - A7a3a - PO - PP oma - za - O -
30247 MO - MO - 3708a - a - 1B8Aa5Oa - zal - 1B Ma<7B - aA9a5B - 2+a - 3a - A75m08 - 9050 -
95090505 - a - aed4a8

080
Para ayudarte, podemos decirte que uno de los mensajes estd codificado con el cifrado César, y puedes
descifrarlos mediante el analisis por frecuencias.

Investiga sobre criptografia.

El primer mensaje estd puesto en clave con el cifrado César siguiente:

Letra A D E F G H I J | K|L|M
Letra cifrada D E F G H | J K LIM|N|N|O
Letra N N 0 P Q R S T|lU|VI|X|Y]|zZ
Letra cifrada P Q R S T U Vv X Y| Z|A|B]|C
y dice:

LAS MATEMATICAS SIRVEN PARA TODO EN LA VIDA, YA QUE TE ENSENAN A RAZONAR, A RESOLVER
PROBLEMAS. PERO SOBRE TODO ME HAN DADO DISCIPLINA PARA MI MISMA. UNA DISCIPLINA QUE NO ES
PARA NADA OPRESIVA QUE ME FACILITA SER LIBRE.

BARBARA HENDRICKS

46
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El segundo mensaje dice:

EL LIBRO DE MATEMATICAS LO HE DEJADO EN MI TAQUILLA. TAMBIEN PUEDES ENCONTRAR LAS
ACTIVIDADES RESUELTAS DE LA UNIDAD SIETE. LA LLAVE DE LA TAQUILLA LA TIENE EL CONSERJE DEL
COLEGIO. ESPERO QUE TE SIRVAN PARA PREPARAR EL EXAMEN.

ANA
El cifrado puede verse en las tablas:

Letra A B C D E F G H | J K LM
Simbolo 0 J 1 # a < > 7 | o ™| 4

Letra N N (0] P Q R S T ulv | X|Y]|Z
Simbolo 8 B 9 2 5 A 3 + | m| o

La descodificacidn de los mensajes puede hacerse mediante el analisis de frecuencias.

El andlisis por frecuencias, para descifrar un criptograma, se basa en estudiar la frecuencia con la que
aparecen los distintos simbolos en un lenguaje determinado y luego estudiar la frecuencia con la que
aparecen en los criptogramas, y de esta manera establecer una relacion entre ellos.

La idea fundamental es que no todas las letras aparecen con la misma frecuencia, sino que algunas
aparecen mdas a menudo que otras. Contando los signos del texto cifrado y ordenandolos de mayor a
menor frecuencia podemos establecer conjeturas acerca de qué letra corresponde a cada signo. El andlisis
se completa con la busqueda de palabras frecuentes como articulos y preposiciones. El resto es cuestién de
intuicion.

En nuestro idioma las letras E (= 17%) y A (= 12%) destacan sobre todas las demds y pueden identificarse
con facilidad, aunque en un texto corto la frecuencia de ambas se puede invertir. Todas las vocales ocupan
un 47% del texto.

Las consonantes mas frecuentes son L, S, Ny D (=~ 30%) y las seis letras menos frecuentes son V, N, J, Zy K
(con poco mas del 1%).
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