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SOLUCIONARIO

UNIDAD 5: Limites de funciones. Continuidad

CUESTIONES INICIALES-PAG.114

1. En la funcién y = f (x), cuya grafica aparece en
el dibujo, calcula:

e /im f(x); lim f(x); lim f(x)
x— 0 x— 0" x—0

e Iim f(x); Iim f(x); lim f(x)
x— 2 x— 2" x—-2

e Iim f(x); Iim f(x); lim f (x)
xX— 4 x> 4" x4

;

o

o lim f(x); lim f(x)

x> -
e f(0);f(2)yf(4)
e Asintotas verticales, horizontales y oblicuas.
Las respuestas son:

o Iim f(x)=+w; Iim f(x)=0; lim f (x)no existe
x— 0 x— 0" x—0

o Iim f(x)=—wo; Iim f(x)=4; Ilim f (x)no existe
x— 2" X—>-2

xX— 2"

e |im f(x)=5; Ilim f(x)=3; lim f (x) no existe.
x— 4 x— 4° x—4
e /im f(x)=+o00; Iim f(x)=1

X—> -

of(0) =0;f(2)=4yf(4)=5

¢

e i g e

e Las rectas x = 0 y x = 2 son una asintotas verticales. La recta y = 1 es una asintota horizontal y la rectay = -

X es una asintota oblicua.

3x* -6
2. Dada la funcién f (x) = ’(2—4’(, halla:
X

° /l'm0 f (x) ° l:’m2 f (x) o Iim f (x)
Los limites pedidos son:

, . 3x* —6x 0
o lim f 0= Jim —3—==—,=0
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3x> -6 3x(x -2 3 3
e /im f (x)= Ilim XZ X_ lim xx=2) = lim X _2
X2 x>2 x° —4 =) (X+2)(X—2) x>2 x4+ 2 2

2 2
o lim Flx)= lim X% jim 3X 3

X =+ ®© X =+ ®© XZ —4 X =+ ®© XZ

Los resultados anteriores pueden verse en la gréfica.

kil

y=3

0 T 0 O D O O Dl 0 O O

1
1. Sumas. Demuestra: 1— + =0,498501.

1 1
— o —
3-5 5.7 999 - 1001

El término general de la sucesidon formada por los sumandoes — .
(2n -1) (2n + 1)

1/2 -1/2
L /2, -1

Descomponiendo este en fracciones simples, obtenemos: = .
2n-1)(2n+1) 2n-1 2n+1

Aplicando esta igualdad a cada uno de los sumandos, obtenemos:
1 1 -
_ /2 N 1/2
1-3 1 3

1 1/2+—1/2
3-5 3 5
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1 _1/2 -1/2
997-999 997 999

1 _12 -1/2
999-1001 999 1001

Sumando todas estas igualdades, obtenemos:

B S ! =1/2+_1/2=1— L =1OOO=500=0,498501.
13 3-5 5.7 999-1001 1 1001 2 2002 2001 1001

Facilmente se comprueba la igualdad sin mas que poner el nimero decimal peridédico puro dedo en forma
de fraccion:

499500 _ 5002737 _ 500

0,498501. = =
999999 1001-27-37 1001

Por tanto, la igualdad que plantea el problema es verdadera.

2. Plano de ciudad. La figura representa el plano de una ciudad. ¢De

cuantas formas se puede ir desde A hasta B de manera que nunca
retrocedamos?

Queda del siguiente modo:
| .E

Solamente consideramos los caminos en vertical hacia arriba que denominamos como V, en diagonal hacia
arriba que denotamos con D y en horizontal hacia la derecha que denotamos con H.

/

A

_ ININ

/]
]

1

]

En la figura seflalamos el nimero de caminos que hay desde A a cada esquina. Facilmente se llegan a
encontrar esos numeros sin mas que ir trazando caminos. Asi en el cruce que hay un 3 se llega a el desde A
por tres caminos V-D-H; en el cruce que hay 5 =3 + 1 + 1, se llega a el por cinco caminos: HHV-HD-DH-VH-
HVH.
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Observamos que el nimero que hay en cada cruce es suma de los que de las dos esquinas contiguas si el
cuadrado es cerrado y de las tres esquinas si el cuadrado se abierto.

3. Trama triangular. Resuelve el problema analogo al que figura en la pagina anterior, considerando que
en este caso los triangulos equilateros que debes contar son los que tienen el vértice hacia abajo.

Procediendo de forma andloga a las del problema de la pagina anterior, obtenemos:

N2 de N2 de N2 de N2 de N2 de

triangulos triangulos triangulos triangulos triangulos Total

delado 1 delado 1 delado 1 delado 1 delado 1
Traman=2 1 1
Traman=3 3 3
Traman=4 6 1 7
Traman=5 10 3 13
Traman=6 15 6 1 22
Traman=7 21 10 3 34
Traman=8 28 15 6 1 50

Observamos que aparecen dos sucesiones seguin sea n par o impar.
® Si n es par, obtenemos la sucesion: 1, 7, 22, 50, 95, 161...
Es una progresién aritmética o sucesion aritmética de orden 3 y su término general vale:

n-(n+2)-2n-1)
24

@ Si n es impar, obtenemos la sucesion: 3, 13, 34, 70, 125...

Es una progresion aritmética o sucesion aritmética de orden 3 y su término general vale:
(h=1)-(n+1)-(2n -3)
24

Por tanto, el nimero de tridngulos equildteros con el vértice hacia abajo que podemos contar en una trama
triangular de n unidades de lado es:

n-(n+2)-(2n-1)

si nes par
24
-1)-(n+1)-2n+3
(n—1) (n24) 2n ) si n es impar

® En una trama de lado n hay:

I.L1+43+6+10+15+ 21+ 28...

n
[ 2] tridngulos de lado 1 con n > 2.

n-2

IL1+3+6+10+15+...= ( 4] tridngulos de lado 2 con n > 4.
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n
III.1+3+6+10+15+...=[
n_

6] tridngulos de lado 3 con n > 6.

Asi sucesivamente.

n+2-2k

5 j conk=1, 2,.., n; siendo k el nUmero de unidades de lado.
n —

En general es (

4. Primos. Demuestra que la diferencia de cuadrados de dos nliimeros primos mayores que 3 es siempre
un numero miltiplo de 24.

Hemos de demostrar que p’> — g°> = 24, siendo p y g nimero primos mayores que 3.

Para demostrarlo, vemos primero que si p es un nimero primo mayor que 3, entonces p> — 1 =24.

Sabemos que p?—1=(p—1) - (p + 1). Los nimeros estan colocados: p— 1, p (primo) y p + 1.
Como p es primo, p— 1y p + 1 son multiplos de 2 y uno de ellos también es multiplo de 4, pues en tres
numeros consecutivos mayores que 3 con los extremos pares a la fuerza uno de estos extremos es multiplo

de 4.

También (p — 1) o (p + 1) han de ser multiplos de 3, puesto que son tres nimeros consecutivos.
Por tanto, se cumple que p° —1= 2-3-4=24.
Ademascomo: p° —g* =(p* -1)-(q° -1) = p’-q*=24-24=24.

Por tanto, se cumple que la diferencia de cuadrados de dos nimeros primos mayores que 3 es siempre
multiplo de 24.

5. Tablero de ajedrez. ¢ Cuantos rectangulos de lados desiguales hay en un tablero de ajedrez?

Partimos del siguiente cuadro:

TIPO DE TIPOS DE RECTANGULOS TOTAL
TABLERO | 1x1 1x2 1x3 1x4 2x2 2x3 2x4 3x3 3x4 4x4
1x1 1 1
2x2 4 4 1 9
3x3 9 12 6 4 4 1 36
4x4 16 24 16 8 9 12 6 4 4 1 100
5x5 25 40 30 20 16 24 16 9 12 4 225

Observamos la sucesion del nimero total de rectangulos (incluidos como tales los cuadrados):
1,9, 36, 100, 225, 441...

12, 3%, 6%, 10%, 152, 21°...
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En un tablero 8x8, que es un tablero de ajedrez, hay 362 = 1296 rectangulos.

Si nos quedamos solo con los no cuadrados, habria 1296 — 204 cuadrados = 1092 rectangulos no cuadrados
en un tablero 8x8.

NUEVAS TECNOLOGIAS-PAG. 137
1. Calcula los siguientes limites:

2

.. £ 2
3
a) lim (2x2—6x+1)xz—6x+9 b) lim [__3,(]
x— 3t X—>— o0

En la imagen podemos ver el resultado de estos limites hechos con las opciones del menu Analisis de Wiris.

2

lim, (2-x2=6-x+1) X" ~6X+9 = +00
x—3

3.x2
lim ( X —3-::)
X—t-00 x+1

- -3 B

4
2. Halla las asintotas de la funcién f(x) = 2x— Y
X_

En la imagen vemos la solucidn de esta actividad mediante Wiris.

£(x) :=(2-x—i) - xm2x— 1

x-2 Xx-2

lim f(x) =+ +00
x—2
lim_ f(x) =+ -00
x—2
lim f(x) =+ o0
X200

f
im 12X g
x—ze0 X

lim (F(x)~2-x) = 0

representar(f(x),{asintota={color=rojo,
=> tablero1|

Hemos obtenido las asintotas de esta funcidon que son las
rectas de ecuaciones x =2 ey = 2x.

En la grafica podemos ver la funcion y sus asintotas.
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3. Estudia, de forma analitica y grafica, la continuidad de las funciones siguientes:

sen x si —££x£0
2 4x 2

a) f(x) = X—2 b) fx)= {1-3¥ si 0<x<1
16+4x—-2x 4

. T
si 1<x<—
2

x+1

a) La funcidn f(x) presenta dos discontinuidades en x =4 y x = - 2. Hallando los limites, como vemos en la
imagen, tenemos que en x = 4 presenta una discontinuidad evitable y en x = - 2 una discontinuidad no evitable
de primera especie con salto infinito. En la siguiente grafica podemos ver la discontinuidad en x = - 2.

AE=4-x x4 =4-x
o ) e me——
1644 - ¥=2-%2 1644 k=22
| resolver(18+4 .x=2.x"=0) == [{x=-2} [x=4}}

Flx) i=

. 1
| amio e <o

[ lim _f{x) =+ +cO
| We===}

| i fix) == -o0
[ w2

| representar
: (f(x),{asintota= {color=rojo,anchura_linea=4}})
= tablerod
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b) Para esta funcién a trozos estudiamos la continuidad en x=0y en x=1.

En la imagen vemos que para x = 0 es continua y no lo es para x = 1. Por tanto, la funcién es continua en
todo su dominio excepto en x = 1.

En la grafica vemos la continuidad de la funcién.

[ Hm_gin(x) == 0
T

sin{0)] == 0

im, (1-3%) = 0

[ e

Clim (1-3%) - -2

=1
R e
lim gix] == 2
| I"‘T

a() =+ 2

| dlhu]ar{iin t}.= 11‘ SO {eolor=verde, anchura_linea= 3}} .

dibujar(1-3",0..1 {color=rajo,anchura_linea=3}) == fakt

- 4
dlhl.ﬂ:r[m.'l..1;-—.{:ﬁlnr=lzut.:nthuu_llnn=3}} = 1

e

[ e e ul|[@~ &8 a[BE

e
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1. A partir de las graficas de las siguientes funciones, halla los valores y los limites pedidos:

)

=]

_____

a)f(-2) d) //’r_nr f (x)
b) f (0) e) /I'qu fx)
c)f(1) f) I/'rr_72 f (x)

Los valores y los limites pedidos son:

1)
a)f(-2)=0
b)f(0)=2
c)f(1)=0

d) Iim f(x)=+ow
xX—=>-2

e) Iim f(x)=0
x—-2"

f) l/'nj2 f (x) no existe

g) ll’ngf flx)=2

1)
a)f(-2)=0

b)f(0)=0

g) X/i"?,— fx)
h) /I'rr(; fx)

i) lim £ ()
k) /I'n; f(x)
i) //'m0 )0 I/'m1 £ (x)

h) lim_f (x)=2
i) lim f (x)=2
j) lim f (x)=0
k) lim_f (x)=0
) lim f (x)=0
m) Jim f(x)=1

n) Iim f(x)=+x

h) //’ng+ fx)=0

i) Iim f (x) = no existe
x—>0

m) lim f (x)

n) lim £ (x)
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¢) f (1) no existe i) lim £ (x) =+ o0

d) lim fx)=0 k) fim_f (x) =+

e) lim f(x)=0 ) lim £ (x) = no existe
f) lim f(x)=0 m) fim f(x)=1

8) Jim f (x) = oo n) lim f(x)=2

2. Para cada una de las funciones que siguen halla el valor del limite en x = 1. Puedes ayudarte de la
representacion grafica de las funciones:

1
~ six<1 X+2 six#1 x> -1 six<1
a) f(x)=7 «x b)g(X)={ 1 sixe1 h)h(X)={3 5 six>1
2x—1 six>1 B X—eo shx=
Hallamos los limites laterales en x = 1 para cada una de las funciones.
, 1 , 2 _
Iim —=1 lim (x> -1)=0
a) X = Iim f (x)=1 o ! = lim h (x) no existe
Iim 2x —-1)=1 x—1 IIanf Bx-2)=1 x—>1
X~>l+ X —>

Iim (x +2)=3

x—>1

lim (x +2)=3

x—>1"

ll'm1 g(x)=3

A continuacion pueden ver las representaciones graficas de las funciones alrededor del punto x = 1.

W om )

3. Explica el significado de las expresiones que siguen y realiza la
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representacion grafica adecuada:

a) I/'m2 (4x —5)=3 c) Ilim (— 3x* +6x)=—oo e) Ilim (x2 —3x)=+oo
, ,  2x+3 i 244

b) Iim X =3 d) Ilim =2 f) Iim X =+o0
x—>6 x —4 X+ X X >+ X

A continuacién aparece el significado de los limites y las representaciones graficas pedidas.

a) I/'m2 (4x —5)=3

Podemos conseguir que el valor de la expresion (4x — 5) esté tan préximo a 3 como queramos, dando a x
valores suficientemente préoximos a 2.

Geométricamente, los valores de las ordenadas de los puntos de la grafica de la funcion f (x) = 4x - 5 se
aproximan a 3 cuando el valor de las abscisas de dichos puntos se toman préximos a 2.

Pogl -0 -

- o
i ] 1 3 4 3
Al
, X
b) Iim =3
x—=>6 x —4
. ., I i
Podemos conseguir que el valor de la expresién 5l E
| ]
esté tan proximo a 3 como queramos, dando ) i ¢
x—4 ] Ecd
| 4 * =
a x valores suficientemente préximos a 6. +f !
]
- ! : P e (6, 3)
Geométricamente, los valores de las ordenadas de e e e et A e :
1
. ., X I ' .
los puntos de la grafica de la funcién f (x) = s} ] :
xX—4 | i :
]
. . L]
se aproximan a 3 cuando el valor de las abscisas de t | ' ]
. s . | ¥
dichos puntos se toman préximos a 6. | ! i
o | H ' o
- ||: | F ' 5 8 T & 3
"
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c) Ilim (—3X2+6X)=—oo

X >+

Podemos conseguir que el valor (- 3x? + 6x) sea tan grande como queramos, en valor absoluto, sin mas que
tomar x tan grande como sea necesario.

Geométricamente, la gréfica de la funcién f (x) = — 3x* + 6x tiene una rama parabdlica.

. o 2x+3 "
d) Podemos conseguir que el valor de la expresién esté tan préximo a 2 como queramos, dando a x

valores tan grandes COMo sea necesario.

2x +3

Geométricamente, los valores de las ordenadas de los puntos de la grafica de la funcion f (x) = se

aproximan a 2 cuando el valor de las abscisas de dichos puntos se hacen muy grandes.

[ &]

y=2
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e) Podemos conseguir que el valor (x> — 3x) sea tan
grande como queramos sin mas que tomar x con valores
negativos tan grande como sea necesario en valor
absoluto.

Geométricamente, la grafica de la funcién f (x) = x> — 3x
tiene una rama parabdlica cuando x tiende a menos
infinito.

XZ

4
sea tan grande

f) Podemos conseguir que el valor
X

como gueramos sin mas que tomar x tan grande como sea
necesario.

X +4
Geométricamente, la grafica de la funcion f (x) =
tiene asintota oblicua de ecuaciény = x.
m 4. Calcula los siguientes limites:
-4 X
X 3
a) Iim x? d) lim | — lim | =
) X—>+o ) xﬁo[ 4 J g) xa+w[5)
X3
b) lim 3x° e) lim (?] h) Iim 4°*
X—> - X—>0 X —>+o©
4 5
c) Iim (—J f) lim (—3] i) Iim 47"
x—>0" \ x x—>-—0 |\ x X—>—®

Los valores de los limites son:
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a) Iim x°*=0 d) lim g R g) lim 3 =0
X =+ x>0 4 x—>+o |\ §
X3
b) Iim 3x’ = - e) Ilim [?]:0 h) Iim 4% =0
X - x>0 X+
, 4 , 5 N “x
c) lim | — |=+o f) lim | —|=0 i) IIm 47" =+
x—>0"\ x x—>-—0o |\ x X—> -
5. Determina, si existen, las asintotas de cada una de las funciones:
3x x> =2 x* -1 x> —3x+2
a X) = b) f(x)= c) f(x)= d X)=———
) f(x) R ) f(x) 5 ) fx) e ) f(x) 3

a) Las asintotas de la funcién f(x) =

> son las rectas de ecuaciénx=-2,x=2ey=0.

X -

2

X
b) Las asintotas de la funcién f (x) =

son las rectas de ecuacionx=2ey=x+ 2.

2

, .. X .,
c¢) La asintota de la funcién f(x) = es la recta de ecuaciony = 1.

2

. - x> —3x+2 B
d) Las asintotas de la funcién f(x) = 3 son las rectas de ecuacionx =3 ey = x.
X —

6. Las pérdidas o beneficios, acumulados por una empresa a los x afos de su fundacion, viene dados en

millones de euros por la funcion:

G (x) = 10(x - 2)
Xx+4

a) éEn qué afio comenzo la empresa a tener beneficios?
b) éCuales eran las pérdidas o beneficios de la empresa a los 5, 10 y 15 afios de su fundacién?
c) Calcula el limite, si existe, de los beneficios de la empresa.

a) Las pérdidas o beneficios de la empresa durante los primeros afios fueron:

10(0-2
En el afio de la fundacidn, al ser G (0) = ﬁ = -5, la empresa perdié 5 millones de euros.
J’_
. . 10(1-2) e
En el primer afio, como G (1) = ﬁ = — 2, la empresa perdié 2 millones de euros.
+

102-2
En el segundo afio, G (2) = 2(—4) =0, la empresa no tuvo ni pérdidas ni ganancias.
+

10(3-2
En el tercer afio G (3) = % =1,43, la empresa gand 1,43 millones de euros.
J’_
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Por tanto, la empresa comenzd a tener beneficios al tercer afio de su fundacion:

b) Los beneficios de la empresa a los 5, 10 y 15 afios de su fundacién fueron3,33; 5,71 y 6,84,
respectivamente, al cumplirse:

10(5 -2 10(10 -2 10(15 -2
6(5)=00=2 333 6ug-100=2 55 Gp5-10572 g,
5+4 10+4 15+ 4

c) El limite de los beneficios de la empresa es 10 millones de euros, al cumplirse:

10(x — 2 10
lim 10(x~-2) _ lim =X

X+ X+ 4 X—>+o )

=10

En la grafica pueden verse alguno de los resultados anteriores.

ACTIVIDADES FINALES-PAG. 141

7. Calcula los siguientes limites:

2_ 2_ _
a) fim X 73X f) lim X7 im (‘/x2+x+1—x)

X >+ X3 +2X2 xX—>-2 XZ +4X+4 X =+ ®©
3
x> —3x+5 xX—4
b) /im ——— = lim 1) lim ( X —x - 2x2—1)
)x—>+oo X2_6 g) X —>4 X =2 )x—>+oo \/ \/
3 2 5x -2
, 2XT +3x" —x ; X , 3x+1
c) Iim —— h) Iim ——— m) Iim
x>+o Gx° —6x + 2 x->03_ [9_x xo+o| 3x —1

X —2 X2_4 x—0 X x—2

* 4+ x — 4 —x 32
d) fim =8 i) i n) lim ["Z—ZJ
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3 2
) lim X2 =3X ) lim (Jx=4-Jx+4) @) lim (1+ax)7e

x—3 X — X - 6 X =+
Los valores de los limites son:

2
, x° —3x
a) lim ———=0
Xxo+o x4 2x

+ o

22X 3P —x 2
o lim ———==
x>+ S5x° —6x + 2 5

3
-8

d) fim == =3

x=>2 x° — 4

. X =2x*=3x 12
e) im ——=—

x=>3 X" —x-6 5

. X —x-6 . xX*—x-6 . xX*—-x-6 )

f Iim ——=+w0; Iim ———=—o00 ;Portanto Iim ———— =no existe

x>-2 x> +4x + 4 x>-2 x> +4x + 4 x>-2 x> + 4x + 4

x—4
g) Iim =4
x%4f_2
h) lim — X -6
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) lim (1+4x)/% =+ o0
x—>0

8. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

2

. -4
3_m5,'xio x—-1six<1 X—six;t—z

a) f(x)= X b)g(x)=1 , _ ) h(x)=1 x+2

. x —=1six>1 .
3 six=0 -2 six=-2
x|
L. 3——six#0 . . ,
a) La funcidn f (x) = % es continua para cualquier nimero real, excepto en x = 0, donde

3 six=0

pasamos a estudiar su continuidad.

Hallamos los limites laterales de la funcién cuando x tiende a O:

lim f(x)= lim (3—‘-"): lim 4=4
x—=>0 x—=>0 X x—>0"

= I/'mO f (x) no existe
lim f(x)= lim (3—1} lim 2=2
x—>0" x— 0" X x— 0"

Por tanto, la funcién es continua en R — {0}.

x—1six<1
b) La funcion g (x) ={ 2 4 1 es continua para cualquier nimero real excepto para x = 1, donde
x —1six>

pasamos a estudiar su continuidad.

Hallamos los limites laterales de la funcién cuando x tiende a 1:
lim g (x)= lim (x—1)=0
x—>1 x—>1 ,
= Ilimg(x)=0
lim g (x) = Iim (x2—1)=0 X1

x —>1" x—>1"

Como g (1) =0, la funcién y = g (x) es continua en para cualquier nimero real.

-4
.. Six#—-2 . ) )
c) La funcién h (x) =1 x + 2 es continua para cualquier nimero real excepto para x = - 2, donde
-2 six=-2

pasamos a estudiar su continuidad.

Hallamos el limite de la funcién cunado x tiende a — 2:
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Ademas, h (- 2) =- 2. Por tanto la funcidon y = h (x) en continua en R — {- 2}.

9. Calcula k, en cada caso, de modo que las funciones siguientes sean continuas en todo R.

_ 2 .
x+k six<0 \/; 1$ix;t1 3—kx"six<1

a)f(X)={ b) f(x)=9 x-1 oflx)=4 2

x> —1six>0 _ — six>1
k six=1 kx

a) La funcién y = f (x) es continua el cualquier punto no nulo al ser sus expresiones polinomios.

Estudiamos la continuidad en x = 0. Hallamos los limites laterales en el punto citado y obtenemos:

lim (x +k)=k
x—>0"
= k=-1.
Iim (x> -1)=-1
x—> 0"

Como f(0) = k. La funcion dada es continua en toda la recta real si k =-1.

b) La funcién y = f (x) es continua el cualquier punto, distinto de x = 1, al ser la expresién racional.
Estudiamos la continuidad en x = 1. Hallamos el limite en x = 1 y obtenemos:
Cox-1 0 x-1 Ax+1 o, 1 1
lim = lim . = lim ——=—
x>1 x —1 x=>1 x—1 \/;+1 x>1x +1 2

Como f(1) = k. La funcién dada es continua en toda la recta real sik = 1/2

c) La funcion y = f (x) es continua el cualquier punto, distinto de x = 1, al ser sus expresiones polinomios y
racionales. Estudiamos la continuidad en x = 1. Hallamos los limites laterales en el punto citado y
obtenemos:

lim (3—kx2):3—k k=1
x—>1 2

= 3-k=— > o
lim = =2 k Ko
i1 kx k =2

Como f(1) = 3 - k. La funcién dada es continua en toda larectareal sik=1 0k = 2.

10. Determina, en cada caso, los valores de los parametros m y n para los cuales las funciones siguientes
sean continuas en todo su dominio.

mx+6 six<-1 e™ six<0
a) f(X)=<nx* =2x+1si—-1<x<2 b)g(x)=<x+2m si0<x<2
X—-5 . —X+nsix>2
> Six>2
(x-1)

a) Hallamos los limites laterales de la funcién cuando x tiende a — 1 y cuando x tiende a 2:

123



EE:%E x Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il | ={0]48]e/[0]\J:\:{[e)

L L

Xﬁrfili(mx+6):—m+6

= —-m+6=n+3
lim (nx2—2x+1)=n+3

x—-1"

lim (nx2—2x+1):4n—3
xX—>2 1
X—5 1 = 4n—3=—§

lim ——— ==
x>2" (x —1) 3

Resolviendo el sistema en las incdgnitas m y n obtenemos:

-m+6=n+3 ng
=

4n—3=—1 2

3 n==

b) Hallamos los limites laterales de la funcidn cuando x tiende a 0 y cuando x tiende a 2:

lim (e"”) =1

x>0 = 1=2m
lim (x +2m)=2m

x—0"

lim (x +2m)=2+2m

X =2

Iim (—x+n)=-2+n

x—2"

= 2+2m=—-2+n

Resolviendo el sistema en las incdgnitas m y n obtenemos:

{1=2m m:l
= 2
n=>5

2+42m=-2+n

11. Halla los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones y clasificalos:

x* -9 3-x"six<0 |x-2|six<0
a) f(x) == b)gx)=1" | o) hix)=1, .
x° —3x e six>0 x*=2xsix>0
2
x° =9
a) La funcién f (x) = — es:
x° —3x
e Discontinua no evitable en x = 0 con salto infinito, ya que:
. X =9 ., X' =9
lim — =—owy lim — =+
x>0 x? —3x x—>0" x° — 3x
e Discontinua evitable en x = 3 con salto infinito, ya que:
2
x° -9 X+3)-(x—3 x+3
lim — = im¢=h’m—=2
x—>3 x° — 3x x—3 X'(X—3) x—3 X
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six#3
Redefinimos la funcidn y = f (x) para que sea continua en x = 3, en la forma: f (x) ={ x*> — 3x

2 six=3

- 3-x"six<0 . o . -
b) La funcién g (x) = L tiene, en x = 0, una discontinuidad no evitable con salto finito, al ser:

e six>0

Iim 3-x*)=3y Iim e =1
x = 0"

x—>0

|x—2| six<0

c) La funcién h (x) :{ tiene, en x = 0, una discontinuidad no evitable con salto finito, al

x> —2xsix>0

cumplirse:
lim |x-2|=2y lim (xX =2x)=0
x —>0"

x—=>0"

12. Los gastos de mantenimiento de la maquinaria de una determinada empresa, G (x) (en miles de
euros), vienen dados en funcion del tiempo, x, en meses, que dicha maquinaria lleva en funcionamiento.
La expresion de G (x) es:

2
~X 413 sio<x<15

G (=1 60x — 60

x +15

six>15

En la citada empresa, ées continuo el gasto de mantenimiento de la maquinaria? ¢Qué sucede a medida
que transcurre el tiempo?

Veamos si el gasto de mantenimiento es una funcidn continua del tiempo. Para ello calculamos los limites
laterales en t = 15, ya que en el resto de valores del dominio de definicidn las funciones son continuas.

lim G (x) = lim (—i—’;+3)=1 lim G (x) = lim (M}zs

t—15 t—15 t—15" t—15" x + 15

Observamos que la funcién no es continua para x = 15.

Veamos qué a medida que pasa el tiempo el gasto de mantenimiento de la maquinaria tiende a 60 000
euros, al cumplirse:

60x — 60
lim G (x)= lim 22X =90 _ iy 80X _

t—>+o t>+o x4+ 15 X>+o ¥

60

ACTIVIDADES ACCESO UNIVERSIDAD-PAG. 142

1. Calcula los limites:

x—0 3x x—>1 2 X—>+®

x -1 x-1

J1+x—1-x 2x° + 4
a) lim b) Iim{ x+4__3 } c) Ilim [w/4x2+6x—2x}

12_5|
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Los limites pedidos son:

a) Es una indeterminacion del tipo 0/0. Multiplicamos y dividimos por la expresién conjugada del
numerador, simplificamos la expresidn resultante y hallamos el limite.

\/E—\/ﬁ \/1+x—\/1 X \/1+x+\/1—x

Iim = lim = lim

x>0 x>0 3x \/1+x+\/1 x *203x. («/1+x+‘/1 x)

2 1
= Iim

=03, (Jm+m) T3-1+1) 3

b) Es una indeterminacién del tipo oo —oco. Operamos la expresién y el limite pasa a ser una
indeterminacion del tipo 0/0. Simplificamos la expresion resultante y hallamos el limite.

| 2x* + 4 3 Co2xX*=3x+1  , (2x-1)(x-1) , 2x-1 1
lim > - = lim > = lim = lim =—
x>l x" =1 x—-1| x->1 x° -1 x>1 (x+1)(x—-1 x>t x+1 2

c) Es una indeterminacién del tipo o —oo. Multiplicamos y dividimos por la expresién conjugada.
Operamos la expresidn resultante y hallamos el limite.

[,/4)(2 +6x — 2)(} [1/4x +6x + 2x} 6x
lim [«/4x2 +6x — 2Xi| = lim = lim =

X+ X+ |: 4x> +6X+2X:| Xxot+® \/4X + 6x + 2x
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2. El siguiente limite es una indeterminacion del tipo 0/0:
. X +2x+a
lim ———.
x>2 x° —bx +2

Calcula los valores de a y b y, posteriormente, encuentra el valor del limite.

Si la indeterminacion se del tipo 0/0 se cumplira:
X +2x+a _4+4+a O _ {a+8=0 {az—s

Iim = =—
x>2 x> —px+2 4-2b+2 0 -2b+6=0 b=3

Para los valores anteriores, el limite vale:
X +2x-8 , (x-2)(x+4) , x+4
lim — = Iim = Ilim =
x>2 x° —=3x+2 x22 (x-2)(x-1) »x-2x-1

6

3. Dada la funcion definida a trozos:

2x+4 six<0

fx)= 125i0<x<3

e 3 six>3

éQué tipo de discontinuidades presenta? ¢Tiene asintotas horizontales?
3. Las discontinuidades que presenta la funcién son

e En x = 0 tiene una discontinuidad de 1
primera especie con salto finito, al cumplirse:

, 1 1

Iim 2x+4)=4y Ilim =—=

x>0 x—>0" x —2 2

e En x = 2 tiene una discontinuidad de
primera especie con salto infinito, al ser:

Ilim =—ovy lim =+

x=2 X —2 x—=2t x =2
e En x = 3 la funcién es continua, al
cumplirse:

Iim =1; Iim e ?=1yf(3)=e=1

x—=3 X —2 x— 3"

La funcidn no tiene asintotas horizontales ya
que:

lim f(x)= lim (2x+4)=-o y
lim f(x)= lim e *=+o

,
]
X+ -

O O O O O O O O
=
=

12_7|
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En la grafica puede verse todo lo anterior.

18 + t*
(t +3)
donde t es el tiempo medido en aiios desde t = 0. Calcula el tamaiio de la poblacién a largo plazo.

4. El numero de individuos, en millones, de una poblacion viene dado por la funcién f (t) =

18 + t° t* +18
lim f (t)= lim = lim ——=1
t—>+w t—>+w (t+3) to>+o t° + 6t 4+ 9

La poblacidn a largo plazo sera de un millén de individuos.

5. En cierto pais se estd produciendo un descenso acusado del indice de natalidad, y se estima que la
poblacion en edad escolar (en millones de personas) viene dada en funcidn del afio por:
5

P(x)=0,5+——
x — 2015

Calcula la poblacién escolar que habra en los afios 2025, 2030 y 2050. Halla la tendencia futura de la
poblacion escolar a largo plazo.

La poblacién escolar en los afios indicados sera:

5 5
P (2025)=0,5+ ——— = 0,5+ — =1 millén de personas
2025 - 2015 10
5 5 .
P (2030)=0,5+ —=0,5+ — ~ 0,83 millones de personas
2030 — 2015 15
5 5 .
P (2050) = 0,5+ —— = 0,5+ — ~ 0,64 millones de personas
2050 — 2015 35

Si x se hace muy grande, el cociente se harad tan pequefio como se quiera (tendera a cero), por lo que la
tendencia de la poblacidn a largo plazo sera:

t—>+ow t—>+ o0

5
lim P(x)= lim | 0,5+ ——— |=0,5 millones de personas
x —2015

6. Calcula el valor de k (k # 0) para que se verifiquen:

3_ 2 _
a) lim RC A TR m1 b) lim [\/2x2+kx—\/2x2—1J:1

X—> - X2_6X3 X =+

a) Siendo k # 0, el limite pedido es una indeterminacién del tipo « /0, y para que dicho limite valga 1, los
coeficientes de x3 en el numerador y en el denominador deben coincidir.

Por tanto, 3k = - 6, es decir, k= - 2.
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Podemos comprobar que para k = - 2 el limite vale:

. 3kx® —2kx* + kx —1 . —6X +4x" —2x -1 . —6x*
Iim > 3 = Ilim 3 > = Ilim ;=1
X = X" —6x X = —-6x" +x Xx>-o —BX

b) El limite es una indeterminacion del tipo oo — co. Multiplicamos y dividimos por la expresidén conjugada y

|:\/2X2 + kx — \/sz - 1} . [\/sz + kx + \/2x2 - 1}
lim [\/sz + kx — \/2)(2 - 1} = lim =
Xk X \/2x2+kx+\/2x2 -1

operamaos:

, kx +1
= Ilim
x>t \/sz + kx + \/sz -1

El limite anterior es una indeterminacién del tipo oo/ . Dividimos numerador y denominador por x y
calculamos el limite resultante.
1

k+—

kx +1
X + _ lim x _ k

lim
X — +© \/2X2+kX+\/2X2—1 X =+ o© k 1 2\/5
2+ =+ 2+
X X

Para que la ultima expresion sea 1, entonces k = 2\/5 .

7. La profundidad de la capa de arena de una playa se vera afectada por la construccion de un paseo
maritimo. En una zona de la playa, esa profundidad, P, en metros, vendra dada por la siguiente funcion,
siendo t el tiempo en afios desde el inicio de la construccion:

t’+2 si0o<t<1
Plt)=18t? -t -1

> sit>1
2t
a) Es la profundidad una funcién continua del tiempo.

b) Si la profundidad llegara a superar los 4 metros, se deberia elevar la altura del paseo maritimo, ésera
necesario elevar la altura del paseo?

7. a) Veamos si la profundidad es una funcién continua del tiempo. Para ello calculamos los limites laterales
ent=1, yaque en el resto de puntos del dominio de definicién las funciones son continuas.

) ) , . 8t’—t-1 6
lim P (t)= lim (t* +2)=3 lim P (t) = lim ————=—=3
t—>1 t—>1 t—>1* t—>1" 2t 2

Como los limites laterales son iguales, la profundidad es una funcién continua del tiempo.

b) Calculamos el limite de la funcion P (t) cuando t tiende a mas infinito.

8t —t—1 8t?
lim P (t)= lim —aC Iim =— =4

t—>+o t—>+o tz t—)+oo2t2
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No serd necesario elevar la altura del '
paseo ya que la profundidad no superara
los 4 metros. "

Todo lo anterior puede verse en la grafica.

PROYECTO DE INVESTIGACION-PAG. 143
Parabolas y rectas

Queremos investigar posibles patrones que aparecen cuando se
estudia la interseccion de funciones polinémicas con funciones
lineales. -
1. Consideramos las funciones cuadraticas de expresiéon y = (x —

p)?> + q cuyas graficas son parabolas de vértice V (p, q) y las =
funciones lineales y = mx e y = nx.

P = S

a) Sea la pardbolay=(x—3)>+4 ylasrectasy=2x ey = 5x. LOTE S TR
Utilizando medios tecnolégicos, hallamos las cuatro

intersecciones P;, P;, P3, P4, que pueden verse en el dibujo.

Llamamos xi, X2, X3 ¥ X4 a las abscisas de estas intersecciones en el
orden en el que aparecen, de izquierda a derecha, sobre el eje
OX.

Calculamos los valores de las expresiones:
D1=X2—X1; Dz=X4—X3 V' V=|D1—Dz|.

b) Considera otras parabolas de la forma y = k(x — p)? + g, con k > 0, que tengan el vértice en el primer
cuadrante, cuando se cortan con las rectas y = 2x e y = 5x. Comienza estudiando los casos en los que k =
1.

c) Investiga lo que sucede para cualquier valor de k y para cualquier posicion del vértice. Si cambiamos
las rectas, équé resultados obtenemos?

d) éEncontraremos resultados similares para funciones polindmicas de grado tres? ¢Y para funciones
polindmicas de grado superior?
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1. a) Las intersecciones son los puntos de la pardbola y = (x — 3)? + 4 con las rectas y = 2x e y = 5x, son los
puntos:

{y=(x—3)2 +4 . {x2—11x+13=0 - {X4=9,65; y, =48,27 (P,)

y =5x y =5x x, =135 y, =673 (R)

{y=(x—3)2 +4 - {xz -8x+13=0 - {X3=5,73; v, =11,46 (P)

y =2x y =2x X, =2,27; y,=4,54 (P)

Los valores pedidos son:
D;=2,27-1,35=0,92; D,=9,65-5,73=3,92 vy V=]092-3,92|=3.

En las imagenes que siguen pueden verse las cuatro intersecciones:
P.(1,35; 6,73); P, (2,27; 4,54); Ps;(5,73;11,46) 'y P4 (9,65; 48,27)

Ademas aparecen dibujados los puntos A (1,35; 0); B (2,27; 0); C (5,73; 0) y D (9,65; 0) sobre el eje OX, que
tienen las mismas abscisas que los puntos interseccién

En el recuadro de la Vista Algebraica aparecen calculadas las expresiones:
D1=X2—X1=0,92; D2=X4—X3=3,92 \ V=|D1—D2|=|0,92—3,92|=3.

También pueden verse, sobre el eje OX, los segmentos a = AB y b = CD, de medidas 0,92 y 3,92
respectivamente.

El valor V = 3 es el valor absoluto de la diferencia de las =
pendientes de larectasy =5x e y = 2x.

F ety Agebraics
Fumg e
@ Hx) = = I 44 &
# giz] = 3=
® hizx] = 5x
BTN
D, =052
ﬂlzm b
W=l
£ =13
n, =2
M =5F1
X =9EE
Puro
A w135, 0)
B=[2ar. 0
E= {571 0)
O = [5.5%, 0)
P, = [1.3% .73
F = {337, 4.54)
Fomara, 11485
P, £ (905, 40.57)
Segrans

& =057
® b=102

B [nf = 3x

= o o ifiw = 13
L
L
a
L ]
o
W
&
L]

b) Analizamos las situaciones para parabolas de la expresién y = (x — p)? + g, con p y q positivos y las rectas y
=2xey=>5x.

131



£

EDITEX

W L B

Matemadticas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il | ={0]45]e|[e]\']:\:{[6]

Trabajando en el programa GeoGebra, creamos dos deslizadores denominados p y q. Introducimos la
funcién f (x) = (x — p)? + g y observamos que al variar los valores de p y g, es decir, la posicidn del vértice de
la pardbola, el valor de V se mantiene fijo en 3.

En las imagenes pueden verse los casos de los vértices V (3, 5) y V (5, 3)
b Vista Akbraica " _.,p.'_:',
Funcion qrs
& M) = [x—12)° et -
& gix) = Ix
® hix} = 51
] 1
B, =112 |
D, =412
Vel | hij}
& pul
8 g=3 3 |
= A4T
K, 82150
x =544
w, =83
Punis
B As{AT. 5
& Bapsa o
B Co=(a40.0)
[ N-EX LW
B P, = (AT, TA4)
P =[5 50T
# P =541, 10.83p
§ P, = HL5). 47.86H
Sagmao

» awif2
B p=aag

fixp = (k=31 45

b Vi Algeteaica
F uirez o
® Ns) = (x- 5
® gi=) = 23
@ hfu) = 8x
Nirsipls
B =080
o =318
Vel
8 pes
9 g=l
5 2348
;..11.1?
¥ mEE
K, = iRET

:

A LR, )
Be[In0

© = [HE, )

B = (1282 0}

P s {218, 1083
P, = {117, 5.34]
P, = {081 1704
P = (1242, ba00

Earania
[ FEET ]
o ks l0k
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¢) Introducimos un nuevo deslizador k y lo hacemos variar, observando los resultados.

m-n| _ 5-2

En la imagen puede verse el valor V = 1,25 que es el resultado de operar V = ‘

‘ =1,25.

’

k Wisia Algebraica X

Funcidn
@ fix)= 2.4 (x
o glx) = 2x
@ hix) = Ex
Mimesa

0, = 082

D, = 207

V=129
24
5
|

w ow i

k
]
q
K =384
x, = 3.66
X, =TAT
X, =924
Puria
B A=(zE4 0
@ B=(3850)
@ C=(rAT, 0
B D= (a4, 0
B P =284, 14.2)
& P, = (366, 7.32)
B P, =(7.17, 14.28)
@ P, = (9.24, 45.22)

Sagmanto

@ as=0B2
@ h=207

Obtenemos otros valores de V haciendo cambios en los tres deslizadores.

Para cambiar las rectas, creamos dos nuevos deslizadores llamados m y n e introducimos las funciones g (x)
= mx y h (x) = nx. También podemos analizar las intersecciones de rectas que no pasan por el origen, es
decir, funciones de la forma g (x) = mx + myy h (x) = nx + ny.

Variamos todos los deslizadores y observamos que, en las situaciones que haya intersecciones, el valor
m-—n

buscadoes V = ‘

El hecho de obtener el valor anterior lo podemos encontrar en el razonamiento que sigue.

Seany=ax*+bx+x,cona#0,y=mx+m;ey=nx+n; las ecuaciones de una parabola y dos rectas que se
cortan en cuatro puntos.

Hallamos las abscisas de esos cuatro puntos:
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2
y=ax" +bx+c
{ = a’ +bx+c=mx+m, = ax’+(b-mx+(c-m)=0

y=mx+m,

Si llamamos x1 y X4 a las soluciones de la ecuacién anterior, una de las relaciones de Cardano puede
expresarse en la forma:

2
y=ax"+bx+c
{ = ax’+bx+c=nx+n = ax’+((b-nx+(c—-n)=0

y=nx+n

Si llamamos x2 y x3 a las soluciones de la ecuacién anterior, una de las relaciones de Cardano puede
expresarse en la forma:

El valor buscado V sera:

b - b—
22

n—m
a

El valor anterior depende de las pendientes de las rectas, m y n, y del coeficiente a del término x* de la
parabola.

d) Veamos qué ocurre cuando cortamos la curva cubica de ecuacion f (x) = x3 + 3x? con las rectas g (x) = 2x y
h (x) = 5x.

En las imagenes que siguen pueden verse las intersecciones denominadas P, P,, P3 y P4, ademas del origen
de coordenadas y en la Vista Algebraica sus coordenadas.

Pueden verse los puntos proyeccion de los puntos anteriores sobre el eje OX: A, C, D y F, con sus
coordenadas en la Vista Algebraica.

Hallamos las diferencias:

D1 =%Xc—xa=0,63 Do=xr—xp=0,63 V= |D1—D2| = |0,63—0,63| =0
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* Vists Algebraica
Funcksn
B fix)=x"4+3x
@ 5ix) = 22
@ hiz) = 5=
Miumena
D, =0.63
D, = 0.63
V=0
x, = -4.19
K = -3.58
x, = 0.58
x =119
Puria
@ A=(4.18 0
B = (0,0
® C={-358 0)
@ D= {0560
E=(0,0)
@ F=(119.0
@ P, =[-4.19, -20.956)
@ P_=([2.58, -T.92)
L ] P, ={0.56, 1.12)
@ P, =(1.19, 5.08)
Segmenio
® a=pEd
& b=063

Veamos qué ocurre cuando cortamos la curva cubica de ecuacién f (x) = x> - x> —x + 2 con las rectas g (x) =
2xy h (x) = 5x.

En las imagenes que siguen pueden verse las intersecciones denominadas Pi, P, P3, P4, Ps y Pg, y en la Vista
Algebraica sus coordenadas.

Pueden verse los puntos proyeccion de los puntos anteriores sobre el eje OX: A, C, D, F, G y H, con sus
coordenadas en la Vista Algebraica.

Hallamos las diferencias:
D1=XB—XC=0,56 D2=XD—XC=0,86 D3=XH—XG=0,3

V=|D;—D,+Ds| = |0,56-0,86+0,3| =0
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Punto

..... @® F=(2.86,0)
..... ® G=(0.32,0)
..... ® H=(0.62,0)
..... @® P =(-2.18, -10.89)
..... ® P,=(-1.62,-3.24)
P.=(24)
..... @® P, =(2.86, 14.28)
P, =(0.32, 1.61)
..... ® P, =(0.62,1.24)
Recta
..... CIX= 0.32
..... d: x =0.62
Segmento

El hecho de obtener el valor anterior, V = 0, lo podemos encontrar en el razonamiento que sigue.

Seany=ax>+bx*+cx+d,cona#0,y=mx+mey=nx+n; las ecuaciones de una cubica y dos rectas que
se cortan en seis.

Hallamos las abscisas de esos seis puntos:
y=ax’ +bx* +cx +d R R
= ax" +bx" +ex+d=mx+m =

y=mx+m

= ax’+bx’+(c-mx+(d-m)=0 = <x

Xs

Las soluciones xi, X3 y Xs cumplen una de las relaciones de Cardano que puede expresarse en la forma:

X, X + Xg=——
a

= a’ +bx*+cx+d=nx+n =

{y=0x3+bx2+cx+d
y=nx+n,
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XZ
= ax+b+(c-nx+(d-n)=0 = <x,

XS
Las soluciones x,, X4 ¥ Xs cumplen una de las relaciones de Cardano que puede expresarse en la forma:

X, +X, + X;=——
a

El valor buscado V sera:
V=|(x2 —x,) + (x, — x3) — (xg —x5)|=|(x2 + X, + %) — (X, + X5 +x6)|=

El valor anterior siempre es nulo.

Los mismo ocurre para funciones polinémicas de grado superior.
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