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UNIDAD 7: Aplicaciones de las derivadas

CUESTIONES INICIALES-PAG.174
1. Estudia la monotonia, crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones:

X+2

a) f (x) =- 8x + 2x? b) g (x) =
X —

a) La funcidn f (x) = - 8x + 2x? es decreciente en (— 00, 2) y creciente en (2, + oo).

X+2
b) La funcion g (x) = es decreciente en R —{3}.
X

2. Halla dos numeros positivos cuyo producto sea 16 y su suma sea la menor posible.
Los nimeros buscados son 4y 4.
3. Un centro comercial cuyo horario de apertura es de 10 horas diarias estima que el nimero de clientes,
N, en funcién del nimero de horas, t, que lleva abierto es:
N (t)=-15t*+180t, 0<t<10
a) éCuantos clientes habra a las 3 horas de apertura?

b) Halla la hora de maxima clientela. ¢ Cual es el niimero maximo de clientes?

c) Si queremos acudir al centro comercial cuando haya un nimero de clientes inferior a 300, ¢{entre qué
horas deberiamos ir?

a) A las 3 horas de apertura habrd N (3) =- 15 - 32 + 180 - 3 = 405 clientes.

b) La grafica de N (t) =- 15t - (t — 12) es parte de una parabola, que corta al eje OX en (0, 0) y (12, 0) y tiene
el vértice en el punto (6, 450).

Por tanto, a las 6 horas de abrir el centro comercial se encuentra la maxima clientela. El nUmero maximo de
clientes es 540.

¢) Veamos cuando N (t) = 300:
t=10

—15t* +180t =300 = t*-12t+20=0 = {t—Z

Deberiamos ir durante las 2 primeras horas.

Todo lo anterior puede verse en la grafica.
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RESOLUCION DE PROBLEMAS-PAG. 187

1. Leche y té. Un par de amigos se juntan a merendar y uno de ellos pide un vaso de leche y el otro, un
vaso de de té. Deciden hacer mezclas del siguiente modo: toman una cucharada de leche y la echan en el
té; después toman una cucharada del té donde pusieron una cucharada de leche y la echan en la leche.

éHabra mas leche en el té o mas té en la leche?

Como comenzamos con dos vasos llenos, el uno de té y el otro de leche, al final la leche que hay en el té es
la misma cantidad que el té que hay en la leche; como se puede ver en el siguiente dibujo.

2. Juego para dos. Dos amigas dicen alternativamente, un nimero natural del 1 al 10. La primera dice un
numero y la segunda dice otro, sumandole a este el que dijo la anterior, y asi sucesivamente. Gana la
partida la primera jugadora que consiga llegar a 100. Encuentra la estrategia ganadora para la primera

jugadora y para la segunda.
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Comenzando el juego desde el final, observamos que la 12 jugadora (G) ganara siempre y cuando deje a la
22 jugadora (P) con 89 en la pendultima jugada. Para ello, simulamos una partida.

12 jugada: G dice2
P dice loque seade 1a 10

22 jugada: G, el nimero necesario para sumar 12 o0 23
P, el nUmero que sea del a 10

32 jugada: G, el nUmero necesario para sumar 23 o 34
P, el nimero que seade 1a 10

Asi sucesivamente G siempre tiene que decir el nimero necesario para sumar un multiplo de 11 mas 1: 12,
23, 34, 45, 56, 78 u 89.

Penultima jugada: G dice el nUmero necesario para sumar 89
P, el nUmero que seade 1a 10

Ultima jugada: G ice un numero de forma que obtienel00

Por lo tanto, la estrategia ganadora para el primer jugador es en la 12 jugada decir cualquier nimero del 1
al 10 y en la siguiente jugada, a la vista de la suma que haya obtenido el 22 jugador, el primer jugador debe
decir un nimero de modo que deje la suma en un multiplo de 11 mas 1, y asi sucesivamente en las
siguientes jugadas, hasta que en la penultima deja | 22 jugador como resultado de la suma 89, de esta
forma gana la partida.

La estrategia ganadora para el 22 jugador es la misma: ir diciendo nimeros del 1 al 10 que dejen como
resultado de la suma al primer jugador un nimero que sea multiplo de 11 mas 1, asi en todas las jugadas;
en la penultima debe dejar al primer jugador como resultado de la suma 89 y de esta forma ganara la
partida.

3. La sucesion de Fibonacci y las abejas. Las abejas macho
(zanganos) nacen de huevos no fecundados, es decir, sélo
tiene madre. Las abejas hembra (obreras) nacen de huevos
fecundados, es decir, tiene madre y padre. ¢Cuantos
antecesores tiene un zangano de la décima generacién
anterior a él?, y de estos, écuantos son machos y cuantas
son hembras? ¢En qué generacidn anterior a este zdngano
tiene 17 711 antecesores?

En el siguiente diagrama vemos la genealogia de las abejas.
Designamos con Z a los zdnganos y con O a las obreras.
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Obtenemos la secuencia: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21... que es a sucesion de Fibonacci.

® En la décima generacion anterior a él, un zdngano tiene 89 antecesores, de los cuales 34 son machos y 55
son hembras. Puede verse en la tabla.

Generacion 12 22 32 | 42 | 52 | 62 | 72 | 82 | 92 | 102

Antecesores 1 2 3 5 8 13 (21 |34 | 55|89

Antecesores 1 1 2 3 5 18 13 | 21|34
machos

Antecesores 1 1 2 3 5 8 |13 |21 [ 34|55
hembras

Continuando las sucesiones, obtenemos:

e En la vigésima generacidon anterior a él tiene 10 946 antecesores, de los cuales 4181 son machos y 6765

hembras.

® En la vigésima primera generacion anterior a él tiene 17 711 antecesores.
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NUEVAS TECNOLOGIAS-PAG. 189

1. Para las funciones que siguen, dibuja sus graficas y determina el valor de la derivada en los puntos de
abscisaxi=-1,x,=0yx3=2.
8 X
) flx)=—
x*+4 e”
Procedemos, en cada uno de los apartados, como se indica en el epigrafe DERIVADA DE UNA FUNCION EN
UN PUNTO.

a) f (x) = - 23 + 3x? b) f(x)=

a) Para la funcién f(x) = - 2x® + 3x? seguimos los pasos:

- En la tecla Y =, introducimos su expresion, tecleando — 2* X A3 + 3 * X A2,
Pulsando GRAPH aparece su representacion grafica.

- Pulsando la tecla GRAPH aparecera en pantalla la grafica de la funcién.

- En el menu CALCULATE, que activamos pulsando la tecla CALC (se activa con 2nd
TRACE), elegimos 6 : dy / dx. Volvemos a la pantalla de la representacién gréfica e
introducimos x = - 1, obteniendo como valor de la derivada en el punto anterior dy
Jdx =-12.

- Procediendo de manera analoga para los otros puntos, obtenemos: dy /dx =0y dy / dx = - 12. Todo ello
puede verse en los graficos que siguen.

dy fde == 12 dy ide =1 chy fow ==

obtenemos:

b) Para la funcién f(x) = —

dy f e m 84 gyl dwl oyl m. 5
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c) Para la funcién f(x) = — obtenemos:
e

dy i == 815 gy i = S i e 3

In x
2. Representa la grafica de la funcidon f(x) = ——y dibuja la recta tangente en los puntos de abscisa x; = 2,
X

X2=eyxs=4
Seguimos los pasos que se describen en el epigrafe RECTA TANGENTE A UNA GRAFICA EN UN PUNTO:

- En la tecla Y = introducimos la funcidén del enunciado, tecleando la secuencia In(x) / x. Realizamos la
representacion grafica pulsando la tecla GRAPH.

- Para dibujar la tangente en el punto de abscisa x; = 2, en el menu de
DRAW (se activa con 2nd PRGM) pulsamos la opcidn 5: Tangent (, y en
la pantalla que aparece introducimos la abscisa del punto pulsando X 2.

- Al pulsar Enter aparecera la representacién que vemos en el dibujo. En
él aparece la grafica de la funcion, la grafica de la tangente, el punto de =2

abscisa x = 2 resaltado y la ecuacién de la recta tangente, y = 0,08x + y= OBy + 18
0,19. f

- Para trazar la tangente en los puntos de abscisas x, = e y x3 = 4 se procede de igual forma. Antes de trazar
las nuevas tangentes podemos borrar las tangentes trazadas pulsando 1: ClrDraw del meni DRAW.
Obtenemos los dibujos que aparecen a continuacidn.

K= lid 1 ¥=d |
W= O+ 0y i|=-ﬂ'|:|1ll‘-u'
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3. Determina los extremos relativos de las funciones:
X

X

e
a1 ey

Procedemos como se indica en el epigrafe ESTUDIO DE LOS EXTREMOS RELATIVOS DE UNA FUNCION.

a) f(x) = 2x* — 4x2 b) f(x)=

a) Para f(x) = 2x* — 4x?, seguimos los pasos:
- Introducimos su expresion en Y =, tecleando la secuencia 2* X A4 - 4 * X 2. Pulsando GRAPH aparece su
representacion gréfica.

- En el mend CALCULATE asociado a CALC (que activamos en 2nd TRACE) pulsamos 3: minimun para
determinar los minimos.

- Procedemos de la siguiente manera: aparece en la pantalla el cursor parpadeante
y la pregunta Left Bound? Movemos el cursor con las teclas » <« y nos situamos,
por ejemplo, en el punto X =-1,49, Y = -0,97 y pulsamos ENTER, apareciendo otra
pantalla como la anterior con la pregunta Right Bound? Moviendo el cursor nos
situamos, por ejemplo, en el punto X =-0,64, Y = - 1,3 y pulsamos ENTER y en la
pantalla aparece la pregunta Guess? y las coordenadas del punto anterior.
Finalmente pulsando ENTER, aparece la pantalla de la figura con el punto minimo X
=-1,Y=-2resaltado en la grafica.

- De forma andloga encontramos el maximo en el punto (0,0) y otro minimo en el punto (1, - 2).

s s PPE R

X

b) Para la funcion f(x) = 1 obtenemos:

x° +

el e
|_l||-ru1..|-'| Wl ¥
1! b
eX
c) Para la funcién f(x) = — obtenemos: '
X {
[STETENC
w3 =— - 1B .
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ACTIVIDADES FINALES-PAG. 192

1. Estudia la monotonia de las siguientes funciones:

a)f(x)=—3x+5 c)f(x)=x3+3x2-5 e) f (x) = e
b) f (x) = x2 — 6x d) f () =X — 4 f)f(x):x+:
-

a) La funcidn f (x) = —3x + 5 es estrictamente decreciente para cualquier niumero real.

b) La funcidn f (x) = X2 — 6x es estrictamente decreciente en (— o, 3) y estrictamente creciente en (3, + ).

c) La funcién f (x) = x® + 3x2 — 5 es estrictamente decreciente en (—2, 0) y estrictamente creciente en
(_Ool_z)u(ol"_w)

d) La funcién f (x) =+/x* —4 es estrictamente decreciente en (— o, —2) y estrictamente creciente en
(2, + ).

2x

e) La funcion f (x) = e es estrictamente creciente en todo R.

3
f) La funcion f (x) = alas
X

es estrictamente decreciente en R — {3}.

2. Estudia la monotonia de las siguientes funciones definidas a trozos:

In(x—1) six>2

x> —5x+2six<1 XX —x—-2six<2
—x*—x six>1

a)f(x)={ b) f(x)=

» x> —=5x+2six<1
a) La funcién f (x) = es
x> —x six>1

decreciente en todo R.

Su funcién derivada es:

£ () 2x —-5six<1
X) =
-2x-1 six>1

gue es negativa para cualquier nimero real.
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X —x—-2six<2 1 1
b) La funcién f (x) = { es decreciente en (— 0, Ej y creciente en (E' + oo).

In(x—1) six>2

2x —1 six<2
Su funcién derivada es f (x) = . .
—1 Six>2
X p—

_F‘_.{.r':l =Inlr—-1)

3. Una cadena de television decide emitir un nuevo programa en la franja horaria de las 17:00 horas a las
21:00 horas. El porcentaje P de audiencia de la primera emisién en funcidn del tiempo t, medido en horas
viene dado por la funcidn:

1
P(t)= g(— £ +49t* - 760t + 3690), 17 <t <21

Los directivos de la cadena acuerdan que el programa seguira emitiéndose si en algin momento se
consigue un porcentaje de audiencia superior al 20%.

a) Encuentra en qué intervalos de tiempo la audiencia del programa aumentoé y en cuales disminuyé.
b) En vista de los resultados, ¢seguira emitiéndose el programa?

a) Para estudiar el crecimiento utilizamos la derivada primera:

1 t=20
P (t)==(-3t>+98t-760)=0 =
0=5( ) Y

El segundo resultado no es valido, no pertenece al intervalo de definicion.
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M = (20, 18}

Estudiamos el signo de la primera derivada como puede verse en el
esquema que sigue.

Pl '-___,,..--l""" W -"""'--...___h

- & -

17 . =
Pt an 24

La audiencia aumenta de las 17 horas a las 20 horas y disminuye de las
20 horas a las 21 horas.

b) Calculamos el porcentaje a las 20 horas:

1
P (20) = E(— 20° + 49 -20> — 760 - 20+ 3690) =18

El porcentaje maximo de audiencia se alcanza a las 20 horas y es del
18%, como no llega al 20% no se seguird emitiendo el programa.

i8 L L = | G .o H

4. Halla los extremos relativos de las siguientes funciones:

a)f(x)=-(x-2)*+5 c)f(x)=-23+15x*-36x+12 e)f(x)=x*-e*
b) f(x)=x2-Inx d) f(x)= 32 f)f(x):XZ+2
1-x 8x

a) La funcion f (x) = - (x — 2)% + 5 tiene un maximo relativo en el punto (2, 5).

-1
, . ;o . -y —e
b) La funcidn f (x) = x - In x tiene un minimo relativo en el punto (e A, > j

c) La funcién f (x) = - 2x*> + 15x*> — 36 x + 12 tiene un maximo relativo en el punto (3, - 15) y un minimo
relativo en el punto (2, - 16).

d) La funcion f (x) = 1 3

- tiene un minimo relativo en el punto (0, 3).

L 3 xa: (s . 4 . .
e) La funcién f (x) = x* - e * tiene un maximo relativo en el punto | 2, — | y un minimo relativo en el punto
e
(0, 0).

) La funcisn f (x) = X2
8x

tiene un maximo relativo en el punto (— \/E, - Tj y un minimo relativo en
242

el punto (ﬁ, %j .
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5. Halla a y b para que la funcién f (x) = - 2x? + ax — b tenga un maximo en (2, 2).
La derivadade f (x) =-2x*+ax—besf (x)=-4x+a.

Las condiciones del enunciado son:
- Alcanza un maximoenx=2:f"(2)=0 = -8+a=0 = a=8

-Pasapor(2,2):f(2)=2 = -8+2a-b=2 = 2a-b=10

Resolviendo el sistema que sigue, obtenemos:
a=28 a=38
=
20 -b=10 b=6

. . 2 X - .
6. Determina el valor de a para que la funcion f (x) = x - In —, a > 0 tenga un minimo relativo en x = 1.
a

Para que la funcién f (x) tenga un minimo en x = 1, se debe verificar que f * (1) = 0. La derivada de

F)=x-nZes f (x)=InX+1
a a

Imponemos la condicién f“ (1) =0:

1 1 1 1
f 1)=ln=+1=0 = In==-1 = Z=e' => === = a=e
a a a a e

. 1 .
Con la derivada segunda comprobamos que se trata de un minimo: f " (x)=—y f " (1)=1>0.
X

7. La funcién f (x) = x3 + mx? + n tiene un valor minimo relativo igual a 7 en el punto de abscisa x = 3.
Determina los valores de los parametros m y n. ¢ Tiene algin valor maximo relativo? ¢ Cuanto vale?

La derivadade f (x) =x>+ mx*+nesf’ (x) =3x>+2mx. Se cumplird f(3)=7yf’ (3)=0.
Operando:

fB)=7 = 27+9Im+n=7 = 9Im+n=-20

f'(3)=0 = 27+6m=0 = 6m=-27

Resolviendo el sistema que sigue, obtenemos:

Im+n=-20 2
=
6m =-27 41

9 41
La funciénes f (x) = x* — EXZ + >

Veamos si tiene alglin maximo relativo:
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x=0

f (x)=3x" -9x=3x(x-3)=0 = { o
x =3 (minimo)

41
La derivada segunda esf " (x) =6x—9yf " (0) =-9 < 0. Por tanto, en el punto [O, 7] la funcién tiene un

maximo relativo.

8. Una empresa que fabrica bolsos estima que los costes de produccién para x unidades son:
C (x) = 0,2x* - 50x + 2500

Si cada bolso se vende a 90 euros, se pide:

a) Determina la funcidn que expresa los beneficios (ingresos — costes) en funcion de x, niimero de
unidades producidas.

b) éCuantas unidades deben venderse para que el beneficio sean maximo? ¢Cual es el valor de dicho
beneficio maximo?

a) Lafuncion que da los costes de produccion es C (x) = 0,2x% —50x + 2500.

Lafuncion que expresalos ingresos por las ventas de x bolsos es| (x) = 90x.

Lafuncion beneficio, B (x) =1 (x) — C (), es: B (x) = 90x — (0,2x* — 50x + 2500), es decir:
B (X) = - 0,2¢* + 140x — 2500

b) Para obtener el beneficio maximo, igualamos a cero laderivada:

B (x)=—0,4x+140=0 = x =350 unidades.

ComoB ™ (x) =-0,4<0, e vaor obtenido corresponde a un maximo.

El beneficio maximo es B (350) = - 0,2 - (350)% + 140 - 350 — 2500 = 22 000 euros.

Befmy = (50, ZI00C)
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9. En una almazara (factoria donde se obtiene aceite) el coste medio por litro, en euros, que supone la
fabricacion de x litros de una determinada variedad de aceite de oliva viene dado por la funcidn:

C (x) = 0,002x2 — 5x + 3127

Determina el nimero de litros que han de producirse para minimizar dicho coste medio por litro y el
valor minimo del citado coste medio.

Para obtener el minimo coste medio por litro derivamos e igualamos a cero:
C’'(x)=0,004x —5=0 = x=1250
Con la derivada segunda comprobamos que se trata de un minimo: C** (x) = 0,004 > 0.

Para minimizar el coste medio por litro han de producirse 1250 litros y el valor minimo del coste medio por
litro es de C (1250) = 0,002 - 125025 - 1250 + 3127 = 2 euros.

14
12

10

2 Min = (1250, 2)

-9

] 200 400 00 Bag 1000 1200 1400 1600 1804 2000

ACTIVIDADES FINALES-PAG. 193

10. é¢Cual es el numero positivo que sumado con su reciproco da una suma minima?

. , . - 1
Llamamos x al nimero buscado y 1/x a su reciproco. La funcién a optimizares f (x) = x + —.
X
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, 1 . 2
Obtenemos las dos primeras derivadas: f " (x)=1-—vy f " (x)=—
X X

Los valores que anulan la primera derivada son:

) 1 x=-1
f (x)=1——2=0 =
X x=1

2
Como f (1) =1—3=2 >0, para x = 1 la funcién tiene un

minimo relativo
Por tanto, el nimero positivo que sumado con su reciproco
da una suma minima es 1; y el valor de la citada suma minima

es 2.

El valor minimo y otras caracteristicas de la funcién

1 7.
f (x) = x + =, con x>0, pueden verse en la grafica.
X

11. Descompon el nimero 60 en dos sumandos tales que el triple del cuadrado del primero mas el doble
del cuadrado del segundo sea minimo. ¢Cual es el valor de ese minimo?

Sean x y 60 — x los nimeros que tenemos que buscar.

La funcidn a optimizar es S (x) = 3x> + 2(60 — x)?, es decir, S (x) = 5x* — 240x + 7200.

Anulamos la primera derivada: S “ (x) =10x—240=0 = x=24.

La segunda derivada es S ** (x) = 10 > 0, por tanto, el valor obtenido pertenece a un minimo.
Los nimeros buscados son 24 y 36.

El valor del minimo es S (24) =5 - 242240 - 24 + 7200 = 4320 0 3 - 24% + 3 - 362 = 4320.

B
= i

e -
w0 A
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12. Entre todos los rectangulos de perimetro 12 metros, écudl es el que tiene diagonal menor?

Sea el rectdngulo de lados x e y, cuya diagonal designamos por D.

La funcién a minimizares D (x, y) = /x> + y* .

y La condicion que relaciona a las variables x e y es 2x + 2y = 12, es decir, y =6 — x.

Sustituimos la relacién anterior en la funcién y obtenemos:

X D(X)=+/x* +(6—-x) = D(x)=+2x* —12x+ 36

Para obtener el minimo derivamos e igualamos a cero:

4x —12
D’ (x) = X —0 = 4x-12=0 = x=3

2 \J2x% —12x + 36

Si un lado del rectdngulo mide 3 metros el otro lado medird y = 6 — 3 = 3 metros. Por tanto, el rectangulo
buscado es un cuadrado.

13. Un fabricante de recipientes quiere construir una caja rectangular sin tapa y de base cuadrada, con
108 decimetros cuadrados de material. ¢Cudles han de ser las dimensiones de la caja para que su
volumen sea maximo?

Sea x la medida de los lados de la base cuadrada e y la altura de la caja rectangular.
La funcién a maximizar es, el volumen de la caja, V (x, y) = x* - y.

La condicién que liga a las variables (la superficie de las caras
laterales y de la base) es x* + 4xy = 108. i
7
. . . 108 — x* o /
Despejamos y de la condicion anterior, y = R y sustituimos v
X

en la funcién volumen:
, 108 — x*

V(x)=x ix

1
V(x)=27x — =x>
4

Para obtener el maximo derivamos e igualamos a cero:

. 3, 5 x = — 6 (carece de sentido)
v (X)=27_ZX =0 = x" =36

X=6

Con la derivada segunda comprobamos que, efectivamente, se trata de un maximo:

3
V"(x)=—Ex — V' (6)=-9<0
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108 - 36
Las dimensiones de la cajaseranx=6dm e y = T =3dm

La capacidad méaxima de la caja es 6% - 3 =108 dm?.
14. El mismo fabricante quiere disefiar un contenedor rectangular con tapa, que tenga maximo volumen

y que sea doble de largo que de anch0. Para ello dispone de 30 m? de chapa. ¢éQué medidas de ancho,
largo y alto debe tener el contenedor?

Sean x y 2x las medidas de | os lados de |la base cuadrada e y la atura
del contenedor.

Lafuncion amaximizar es, el volumen de lacgja:
V(X,y)=(2x) - x-y=2x2"y.

Lacondicién que ligaalas variables (la superficie de las caras
laterales, labase y la cara superior) es:
2-2X-X+2-2X-y+2-x-y =30, esdecir, 4x >+ 6xy = 30.

. . : 30 — 4x° - -
Despgamosy de la condicion anterior, y = e y sustituimos en la funcion volumen:
X

30 — 4x° 4
V(x)=2x" T = V(x)=10x - —x>
6x 3

Para obtener  méximo derivamos e igualamos a cero:

5 5
V' (x)=10-4x*=0 = x2=5 = x= >

Con laderivada segunda comprobamos que, efectivamente, s etrata de un maximo:
V7 kx)=—8x = v(\EJ <0

30-4-
El contenedor tiene que tener de ancho \E m, 2 \E mdelargoy dedto y = \/7

f

15. El rendimiento de una maquina, a lo largo de las 7 horas que permanece en funcionamiento cada dia,
viene dado por la funcién f(x) = x3 — 10,5x? + 30x, donde x < (0, 7) indica el nimero de horas transcurridas
desde que la maquina se pone en marcha.

Determina en qué momento se produce el maximo y el minimo rendimiento. Calcula el rendimiento de la
madaquina en esos dos momentos del dia.

Hallamos las dos primeras derivadas de la funcidn:
f (x)=3x2—-21x+30 y f""(x)=6x-21

Los valores que anulan la primera derivada son:
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N

7+,/49-40 743 X
3x*-21x+30=0 = 3(x*-7x+10)=0 = x= = =3 {

Para x = 2, la segunda derivada es negativa f " (2) =62 —21=-9<0. Cuando han transcurrido 2 horas el
rendimiento es maximo.

Para x = 5, la segunda derivada es positiva f"" (5)=6-5—-21 = 9 > 0. Cuando han transcurrido 5 horas el
rendimiento es minimo.

El rendimiento maximo es f (2) =23-10,5 - 22 + 30 - 2 = 26. El rendimiento minimo es f (5) = 5°—-10,5 - 5% +
30-5=12,5.

En el dibujo de la funcion en el intervalo [0, 7] podemos ver que el rendimiento minimo (absoluto) se
alcanza cuando se arranca la maquina y el rendimiento maximo (absoluto) cuando concluye su jornada de

trabajo.

a3 P =T 38 .4)

1" )
bl

M = [2, 26)

-

=g
o

Min = {5, 1.29)

=ju, 0
T e T

16. Los beneficios en miles de euros obtenidos en un gimnasio inaugurado hace 5 afios viene dados por la
funcién f (x) = 2x3 — 15x% + 24x + 26, donde x < [0, 5] es el tiempo, medido en afios, que lleva funcionando el
gimnasio desde su apertura.

a) ¢éEn qué momento se alcanza el maximo beneficio y cuanto vale ese beneficio maximo?

b) El cuarto afio de funcionamiento se produce una renovacion general de las instalaciones del gimnasio.
Explica razonadamente, en términos de aumento de beneficio, si dicha renovacion tuvo éxito.

a) Las dos primeras derivadas de la funcién son:
f’(x) =6x>—30x + 24 f(x)=12x—-30

Los valores que anulan la primera derivada son:
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5+./25-16 5+3 x=1
f'(x)=6x*—30x+24=6(x*-5x+4)=0 = x = . = . :{ .
X =

Para x =4, la segunda derivadaesf " (4) =12 -4-30=18 >0y en el punto (4, 10) la funcién tiene un minimo.

Para x = 1, la segunda derivada esf " (1) =12-1-30=-18 < 0y en el punto (1, 37) la funcién tiene un
maximo.

Por tanto, el maximo se alcanza para x = 1, es decir, al cumplirse un afio desde la apertura. El beneficio maximo
alcanzado es de 37 000 euros.

b) Como puede verse en la grafica de la funcion, en el cuarto afio se produce el beneficio minimo que es de 10
000 euros, afio en el que se hace una renovacidn general de las instalaciones. La renovacién tuvo éxito ya que

en el quinto afo obtuvo unos beneficios de 21 000 euros.

La renovacion de las instalaciones supuso un aumento del beneficio de 21 000 — 10 000 = 11 000 euros.

Todo lo anterior puede verse en la grafica.

Mt = (1, 37)

Min = (4, 10}

LA

=]

17. Estudia el tipo de concavidad y la existencia o no de puntos de inflexidn en las siguientes funciones:

a)f(x) =3x*-2x3 c)f(x)zi e)f(x)=In(x+4)
X+3
b) f (x) = x* — 24x% + 80 d) f (x) = (x* - 14) - & f) f(x)=4x"+9
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a) La funcidn f (x) = 3x?> — 2x3 es cdncava hacia las y positivas en (— 00, E) y céncava hacia las y negativas en

1 11
(E' + ooj. Tiene un punto de inflexion en (E, Ej .

b) La funcidn f (x) = x* — 24x% + 80 es cdncava hacia las y positivas en (— 00, — 2) U (2, + oo) y céncava hacia

las y negativas en (— 2, 2) . Tiene puntos de inflexion en (- 2, 0) y (2, 0).

c) La funcion f (x) = es concava hacia las y negativas en (— 00, — 3) y céncava hacia las y positivas en

(-3, + ®) . No tiene puntos de inflexion.

d) d) La funcién f (x) = (x2 — 14) - e* es cdncava hacia las y positivas en (— 00, — 6) U (2, + oo) y céncava

hacia las y negativas en (- 6, 2) . Tiene puntos de inflexion en (— 6, 22 e’e) y (2, - 10 ez)
e) La funcién f (x) = In (x + 4) es cdncava hacia las y negativas en (— 4, + oo). No tiene puntos de inflexidon.

f) La funcién f (x) = /x* + 9 es cdncava hacia las y positivas en todo R y carece de puntos de inflexién.

18. Dada la funcién f (x) = x3 — kx? + x — 1; halla k para que tenga un punto de inflexién en x = 2/3.
Las derivadas de la funcion f (x) = x3 — kx? + x— 1 son:
f'(x)=3x*-2kx+1yf" (x)=6x-2k

Se cumplira:

f”(gj:o = 6-3—2k=0 = k=2
3 3

19. Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva f (x) = 4x® - 12x*> — 10 en su punto de inflexién.

Las derivadas de de la funcién f (x) = 4x3 - 12x*> — 10 son:
f (x)=12x2-24x y f " (x) = 24x-24

Anulamos la segunda derivada: 24x — 24 = 0, entonces x = 1.
Las coordenadas del punto de tangencia (que coincide con el de inflexién) es (1, f (1)) = (1, - 18).
La pendiente de la recta tangente es f " (1) = - 12.

La ecuacion de la recta tangente es:
y—(-18)=-12-(x-1) = y=-12x-6 = 12x+y=-6

20. Calcula los coeficientes de f (x) = ax? + be* + ¢, si la funcién tiene un punto de inflexién en x = 0 con
tangentex—-y=1.
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Las derivadas de de la funcidn f (x) = ax? + be® + c son:
f’(x)=2ax +2be* y f"" (x) = 2a + 4be*

Las condiciones del enunciado se traducenenf(0)=-1,f " (0)=1yf " (0)=0.

Imponiendo las condiciones anteriores, operamos y obtenemos:

b+c=-1 a=-1

1

2b =1 = bZE
20 +4b =0

3

c=——

2

21. Las ganancias producidas por una maquina embotelladora de agua, que ha durado 6 aiios, se estima
por la funcién f (x) = ax® + bx?, 0 < x £ 6 [f (x) representa la ganancia (en miles de euros) a los x afios de

funcionamiento, a y b son constantes].

a) Determina el valor de a y b, si se sabe que la funcidn f (x) tiene un punto de inflexién en el punto (2,

32).

b) Sia=-2yb =12, calcula el aiio en el que la maquina ha producido la mayor ganancia y el valor de

dicha ganancia. Para estos valores de a y b representa la funcion f (x) en [0, 6].
a) Las derivadas de lafuncion f (x) = ax® + bx® esf ~ (x) = 3ax® + 2bx y f 7 (x) = 6ax + 2b.
Se cumplira

f(2=32 = 8a+4b=32 = 20+b=38
f7(2)=0 = 12a+2b=0 = 6a+b=0

20+b=8 a=-2
=
6a+b=0 b=12

b) Lafuncién esf (x) =- 2x3+ 12x% 0 <x <6.

Resolviendo & sistema, obtenemos:

Para determinar los extremos rel ativos igualamos a cero la primera derivada:

f (X)=—6x>+24x=-6x(x-4)=0 = {X

El esquema que sigue aparece € estudio del signo def ~ (x):

f(x) __________....-" Max \"\\

. -
Signof” 0 4

=l

El punto (4, 64) es un méximo relativo y el maximo absoluto en [0, 6] yaquef (0) =0y f (6) =0.
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Lamaquina ha producido lamayor gananciael cuarto afio, y esta ascendié a 64 000 euros.

1
e |

Rl | Max = (4 BG4}

&0

nf = {2 32)

L]

22. Halla los coeficientes a, b, c y d de la funcién f (x) = ax® + bx? + cx + d sabiendo que la ecuacién de la
recta tangente a la curva en el punto de inflexion (1, 0) es 3x + y = 3 y que la funcidn tiene un extremo
relativo en x = 0.

22. Las derivadas de la funcién f (x) = ax® + bx? + cx + d son:
f (x)=3ax?+2bx+cy f"” (x)=6ax+2b

Las condiciones del enunciado se traducenenf(1)=0,f " (1)=0,f " (1)=-3yf " (0)=0.

Imponiendo las condiciones anteriores, operamos y obtenemos:

a+b+c+d=0 a=1
6a + 2b =0 b=-3
-
3a+2b+c =-3 c=0
c =0 d=2

ACTIVIDADES ACCESO UNIVERSIDAD-PAG. 194

1. Segun los datos facilitados por el Instituto Nacional de Estadistica, el nimero de nacimientos en una
determinada zona geografica, durante los ultimos 25 afos, se justa a la funcidn siguiente:

N (t) = t3 — 36t% + 240t + 8000, 1 < t < 25
donde N es el nimero de nacimientos y t es el afio objeto de estudio. Se pide:

a) Determina los periodos de crecimiento y decrecimiento del niimero de nacimientos en los 25 aios.

b) ¢éEn qué afios se obtienen el nimero maximo y el nimero minimo de nacimientos? é¢Cuales son dichos
valores maximo y minimo?
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a) Para estudiar el crecimiento, utilizamos la primera derivada:
. 5 t=4
N’ (t)=3t"—-72t+240=0 =
t=20

El sigho de la primera derivada puede verse en el esquema que sigue.

N ._____.--"' Max “'--.____* oo _______--"

b s ]
N1 + 4 - 20 + 25

El nimero de nacimientos crecid entre los afios 12 y 42 y entre los afios 202 y 252. Decrecio entre los afios
42y 209,

b) Hallamos los valores de la funcién en los extremos relativos, t =4 y t = 20 y en los extremos del intervalo
[1, 25], dominio de definicidn de la funcidon. Obtenemos:

N (1) = 8205; N (4) = 8448; N (20) =6400y N (25) = 7125.
El nimero maximo de nacimientos ascendid a 8448 y se obtuvo en el 42 afio.
El nimero minimo de nacimientos fue 6400 y se obtuvo el afio 209.

Todo lo anterior puede observarse en la grafica.

10000
Max = {4 B448)

#000

A=(1 B205) B = (25, 7125)
B0 min = (20, B400)
4000
2000

0} 1 i I
1] % 10 15 2 3

193



EDITEY Matemadticas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il | ={0]45]e|[e]\']:\:{[6]

W L B

194



=

EDITEY Matemadticas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il [ =10]88[e[e])[.\:{[e

L L

2. Sea y = f (x) una funcién polinémica de grado 3, con un maximo en (0, 0) y un minimo en (2, - 4).
Determina la expresion de la funcién y haz una grafica aproximada de ella.

Sea f (x) = ax® + bx? + cx + d la funcién buscada. Su derivada sera f * (x) = 3ax? + 2bx + c.
Las condiciones del enunciado sonf (0)=0,f(2)=-4,f " (0)=0yf"(2)=0.

Resolviendo el sistema resultante, obtenemos:

d=0 a=1

8a+4b+2c+d=-4 b=-3
-

120 +4b+c=0 d=0

La funcién es f (x) = x3 — 3x? y su gréfica puede verse en la imagen.

3. Estudia la monotonia y la curvatura de las funciones:
a)f(x)=x-(5-x)? b) f(x) =x?- e

a) Para estudiar la monotonia de la funcién f (x) = x - (5 — x)? = x> — 10x? + 25x utilizamos la primera derivada
f’(x) =3x%—20x + 25.

La primera derivada f  (x) = 3x>— 20x + 25 se anula para x =5y x = 5/3. Estudiamos su signo y obtenemos:

5
- La funcidn y = f (x) es creciente en (— 0, 5) U (5, + oo) .

5
- La funcidn y = f (x) es decreciente en (g, 5]
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Para estudiar la monotonia de la funcién f (x) = x - (5 — x)? = x> — 10x? + 25x utilizamos la segunda deivada f
“(x) =6x-20.

La segunda derivada f " (x) = 6x — 20 se anula para 10/3. Estudiamos su signo y obtenemos:

10
- La funcidn y = f (x) es cdncava hacia las y negativas en (— 0, ?J .

10
- La funcién y = f (x) es cdncava hacia las y positivas en (?, + ooj

Todo lo anterior puede verse en la grafica de la funcion.

e = 1 BT 18 534

b) Para estudiar la monotonia de la funcién f (x) = x2 - e * utilizamos la primera derivada f~ (x) = (2x - x?) - e

La primera derivada f * (x) = (2x - x?) - e * se anula para x = 0 y x = 2. Estudiamos su signo y obtenemos:
- La funcién y = f (x) es creciente en (0, 2).

- La funciony = f (x) es decreciente en (— 0, 0) U (2, + =)

Para estudiar la concavidad de la funcién f (x) = x? - e * utilizamos la segunda derivada " (x) = (x> —4x + 2) -
e X

La segunda derivada f " (x) = (x*—4x + 2) - e *se anula para x =2 — V2 ~ 0,59y x=2 +2 ~ 3,14.

Estudiamos su signo y obtenemos:
- La funcién y = f (x) es cdncava hacia las y negativas en (2 - \/E, 2+ \/E)
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- La funcidn y = f (x) es cdncava hacia las y positivas en (— 0,2 — \/5) U (2 + \/E, + oo).

Todo lo anterior puede verse en la grafica de la funcién.

rr

fix) ={ x" "

Max = (2. 0.54)
Inf, = (3 41, 0.38)

inf, = (0.59, 0.19)

=] K] 1] o8 ! 1.5 2 28 4 18 4 45 [}
Wi = (0, )

4. Sean x e y dos nimeros reales tales que x + y = 10. ¢ Cudl es el mayor valor posible del producto (x + 1) -
(y-1)?

SeaP(x,y)=(x+1) - (y— 1) lafuncion amaximizar.

Delacondicion x +y = 10 despgjamos y = 10 — x y sustituimos en la expresion anterior, obteniendo:
PX)=(x+1):-(10-x-1) = PX)=(Xx+1)-(9-x) = P(X)=-x*+8x+9

Para obtener el méximo, igualamos a cero la primera derivada:
P (xX)=-2x+8=0 = x=4

Con la derivada segunda comprobamos que es un maximo: P™" (x) =- 2<0.

Los nimeros buscados son 4y 6, y € maximo valor parael producto es 25.

Ma = (4, 28]
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5. Se quieren vallar dos campos de deporte rectangulares iguales y un lado comtin con 600 m de valla (se
trata de vallar el contorno de ambos y el lado de separacion). Halla las dimensiones si los cercados
encierran una superficie maxima.

Sean x e y las dimensiones de los cercados, como puede verse en el y y
dibujo.

La funcién a maximizar es A (x, y) = 2xy.

La relacién que liga a las variables x e y es 3x + 4y = 600, es decir,
_ 600 — 3x X x X
4

Sustituyendo la expresidn anterior, obtenemos:

600 - 3 3
A)=2x 22X A(x)=300x - >«
4 2 y y

Para obtener el maximo igualamos a cero la primera derivada:
A" (x)=300—-3x=0 = x=100
Podemos comprobar con la segunda derivada, A~ (x) =- 3 <0, que se trata de un maximo.

600 - 3-100
4

Si x =100, entonces y = 75.

Las dimensiones de los cercados seran de x = 100 metros e y = 75 metros.

6. Se desea construir un depésito con forma de prisma rectangular de base cuadrada y con una capacidad de
360 m>. Los costes por m? son los siguientes: 40 euros para el fondo, 30 euros para las paredes laterales y 60
euros para el techo del depdsito. Calcula las dimensiones del depdsito para que el coste sea el menor
posible.

Llamamos x cm a la medida del lado de la base cuadrada de la caja e y cm a la medida de la altura de Ia
caja.

La superficie lateral de la caja es 4xy cm? y la superficie de la base y el techo es x? cm?.

La funcién coste, en euros, que tenemos que minimizar es: —fj
C(x, y) = 40x? + 4 - 30xy + 60x>

El volumen de la caja es el producto del drea de la base por la altura, es decir, x?y cm®. s
| |
Como la capacidad es 360 cm?, podemos escribir:

x’y =360 = yzﬁ
X

Sustituyendo en la funcidn coste, obtenemos:
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43200
C(x) =100x> + ———
X
Hallamos las dos primeras derivadas de la funcidn anterior para obtener:
43200 86400
C "(x) =200x — —; y C "(x) =200 + —;
X X

Resolvemos la ecuacion C * (x) = 0 y obtenemos:
43200

XZ

200x — =0 = 200x>-43200=0 = x’=216 = x=6

Comprobamos en la segunda derivada que para x = 6 se obtiene un minimo:
86400

63

> 0

C ”(6) =200 +

360
Si el lado de la base mide x =6 cm, la altura medird y = ¥ =10 cm.

En resumen, las dimensiones del depdsito son 6 cm de lado de la base y 10 cm de altura.

4300
El coste minimo asciende a C(6) =100 - 36 + e =10 800 euros.

7. Sea una funcién f(x) de la que se conoce su derivada f* (x) = x> — 1.
a) Representa graficamente f “ (x).
b) Deduce de la gréfica los intervalos de crecimiento de f (x).

c) Halla la abscisa de los puntos maximos y minimos de f (x).

a) Lagréficadelafuncionf ™ (x) = x*>— 1 eslapardbolade dibujo.

b) La funciébn f (x) es creciente en € intervao
(—o0,—1)U(1,+ ) dserf”(x)>0.

Lafuncion f (X) es decrecienteen d intervalo (- 1, 1) a ser f 7 (x) <
0.

[
L

¢) Laabscisa de los puntos méximosy minimosson x =-1y x = 1;
puntos en loscuaesf ” (x) = x*- 1 seanula.

8. El saldo de una cuenta bancaria en un periodo de 5 afios viene dado por la funcién:
f(t)=-12t3+90t*- 144t + 84,0<t <5
siendo t el tiempo en aios.

a) Calcula los saldos inicial y final.
b) ¢éEn qué momento el saldo de la cuenta es maximo? ¢Y cuando es minimo?
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c) Analiza si en algiin momento el saldo es negativo y determina todos los periodos donde se observa un
crecimiento del saldo.

a) El saldo inicial es f (0) =-12 - 03+ 90 - 0 — 144 - 0 + 84 = 84 euros.

El saldo final esf(5)=-12 - 53+ 90 - 52— 144 - 5 + 84 = 114 euros.

b) Para determinar los maximos y los minimos analizamos las dos primeras derivadas.

La primera derivada es f " (t) = - 36t> + 180t — 144 y se anula parat = 1y t = 4. La segunda derivada es f " (t) = -
72t +180.

Por tanto:
-Sit=1,f" (1) =108 > 0y existe un minimo en el punto (1, 18).

-Sit=4,f" (4) =-108 < 0y existe un maximo en el punto (4, 180).
c) Estudiamos la monotonia de la funcidn analizando el signo de la primera derivada:
f'(t)=-36t>+180t—144=-36(t—1) (t—4)

En el esquema que sigue aparece el signo de la primera derivada y la monotonia de la funcidn:

B miinimo " M@Emo e
¥= f 1“} -\-"‘i. e -\---\-""-..
& &
Segno de f ° (x) - 1 & 4 -

c) Hallamos los valores de la funcidn en las abscisas enteras y obtenemos:

t 0 1 2 3 4 5
f(t) 84 18 60 138 180 114

Observamos que la funcidn nunca toma valores =]
negativos. Esto puede verse en la gréfica del dibujo:

Mas = (& 180}

Wn w1 18]
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9. Se sabe que la expresion que representa el nimero medio de clientes N (t) que acude un dia a un
supermercado, en funcién del nimero de horas t que lleva abierto, es N (t) = at? + bt, 0 <t < 8, siendoay

b nimeros reales.

Sabiendo que el maximo nimero de clientes que han acudido ese dia ha sido de 160 y que se ha

producido a las 4 horas de abrir, calculaayb.

El maximo esta en el punto (4, 160). Se cumplira N (4) =160y N " (4) = 0.

Imponiendo las condiciones llegamos a las relaciones:
N(4)=160 = 16a+4b=160 = 4a+b=40
N'(4=0 = 8a+b=0

Resolviendo el sistema, obtenemos:

4g +b =40 a=-10
8a+b=0 b =280

La funcién es N (t) = - 10t? + 80t.

480 §

Max = (4, 160)

=1
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PUNTOS DE INFLEXION

1. Utilizando medios tecnoldgicos (calculadora grafica o programa informatico) obtén la grafica de la
funcién f (x) = 4x3 + 15x% — 18x + 10.

a) Determina los puntos singulares: maximo, minimo y punto de inflexion. ¢éLa recta determinada por los
extremos relativos, pasa por el punto de inflexiéon?

b) Si llamamos M al maximo, P al minimo e | al punto de inflexidn, halla la razén de las longitudes de los
segmentos Mi e IP.

c) éOcurre lo mismo para cualquier funcion ctibica con tres puntos singulares? ¢ Podrias probarlo?
2. Dibuja la grafica de la funcién f (x) = x* + 2x3 — 12x2 - 13x + 22.

a) Halla las coordenadas de los puntos de inflexion, llamandolos B y C. Determina los puntos A y D, donde
la recta determinada por B y C corta de nuevo a la grafica anterior.

AB BC
b) Calcula la longitud de los segmentos AB, BC y CD, y determina el valor de las razones: 5 y 5 .

c) Elige otras funciones de cuarto grado cuya grafica tenga la misma forma que la grafica anterior y
estudia las mismas razones.

d) Los resultados que has obtenido, ése mantienen para cualquier funcion de cuarto grado con dos
puntos de inflexion? ¢Podrias probarlo?

La parte grafica de estas actividades esta resuelta con el programa GeoGebra.

1. La grafica de la funcidn puede verse en la imagen, después de ajustar adecuadamente la Vista grafica.
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a) Para determinar los puntos singulares hallamos las derivadas de la funcién f (x) = 4x3 + 15x> — 18x + 10 y
obtenemos:
f'(x)=12x*+30x— 18 f" (x) =24x + 30 f (x)=24

Los valores que anulan la primera derivada son x =- 3 y x =0,5. El valor que anula la segunda derivada es x =
-1,25.

Los puntos singulares de la funcidn son:
Maximo: M (- 3, 91), Minimo: P (0,5; 5,25) Punto de inflexién: | (-1,25; 48,125)
La recta determinada por los extremos relativos, M (- 3, 19) y P (0,5; 5,25), tiene por ecuacién:
y=-24,5x+17,5.
Comprobamos que la recta citada pasa por el punto de inflexién | (-1,25; 48,125):
y(-1,25)=-24,5-(-1,25) + 17,5 = 48,125

Todo lo anterior puede verse en las imagenes que siguen.

¥ Vista Algebraica x|
Funckomn
@ fix) =4x"+15x"
Mumeara
R=1
Punta
P | =(-1.25, 48.125)
® M= (3, 01)
@ P ={0.5 5.25)
Recta
® ay=-245x+17.5
Segmanto
® IP=42911
@ Mi=432911

b) Siendo los puntos: M (- 3, 91), P (0,5; 5,25) e | (-1,25; 48,125), los segmentos Ml e IP miden:
M = \/(— 3+1,25)" +(91-48,125)° =.[3,0625 + 1838,266 = 42,911

1P =J(0,5+1,25) +(5,25- 48,125)" = |/3,0625 + 1838,266 = 42,911

Como los segmentos tienen la misma longitud, el valor de la razén pedida es 1.
c) Probamos con la funcion f (x) = x* + 6x* — 36x + 29.

En la imagen puede verse que, en este caso, los puntos son:
Maximo: M (- 6, 245), Minimo: P (2, - 11) Punto de inflexién: | (- 2, 117)
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Las longitudes de los segmentos Ml e IP son:

MI = \/(— 6+2) +(245 - 117)" = /16 + 16384 = 128,06
IP=\(2+2) +(-11-117)" = /16 + 16384 = 128,06

Vamos a probar que los resultados obtenidos en las dos funciones anteriores son validos para cualquier
funcidén cubica con tres puntos singulares, es decir, el punto de inflexién (1) es el punto medio del segmento
cuyos extremos son el maximo (M) y el minimo relativo (P), por tanto, los tres puntos estan alineados y los
segmentos Ml e IP tienen la misma longitud.

Sea la funcién cubica f (x) = ax® + bx* + cx + d, con a # 0.

Anulamos la primera derivada f * (x) = 3ax? + 2bx + c y obtenemos las abscisas del maximo (xu) y del minimo

(xp):
RPN
—2b+\Jab? —12ac - b+.[b* —3ac |** " -
6a 3a

—b—+/b> —3ac

3a

X =

Xy =

Anulamos la segunda derivada f ”* (x) = 6ax + 2b y obtenemos la abscisa del punto de inflexidn (x)):

_2b__ b
6a 3a

X

Comprobamos que la media aritmética de las abscisas del maximo (xm) y del minimo (xp) coincide con la
abscisa del punto de inflexién (x)).

Teniendo en cuenta la relacién de Cardano, correspondiente a la ecuacién 3ax? 2bx + ¢ = 0, obtenemos:

2
XM+XP= 3G:_£=X
2 2 3¢ '

También puede comprobarse que la media aritmética de las ordenadas del maximo [ym = f (xm)] y del
minimo [yp = f (xp)] coincide con la ordenada del punto de inflexion [y, = f (x))].
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Las ordenadas del maximo (M) y del minimo (P) son:

f(xm)za{—b—\/bz—&]c]s _|_b[—b—\/b2 —3ac]2 +C[—b—\/b2 —30c}+d

3a 3a 3a

3a 3a 3a

f(xp)za[—me/b —3ac} +b{—b+\/b —3acJ +C[—b+«/b —3ac}+d

Operando y simplificando obtenemos que la media aritmética de las ordenadas del maximo (M) y del
minimo (P) son:

f(XM)+f(XP)_ 2b° _E
2 27 3a

+d
La ordenada del punto de inflexion es:

3 2 3
f(x =f(—£j:a(—£j +b(—£j +c(—£j+d=...: 2b2—£+d
3a 3a 3a 3a 27a 3a

2. Ajustando la Ventana grafica obtenemos la grafica de la funcidn f (x) = x* + 2x3 — 12x% — 13x + 22 que
puede verse en el dibujo.

-0

a) Para hallar los puntos de inflexion de la funcién f (x) obtenemos las derivadas:
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f(x)=4x3+6x*—24x-13 f7(x)=12x*>+12x—-24 f(x)=24x+12

Anulamos la segunda derivada y obtenemos:

12(x*+x-2)=0 = x=

14141 (-1) =-113:{x3=—2
2 2 x. =1
Los puntos de inflexion son:
xg=-2; ye=f(-2)=(-2)*+2-(-2°-12-(-2)>-13-(-2)+22=0 =B (-2,0)
xe=1;,  ye=f(1)=(1)*+2-(13-12-(1)*-13-(1)+22=0 = C(1,0)

La recta determinada por By Cesy =0y los puntos Ay D, donde la recta anterior corta a la grafica son las
soluciones del sistema:

y=x" +2x> —12x* - 13x + 22
y=0

Resolviendo el sistema anterior, obtenemos los puntos: A (- 3,8541; 0) y D (2,8541; 0).

Los puntos anteriores pueden verse en la grafica que sigue.

A= (-3.8541, Q) D= (28341, O)

3 4

-5 -4
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b) Calculamos la longitud de los segmentos AB, BCy CD:
AB=(-2)—-(-3,8541)=1,8541 BC=1-(-2)=3 CD=2,8541-1=1,8541

AB BC
El valor de las razones: ) y — es:

cD

AB_18541_ BC__ 3
D 1,8541 D 1,8541

=1,6180
c) Para la funcion f (x) = x* — 6x*> — 6x + 1, obtenemos:

Puntos de inflexiéon: B (-1, 1)y C (1, - 9).

La ecuacion de la recta determinada por los puntos de inflexiéon es y = - 5x — 4.

Los puntos Ay D que la recta anterior corta a la grafica son: A (- 2,2361; 7,1803) y D (2,2361; - 15,1803).

Las longitudes de los segmentos AB, BC y CD son:

AB = (- 1-(~2,2361)) +(1-7,1803) =6,3027

BC = (1~ (- 1)’ + (-9 -1)’ =10,1980

cD = /(2,2361— 1)’ +(~15,1803+ 9)’ = 6,3027

AB BC
El valor de las razones: o y — es:

D

AB_6,3027 _  BC _10,1980

= =1,6180
CDh 6,3027 CD  6,3027

Todo lo anterior puede verse en las imagenes que siguen.
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» Vista Algebraica (x
Funcian
[ 1 f[xj=::"—ﬁ:2—5:_
Mlmerg
Rardn = 1.618
Punto
@ A= (22361, 7.1803)
@ B={1,1)
il C=(1,48)
@ D=(2.2361, -15.1803)
[!,| ={-1, 1}
E={1.-59)
Recta
® ay=S5x-4
Sagmants
@ AB = 6.3027
@ BC=10.188
& CD=63027

A ={-2.2361, 7.1803)

15

10

=15

D= (2.2361. -15.1803)
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Para la funcién f (x) = x* — 6x? + 5x, obtenemos:

Puntos de inflexion: B (- 1, - 10) y C (1, 0).

La ecuacidn de la recta determinada por los puntos de inflexién es y = 5x — 5.

Los puntos Ay D que la recta anterior corta a la grafica son: A (- 2,2361; - 16,1803) y D (2,2361; 6,1803).

Las longitudes de los segmentos AB, BC y CD son:

AB = \/(— 1-(-2,2361))" + (- 10 - (~16,1803))" = 6,3027

BC = \/(1— (~1))° +(0 - (- 10))" = 10,1980

€D = /(2,2361— 1)’ +(6,1803 — 0 + 9’ = 6,3027

AB BC
El valor de las razones: — y — es:
CD CD

AB_6,3027 ,  BC _10,1980
D 6,3027 D 6,3027

=1,6180

Todo lo anterior puede verse en las imagenes que siguen.

b Vista Algebralea {3
Funcién
® Hx) =x"—6x"4+6x
Mlmens
Razdn = 1.618
Funio
@ A=(-2.2369, -16,1603)
@ B=(1,-10)
® C=(1,0)
@ D =(2.2361, 6,1803)
B, o={-1, <10}
E={1.0)
Recta
P a:y=5x-5
Saegmento
@ AB = 6.3027
@ BC=10.198
i CO=5.23027

aC = 151948
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Para la funcién f (x) = x* — 8 x> + 18x> — 12x + 24, obtenemos:

Puntos de inflexion: B (1, 23) y C (3, 15).

La ecuacidn de la recta determinada por los puntos de inflexion es y = - 4x + 27.

Los puntos Ay D que la recta anterior corta a la grafica son: A (- 0,2361; 27,9443) y D (4,2361; 10,0557).

Las longitudes de los segmentos AB, BC y CD son:

AB = (1 (-0,2361))" + (23 - 27,9443)’ = 5,0964

BC = \(3-1)' +(15-23)’ =8,2462

€D = /(4,2361 - 3)° + (10,0557 — 15)" =5,0964

AB BC
El valor de las razones: — y — es:
CD CD

AB_50964 .,  BC _ 82462
CD  5,0964 D 5,0964

=1,6180

Todo lo anterior puede verse en las imagenes que siguen.

- \jisia Algebraica W
1o
Funehian
® fx) = ' —-8x'+18
Numern
Faron = 1.618
Puntg
@ A=(-0.2251,27.9443)
@ B=(1,23)
@ C=(3,15)
@ D =(4.2361, 10.0557)
D, =(1,23)
E =(3,15)
Recta
@ a:y=-Ax+2T W
Segmento
@ AB = 5.0004
& BC = 8.2462 : 0]
@ CD=5.0064 . ;

wﬂ = [0 26T T BT

AB

= 5. 0S4

[ = {4 2381, 10.0557)
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Vamos a probar que las razones anteriores se mantienen para cualquier funciéon polindmica de cuarto
grado cuya grafica tenga la misma forma que las estudiadas con anterioridad.

Para simplificar los calculos hacemos que la recta que une los cuatro puntos de corte con la grafica, ABCD,
sea el eje OX (y = 0). Tomamos los puntos de inflexion B (0, 0) y C (a, 0), con a > 0. El valor de las razones
anteriores se mantendrd, sélo cambiara el valor de los segmentos AB, BCy CD.

Seay =f (x) la funcién buscada, con B (0, 0) y C (a, 0) los puntos de inflexion, entonces:
f7(x)x-(x—a)=x*-ax

Integrando, obtenemos:

X ax’

fI(X)Z?—T'Fb

4 aX3

f(x)= % - ? + bx + ¢, con b y c constantes reales.

Calculamos las constantes b y ¢ haciendo que los puntos B (0, 0) y C (a, 0) pertenezcan a la grafica de la
funcién y = f (x), obtenemos:
3

a
b=—yc=0.
12 y
4 3 3 3
1 2
La funcién es: f (x) = x o, ﬂ, es decir, f (x) = —x* — e LI
12 6 12 12 12 12

Hallamos los puntos de corte de de y = f (x) con la recta ABCD (y = 0):

3 3
yzix4—2—ax3+a—x RV B
12 12 12 = 412 12 12
y=0 y=0
1 2 :
La factorizacién del polinomio —x* — £x3 + 2 x es:
1 2 :
—xt =G+ L=~ x(x —a) (¢ - ax — a?)
12 12 12 12

Las soluciones del sistema son:

_a-als g x=a _atas
A: 2 B: C:

y=0
y=0

Las longitudes de los segmentos AB, BC y CD son:

—av5 —a+av5
ap=|2=V5 BC=a co-|zaras
2 2
AB BC
El valor de las razones: — y — es:
CD " CD
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CD D |—qg+as 2

2

d) Consideramos una funcién polinémica de grado 4 que no tenga la forma de las anteriores, por ejemplo,
la funcién que tiene como raices a 0 (triple) y a 2a, con a positivo. Esta funcién es:

f(x) =x3- (x—2a), es decir, f (x) = x*—2ax3

Hallamos sus puntos de inflexidn:
f7(x) = 4x3 - 6ax?

£ (x) =12x>—12ax = 12x (x— a)
Los puntos de inflexién son B (0, 0) y C (a, - a%)

La ecuacién de la recta determinada por los puntos B y
Cesy=-a.

Hallamos los puntos A y D resolviendo el sistema:
{y=x“—20x3 {x4—20x3+a3x=0 {x-(x—a)-(xz—ax—az)=0
= =

y=—ax y=-ax y=-ax

a—a\/g X _CI+G\/§

2 P 2

Los puntos de interseccién de la recta y la funcidn son:

A[a—a\/g'—a4+a4\/§} B (0, 0) C(a,-a% D(

2 2

2 2

a+a\s —a4—a4\/§]

Las longitudes de los segmentos AB, BC y CD son:

Y e e o e e

2 2 2 2

1-4s Jat +a®

2

BC = \/az +(-a') = \/a2 +a®

D - (a—a\/g _0]2 +(—a4 +a*/s +04J _ (—a+a\/§J2 . (04 —a“\/ng _

2 2 2 2

_ az.(ﬂ]zms.[l—ﬂzz

1-4/5

2

a’ +adt

2 2
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AB BC
El valor de las razones: — y — es:
CD  CD
AB BC Ja© +d° 1++/5
—=1 — = = =1,6180
CD D |1-45 2

5 JJat +a®

Concluimos que en todas las funciones polindmicas de grado 4 con dos puntos de inflexion, de los tres
segmentos que se forman al cortar la grafica con la recta que pasa por los dos puntos de inflexion, dos son
iguales y la razén del tercero con los anteriores es el nimero dureo:

1+\/§

2

=1,6180.
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