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UNIDAD 12: Integrales indefinidas

ACTIVIDADES INICIALES-PAG. 300

1. Encuentra, en cada apartado, dos funciones cuyas derivadas sean las siguientes:
a) f(x) = 3x® c) f(x) = cos x

b) f(x) = e d) f(x) = il

Un ejemplo de las funciones pedidas son:

a) F(x)=x3+5; F(x)=x3-2/5
b) F(x) = &~ 3; F(x) = &+ /2
c)F(x)=senx+%;F(x)=senx+ Vs

2
d)F(x)=2-In‘x—1‘+g;F(x)=2-In‘x—1‘—\/§

2. Una funcidn F(x) es primitiva de una funcion f(x) siempre que la derivada de F(x) sea f(x).

Comprueba, en cada uno de los siguientes apartados, que la funcion F(x) es primitiva de f(x).

a) F(x) =arcsen 2x + ﬂ ; f(x) = 4x
1+2x ( +2x)\/1—4x2

1

b) F(x) = In(1 - cosx) — In(1 + cos x) + 3 ; f(x) = 2
8 sen x

Se deriva la funcidn F(x) y se obtiene f(x).

ACTIVIDADES de RESOLUCION DE PROBLEMAS-PAG. 315

1. Nimero irracional. Demuestra que +/3 es un numero irracional.

La solucién queda:

Supongamos que /3 no es irracional, por tanto +/3 sera racional, con lo que se puede poner en forma de
fraccion de este modo:

a . .
\/§ = E, cona, b € Zy primos entre si.

De esta igualdad obtenemos: a = b\/§.

Elevando ambos miembros al cuadrado nos queda: a% = 3b2.
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De aqui deducimos que a? es multiplo de 3. Si a es multiplo de 3 entonces a también lo es.
Podemos escribir a =3m con m e Zy sustituyendo en la igualdad a = 3b? obtenemos:
(3m)?2=3b? = 9Im?=3b? = 3m?=b?

Como b? es multiplo de 3y, por tanto, b también los es.

Con esto hemos llegado a que a y b son multiplos de 3. Este resultado contradice el hecho de que ay b son
primos entre si. Por tanto, hemos llegado a una contradiccion o absurdo, por lo que concluimos afirmando

que +/3 no es un nimero racional, es decir, es un nimero irracional.
2. Implicacién légica. Demuestra que si P = Q, entonces no Q = no P.
Tiene que ser no P, pues si fuera P entonces seria Q, y como dice no Q, no puede ser P.

Veamos que las tablas de verdad de ambas proposiciones coinciden:

P Q P=Q P Q noQ noP noQ = noP
Vv v Vv Vv Vv F F Vv
v F F Vv F Vv F F
F v v F v F \ Y
F F v F F v v v

Es una ley logica (P = Q) & (no Q= no P), denominada “contraposicién”.
ACTIVIDADES de NUEVAS TECNOLOGIAS-PAG. 317

1. Resuelve las siguientes integrales indefinidas:

2
a)_f(3X—l)|n(X+2)dX b) f\/de c) J’w dx
1+3x X< —7x+10

Utilizando los mismos comandos de la actividad desarrollada obtenemos la solucién de cada una de estas
integrales indefinidas que vemos en las imagenes siguientes:

x2 2

—x—2)-|n(x+2)— 3:x

(3-x=1)-In(x+2) = —6-In(|x+2|)+((3 )+4.,¢

[ 3 N 6.4/3 -x+21/3
1+3-x 3-4/3 x+1
2.x2+3.x-2
x2=T7-x+10

= 21-In(|=-x+5])=4-In(|x=-2])+2-x
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2. Halla las siguientes integrales definidas:
33&x-1

— X
a)flz—dx b)jé(5x+4)-e dx
X
Utilizando los mismos comandos de la actividad desarrollada 3 3.x—1
obtenemos el resultado de cada una de estas integrales definidas que Zrx = 1674
vemos en la imagen siguiente: I
1 pa
9-e-14
f (5-x+4)-e™® = Tl
0

3. Calcula el area del recinto, del primer cuadrante, limitado por las graficas de las funciones f(x) = x? - 6;
g(x) = \/; y el eje OX.

De la misma forma que hemos hecho en la actividad desarrollada resolvemos esta nueva actividad como
vemos en la siguiente imagen:

| Flo) mpd =B b s g d =G

| @il = = wey

|| dEbujar (F{=}, {fealermrajo anchura_lineam2}) = tablerad
|| dibujar (glx), {eolor=azd amchura_Bmea=2%] =+ fableroi
| Fesalver(Fix] mg{x)} = [{x=27884}}

| resolver{fix) =0) == {{x=-61{x=,E}}

(=]

el
Inteumli:] {gi(x)) == 2070
]

W

| Area=|Integral! - |ntegraiZ| = 287100|

I Pl
Irl:eurali:f (fix}) == 025903
Il X
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ACTIVIDADES FINALES-PAG. 320

1. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracion de integrales inmediatas:

i)jﬁg%idx

a) J'(6x2 ~5x+7) dx

b) I(4x3 —X—ZZJ dx

3 X 12x-3
—+—-2|d
C)I[2&+8 j x )I4x —2x+3
2 3
d) I(E)X _7\/X__9Jd I)Iesxdx
X

e) j3x (2x+5)* dx m) jx 7% dx

) [ (L1-4x)" dx n) [3- sen 6x dx

X
6x> —5) - xdx cos| — |dx
8 | o | @
h) I?x2 VX342 dx p) J( j dx
cos?® x*
Las funciones primitivas son:
a) J(6x2—5x+7)dx = 2x3—gx2+7x+C
b) I(4x3—%j d = x*+24C
X X
c)I i+X——2 dx=3J/x+2——2x+C
24/x
2 3 3
d) I[SX WX gld =§x2 14\/)(_—9In|x|+C
X

e) _[3x (2x+5)* dx = 3x* + 20x° +§x2 +C

5
dx
) | 4+ 162

r) J‘de
A9 - 2x?

) .[4 cos 2x
3 sen2x

3X
d
t)‘[ x +7) §

u) jcos 3x -sen 3xdx

2
d
w) -[3x In X X
5 -senx
y) —— _ dx
J.\/7—40052 X

2) IGX -tg (x2 +3)dx
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) (- ax) dx = - (1_12)() +C
2 9
g)IGX —5) . xdx = £6X—_SL+C
108

h)j?x2 N3 +2dx = 14—“();3+2)3+C
N ICCEEPV - S
4x 30

2

j)jzj:(+5dx= %In‘2x3+5‘+c

k Iﬁdx= §In‘4x2—2x+3‘+c
4x° —2X+3 2

I)Ie”dx = %e3x+

1 75X2

m)'|.x-75x2 dx = :
10-In7

n) IS-senGX dx = — %cos6x+C

0) J.COS(ZjdX= 4 sen (§J+C
4 4

2
p) j(e‘zx + Lj dx= - %-e‘zx +gtg x> +C

6 V2 x
r)jmdx-a\/_arcsen( 3} +C

4 cost
s) IB sen2x

dx=—2-In|3-sen 2x|+ C
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3X -3
dx= ————+C
t)j (x?+7f " 8-(x*+7) '
u) Icoszsx-sen 3xdx = — %cos3 (3x)+C

w)J. 2 dx = EIn||nx|+C
3x Inx 3

y) j—Ssenx dx = — g arcsen (2 COSXJ +C

N7 - 4cos’ x
7) IGx-tg(x2+3)dx= -3 :In ‘cos(x2+3)‘+c

2. Halla una funcién f(x) de la que sabemos que f (1) =f " (1) =1y f " (x) =x.

Imponiendo las condiciones del enunciado tenemos:

x2 NG X3
F'(x)=JXdX=7+C = f(x)=I(7+dex:€+Cx+D

1 , 1
Comof(1)=1 :>1=€ +C+D ycomof (1)=1 :>1=§+C.

1 1 x> x 1
De estas dos igualdades obtenemos C= —; D= — ylafuncién buscada es f(x) = — +— + —
2’ 3 6 2 3
3. Halla dos primitivas de cada una de estas funciones:
(2x—-3)? 4x-5
b) |—— dx c) dx
I X I 1+ 9x?

Las primitivas pedidas pueden ser:

eZX

NFLas

a) F(x)=J.4 o dx=—%ln‘4—e2X o

2
o) = [k - 210 - 12+ 9+ 6

_ 2
F(x) = Imdx = 2x* —12x + 9 In|x] +g
X

14:;)(52 dx = é In(1+9x2 )~ 2 arctg (3x)-2

¢) F(x) = j
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4x -5 2 5
F(x) = I1+ o X7 In(1+9x? )~ Zacg (3x)-4/3

4. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracion por partes:

a) I3x e dx d) J.ezx-cosx dx g) Iarctg 2x dx
b) I(2—5x)- sen2xdx e) I4x-|nx2 dx h) j23x - sen3x dx
c) Il4x2-7zx dx f) _[5 Inx dx i) jx-lnz X dx

En cada una de las siguientes integrales utilizamos la férmula de la integracién por partes:

Iu-dv:u-v—jv-du
a) J?:X-e’X dx= —-3x.-e™* - I—3 e*dx=-3x-e*-3e*+C

—5x 2-5x

b) j(2—5x)- sen2xdx = — 2 - COS2X — jg COS2X dx =— COS 2X— % sen2x + C

>XET T 72 OIX_7x2-72X x7%> 7.7

- + +
In7 In7 In7 In>7  2:In%7

o) [14x*-7% dx =

d) Esta es una integral ciclica, pues al aplicar dos veces la integracion por partes vuelve a salir la misma
integral:

jezx-cosx dx=e*-senx- I2e2x-senx dx =e*-senx +2e* - cos x - j4e2x-cosx dx

Llamando | a la integral inicial obtenemos: | = e* - sen x + 2e?* - cos x — 4 |. De modo que despejando I:

2X 2X
e*.senx +2e”*-cosx
Iezx-cosx dx = : +C

e) '[4x-lnx2 dx = 2x%In?x — IE 2x% dx = 2x%- Inx? = 2x* + C
X

f) I5Inx dX =5x-Inx—=5x+C

2X
2

g) jarctg 2x dx= x - arctg 2x — -[1 4
+ 4x

dx = x-arctg 2x — %In(1+4x2)+ C
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h) .[23X -sen3x dx = —%-23X-cos3x +.[23X -In2 - cos3x dx =

1 1
-3 -2%. cos 3x +§ 2% .In2 - sen 3x—j2‘°’x- In®2 -sen 3x dx
Llamando | a la integral inicial y despejando I:

+C

,[23)( - sen3x dx< —2%. cos3x + 2% In 2 - sen3x
3-(1+1n%2)

2 2 2
i)jx-lnzx dx=X—-In2x—_[x-In X dx:x—-lnzx—x—-lnx+1x2+C
2 2 2 4

5. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracién de funciones racionales:

3x+1 2x% +13x+12 2x* -10
) s ™ N eaea & 0 [ ™

2 3
b J-ZX +3>;+8 . J-2X +8X— 4d h)J-x2+6dx

(x+2)x* +1 X2 +4

dx 2+7x-5x*

| ——7— f dx i dx
Ix2—5x+6 ) -[4x3+4x2+x+1 I)-[x2+9

. J 3X+1

X—4x+3 I—dx+ —3dX——2|n| Jj+5|n|x_q+c

2%2 +3x+8
b)J’

3
—d dx = 2| 3arct C
(x:2 x2+1 o e nx+2 + 3arctg x +

c) I = _2;4_6 = -[x:lz dx+J.X%3 dx = —Inx-2 + Inx-3 + C
_I—dx+ x+2) dx+J'—dx 3Inx :Ij—é—ln|x+2|+c
e J‘%dﬁ jZXdX+Ix2_+ dx = x? — 2arctg (2j+C
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I 2+7X-5x%*
4x° +4%% + x+1

_ J—_de+J-3X+4

= dx
X+1 4x% +1

—21In|x+1 +I4x2+1 X + J4x2+1

= —2In|x+1 + g In(4x2 +1)+ 2arctg (2x) + C

dx:J.de+J‘X221(—_?dx:

IZX -10 Jz(xz—x—2)+2x—6

dx = >
X—2 X —X—-2

—2x+_[ / dx+j;_y

dx = 2x + — In|x+1|—§ln|x 2|+ C

h)I;(ztjdx=J'X(x2;:l.)_+44X+6dX J-XdX J‘4X+6 dx =
7 1
-—+j 2 dx+j 2 dx = —+ In|x 2|+—In|x+2|+C
X+2

o X! x? - 9)(x*+9)+81 81
|)IX2+9dX=J( 2((2+9 ) dx:J'(x2 —9)dx+jx2+9dx=

3
=X _o9x427. arctg(zj +C
3 3

ACTIVIDADES FINALES-PAG. 321

m 6. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracion de cambio de variable con el cambio
que se indica en cada caso:

4x 2o X .
a) Imdx (5x*+2 =13 d)J‘1+\/;dX (x=t%)
2
b) Im dx (Inx=t) E) '[%nsx dx (COS)(:t)
4x3 +2
X = f 2 _
(e"=1) ) =, d 0 =1)
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a) Mediante el cambio dado (5x*+2=t*) obtenemos: J.

L dx =
5x% +2

2 2 2 E
jﬂ.&_dtﬂ_zww
t 10x 5 5
. . 2
b) Mediante el cambio dado (In x = t) obtenemos: J—z dx =
x(3+1nx)
I—Z - xdt = -2 _ =2
x(3+t) 3+t 3+Inx
c) Mediante el cambio dado (e* = t) obtenemos:_[ ™ dx =
+4
e* dt dt 1 t) 1 e
+— =|—-— = —arctg| — | == arctg| — |+ C
It2+4 e It2+4 2 g[Zj 2 g(Zj
d) Mediante el cambio dado (x = t?) obtenemos: I X dx =
1+\/;
2 3 2 _
Y L :JZt_ dt:J(1+t)(2t 2t+2) 2 gt
1+t 1+t 1+t
2t3

2
= [(2t? -2t +2) ot [ dt=" -t v 2-2Inet =

2V x®
== —x+2y/x = 2InfL+ Vx| + C

e) Mediante el cambio dado (cos x = t) obtenemos:
dt t® cos® X
X + +

Isenx(l—tz)iz—jsenx(l—tz) =—t+—=-C0s C
sen X -
. . ) x*+2
f) Mediante el cambio dado (x =t)obtenemos:J‘ > dx =
X°+2
3 .
[ [ [PAE L -
X" +2 X +2 t+2 2X ( Xj
— | +1
V2
2(t+2)-4 (x] (xj
= [T T gk + V2 arctg) —— |= 2t — 4Inlt+ 2 + V2 arctg] —= | =
e 2 t+2 2

= 2x% —4Inx* + 2 + \/Earctg[ij+ C
N

7. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracién de cambio de variable:
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2 [—2 o o [ X o [ Inx+8
3+4/x=2 1++/x x(In? x+ 4Inx)
4 +1n®x s ) 4e"
b) IT dx e) J‘cos X - sen“x dx h) .[e2x _ldx
2" +5 2arctg x
ax dx
‘ I e -3 -[ x?+1
7. a) Mediante el cambio (x - 2 = t?) obtenemos:
2 2
————dx=|— 2t dt =
j3+\/x 2 3+t
= [~ dx= j& dt =4t - 12103+ 1] = 4/x=2 — 12In[3+/x= 2| +C
3+t 3+t
b) Mediante el cambio (In x =t) obtenemos:
3 4 4
J~4+In XdX=I4+t dt—2t+£t——2In lin X . c
2X 2X 2 4

2e" + 6 2t+ 6 dt _ ,
——— dx= J‘ — = esta es una integral racional y
e -3 t-3 t

-2 4
queda:det+j§dt:—2|n|t|+4|n|t—3|: q+C

c) Mediante el cambio (e* =t) obtenemos:j

N
1++/x

d) Mediante el cambio (x = t?) obtenemos: J dx = I— 2tdt = J.— dt = esta es una integral

racional y queda:

2

& _1)1“ ;rl)+8dt - 8%+8In|1+t| = alx -1 +8InL+ Vx| + C
+

e) Mediante el cambio (sen x =t) obtenemos:

dt
COS X

_[cos3x-sen2x dx:Jcosx-(l— sen’ x)- sen’ xdx=_[cosx-(1—t2) -t

t3 t°  sen®x  sen°x
LI - e
3 5 3 5

JIx-1 t 2t?
X = o 2dt= |

X—2

f) Mediante el cambio (x-1 = t?) obtenemos: I
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:j%l)l+2 dt = 2t+ Inft -1 + Inft +1 = 2«/x—1+|n(” 1 1] +C

| R AJX-1+1

g) Mediante el cambio (In x =t ) obtenemos: J‘ lznx+8 dx = It2+—8 xdt =
X(In“ x+4InXx) X(t° + 4t)
2 -1
= |— dt+ |—— dt =2Int|-Int+4 = 2Innx — In|inx+4 + C
12 dte [ =L ot =i it 4= 2Aninx - nfinx+ 4
h) Mediante el cambio (eX:t)obtenemos:J fe dX=I 24t $= idt+ _—Zdt=
e -1 -1t t-1 t+1
e’ -1
= 2Int -1 -2Inft+1 = 2In|=—+ C
e +1

2 2
% X = _[X—t(x2+1)dt =t? =

i) Mediante el cambio (arctgx =t) obtenemos:j >

+1
= (arc tgx)?+ C

8. Resuelve las siguientes integrales por el método que creas mas adecuado:

a) j|n(x2—4) dx

J‘ 5-4x
2x% +x-1

c) J.(Z)i/gl)z dx

d) IS cos3x sen? 3x dx

2
o j8X +2x+5dX

4x* +5

f) j-8X2 e>.d
3
—dXx
8 jx2+6x+18

3+ 3x—2x2
g [ 332

dx
X2+ x3

In X
—— — dx
! J.x(lnzx—l)
)J3x +6x+10
x+2

x* -1
k),[ » dx
1) I(XS +1)Inxdx

m) J‘#dx
WJr 3Jx

n) J. (2x—1).arctg x.dx

6
o) J.x-ilnz x+|nxiCIX

o) J- 5x-12

5+ 4x— X2

dx

q) Ie x +1) dx

r) J‘ﬁdx

I 4x(x+1) o

x> —2x+5

[ ——

j- Sen2x
3+ cos? x

2+x X+1

dx

w) je"‘ - cos2x dx
'[w/4 tg? x
5
y) jxi(_ldx
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a) Resolvemos esta integral por el método de integracion por partes y obtenemos:
jln(xz —4)dx = xln‘x2 —4{ —-2x-2In|x=2/+ 2In|x +2 + C

b) Resolvemos esta integral por el método de integracion de funciones racionales y obtenemos:
J~ 5-4x

mdx = In| 2X—1| - 3|n|X +1| +C

c) Resolvemos esta integral por el método de integraciéon de cambio de variable y obtenemos:

j(2x+1)2 o - 8\/F+8\/F
Jx 5 3

d) Resolvemos esta integral por el método de integracidn de integrales inmediatas y obtenemos:

+2\/§+C

j5 cos3x sen® 3x dx = 5 sen® 3x + C

e) Resolvemos esta integral por el método de integracion de funciones racionales y obtenemos:

2
Iw dx= 2x+lln(4x2+5)—ﬁarctg X ¢
4x* +5 4 2 J5

f) Resolvemos esta integral por el método de integracidn por partes y obtenemos:
2 2x
JSX €7 OX2 4y e ax e+ 2e7 4 C

g) Resolvemos esta integral por el método de integracion de integrales inmediatas y obtenemos:
3 X+3
Iz—dx = arctg (— +C
X°+6x+18 3

h) Resolvemos esta integral por el método de integracion de funciones racionales y obtenemos:

3+3x-2x° 3
deX= ~ 2 In|x+:lj+ C

i) Resolvemos esta integral por el método de integraciéon de cambio de variable y obtenemos:

j%dx = % In‘ln2 X —ﬂ+ C

j) Resolvemos esta integral por el método de integracion de funciones racionales y obtenemos:
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j—?’x +6x+10 4 3¢- 10 G424 C
(x+2)* X+2

k) Resolvemos esta integral por el método de integracién de cambio de variable y obtenemos:

2_
J.—“Xl dx = vx* -1 —arctg Vx> -1+ C
X

I) Resolvemos esta integral por el método de integracion por partes y obtenemos:
4 4
X X
4 16
m) Resolvemos esta integral por el método de integracion de cambio de variable y obtenemos:

Jﬁd& 84/x— 24In‘4/§+ q +C

n) Resolvemos esta integral por el método de integracidn por partes y obtenemos:

j(2x—1).arctgx.dx: (x2—x+1)arctgx—x+In VX  +1+C
o) Resolvemos esta integral por el método de integracién de cambio de variable y obtenemos:

In X
+Inx

+C

I 26 dx= 6 In
x-iln x+|nxi 1

p) Resolvemos esta integral por el método de integracion de integrales inmediatas y obtenemos:
5x—-12 5x—-12 X—2
j I = —54/9-(x-2)* - 2arcsen(— +C
N5+ 4x— x? V9-(x—2) 3
g) Resolvemos esta integral por el método de integracidn por partes y obtenemos:

je‘zx -(x2 +1) dx= _?1 (xz +x+g}e‘2"+ C

r) Resolvemos esta integral por el método de integracidon de cambio de variable y obtenemos:

_[e2X2_1dx =-2x+1In ‘(eX - 1)(eX +1)‘ +C

s) Resolvemos esta integral por el método de integracion de funciones racionales y obtenemos:

IM dx = 4x+ 6 In(x2 —2x+5)— 4 arctg(x—_lj+ C
2X+5 2
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t) Resolvemos esta integral por el método de integracion de cambio de variable y obtenemos:

dx
I—=2 arctg vx+1+ C
(2+xWx+1

u) Resolvemos esta integral por el método de integracion de integrales inmediatas y obtenemos:

j- sen2x

——————0X=- In(3+cos’x) +C
3+ Cos” X

w) Resolvemos esta integral por el método de integracion por partes y obtenemos:
je_ 2e “sen2x — e cos2X

¥ . cos2x dx= = +C

x) Resolvemos esta integral por el método de integracion de integrales inmediatas o por el método de
cambio de variable y obtenemos:

I\/ﬁgxdx arcsen( 5 J+C

y) Resolvemos esta integral por el método de integracion de funciones racionales y obtenemos:

dx_7+zln (x2+1) +C

jxs x> 1, [(x=1)(x+1)

ACTIVIDADES ACCESO UNIVERSIDAD-PAG. 322

2x°
1. Halla la primitiva de f(x) = ————— quevalga1para x=0
X +4x+3

Las primitivas de la funcidon dada se hallan mediante la integral de la misma y son:

2 2
F(x) = Im dx = 2x - 9Inx+3 + In|x+1 +C

Como sabemos que F(0) = 1 sustituyendo obtenemos: C=1+9In 3.

La primitiva que pide el problema es: 2X — 9In|x+q + |n|X+1| +1+9In3

2. Halla una funcién f(x) real de variable real de la que se sabe que f " (x) = 3x? - 4x + 3 y que su grafica

- . 11
presenta un minimo relativo en al punto | 1, E .

(0= [(3X° —4x+3) dx = -2¢+3x+C;

371 |



EE%THEI Matematicas Il | =10]80[e (0] ].\:{ (o]

4 3 2
X

F(x)= I(x3 —2x* +3x+C) dx = XZ—Z?+3X7+CX +K

. . . 11 -
Como tiene un minimo relativo en el punto | 1, E se debe verificar:

11 C=-2
f)== x* ox® _x? 11
12 = K 11 por lo quef(x)= 7—2?+37—2X +€
@) =0 =5

3. Halla dos primitivas de la funcion f(x) =

1-e¢

Todas las primitivas de la funcién dada se hallan mediante la integral de la misma y son:

F(x)=J. 2 dx = 2x—2|n‘1—eX +C
1-¢*
4. ¢Alguna de las funciones F(x) = — SeX +4;G(x) = 1= senx —5 son primitivas de
1+ senx
F(x) = -1
1+ senx

Ambas son primitivas de f(x) puesto que:

D 1—senx+4= -1 y D 1—senx_5= -1
COS X 1+ senx 1+ senx 1+ senx

Xx-12
5.Seaf(x)=—;— —— . Halla [ £ dx

2x—12 2x% —12x —-10x-2
Fdx = [ X—————dx = [Z5—""dx =2+ —=
-[X (qax J x> —x+1 J.xz—x+1 J x> —x+1

1443 (2x—¥)+c

=2x—5|n|x2—x+]1—Tarctg 7

dx =

t
6. La curva que limita un determinado fractal viene dada por la funcién f (t) = 2t - cos (E) . Calcula

juom.

I f(t) dt = I2t cos(lj dt = 4t sen(lj +8-cos(£j +C
2 2 2
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7. Halla jz +A; dx
jz A - L -arctg 2X+i-ln(1+4x)+C
1+4* In2 In4

8. Halla una funciéon f: R — Rsisesabequef(1)=1;f"(1)=2; f"(1)=8yf " (x)=24x-6.

£ (0= [(24x—6) dx = 12¢-6x+C;

f (= [(12x° —6x+C) dx = 4~ 3%+ Cx+ D
2

f(x) = _[(4x3 —3x*+Cx+D) dx = x* —x3+CX7Jr Dx + K

fO=1 C=2

Imponiendo las condiciones del enunciado tenemos: { f ") =2 =D =-1 porloque
f"(1)=8 K=1

fix)= X' =X+ X - x+1

9. Calcula, integrando por partes, J.X-COS(In X) dX y comprueba el resultado por derivacion.

En primer lugar hacemos un cambio de variable (In x = t) y después resolvemos la integral por el método de
integracion por partes:

2t 2t 2 2
e” sent +2e” cost X sen(Inx)+2 x° cos(Inx
jx-cos(lnx) dx = :Iem-cos(t) dt = S = (Inx) s ( )+C
Comprobamos derivando esta ultima funcidn:
2 2
X sen(Inx) +2 x* cos(Inx
D ( ) ( )+C = x-cos (In x)
5
2 x
10. Resuelve la siguiente integral indefinida con un cambio de variable adecuado: j dx
COS X
Resolvemos la integral con el cambio de variable (sen x = t):
2 2
sen” x t 1 1, |1+t 1, [1+senx
j dx::_[ 2dt:j—1+ 5| dt = -t += In— = —senx+— In +C
COS X 1-t 1-t 2 — 2 |1-senx

11. Halla una funcidn cuya derivada sea la funcidn f(x) = arcsen x.

Todas las funciones cuya derivada es la dada se hallan mediante la integral:

arcsen xdx = x-arcsen X + 4/1-x*> +C
J y
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Una de estas funciones es F(X)= X -arcsen X — /1- x> +2

12. Halla las siguientes integrales trigonométricas:

a) J‘cos5 X dx b) Icosz X dx

a) f cos® x dx = jcosx (- s;enzx)2 dx=

2sen®x

c) _[coszx-senz X dx

sen’x

j COS X (1— 2sen’x + sen“x)dx = Senx — 3

+C
5

b) J’cos2 X dx= J.de: Sen2x

L +C
2 2 4

dx =§_sen4x+c

2 2 8

sen’2x J-l— cos 4x

c)jcoszx-sen2 xdx:J n dx =

13. Demuestra la siguiente igualdad: I

5 [In(l_ cost +C} _ 1
sen x senx

14. Halla una funcidn polinémica de segundo grado cuya derivada es la funcién g(x) = 4x — 3 y tiene una
tangenteenlarectay=x+2.

La funcidn es f(x) = I(4X—3)dX =2x?*-3x +C

Si la recta dada es tangente a la grafica de la funcidn se verifica que g (x) =4x—3 =1; por lo que
x=1ey=3. El punto de tangencia es (1, 3).

La funcidn polindmica f(x) pasa por este punto, de modo que la funcién es: f (x) = 2x*—3x + 4

15. Halla una funcidn real de variable real f(x) que pasa por el origen de coordenadas y de la que se sabe
que f’(x)=x-In(x2+1).

La funcién es: f (x) = JX -In(x2 +1)dX = X—22 '|n(X2 +1)_I szil

dx =

= X +1 -In(x2 +1)—X—2 +C
2 2

Para que pase por el origen de coordenadas se debe verificar que f(0) = 0. Por lo que C = 0 y la funcién
buscada es:
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X2 +1 NG
f(x) = n(x? +1) -=
== (x?+1) >

16. Halla la primitiva de la funcién f(x) = (x2 + 1) - cos x que vale it para x = 1.

Todas las primitivas se hallan mediante la siguiente integral:

j(x2 +1)- cosx dx = (x2+1)senx—j2x-senx dx =
= (x? +1) senx + 2x-cosx —2senx+C

La primitiva que pasa por el punto (m, 1) es: F(x) = (X2 +1) SenXx + 2X-CoSX —2Senx+ 3z
PROYECTO DE INVESTIGACION-PAG. 323
Razones de areas

Queremos investigar posibles patrones que aparecen si se halla la razén &
de las areas que se forman cuando las funcionesy = x" (nh € Z, n €Q) se :
T —
representan entre dos valores arbitrariosayb, cona<b.
1. Sea la funcién y = x2. Consideramos:
- Laregion B delimitada pory=x%, x =0, x =1y el eje OX.
- Laregion A delimitada pory=x%,y=0,y =1y el eje OY.
~ Area A
Halla la razéon: —.
Area B

=

0 1

2. Calcula la razén de las areas para otras funciones del tipoy=x",n € Z*,entrex=0y x = 1.
3. Estudia qué ocurre para areas comprendidas entre x =0y x = 2, 1"
entrex=1yx=2, etc. e
4. Analiza el caso general, cony=x"entreayb, tal que a<b, y para
las regiones:

- Laregion A delimitada pory=x",y=a", y=b"y el eje OY.

- Laregion B delimitada por y =x", x =a, x = b y el eje OX.

5. Los resultados que obtienes, ése mantienen para funciones del = [ #
tipoy=x", NneZ ,entrex=0yx=1;entrex=0yx=2;entrex=1 {

y x = 2, etc.? ¢Y para funciones del tipoy = x", N € Q, en los mismos ;|

intervalos?
Razén = 2
1. Para la funcién y = x* hallamos las dreas de las regiones 1
ByA:
1 x3 ! 1
B:j x2dx=|2—| ===033 A = 0.67
0 3 0 3
0.5
375 |
B=033
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A=1- B=1—l=g=0,67
3 3
) 2
La razén de las dreas es: Razon =M ===2
AreaB 1
3

En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos.

2. Para la funcidn y = x® hallamos las dreas de las regiones By A:

4 1
B:fx3m= X 21 _o25
0 4| 4

0

A=1- B:1—1:§=0,75
4 4
) 3
La razdén de las dreas es: Razdn = M :A =3.
AraB 1
4

-1.

0.5 1

Razén = 3

En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos.

Para la funciény =x", con N € Z", hallamos las dreas de las regiones By A:

n+1 1
szlx”dx: X = 1
0 n+1o n+1

A-1-B-1-_1t __"
n+1 n+1
n
, , . AreaA n+1
La razdn de las dreas es: Razon = — = =n
Area B 1
n+1

En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos.

0.5

Razdén = n

Observamos que la razdn de las areas coincide con el exponente de la funcion y = x".

3. Estudiamos las dreas comprendidas entre x =0y x = 2.

Para la funcién y = x? hallamos las dreas de las regiones By A:
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3
B=| x dx:{x—} _8 e 5
0 3
0
A=8—B:8—§=E:5,33
3 3
.
La razén de las areas es: Razén:m=i=2.
AreaB 8
3

Razdn = 2

En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos.

Para la funcién y = x® hallamos las reas de las regiones By A:

2

4
B=I2x3dx: x =1—6=4 5
0 4 0 4
A=16-B=16-4=12 ]
La razén de las areas es: Razén:m:gz& 71
AreaB 4

Razon = 3

En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos.

Parala funciény =x",con N e Z*, hallamos las 4reas de las regiones B y A:

2
2 Xn +1 2n +1
B= I X" dx = =
0 n+1j, n+1
A=—
n+1
A — 2 . 2n _ 2 ! — n n+1
n+1 n+1
n ) 2n +1
, . . AreaA n+1
La razon de las areas es: Razon = — = =n.
Area B 1 LN+ 1
n + 1 ]I g |
5 " } .|
En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos. e
Observamos que la razén de las areas coincide con el exponente de la 4
funciény = x".
3
Estudiamos las dreas comprendidas entre x =1y x = 2.
., . . 2
Para la funcién y = x* hallamos las dreas de las regiones By A:
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., AreaA g
La razdn de las dreas es: Razon = — = 3 = 2.
AreaB 7

En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos.

Remin=3

Para la funcidn y = x® hallamos las dreas de las regiones By A:

4 2
B=12x3dx: X 16 1 E:3,75
1 4 4

1

A=16—1—B:15—%=§=11,25

., AreaA g4
La razdn de las areas es: Razon = — ca = 4 =3.
AreaB 15

En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos.

Err R
Para la funciény =x", con N € Z", hallamos las dreas de las regiones By A: prnmmn s rrrr—
2
2 Xn+1 2n+l 1 2n+1_1
B= j X" dx = = - =
1 n+1), n+1 n+1 n+1
2n +1 1 n
A=2-2"-1- = -(2”*1—1) ae 2wl
n+1 n+1 ne1 " '
n i (2n+l _ 1)
. , . Area A n+1 |
La razon de las areas es: Razon = — = =n. |
Area B 1 _(2n+1_1)
n+1
En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos. " it
nol

Observamos que la razén de las dreas coincide con el exponente de la funcién

y =x"
4. Analizamos el caso general, cony = x" entre ay b, tal que a < b, y para las regiones:

- Laregion A delimitada pory =x",y=a",y =b"y el eje OV.
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- Laregidon B delimitada pory =x", x=a, x=b y el eje OX.

El area de la Region B es:

n+1 2 n+l  ,n+1l
B=IbX"dx:{X } _b a
a

n+11 n+1

El drea de la Regidn A es:

A=Db"-b _a”.a_bn+l_an+1 n (bn+1_an+1)

La razén de las areas es:

e o o e - O S

Fegign A
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5. Estudiamos las funcionesy=x", ne Z ~.

Comenzamos con Y = X =

o
e EntreOy1:
1

11
El drea de la region B es: B=IO—dX: INx] =IN1-IN0=0-(-0) =+
X 0
Integrando sobre el eje OY para calcular el area de la region A, obtenemos:

o0

A SV RS I

H 1

+
1

P

] as
e Entre 0 y a, con a > 0, se obtienen los mismos resultados, es decir, las dreas de las regiones A y B son
infinitas.

e Entrely2:
21 2
B:_[1 Zdx=[Inx] =In2-In1=1In2=0,6931
X

1

1
A:jlldyz[my] =|n1—|n(1j=o—(—|n2)=|n2:0,6931
hy ; 2
El valor de la razén es: Razdn = Area A = In 2 =1
AreaB In2

!

05
B
0
] : L = a 0.5 1 1.5 z
a 05 1 1.5 z
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e Entreayb:

b
B=Jj%dx=[ln x]a=|nb—|na=|ng

A:J;/f%dy:[lny]%:In(ij—In(a:—lna—(—Inb):lnb—lna:InE

% a
b
Area A In—
El valor de la razén es: Razdn = — - —&_1
AreaB | b
n _
a
Y
W

o
_—
(%]
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. _ -2
Consideramos Yy = X —7.
e EntreOy1:
1
1 1 1
EIéreadeIaregiénBes:B=I x?dx=|-=| =-1-|-=|=-1+0=+»
0 X o 0

Integrando sobre el eje OY para calcular el area de la regidn A, obtenemos:

A= dy[zJ_] —too-2= 400

] G-
& g
& FE
3 3.
2 2
1 1
v
r
n i ]
i 05 1 a 0.5 i

e Entre 0 y a, con a > 0, se obtienen los mismos resultados, es decir, las dreas de las regiones Ay B son
infinitas.

e Entrely2:

2 177 1 1 1
B:Lx de:{——} =———(—1)=1—§:E

S S . e e s e e o i e i T

Area
Area

El valor de la razén es: Razdn =

UJJ>
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e Entrely3:
3
B:J‘BX‘ZdX:{—l} S S
1 X, 3 3 3
1 1 1 2 4
A= —dy=|(2 ]1:2—2-—:2——:—
4
El valor de la razén es: Razdn = Area A:§:2
AreaB 2
3
1 1-;--11--.-.‘.‘.‘.-.
05 05 A
|
“ e e e O R S S e e o
i 2 ; : !
2 05 o 0% 1 18 2 28 3
e Entreayb:
b
e[
a X, b a/ a b

I\J

e

, 2i_f
Area A | &?

f dy 2y ]%2 =z
X

El valor de la razén es: Razdn = — =

reaB 1
g_i

R TR S

383 |



=

EEHEE Matematicas Il [==101R0[e(6])].\:{[0]

Consideramos y = X " =

X"
e Entreayb:
b
B=J'bx—n dx = 1 Nl 1 b "+l _ 1 a "tlo 1 ‘: 1 _ 1 :|
a -n+1 -n+1 -n+1 n-1a"* bp"*
n-1 e = =
A=J‘}:/a” y_%dy= n yn :L(lj _L(ij =
p n-1 P n-1{a" n-1\{b"
bl'l

a1 1
n-1a"* b"*!

n 1 B 1
, ., AreaA n-1la"* b"?
El valor de la razén es: Razon = — =

= =N
AeaB 1 (1 1
n—l an—l bn—l

Estudiamos las
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funciones y = X%, — € Q. Comenzamos con Yy =

= Jx.

e EntreOy1:
1

, g v 2 2 5 2 2
EIareadeIareglonBes:B:J.OX2 dx = Ex/x_ =§—O=§

0

Integrando sobre el eje OY para calcular el area de la regidn A, obtenemos:

1

1 1
A= d 3l =Z=_0==
[Ty dy= { yl 570=3
) 1
El valor de la razén es: Razén=’?\reaA=§=1
AreaB 2 2
3
1
i
'
2 ;
a [ 1
e Entreayb:
- 2 571 2 2 2
Ela'\readelaregic’mBes:B=le2 dx=[§ﬁ} :Eﬁ—gﬁzg(\/ﬁ_ﬁ)

Integrando sobre el eje QY para calcular el area de la region A, obtenemos:

A=j£y2dy=[%y3yB 1\/5 \/_%(\/F—\/?)
Area A 3(\/F_\/¥)

1
. . 3 1
El valor de la razén es: Razon = — = =92 _=
2 2

3

Area B g(\/g_\/g)
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Consideramos la funcién y = X9, — € Q" entreayb.

El area de la regién B es:

P p+q b p+q p+q q q
B:beq dx=|-d x° __ 9 pa __9 ja __9 |pera_gr-a
: p+q . Ptda p+q p+q

Integrando sobre el eje OY para calcular el area de la region A, obtenemos:

p+q p+q
Poa p+q P\ p P\ p p+q p+q
A:Ibpypdy: p y P __»b b _| a0 __ b b9 _g @
ad p+dq o Pta pP+q

A p+q
El valor de la razén es: Razdn = AreaA= - _P
Area B p+q P+q q
q 9 _ . g
b a
pP+a|
L
L}
i
n
i
i
i
L]
i
i
1 i
L] i
L] 1
§ L]
L} n
] : K
o a ks
Ay
ks
B
al
X
Q
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p

Estudiamos las funciones y = X9, — € Q. Comenzamoscon Y = X 2 = T
X

e EntreOy1:

1 1
El 4rea de la regidn B es: B:I:X 2 dX:[Z\/;] =241-2J0=2
0

Integrando sobre el eje OY para calcular el area de la regidn A, obtenemos:

A= Wizdy:{—i} =—i—(—1)=0+1=1
1y Y + ©
. ., AreaA 1 1
El valor de la razén es: Razon = — =— ==
AreaB 2 2

0 o5

e Entrely2:
1 2
El 4rea de la region B es: B=LZX 2 dX:[Z&] =2«/§—2«/i=2(\/§—1)
1

Integrando sobre el eje QY para calcular el area de la regién A, obtenemos:

IR ) O (R
Y5y 1
V2 /]/ﬁ \/E
Area A J2-1
AreaB_z(\/E—l)

, 1
El valor de la razén es: Razon = E

15 o
[
B
I:l- - - - 1
o .5 1 15 2z ol . - - -
[ oA i i ]
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e Entreayb:

b
El 4rea de la region B es: B=J.:X_; dx = [2&] =24Jb-2+a-= 2(\/5—@)

Integrando sobre el eje OY para calcular el area de la region A, obtenemos:

_1}7ﬁ=_i_ B VN

Area A Jb-+Ja 1

El valor de la razén es: Razon = — = =

Area B Z(JB—JE) 2

1Y
1
1
1
1
1
]
1
1
]
1
1
1
1
1
; =
1 1
1 1
1 1
1 1
' B ;
1 1
1 1
: X

O a b
Y

1 -

NE)

1

vb

X
=]
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Podemos comprobar con otras funciones del mismo tipo, por ejemplo:
1 2 3
-3 1 - 1 - 1
y = X 3 = y =X 3 = , y =X 2 —

Ix’ U x? ﬁ

que se obtienen resultados andlogos al anterior.

Para finalizar, hacemos, los calculos para la funcién y = X 4 = entreayb.

El area de la regidn B es:

o a-p7° a-p a-p a-p  a-p
B:J.bqux=|:ixq ] :qu __4d ad = q l:bq —aq ¢ :l
a a-p aqa-p q-p aqa-p

Integrando sobre el eje OY para calcular el area de la region A, obtenemos:

0 P-qa 0 P-q
T B N[V L B E N
/:% P—-q p-qgj\a p-ql\b
e
b [
q-p
[ a-p q-p]
P
b9 —_gd
A q-p
El valor de la razén es: Razon = Area A = = = = B
Area B q a-p 9-p q
b9 —gd
qa-p
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