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UNIDAD 13: Integrales definidas. Aplicaciones

ACTIVIDADES INICIALES-PAG. 324
1. Halla el 4rea de cada uno de los siguientes recintos:

1
a) Limitado por larectay = 2 x, el eje OXy larectax=2.

1
b) Limitado porlarecta y = — > X—2,elejeOXylasrectasx=2yx=4.

c) Interioralacurvax?+y*+4x-2y+1=0

d) Encerrado entre la curva x*> + y? = 16, el eje OX y larectay = 2.

Las areas pedidas son:

a) 0,5 unidades cuadradas.

b) 7 unidades cuadradas.

c) La curva es una circunferencia de centro C (- 2, 1) y radio 2. Por

tanto el area encerrada por esa curva es el area de un circulo y
vale 4m unidades cuadradas.

d) En la grafica vemos que el area a calcular es doble del recinto
sombreado.

Esta drea viene dada por:

A =2 - (area del sector de angulo 302 + drea del triangulo) =

(n-42 2.243
=2. +

= 15,31 unidades cuadradas.
12 2

ACTIVIDADES de RESOLUCION DE PROBLEMAS-PAG. 343

1. Con letras. Demuestra que el conjunto de todas las «palabras infinitas» de dos letras X e Y tales como

XYXYXYYYXY...
XYYXXXXYXY...

no puede ser numerable.

Supongamos que todas las palabras indicadas se pueden numerar y por tanto colocar todas, una detras de
otra. La lista de todas ellas es la siguiente:
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XYXYXYYYYXXYYXXYYYYX...
YYXXYXYYYYXXXYYYXYXX...
XXXYYXXXXYXYXYXYXYYY...
XYXYXYYXYXYXYXYXYXYX...
YYYYXXXYYYXXXYYYXXXY...

Nos fijamos hora en la palabra infinita XYXYX..., que se obtiene en la lista anterior tomando la primera letra
de la primera palabra, la segunda de la segunda, la tercera de la tercera, la cuarta de la cuarta, la quinta de
la quinta..., es decir, tomando las letras de la diagonal del cuadro de letras.

A partir de la palabra XYXYX... formamos otra cambiando en ella cada X por Y y cada Y por X, Obtenemos asi
una palabra que empieza YXYXY...

Esta palabra tendria que ocupar alguna fila de la lista, pues estamos suponiendo que alli estdn todas, pero
por otra parte, difiere de |la primera palabra en la primera letra, de la segunda palabra en la segunda, de la
tercera palabra en la tercera letra..., de la palabra 538 en la letra 538... Esta contradiccién demuestra que

nuestro punto de partida es falso.

Podemos afirmar, por consiguiente, que la coleccién de las palabras infinitas de dos letras no puede ser
numerable.

ACTIVIDADES de NUEVAS TECNOLOGIAS-PAG. 345

1. Calcula las siguientes integrales: a) j(3x2 — 4x + 5) dx b) jln X dx

Seguimos los pasos descritos en el epigrafe INTEGRAL INDEFINIDA.
a) Para la integral I(SXZ — 4x + 5) dx:

- Introducimos en el Campo de Entrada la expresién de la funcidon que aparece en el integrando, tecleando
f(x)=3x"2-4x"3+5 y pulsando la tecla Enter, observaremos su grafica.

- Con el comando Integral [f] dibujamos la

grafica de la funcidon primitiva (en linea

discontinua en el dibujo) y su expresion, g(x) f(x) = 3x% - 4x + 5
= x3 - 2x% + 5x, podemos verla en la ventana

algebraica o en el menu contextual de la

grafica.

La expresién de la primitiva de f(x) es:
a(x) = x® - 2% + 5x

gix)=x*-2x2+5x
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a) Para la otra integral procedemos de manera analoga y obtenemos la primitiva g(x) = x - In (x) — x, que puede

verse en el dibujo.

4
La expresion dg la primitiva de f(x) es: R4
g =X |n (x) - x
2 .
1 .
0

1 s~ 3 4 5

1
w

1
N

1
-
=
270

T
2
’

‘I

_1- Samm=”

g(x) =xIn(x) - x

3
2. Obtén el valor de JA . (— 2x% +3x% + 2) dx ; asi como las sumas inferiores y superiores.

Seguimos los pasos del epigrafe INTEGRAL DEFINIDA. SUMAS INFERIORES Y SUPERIORES

- Introducimos en el Campo de Entrada la expresién de la funcidn integrando, f(x)=-2x"3+3x72+2, y

visualizamos su grafica.

- El comando Integral [f, 0, 3] calcula el valor de la integral definida,
gue es a = -7.5; dibuja la region delimitada por la grafica de la funcién,
el eje OX y las abscisas x = 0, x = 3; ademas vemos su valor en la
ventana algebraica.

- Creamos un deslizador que llamamos n y hacemos que varie de 1 a
30, con incrementos de una unidad.

- El comando Sumalnferior [f, 0, 3, n] calcula y representa la suma
inferior de la funcién con una particion del intervalo [0, 3] en n
subintervalos. El valor de la citada suma puede verse en la ventana
algebraica.

- El comando SumaSuperior [f, 0, 3, n] calcula y representa la suma
superior de la funcién con una particién del intervalo [0, 3] en n
subintervalos. El valor de la citada suma puede verse en la ventana
algebraica.

ntageral definica = -7.5

Fa

-1|:|:

254

- Tecleamos los textos “Integral definida =" +a; “Suma inferior =” +by “Suma superior =" +c y observaremos los
citados valores en la Ventana grafica. Cambiamos el nimero de particiones desplazando el deslizador.
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LR
—_— o n = 24
e
[ e, —
E: 4 rs i} & .
2 3 4 2 4 <]
-
Zuma inferor =-11.31
imegral definida = -7.5 E [ Suma inferior = -0 36
Buma superior = 408 Iftegral definida =-7.5
a8 S s upanor = 5,73
-Z[¥
Er

3. Visualiza el teorema fundamental del calculo para la funcién f(x) = 0,5x% + 1.
Seguimos los pasos del epigrafe TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL:

- Sobre el eje de abscisas OX sefialamos dos puntos: A, el origen y B otro cualquiera.
3

X
- Representamos graficamente las funciones f(x) =0,5x> + 1y F(X) = 0,5 - ? + X, siendo esta la primitiva de

f(x) que pasa por el origen de coordenadas, tecleando ambas en el Campo de Entrada.

- Calculamos el area de la region limitada por la grafica de f(x), el eje OX y las abscisas de los puntos A y B,
tecleando el comando Integral [f, 0, x(B)]. El valor del &rea aparece en la ventana algebraica.

- Trazamos la recta perpendicular al eje OX que pasa por el punto B. Hallamos el punto C como interseccidn de
esta recta con la gréfica de la funcidn F(x). Ocultamos la recta anterior y trazamos el segmento que une los
puntos By C. En el menu contextual del segmento BC activamos su nombre y su valor.

- Movemos el punto B sobre el eje OX y observamos que en todas las situaciones, el valor del area bajo la
gréfica de f(x) coincide con la medida del segmento BC que es el valor de la ordenada del punto C situado sobre
la grafica de la funcion F(x).

Bij=hbe+1

S FEOSI3
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4. Calcula el drea de la region finita y limitada por la gréfica de la funcién f(x) = x3 —x + 1 y la recta tangente a

la grafica de f en el punto de abscisa x = 1.

Seguimos los pasos que siguen.

- Representamos graficamente la funcién f(x) = x3 — x + 1 introduciendo sus expresién en el Campo de Entrada.

Para ello tecleamos f(x)=x"3-x+1.

- Con el comando Tangente [1, f] calculamos la ecuacién de la tangente
a la gréfica de la funcién en el punto de abscisa x = 1, que puede verse
en la ventana algebraica, y dibujamos la citada tangente. Obtenemos la
recta de ecuacidony =2x—1.

- Introducimos en el Campo de Entrada la funcién g(x) = 2x — 1, que
coincide con la recta tangente anterior. Borramos la tangente trazada
con anterioridad.

-Con la herramienta Interseccion de dos objetos, haciendo clic sobre las
gréficas de f(x) y g(x), hallamos los puntos de corte de ambas gréficas.
Para estas funciones obtenemos los puntos A (- 2,-5) y B (1, 1).

- El area buscada la proporciona la funcion f(x) — g(x) entre las abscisas
de los puntos de corte de ambas curvas. Con el comando Integral [f(x)-
g(x),-2, 1] hallamos el area encerrada entre las graficas de las funciones.
El valor del drea es a = 6.75 unidades cuadradas.

-4

- Como puede verse en la imagen, Geogebra dibuja la regidn, cuya area calcula, en el semiplano superior. El

valor del drea también aparece en la ventana algebraica

ACTIVIDADES FINALES-

PAG. 348
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1. Sea la funcién f(x) = 9 — x%. Consideremos el intervalo [- 2, 1] y la particién de dicho intervalo dada por
P={-2,-1,0,1}. Halla, de forma razonada, el valor de las sumas superior e inferior correspondiente a la
funcion dada y a dicha particién.

La particion P determina en el intervalo dado los siguientes intervalos [- 2, - 1], [- 1, 0], [O, 1].

Las sumas superiores e inferiores correspondientes a la funcién f(x) en P son:
S(P)=f(-1):-(-1+2)+f(0)-(0+1)+f(0)-(1-0)=8+9+9=26

s(P)=f(-2)-(-1+2)+f(-1)-(0+1)+f(1)- (1-0)=5+8+8=21

2. Una particion decreciente verifica que f (- 2) = 64, f (- 1) = 42 y f (1) = 10. Halla, razonadamente, la suma
superior y la suma inferior correspondientes a la funcién y = f(x) en el intervalo [- 2, 1] relativas a la
particionP={-2,-1, 1}.

La particidon P determina en el intervalo dado los siguientes intervalos [- 2, - 1] y [- 1, 1].

Las sumas superiores e inferiores correspondientes a la funcién f(x) en P son:

S(P)=f(-2)-(-1+2)+f(-1)-(1+1) =64 +42-2=148

s(P)=f(-1)-(-1+2)+f(1)-(1+1)=42+10-2=62
3. Halla el valor medio de la funcién f(x) = 2x2 -5 en el intervalo [3, 6] y el punto en el que se alcanza.

Aplicando este teorema obtenemos: j:(ZXZ - 5) dx="f (c)-(6-23)

Resolviendo la integral y mediante la igualdad obtenemos que el valor medio es f(c) =37 y se alcanza en

2x*—5=37; es decir, X = J2le [3, 6].
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4. ;Se puede aplicar el teorema del valor medio a la funcion f(x) = en el intervalo [- 4, -2]? ¢Y en el

intervalo [-2, 0]? En caso afirmativo aplicalo.

No se puede aplicar en el intervalo [- 4, - 2] pues la funcién dada no es continua en x = - 3 y pertenece a
este intervalo.

Si se puede aplicar en el otro intervalo pues esta funcidn es continua en el.

0
Aplicando este teorema obtenemos: I

dx=f (c)-(0+2).
“2x+3

Resolviendo la integral y mediante la igualdad obtenemos que el valor medio es f(c) =In 3.

5. éPodemos aplicar el teorema del valor medio a la funcidn f(x) = en el intervalo [1, 3]? En caso

X
2
V3+ X
afirmativo halla el valor medio que toma esta funcion en ese intervalo y el valor de la abscisa en la que se
alcanza.

Si se puede aplicar el teorema en este intervalo pues esta funcién es continua en el.

3
Aplicando este teorema obtenemos: L

3
2 _dx=1f(0) - (3-2)
Y3+ X2
Resolviendo la integral y mediante la igualdad obtenemos que el valor medio es f(c) =0,73 y se alcanza en:

X2

3+ x?

=073 = x=185¢[L 3

6. Aplica el teorema del valor medio a la funcién f(x) = ‘4 — Xz‘ en el intervalo [- 3, 2]. {Qué observas?

4-x> § —2<x<?2

La funcidn del enunciado puede definirse en al forma f (X) = ‘4 — XZ‘ = )
X*—4 S X>20x<-2

Aplicamos el teorema y obtenemos:

fsf (x) dx=J':32 (X2 — 4) dx+fz(4— x2)dx=f (c)-1+ f (d)-4

De modo que f(c) =1, porloquex*—4=1; X=— \/g € [—3,— 2] y f (d) =32/12, por lo que

4-x2=32/12; X = \/ge [-2,2]

Observamos que hay dos valores medios.

7. Halla la derivada de cada una de las siguientes funciones:
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a) F (x) = jlx etzf 5 dt ¢) H (x) = jox|2t — 3| dt e)J(x)= jxx sen? 2t - cos 2t dt
b) G (x) = jlen (t —1)dt d) M (x) = fx t+ 3 dt f)R (x) = L t22 ;tt dt

Las derivadas pedidas son:
2e”

AF (0=

b) G (x)=In (x—1)

) H " (x) = (2x—3)

M (x)= 3-/x+3

e) )" (x) = 2x - sen? (2x2) - cos (2x2) - sen? (2x) - cos (2x)

2-x° 3y 2-3x

AR’ (x) = A
IR x® +x3 9x? + 3x

8. éPara qué valor de m es posible aplicar el teorema fundamental del calculo integral a la funcion

X 5-t s t<1
F(x) = I f (t) dt siendo f (t) = X _ en el intervalo [0, 2]? Aplicalo cuando sea posible.
0 t°4m s t>1

La funcidn f (t) ha de ser continua en el intervalo dado y esto se verifica para m = 3. En este caso:

) 5-x s x<1
Frg=s ,
X°+3 9 x>1
9. Resuelve las siguientes cuestiones utilizando el teorema fundamental del calculo integral:
., X 2 ,
a) Sea la funcion F (x) = J. ,€ dt . Halla F " (x).
d X 2
bjHalla — | [* sen(t? +t)ct |.
dx Lo«

dt en el intervalo [- 4, 0].

X t
c) Halla las abscisas de los extremos relativos de la funcion F (x) = I ‘12
- +

X (;2 t
d) Dada la funcién F(X) = .[o (t - 1)9_ dt , definida para todo X € R. Estudia la monotonia de

F (X) y halla las abscisas de sus maximos y minimos relativos.

X
e) Estudia si la funcion F (x) = Jo In (t2 +1) dt tiene puntos de inflexién. En caso afirmativo hallalos.
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Las respuestas a las cuestiones aparecen a continuacion.

a)F’(x) =

b) — U sen +t) dt} =sen (x? +x) —sen (x*- x)

X . 4-x° o -
;F77(x) = - Esta funcién tiene un minimo para x = 0.

c)F'(x)=X2+4 (X2+4)

d)F (x)=(x*~1)-e%F"(x)=(2x=x*+1)-e*
Esta funcion es creciente en (— oo,—l) ) (1,+oo) y decreciente en el intervalo (- 1, 1).

Tiene un maximo relativo en x = -1 y un minimo relativo en x = 1.

e)F (x)=In(x*=1); F" (x) =

ACTIVIDADES FINALES-PAG. 349

10. Halla las siguientes integrales definidas:

a)j§1/x+3dx f ], "(3- 24x) - T 0| 3XZ Y2 g

0 x" +x"+x+1
2

r 2 3 5x -7 0 X
IO 4+C(s):n;(xdx g)r )2(+9dx j‘lmdx
cosJ_ e 6X +5
)j h)jl(x+3)-lnxdx I}/\/%
43x2—3x—2 X+1
e B e 2dx 0 s
e) j;cos3 4x -sen 4x dx i Lx v dx p) I_Ol(e‘x—x-ex)dx
{ _

El valor de cada una de las integrales definidas es:

a)jogw/x+3 dx = 446 — 24/3

* 2cos 3x
[y
o 4+ sen3x
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) IACOS‘/_ dx = 0,4547
2 — —
) [ P22 415803
2 Xx-1

x 1
3 —_——_—
e) I%cos 4x -sen 4x dx = T

f)j(s 2Jx - Td —8—:

)J~65X 7

dx=154
3x?4+9 =1

e e’ 13
h) L (x+3)-|nxdx:7+—

4
j dx = 11,599
x+l—
5 5-x
)i jB m dx = 0,2877

2 x> +3x-2
k)j

3 5 dx = 0,2169
0x® + X +x+1

2

) j 1(x+2)?

dx = 0,2274

)Iy 6x+5 . _57

2 41— 4x* 2
— 2X

1 e
n) IO m = 0,0979

p)j - x-e" dx=e

11. Halla, por métodos geométricos y mediante integrales, las dreas de los siguientes recintos:

a) El recinto limitado por larectay=x-1, el eje OXylasrectasx=1 y x=4.
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b) El recinto limitado por larecta 2y=x+3, el eje OXylasrectasx =-1 yx =2,
Las areas pedidas son:

a) Por métodos geométricos es un triangulo ABC, como vemos en
la figura. Su area es 4,5 uc.

4
Por medio de integrales el dreaes A = L (x-=1 dx=45uc.

b) Por métodos geométricos es un trapecio ABCD, como vemos en
la figura. Su area es 5,25 uc.

X+3dx:5,25uc.

2
Por medio de integrales el dreaes A = I )

- - - -

12. Halla el area del recinto limitado por la curvay = 4 — x? y el eje OX.

El drea buscada es J‘_zz (4 - Xz) dx = 3—32 =10,67.

o
Area = 1087

2
13. Calcula el area del recinto limitado por lacurvay= —, el eje OXylasrectasx=1yx =e.
X
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2
El drea pedida es: Ie —dx=2.

1 X

El area, A, del recinto sombreado de la figura es:

A=2. j: (X2 = 3x% + 2) dx = 25 UC2,5.

15. Calcula el drea delimitada por la parabola de ecuacién y = 2x? y la recta y = 2x + 4.

El drea buscada viene dada por las integrales:

3 2
Iz (2x+4)dx—'|'2 ox? dx = | X% + 4x — 22 =§—(—Z)=9uc.
-1 -1 3 »

16. Halla el area del recinto limitado por las graficas de las funciones de los siguientes apartados:

a)y’=4x; x*=4y cy=x-e%y=x2-e*
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X
b)y=x2-9;y =- 2x? d)y=senx;y=cos§ en [0,7[]

a) El area del recinto sombreado de la figura es:

4 X2 16
A=IO[J&—T] dx=§=5,33uc.

b) Encontramos los puntos de corte de ambas resolviendo el

sistema:
e ot

y= —2x°

El area del recinto sombreado de la figura es:

0
A=2.[ (¥ -9-(-2¢)dx=12V3= 2078 uc12

c) Encontramos los puntos de corte de ambas resolviendo el sistema:

{y=x'e_x N (0,0);(1,3

y — X2 _e—x
El area del recinto sombreado de la figura es:

Azjs(x-e‘x - x? -e‘x)dx:z—1:0,1036 uc.

d) Encontramos los puntos de corte de ambas resolviendo el sistema:
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y = sen x _
<= o):[ﬁ,@j

= COS—
Y 2

El drea del recinto sombreado de la figura es:

Area =05

A=I” (senx—cosﬁl dx = 0,5 uco,5 g
7 2 0 1 2 3

if MFETE

17. Calcula las siguientes integrales mediante la interpretacion geométrica:
100 (o5 51 z 3
a) _[ o0 (x + X )dx b)J cos” (4x) dx
— -

Ambas integrales valen 0 pues al ser las funciones que en ellas intervienen impares o simétricas respecto al
origen se anulan entre si las dreas de las regiones que encierran.

18. Calcula el volumen engendrado al girar alrededor de OX cada uno de los siguientes recintos:

a) f(x) =2x —4; x=2; x=6. c)f(x)=e*x=-1;x=0
b) f(x) = cos x; x = 0; x = % d) f(x) = x% g(x) = Jx

18. Los volumenes pedidos son:

aV=r- I; (2x — 4)% dx = % 7 = 85,337 unidades cubicas

b) V=r- IO% (cos x)* dx = % = 2,4674 unidades clbicas

-1 7 unidades cubicas

oV :zr-.[ol(e‘x)2 dx =2

d) En la figura esta sombreado el recinto que gira alrededor de OX
engendrando un cuerpo de volumen:

V=r- I: (\/; - x2)2 dx = % 7 unidades clbicas

19. Halla el volumen del sélido engendrado, al girar alrededor de OX, el recinto limitado por las graficas
de las funciones f(x) = x? -4; g(x) = 4 — x*
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En el siguiente dibujo esta sombreado el recinto comprendido entre ambas graficas y que gira alrededor de
OX determinando un cuerpo de volumen:

V=27 [ [a-x*)-(x* -4l ax = %ﬂ unidades ctibicas

1
— Y

1. Encuentra € area dd recinto delimitado por lasgréficasdelasfunciones f (x) = 1 y g(x) =
X X

larectax=-e
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El dreaddl recinto es;

e
_|‘e(l—i2)dx=[lnx+l :(Ine+2j—(lnl—}j:1+l—1:
1AX X X, e 1 e

~ 0,37

oIl

Area =037

d 1 2 3

2. Sea f(x) wuna funcién continua en €
intervalo [2, 3] y sea F(x) una funcion primitiva dela anterior y tal queF (2) =1y F (3) = 2. Halla:

8) [ f (%) dx b) [ |5 (¥ - 7] dx o [ [F (OF £ () ox
En € célculo delasintegrales obtenemos:

3 [ f (0 d=[F(WE=F@-F@=2-1-1

D) (51 () -7)ek=5]f (Qax~7[ dx=5-1-7-[xf=5-7:(3-2)=5-7=-2

¢) Por ser F (x) unaprimitivadef (x), f (x) = F~ (X). Por tanto, se trata de laintegral inmediata de una funcién
potencial.

JLIF (F £ 09 dx=[[TF (F -F7 (9 dx= [(F (XW} _FEF [FQF_8_

1 7
3 |, 3 3 3 3 3
ax +6 s x<-1
bx* —2x+1 s —-1<x<2
x-5
a) Hallaay b para que esta funcion sea continua en su dominio.
b) Calcula j: f(x) dx

3. Sealafuncion f(x) =

X> 2
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a) Estudiamos la continuidad en x = - 1 y x = 2. Obtenemos:
lim (ax+6)=6-a

X — -1

) ) = a+b=3
l[im (bx® -2x+1) =b+3
X — -1
lim (bx* =2 x+1)=4b-3
X—> 2
X—5 -1 f— 4-b—3=—l
i >= 3
x>2 (x+1° 3
7 2
Losvalores buscados son a= 5 yb= 5

4 4 g 4
b) [ () dx = [ =7 dx = j =In5—In4—0,3 = - 0,0769
3

X =
3 (x+1)° jX+1 3 (x+12)°

4. Halla € volumen del cuerpo limitado por la eipse x? + 25y = 25 al dar una vuelta completa
alrededor de OX.

El volumen del elipsoide que se genera es:
2

V=27z-j5 1- X | dx = 2% unidades ctbicas.
o7 25 3

5. Calculala siguienteintegral J‘i‘xz - 3x+ 2‘ dx.

Lafuncion dd integrando puede definirse delaforma:

x> —3x+2 § xe (-0 U[2 + )

f(x):‘x2—3x+2‘: _
-x*+3x-2s xe(1,2

El vdor delaintegra coincide con € &eadd recinto que puede verse en e gréfico. Estevalor es:.

1 2
j_l(x2—3x+2)dx+jl(— X* +3x—2)dx =

3 ! 3 2
= X——31+2x + —X—+SL—2X =
3 2 ) 3 2

1

:(E—§+2)—(—1—2—2j+(—§+6—4j—(—i+§—2]:§=4,83.
3 2 3 2 3 3 2 6
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6. Determina € area limitada por la parabola de ecuacién y“ = x y larectade ecuaciony = x —2.

Redlizamos un dibujo de las ecuaciones de

: R ¥=x-2
enunciado para encontrar la region limitada por la
parabolay por larecta. a
=
Debe observarse que la pardbolay? = x da lugar a )k
dos funciones de ecuacionesy = — \/; ey = I
Vx et ;
X L : ! ! !
. 2 1 i1 2 3 i 1 L . B

Encontramos los puntos de corte de ambas resolviendo el sistema:
2 =X _ 2 — _ 1
y _Jx=27=x o fa-D
y=x-2 y=x-2 (4, 2)
Observando con detenimiento el dibujo vemos que & &rea buscadaes:

A=j: Vxdx- [ (x-2) dx—[j;—&dx +f (x—2) dx}=

I
|
N
|
|
|
|
+
I
|
N
o~
Il
|
Il
0o
(&)
c
=.
o
ol
B
(@)
[
g
ol
7]
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1
1+
a) Calculaj f (t) dt.

7.%a f (1) =

b)Sea g (x) = [ f (1) dt . Calula |im 9)((").

dt hacemos e cambio devariable:

a)ParacaIcuIarIaintegrdJ- 1t

l+e
1

l+é=x=>t=In(x-1)y dt = —— dx
x-1

y obtenemos:

La ultimaintegral tiene en e integrando una funcion raciona que se descompone en fracciones simples de la
forma
1 -1 1

X-(x=12 - X x-1
Llevada esta descomposicion alaintegra y operando obtenemos:

X -1
X

1 1 1 1 1
I dt = —-—dx:—J.;dx+J‘X—_1dx:—ln|x|+In|x—:q+C:In

" +C
l1+e X x-1

Deshaciendo & cambio devariable 1 + € = x, obtenemos

et
1+ ¢

j 1 dt=In

" +C:CeR
l1+e

b) En e calculo del limite se obtiene una indeterminacion 0/0. Aplicamos la regla de L"Hopital y € teorema
fundamental del calculo integrd y obtenemos:

E(t) ot
lim 9% () _ [im —'[c’ = lim G T 1 !
x—0 X x— 0 X x—0 1 x>01+ @

408 |



EDITEY Matematicas Il | (o]0 e[e])]:\;{[0)
s K e

8. Calculalas siguientesintegrales:

a) j;zsen(&) dx b) j; lInx dx ) _[: | cos x| dx

a) Resolvemos esta integral jsen(& ) dX por cambio de variable (x = t?) y después aplicando € método

de partes:

J'sen(\/;) dx =[2t-sen(t) dt=—2vx cosv/x + 2sen/x +C

.[:2 sen(&) dx = [‘ 24/x cosv/x + Zsen&]gzz 27

b) Lafuncién del integrando se puede definir delaforma:
Inx s x>1

f(X):“nXI:{_mX s xe(0,1)

El valor delaintegral j;|lnx| dx es
e

J;(—Inx) dx + Ile( In x) dx =[x — xInx]l% +[xInx -1 = = 262_ 2 —126

Integral = 1.26

c) Lafuncion del integrando se puede definir de laforma:

COSX S X € [O, %} u[%ﬂ ,27:}

f(x) =|cos ¥ = 2

—COSX S Xe (E ,—ﬂ-j ftr}i= |cosa
2 2

El valor delaintegral I:|cos>4 dx es:

jo%(cosx) dx + I;(—cos X) dx = 2
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9. Halla € area déel recinto limitado por la gréfica delafuncion y = x2 + 4, la recta tangente a la misma
en e puntodeabscisa -2y e ge QY.

Larectatangente ala gréfica de lafunciéon dada en € punto (- 2, 8) tiene por ecuaciéon y = - 4x.

El &readd recinto sombreado de la figura que queremos hallar viene dada por:

j_i(xz + 4) dx — .[_02( —4x) dx = g = 2,67 uc8/3.

(] = x4

10. Halla la funcion polindmica de grado 3 cuya gréfica pasa por e punto P (1, 0), tiene por tangente la
recta y =2x + len d puntodeabscisax =0,y suintegral entreOy 1 vale3.

Seaf (x) =ax®+ bx?+cx +d lafuncion polinémicade tercer grado buscada
Su derivadaesf ~ (x) = 3ax? + 2bx + C.
L as condiciones para determinar los coeficientesa, b, cy d son:

- Su gréficapasapor € punto P (1, 0), esdecir, f (1) =0.

- Larecta tangente hace tangenciaen e punto x =0,y (0) =2 -0 + 1 = 1, esdecir, pasapor d punto Q
(0,1), oloqueeslomismo, f (0) = 1.

- Lapendiente delatangente es2 luego f “ (0) = 2.
. 1
- Laintegrd IO f (x) dx = 3.

Imponiendo cada una de las condiciones obtenemos e sistema:
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a+b+c+d=0

d=1

c =2
3a+4b + 6c+12d = 36

Resolviendo € sistema, obtenemos. a=-24; b =21; c=2yd= 1. Lafuncion buscadaes:

f(X)=-24x3+21x°+2x + 1

En € dibujo puede verse la gréfica de la funcidn obtenida cumpliendo todas las condiciones del enunciado.

a8

11. Halla las abscisas de los extremos relativos de la funcién F(x) = L” %St dt siendo x>1.

Aplicando €l teorema fundamental del calculo integral obtenemos que F ™ (x) = %y esta funcion tiene

- . . T . . .3
un méaximo relativo en € punto de abscisa > y un minimo relativo en e punto de abscisa — .

12. ¢El volumen del cuerpo formado al girar alrededor de OX € recinto comprendido entre una delas
ramasdelahipérbolax?—y? =4y larectax = 4, esel mismo que & de una esfera deradio 2 unidades?

En la gréfica hemos sombreado € recinto que a girar alrededor de OX engendra un cuerpo cuyo volumen
hallamos:

V=r -_[24(x2 — 4) dx = 3—3272 unidades cubicas.
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Y este volumen es é mismo que €l de la esfera de radio 2 unidades.

13. Hallar € valor de m para que € area delimitada, en @ primer cuadrante, por la funcion y =4x3y la

recta y = mx sea de 9 unidades cuadradas.

El recinto, cuya area es de 9 unidades cuadradas, es la region sombreada
dd dibujo.

Encontramos los puntos de corte de ambas curvas resolviendo € sistema:

{y=4x3:>(0’0);(@’@J_( \/ﬁ m\/Ej
mx 2

2 )

Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:
Jm

_[0 A(mx -~ 4x3)dx= 9

2
De aqui obtenemos que T_G =9, demodo que m =12,

Razones de Volumenes
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Queremos investigar posibles patrones que aparecen si se halla la razén de los volimenes de revolucion
generados por las funciones y = x" (n € Z, n €Q), tomadas entre dos valores arbitrariosay b, cona<b,

cuando giran alrededor de los ejes OX y OY.

1. Sea la funcién y = x. Consideramos los volimenes generados por:
- Laregién B delimitada pory=x?, x =0, x = 1y el eje OX.
- Laregion A delimitada pory=x% y=0,y =1y el eje OY.

Halla las razones:

Razon |

_ Volumen generado por A al girar sobre OX

" Volumen generado por B al girar sobre OX

Razén Il =

Volumen generado por A al girar sobre OY

Volumen generado por B al girar sobre OY

2. Calcula la razén de los volimenes para otras funciones del
tipoy=x",n € Z', entrex=0yx=1. b

3. Estudia qué ocurre para los volumenes comprendidos entre x
=0yx=2,entrex=1yx =2, etc.

4. Analiza el caso general, cony=x"entreayb, talquea<b,y
para los volimenes generados por:

- Laregion A delimitada pory=x",y =a", y =b"y el eje OY.

- Laregion B delimitada pory =x", x=a, x = b y el eje OX. :

5. Los resultados que obtienes, ise mantienen para funciones

deltipoy=x", NeZ ,entrex=0yx=1;entrex=0yx=2; °

entre x =1y x =2, etc.? ¢Y para funciones del tipoy = x", n € Q, en los mismos intervalos?
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1. Para la funcién y = x%:

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x% x =0, x = 1 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

5 1
1 X T
Vo=r| ydx=7-|>| ==
° .[0 y |: 5 i|0 5
e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory =1,y =x% x=0, x

=1y el eje OX, cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,
obtenemos:

V, = nfslz dx—;zj()ly2 dx =7 - [X]

LT

oo T A
o 5 5 5

4r
. . .V, 5
La razon de los volumenes es: Razén = -2 = 2 = 4,
V T
5

Para la funcion y = x?, es decir, x = ,[y:

e Hallamos el volumen generado por la regidn B delimitada por x = 1,

X=4/Y,y =0ey =1 cuando giramos alrededor del eje OY.
Integrando “por discos”, obtenemos:
2 1
— (M2 av— [ _ T I A R 4
VB—erOldy ﬂjoydy—[ﬂy]o |:7Z'2:|0—7Z' =
e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por

X=4Y,y=0,y =1y el eje OY, cuando giramos alrededor del eje
OY. Integrando “por discos”, obtenemos:
2 1
— 205 dv =2l D A o
V, _zjox dy—ﬁfoydy_[ﬂ 2} =

0

La razon de los voliumenes es: Razdn = =1. i

<|<
>

B

NN NN

Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

e Hallamos el volumen generado por la regiéon B delimitada pory = x%, x =0, x = 1 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

Pt
VB=27r'|.:x-x2 dx = 27 - {XT} :%r:%
0

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory=1,y=x% x=0, x =1y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

4

0

21 471
VA=2ﬂj:X'12dX—ZEI:X'XZdX=27T'{X?j| —272"|:X—:| =27r-1—27r-%=7r—%=
0

La razon de los volumenes sigue valiendo 1.
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2. Para la funciény = x3:

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x3, x =0, x = 1 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

1
Y L VR VO .
VB_ﬂjOy dx =7 on dx =7 [7}0_7

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory=1,y=x3x=0, x =1y el eje OX, cuando

giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:
1

1 1 : x’ 6
VA:7ZJ.012 dX—7rJ.0XG dx= 7 - [X]O—7Z"|:7:| =7r—%:77[

0

6r
. . .V, 7
La razén de los volumenes es: Razon = & = L = 6.
V4
7

Para la funciony =°, es decir, x = §/y:

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por x =1, x =3/y, y =0 ey = 1, cuando

giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

1 1 2 3 5T 3 2
VB=7ZJ.012dy—7Z'J.Oy3 dy=[7l'y](l)—|:ﬂ§y3:| Zﬁ—?ﬂ-:?ﬂ-
0

e Hallamos el volumen generado por la regidon A delimitada por x = W, y =0,y =1y el eje OY, cuando

giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

2 5
e[ dy=nfyidy=|roys| =F
VA_nij dy_njoy dy—{zzsy L_ s
3£
La razén de los volimenes es: Razon = V_A _ 5 _ E
V, 27 2
5

Para la funciény = x™

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por y = x", x =0, x = 1 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

X2n+1 l_ 1 .
2n+10 2n+1

VBZﬂI:yZ dx=ﬁ-j:x2” dX=7['|:

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory =1,y =x",x =0, x = 1 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

X2n +1 :| ~ o 2n

1
/A = T
0 2n+1 2n+1 2n+1

V, =nj:12 dx—;z.[;xzn dx=7- [x] - 7Z'|:
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2n
V4
La razén de los volumenes es: Razdn = \Q - Zn;l = 2n.
B 1 T
2n+1

Para la funciony = x", es decir, x = {/y:

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por x = 1, x = \/?, y =0evy =1, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

1 1 2 n ne2’ n 2
Vs=ﬂjolzdy—7rj0y"dy=[ﬂy]t—[ﬂ y”} =7~ E
0

= T
n+2 n+2 n+2

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por x = W, y=0,y =1y el eje OY, cuando
giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:

2 n+2
1 1 = n n
V,=7x| x*dy=z| yrdy=|{7——y " | = 7
A L el Ly / { n+2’ }0 n+2
n
v 2"
La razén de los volumenes es: Razén = -2 = n+es _ E.
. 2 2
n+2

Observamos que la razén de los volumenes de revolucién que se generan cuando giramos alrededor del eje
OX es 2n, es decir, el doble del valor del exponente de la funcién potencial correspondiente.

En el caso de la razén de los voliumenes de revolucidon que se generan cuando giramos alrededor del eje OY
es n/2, es decir, la mitad del valor del exponente de la funcidn potencial correspondiente
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3. Estudiamos los volimenes de revolucién comprendidos entre x =0y x = 2.

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x4, x =0, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

2
(%22 o x° 32
VB—ﬂj.oy dX—ﬂ-[?L_?

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory =4,y =x% x =0y x = 2, cuando giramos
alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

2
V, =7 [ 4 dx— 7 [ %" dx=167 - [x] - 2% = 327 - 2% 1287
A 0 0 o 5

5 5
128~
La razon de los voliumenes es: Razdn = V_A - @ =4,
VvV, 327 32
5

Para la funciony = x?, es decir, x = ,[y:

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por x = 2, X = \/§, y =0 ey =4, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

2 4
Ve =r [ 22 dy—ﬂjzydy=[47ry]g—[ny7} —167 - 27 _g,
0

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por X = \N, y=0,y=4y el eje OY, cuando
giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:
2 4
205 av = " N .
VA—ﬂIOX dy—iz'joydy—{ﬂz =8z
0
. . . \Y,
La razén de los volimenes es: Razén = —2 = 8_7[
Vg 87
Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

e Hallamos el volumen generado por la regidon B delimitada por y = x%, x = 0, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

44
VB=27r.fO2x-x2dx=27r[XI} =27”=8ﬂ
0

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory=4,y=x% x=0, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

2 2 4 2
Vo=2z[ x4 dx- 27 % X dx= 27 - {4)( } —z;z[x} =167 - 87 = 87
0 0 2 4

0 0

La razon de los volumenes sigue valiendo 1.
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m Parala funciény = x3:

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x3, x = 0, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:
7 2
N N R 2.6 4y _ X _128x
Vg _ﬂjoy dx =7 J'Ox dx=r {7}0_ -
e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory =8,y =x3 x =0y x = 2, cuando giramos
alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:
7 2

2
Vi=r['8 d—7[x d=z-[6ax] —7-| % _ 108, - 1287 _ 7087
0 0 0 71, 7 7

7687

: ; . o _ Vi 7
La razén de los volumenes es: Razdn = -2 = =6

5 1287

7

Para la funcién y = x3, es decir, x = W:

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por x = 2, x = W, y =0 ey =8, cuando
giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:

%6 _ 6dr

5

2 578
Vg =7Z'j:22 dy—zrj‘:y5 dy = [4z y[} —|:7Z'§y3:| =327 - =

0

e Hallamos el volumen generado por la regidn A delimitada por x = W, y =0,y =38y el eje OY, cuando
giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:

2 578
(8.2 . (8 32 . | 3 3| 9%«
V, = ﬂfox dy = 7[.[0 y3 dy = {zgyﬂo =

967
-5 _
64r
5
Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY

integrando “por tubos”.

. . , V

La razén de los volimenes es: Razdn = —&
V

B

3
>

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x3, x =0, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje QY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

5 2
R I
0

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory =8,y =x3 x =0y x = 2, cuando giramos
alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

27?2 5472
VA:ZEIZX-SdX—ZﬂIZX-XsdX:167r- X op | X0 —app - B8 %7
0 0 2 |, 5], 5 5

La razén de los volumenes sigue valiendo 3 .
2
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m Para la funciény = x™:

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por y = x", x = 0, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

2n+1 72 2n+1
VB=7ZJ.2(X")2 Y 2
0 2n+1j, 2n+1

e Hallamos el volumen generado por la regidén A delimitada pory =2", y =x", x =0y x = 2, cuando giramos
alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

2
2n+1 2n+1
X :| :22n+l7z__2 T 2n 22n+1
0

V, = ﬁj;(zn)z dx — ﬁj:(x")2 dx= 7 - [22"x]z _x [

2n+1 2n+1:2n+1
V 2n 22n+1
La razon de los volumenes es: Razdn = -2 = L =2n.
VB 1 2n+1
—2
2n+1

Para la funcidny =x", es decir, x = W:

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por x = 2, x = W, y=0ey=2" cuando
giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:

2 2n+2ﬂ_: 2
n+2 n+2

2n+2ﬂ,

n n g n LZ
Vo= [ 22dy—x[ ydy=laryf _{”n22y3n} =2"?x -
0

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por x = W, y =0,y =2"vy el eje OY, cuando

giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:

on on 2 n n+2 n
V,=z| xX*dy=r ndy=|z——y " = 2" 2 x
A IO y IO I { n+2’ n+2
n 2n+27z_
La razén de los volumenes es: Razdn = \Q = L = E
VB 2 2n+2ﬂ_ 2

n+2

Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volumenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por y = x", x = 0, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

Xn+2 2 2n+2
n+20 n+?2

2 2
VB=2ﬁj0X-de=2ﬂ-IOX-X”dX=27r-[ 2

e Hallamos el volumen generado por la regidén A delimitada pory =2", y =x", x =0y x = 2, cuando giramos
alrededor del eje QY. Integrando “por tubos”, obtenemos:
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2 2 n+2 2 n+2
VA=2ﬂIZX-2” dX—ZﬂIZX-Xn dx=2""1z - | 2| —27 .| X _on2g o 2o, N _onvzy
0 0 2 o n+20 n+2 n+2

La razén de los volimenes sigue valiendo n
2
Se sigue manteniendo los mismos resultados:

Observamos que la razén de los volumenes de revolucién que se generan cuando giramos alrededor del eje
OX es 2n, es decir, el doble del valor del exponente de la funcion potencial correspondiente.

En el caso de la razén de los voliumenes de revolucidn que se generan cuando giramos alrededor del eje OY
es n/2, es decir, la mitad del valor del exponente de la funcién potencial correspondiente
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m Estudiamos los volimenes de revolucidn para la funcién f (x) = x> comprendidos entre x =1y x = 2.

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x4, x = 1, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:
5 2
2 X 32 31z
Vg =7rj yZdx=7-|— _r _ L _327F

L 5, 5 5 5
e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory =4 (entrex=0yx=2),y=1 (entrex=0y
x=1),y=x?(entrex = 1y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

Vo= 4 do-x[ 17 dx— x| 'x* k=167 [x]z_ﬁ[x]g_g';”:szﬁ_n_wzlz“”

5
124 7
La razon de los volumenes es: Razdn = \i - _5 _ % =4
Vo 8t 3l
5

Para la funciony = x?, es decir, x = [y

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por x =2 (entrey=0ey=4),x=1(entrey=0
ey=1), X= \/;, (entre y = 1 e y = 4), cuando giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”,
obtenemos:
2 4
—al 22 av_ s M2 av— 2" vay=az[v] - T B r_
Vg —JZ'J.OZ dy ﬂjol dy 7Z'J‘0 y dy =4z[y]: - 7 [y} 7Z'|: 2} =167 — 7 - 87 + 5=
0

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por X = W, y=1,y=4y el eje OY, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

4
0 dv— o[ oy z 15z
V, —72'le dy_fzj‘10 ydy_7{7}l _sn_E_T
157
. . , V, 2
La razén de los volumenes es: Razdon = 2 = % =1
\Y/ 157

B
2
Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x%, x = 1, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:
2
2 x* 15,
VB=27TI X-x?dx=27-|— :872'—£:_7[
1 4 L 2 2
e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory =4 (entrex=0yx=2),y=1 (entrex=0y
x=1),y=x?(entrex =1y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:
2 1 2
2 2 2 2 4
Va=2z[ x-d4dc-2z [ x-1dc-27[ x x®dx=8z- || —27| | 22| 7| =
0 0 1 2 o 2 0 4 N
157

—167 -7 - 81 + L =X
2 2

La razon de los volumenes sigue valiendo 1.
m Estudiamos los volimenes de revolucidn para la funcidn f (x) = x3 comprendidos entre x = 1y x = 2.
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e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x3, x = 1, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

7 2
V. =1 2()(3)2 dX = 7 - x° :1287r Vs :1277z
B 1 7 )

7 7 7

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory=8 (entrex=0yx=2),y=1 (entrex=0y
x=1),y=x3(entrex = 1y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

2

2 7
V, = ﬁj;Sz dx — ﬂj;lz dx — 7r.[12(xe’)2 dx= 64r - [X]0 —z[x -7 {X?l =1287 — 7 — @ = @
762 1
La razén de los volumenes es: Razdn = V_A __ 95 _ E =
5 1270 127
5

Para la funciony =x°, es decir, x = 3fy:
e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por x =2 (entrey=0ey=8),x=1(entrey=0
ey=1), X= \/;, (entre y = 1 e y = 8), cuando giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”,
obtenemos:

9%z 3 _ 627

: 3 57
VB:”I:ZZdy_”Islzdy_”I:ysdy:4”[y]g_”[)’]t_”[gy%} 23271'—77—?4‘ 5~ 5
0

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por X = %/V, y=1,y=8y el eje OY, cuando

giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

8
VA:ﬁLSy% dy:;z-l:g y%:| :96_7[_3_”:93_7[
1

5 5 5 5
93
La razén de los volimenes es: Razon = V_A -5 _ % = §
. 627 2 2
5

Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x3, x = 1, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje QY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

5 2
Ve =27[ x X dx =27 {%} 84 2z _G2r

5 5 5

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory =4 (entrex=0yx=2),y=1 (entrex=0y
x=1),y=x3(entrex = 1y x = 2), cuando giramos alrededor del eje QY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

272 27t 572
VAZZHIOZX'SdX—Zﬂ _[01 x-1dx—27r'|‘12x-x3 dx= 167 - [XZ} - 2r {);} —27:[)(5} =
0 0 1

=327z—7z——64”+2—” 9

5 5

3
La razon de los volumenes sigue valiendo E

m Estudiamos los volumenes de revolucién para la funcion f (x) = x” comprendidos entrex =1y x = 2.
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e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por y = x", x = 1, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

n+17]2 2n+1 n+1
VBzﬂjz(X")de=7r- X 2 2 17r
1 2n+1j, 2n+1 2n+1 2n+1

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory=2" (entrex=0yx=2),y=1(entrex=0

yx=1), y = x" (entre x = 1 y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,
obtenemos:

2 | 1 > | | 2 X2n+1 2
Va=7[ (") dx-7[ 1* dx -7 [ (x")? dx=2° ;z-[x]0 -7 [xJ —7Z'|:2n+1:| =
1
2n+1
=2y - 2 T+ 1 = 2n (22'”1—1)7[
2n+1 2n+1 2n+1
V 2n (22n+1_1)ﬂ_
La razén de los volimenes es: Razdn = -~ = 2n+1 =2n
VB 1 (22n+l_1)ﬂ,
2n+1

Para la funciony = x", es decir, x = {/y:

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada porx =2 (entrey=0ey=2"),x=1(entrey =0
ey=1), x= W, (entre y = 1 e y = 2"), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”,
obtenemos:

n

" " n n+2
T T R R Qg v i LN
0

=47 -2" — 71 -

n 2" 24 n = 2 (2”*2—1)7r
n+2 n+2 n+2

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada por X = \/;, y=1,y=2"y el eje OY, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

2" ;/ n n+7 n n+2 n n n+2
V,=7x ndy=~rx n = 2 T — T = 2 -1z
A Ly y [n+2y l n+2 n+2 n+2( )
N (2+2-1)z
. . . n+2 n
La razén de los volimenes es: Razdn = -2 = 5 =—
B (n+2_1)7z_ 2
n+ 2
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por y = x", x = 1, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

VB=2ﬁL2X-x“ dx=27r[xn+2T—2n+2 1 2(2n+2_1)

= -2 — 2T =——7
n+2l n+2 n+2 n+2

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory=2"(entrex=0yx=2),y=1(entrex=0
yx=1), y=x"(entre x = 1y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”,
obtenemos:

27?2 2t n+ 27?2
vAzznj:x-Z"dx—2ﬁj:x-1dx—-z;fx-x"dx=2“*ﬂ-[éf} —2ﬂ{%;} —2ﬁ-{x } -

o 0 n+1l
n+2
AP SN 2r=—" (272 1)z
n+2 n+2 n+2
La razén de los volumenes es:
n
(2n+2 1)7[
. A N+2 n
Razon = —*~ = 5 -,
s S (z-1)g 2
n+2

gue coincide con la anterior.
Se sigue manteniendo los mismos resultados:

Observamos que la razén de los volumenes de revolucidn que se generan cuando giramos alrededor del eje
OX es 2n, es decir, el doble del valor del exponente de la funcién potencial correspondiente.

En el caso de la razén de los voliumenes de revolucidn que se generan cuando giramos alrededor del eje OY
es n/2, es decir, la mitad del valor del exponente de la funcidn potencial correspondiente
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4. Estudiamos los volumenes de revolucién para la funcion f (x) = x" comprendidos entrex =ay x = b.

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por y = X", x = a, x = b y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

2n+1

X b_b2n+1ﬂ__a2n+lﬂ__ 1 (b2n+1_a2”+1)ﬂ
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1

a

Vg = ﬂJA:(X”)2 dx =7 - [

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory =b" (entrex=0yx=b),y=a" (entrex=0
y x=a),y=x"(entre x =ay x =b), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,
obtenemos:

a b 2n +1 b
Va=z[ (0" dx— 7| a® dx— 7 [ (x")? dx=rb” [ - i - = {X } -

2n+1 a
1 2n
:”b2n+1_”a2n+l_ (b2n+1_a2n+1)ﬂ,: (b2n+l_a2n+l)7z,
2n+1 2n+1
V 22n1(b2n+1_a2n+1)ﬂ_
La razén de los volimenes es: Razdn = —A = n+ =2n
Vg 1 (2n+1_a2n+1)7z_
2n+1

Para la funcidn y = x", es decir, x = W:

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada porx =b (entrey=0ey=>b"),x=a (entrey=0
ey=a"), x= W, (entre y = a" e y = b"), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”,

obtenemos:
B b 5 an b" % B ) b ) a n n+% n_
VB—ﬂIO b dy—ﬂ'J.O a dy—ﬂJ.any dy =zb [y]0 -ra [y]0 —ﬂ{n+2y Ln =
=7z-b”+2—7z-a"+2— n (bn+2_an+2)ﬂ_: 2 (bn+2_an+2)”
n+2 n+2

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada por X = W, y=a", y=b"yel eje OY, cuando

giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

n

b n — n n+2n _ n n+2 n n+2 _ n n+2 n+2
VA:”J‘a"yydy_”{n+2y /L_n+2b a2 7r_n+2(b -
n (bn+2_an+2)7z_
La razon de los voliumenes es: Razc’)n:V_A:n+2 zﬂ
B 2 (bn+2_an+2)7z_ 2
n+2
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por y = X", x = a, x = b y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

— L2 = (bn+2_an+2)ﬂ,

n+2 P n+2 n+2
Ve =27[ x-x"dx=27- |~ b a 2
a a n+2 n+2 n+2

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory =b" (entrex=0yx=b),y=a"(entrex=0
y x = a),y = x" (entre x = ay x = b), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”,
obtenemos:

2P 272 n+27P
VA=2ﬂj:x-b” dx—ZﬁIoax-a” dx—2njbx-x” dX=2b"7r-{X2} —2a“7r{xz} —Zn-[x } =

0

2 2 n
=bn+27z__an+2ﬂ__ 2bn+2ﬂ_+ 2_an+2ﬂ_= z(bn+2_an+2)ﬂ_
n+ n+ n+

La razén de los voliumenes es:

n (bn+2 an+2)7z_
Razén:—A:n+2 _n
B niz(bn+2 an+2)ﬂ_ 2

gue coincide con la anterior.
Para las funciones f (x) = x", con n natural, se siguen manteniendo los mismos resultados:

Observamos que la razén de los voliumenes de revolucién que se generan cuando giramos alrededor del eje
OX es 2n, es decir, el doble del valor del exponente de la funcién potencial correspondiente.

En el caso de la razén de los voliumenes de revolucidn que se generan cuando giramos alrededor del eje OY
es n/2, es decir, la mitad del valor del exponente de la funcidn potencial correspondiente
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5. Estudiamos las funcionesy=x", Ne€ Z .

-1
Comenzamoscon Yy =X =~ =—.

X
m Entre 0y a, con a > 0, se obtienen volumenes de revolucion infinitos ya que las areas de las regiones Ay B
son infinitas.

m Estudiamos los volumenes de revolucion para la funcion f (x)=x" 1 :l comprendidos entre x =1y x= 2.
X

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por y = E, x =1, x =2y el eje OX, cuando
X

giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

2, 17 1 T
VBzﬂI X “dx=rx-|-=| =x-|-=+1|==
! X1, 2 2

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory =1 (entrex=0y x=1),y =0,5 (entre x =

Oyx=2),y-= 1 (entre x = 1 y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,
X

obtenemos:

_ 1.2 2 -2 2NE2 Ay ! T 2 L _
V, —ﬂjol dX—”L X dX—ﬂIOO,S dx= 7 [X]0 > 0257 [x]; =7 + 5 057 =7
. . , V,
La razén de los volimenes es: Razon = -2 =

Para la funcion y = E, es decir, x = l
X

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por x =2 (entrey=0ey=0,5),x=1 (entrey =

Oey=1), x= l, (entre y = 0,5 e y = 1), cuando giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”,
y

obtenemos:
1

Vg =7zjj5 22 dy+7r.[:5 y 2 dy—;rj:lz dy =4z [y[S° +7r{—%} —zlxy=2r+ 7z -n=2x

0,5

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada por x = 1, y=0,5,y =1y el eje OY, cuando

giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:
21

Vo=afly? dy:;z[—ﬂ a1 2=z

0,5

, . , \Y/ 1
La razén de los volumenes es: Razdn = V_ == = E
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY

integrando “por tubos”.

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por y = 1, x=1,x=2y el eje OX, cuando
X

giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

VB=27ZJ‘12X-%dX=27r- x|} = 27

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory =1 (entrex=0yx=1), y = 1 (entre x =
X

1yx=2),y=0,5(entre x =0y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”,
obtenemos:

2 11 2 x| x2 |
VA=2ﬂjox-1dX+2nIox-;dx—Z;ron-O,de=27r- S| 2o || mrr2r-27=a

0 0

. . .V, r 1 I .
La razén de los volimenes es: Razdn = —& = — = = que coincide con la anterior.
V 2

s 27
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m Estudiamos los volimenes de revolucion para la funcién f (x)= = comprendidos entrex=ayx =b.
X

e Hallamos el volumen generado por la regiéon B delimitada por y = 1, X =a, Xx = by el eje OX, cuando
X

giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:
b
Vg =7r_|‘bx’2 ax =7 - [—1} =7 —E—(—lj =(1—£jﬂ'
a X s b a a b

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada por y = 1 (entrex=0yx=a), y = 1 (entre x
a X

=ayx=b), y= % (entre x = 0 y x = b), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,

obtenemos:

a1l b b1l a 1 1
VA:ﬁJ.O?dX+7Z'J.aX 2dx—7r.|.obzdx:;zz-[x]o+(a—b]7r—g2[x]g:

(1 1)
Y ——— |z
Larazén de los volimeneses: Razdn= -2 = —~~— 7 _ 2

Para la funcion y = E, es decir, x = l
X

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por x =b (entrey=0e y = %), X = l, (entre
y = % ey= E), x=a(entrey=0e y = 1), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”,
a a
obtenemos:
1/b 1/ 1/ 1 Ve
a . _ a 1/b 1/
Vg =7 IO b? dy + 7 J.llb y 2 dy - ﬂ'J.O a® dy =b?z[y[° + = {— ;} —a’z[xg* =
1/b
=br+b-ayr-ar=2(b-a)~x
e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por x = l, y = 1, y = 1 y el eje OQY, cuando
y a

giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:

1/a

VA:ﬂl/ay‘zdy:ﬂ[—l} —z[-a-(-b)]=(b-a)z

1/b
1/ b0,5

, , ) Vv b-a)r 1
La razén de los volimenes es: Razén = -2 = Q —

V, 20b-ar 2
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por y = 1, X =a, x = by el eje OX, cuando
X

giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

vB=2ﬂj:x-§dx=2ﬂ- IXE = 2(b-a)r

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada por y = 1 (entrex=0yx=a), y = 1 (entre x
a X

=ayx=b) y :% (entre x = 0 y x = b), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”,

obtenemos:
272 2P
VA=2ﬁj2x-1dx+2nIbx-ldx—Zﬁjbx-ldx:z—”- x —2(b—a)7r—2—7[- Lol
0 a a X ° b a 2, b 2,
—ar+2(b-ar-br=>b-a)r
La razén de los volumenes es: Razdn = \i = M = 1, gue coincide con la anterior.
V, 2b-ayz 2
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Estudiamos los volimenes de revolucién para la funciéon f (x)=x"2 :iz comprendidos entre x =1y x= 2.
X

2

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada pory = x %, x =1, x = 2 y el eje OX, cuando

giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

2
VB:ﬂ'IZ(X_z)ZdX:ﬂ-.‘:_iS} =7 _i_[_lj =7_7Z
! 3x° ], 24 3 24

e Hallamos el volumen generado por la regidn A delimitada pory =1 (entrex=0yx=1),y=x%(entrex=1

yx=2),y= 1 (entre x = 0 y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,
4

obtenemos:
2
V, = ;zj.ll2 dx + ﬁjz (x2) dx - ﬂjz[l) dx=7z-[x] + 1 [x]2 = T,
0 1 o\ 4 o 24 16 24 8 6

L.

La razén de los volimenes es: Razdn = —& = s_ = % =4
24

Para la funcién y = 12,es decir, x:i = y—%

. i

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por x=2 (entrey=0evy = l ), x=1(entrey=0
4

ey=1), x=y %, (entrey = % e y = 1), cuando giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”,

obtenemos:
Vg =7 I:V 22 dy + 7 J.]j4 yldy — ”I: 1 dy =4z [y} + 7 [In v}, - #[x]; =

=g+nd-7-z2=Ind-x

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada porx = y 2,y = l, y =1y el eje OY, cuando
4

giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:
1 1 1
VA=7rL/4y dy=z[nxp, =7-In4

, , , Vv 7-In4
Larazén de los volumeneses: Razén= -2 =" — =1
Vo, 7-In4
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

1

2,x=1,x=2ye|ejeOX,cuando
X

e Hallamos el volumen generado por la regiéon B delimitada por y =

giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

VB=27TL2X-X—12C|X=27Z'- Inxf=2-In2-7

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory =1 (entrex=0yx=1), y = iz (entre x
X

=1lyx=2),y= 1 (entre x = 0 y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”,
4

obtenemos:

2t 27?2
vA=2;zj2x-1dx+2;zjlx-idx—z;zjzx-ldxﬂn- Xl s2m2p—2e 2| X
0 o "% 0" 4 2 4 |2

0
=m+2:-INn2-m-m=2-In2-m

. . . \% 2:-In2-rx o .
La razén de los volumenes es: Razdn = -2 = = — = — 1 que coincide con la anterior.
Vo 2-In2-7z
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Estudiamos los volimenes de revolucién para la funciéon f (x)=x"2 :iz comprendidos entre x =1y x=3.
X

2

e Hallamos el volumen generado por la regidén B delimitada pory = x™ %, x =1, x = 3 y el eje OX, cuando

giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

3
VB=ﬂja(X_2)2 dx=7z-[—i3} =7 _i_(_lj _ 267z
! 33 |, gl | 3 81

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory =1 (entrex=0yx=1),y=x%(entrex=1

yx=3),y= 1 (entre x = 0 y x = 3), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,
9

obtenemos:

! (. 3(1) "o%er 1
Va2 e n b oo af([3) oemr b+ BE-Grbh e

260 1 _@

-—r= T
81 27 81

104
La razén de los volumenes es: Razdn = V_A = 8l = % =
5 26 26
—7
81

Para la funcion y = 12 , es decir, x = 1 =y 7
X y

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por x =3 (entrey=0ey = 1), x=1(entrey=0
9

ey=1), x= yf/]/z, (entrey = 1 e y = 1), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”,

obtenemos:

y N2
Vg =7 .[0932 dy + 7 I;g(y %j dy — ﬂj:)lz dy =97z [y}® + 7 [In v, — #[xf; =

=z4+IN9 -7 -72=In9-7x

® Hallamos el volumen generado por la region A delimitada porx =y %, y= 1, y =1y el eje OY, cuando
9

giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:
V—ﬂJ~l 7}/22d—7r[|n lie=7-1n9
AT y y = Yy =

, , , V 7-In9
La razdon de los volimeneses: Razon = &2 = -~ -1
Vg, 7-:In9
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

1

2,x=1,x=3ye|ejeOX,cuando
X

e Hallamos el volumen generado por la regiéon B delimitada por y =

giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

VB=2ﬂL3x-X—12dx=2ﬂ- Inxf=2-In3-7

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory =1 (entrex=0yx=1), y = iz (entre x
X

=1lyx=3),y= 1 (entre x = 0 y x = 3), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”,
9

obtenemos:

2t 273
vA=2;rjlx-1dx+2;zj3x-idx—znjsx-idxﬂ;z- X y2msr-27- 1 | X] 2
0 LT "9 2 9 |2

0
=m+2:-In3-m-m=2-In3'm

. . . \% 2-In3-rx o .
Larazén de los volumenes es: Razdn = —2 = == = — 1 que coincide con la anterior.
Vg 2-In3-7x
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Estudiamos los volimenes de revolucién para la funciéon f (x)=x"2 :iz comprendidos entre x=a y x=b.
X

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x 2, x = a, x = b y el eje OX, cuando

giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:
b
b 2 1 1 1 1 1 1
V =T X72 dX:ﬂ' —_— =7 |-— | - — =—7T | — - —
® -[a( ) [ 3x3l [ 3p° [ 3a3] j 3 (a3 bsj

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory = iz (entrex=0yx=a),y=x2(entrex =
a

ayx=>hb)y= iz (entre x = 0 y x = b), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,

obtenemos:
2
a b _2\2 1 1 a 1 1 1 1 b
VA:ﬂ'J (azj dx+nfa(x 2) dX—ﬁIO(sz dx=— [x]0+3 (3_b3j_b4”[x]°=
.+, 1 1 1 1 _41 4 1_4,,[1_1)
a® 3 a 3 p* bp 3at 3 bp* 3 a® bp?

. . \Y
La razén de los volimenes es: Razdn = -4 =
V

Para la funcidn y = 12 , es decir, x = i =y %

. W

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por x=b (entrey=0ey = 12 ), x=a(entrey =
b
0 e = 1 = _}é = 1 = 1 i H I%
Y= = ), Xx=y 72, (entrey = o7 ey= = ), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por
a a

discos”, obtenemos:
1/b? 1a?( _ 2 1/a? 2 2 22
A :ﬂjo b? dy+nj]/b2 (y /]/2) dy—;rjo a® dy =b’z[y["* + 7 [In y]ﬂbz —ra? X =

=z+2r-(nb-Ina)-z=2-(nb-Ina)-z

lLy=21

o = y el eje OY,

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada porx = yf%, y =

cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:
]/a2 B 2 1/b2
VAzﬂj'W(y /sz dy = 7 [In y]W:Z-(Inb—Ina)-;r

La razén de los volumenes es: Razon = V_A = 2z -(Inb-1n a) =
Vo, 2z-(Inb-1Ina)
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

,X=a,x=byel eje OX, cuando

e Hallamos el volumen generado por la regiéon B delimitada por y = 12
X
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

VB=2ﬂ'LbX-X—12dX=27Z" Inx=2-(nb-1Ina) -z

e Hallamos el volumen generado por la regidn A delimitada pory = iz (entrex=0yx=a), y = iz (entre

a X

Xx=ayx=b)y= iz (entre x = 0y x = b), cuando giramos alrededor del eje QY. Integrando “por tubos”,
b

obtenemos:

a1 b1 o 1, 2z [x2] or [x2]
V, =27 x-—=1dx+ 2r X-—dx—- 27| XxX-—=dx=—72--|—| +2-(Inb-Ina) -7 - = |—| =
A .[o a? L x2 .[o b2 a? {21 ( ) b2 [ }

=n+2:-(Inb-Ina)-m-n=2-(Inb-Ina)'n

, . ..V 2-(Inb-Ina)-x - .
La razén de los volimenes es: Razon = —& = ( ) =1 que coincide con la anterior.
Vg 2-(nb-Ina) -z
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Estudiamos los volumenes de revolucion para la funcion f (x)=x""=-— comprendidos entrex=ay x=
Xn

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x ", x=a, x = b y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

b
b 2 X—2n+l b—2n+l_a—2n+l 1 1 1
V, =7« x " X=r:|-—— =7 = . - T
® L( ) { - 2n +1L [ -2n+1 j 1-2n (bz"l az”lj

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por y = 1 (entrex=0 yx=a),y=x"(entrex=
an

ayx=>hb)y= 1 (entre x = 0 y x = b), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,
bn

obtenemos:

b—2n+1 _ a—2n+1
Xk

1 V4 a
dx = X + T——
b2" a® s —2n+1 b2

1 1 1 1 1 2n 1 1
:a2n71ﬂ-+1_2n b2n—1_a2n—l ﬂ_b2n71”:1_2n b2n—1_a2n—1 7

2n ( 1 1 j -
_ 2n-1 2n -1
La razén de los volumenes es: Razdn = \i = 1-2n\b a =4

Vy 1 1 1
1-2n b2n—1_a2n—l 7
];],esdecir,xz 1 :y’%
X vy

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por x=b (entrey=0ey =

V, = 72"..:;2'” dx + EJ-: (X’“)2 dx — 77,"‘-;

Para la funcidn y =

1

n

), x=a (entrey =

1

n

Oey=

1n ), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por

), x:yf%,(entrey= 1 ey=
b" a

discos”, obtenemos:

ya"
~ 1/b" 5 1/a" _% 2 1/a" ) L2 1/b" n %2 2 1/a" _
VB_”.[O b dy+ﬂjl/bn(y ] dy—;rjo ady—b7r[y]0 + 7 n_2y ]/bn—zra [x]0 =
2 - 1 _ 1
T n-=2 a""? p"?
e Hallamos el volumen generado por la regidon A delimitada por x = y_%, y = 1 , ¥ = 1 y el eje OY,
n an

cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

_ o Yb"
a" _ 2 n n-2 n 1 1
VA :”j]/b"(y %‘) dy:”ﬁ{y " } = n_2 .ﬂ-.(an—Z - bn—2j

n 1 1
V 4 a.n -2 - bn -2
La razén de los volimenes es: Razdn = -2 = =
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

1,x=a,x=bye|ejeOX,cuando

n

e Hallamos el volumen generado por la regiéon B delimitada por y =

giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

XN -n 2-n 2-n n-2

a

2-nP 2-n 2-n
2
VB=27r.|.:x-idx=27r[;( } =27z-(b _2 Jz -ﬂ'(az’"—bzfn)

e Hallamos el volumen generado por la regidn A delimitada pory = 1 (entrex=0yx=a), y = 1 (entre
a" Xn

x=ayx=h),ys= 1 (entre x = 0 y x = b), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”,
bn

obtenemos:

272 2P
V, =27rj‘:x-in1dx+ 2 _[b x-indx— Zn'fobx-b—];dx:h- {X—} + 2n (az_" —bz_n)— 2 {X—} =
a a X

" 2], n-2 b" 2,
n
=.= -ﬂ-(az"”—bz"”)
n-2

y nz_ﬂ_ (a2—n_b2—n)
La razén de los volimenes es: Razdn = A = n; :D gue coincide con la

B o (aZ—n_bZ—n) 2

n-2

anterior.
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L
Consideramos las funciones y = x“ con P Q.

1
Estudiamos los volimenes de revolucion para la funcién f (x) —+/x = x2 comprendidos entre x =0y x= 1.

1
e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada pory = x2, x =0, x = 1 y el eje OX, cuando

giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

1 2 2 .
VB=ﬂI:[X2J dx=7z-[x7} =%
0
1

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory =1 (entrex=0y x=1) ey = x2 (entre x =
0y x=1), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

13?2 2}
VA=7zJ‘:12 dX+nI:[X2] dx =7r-[x]%)—7r[x7} =7r—£=Z

0

i
. . Va2
La razén de los volumenes es: Razon = -2 = £ =1
V4
2

1

-, es decir, x = y?
X

Para la funcidn y =

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada porx =1 (entrey=0ey=1)ex =y? (entrey =
0 ey =1), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

Vo r [12 - x [0F oy —alyh-a | <e- LY

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada porx = y*, y =0, y = 1 y el eje OY, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

1
Vo=z[ (y?f ay=~ {y—j =z

S 0

, , , V
La razén de los volimenes es: Razdn = -2 =
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

1
e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por y = x2, x =0, x = 1 y el eje OX, cuando

giramos alrededor del eje QY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

1 571
VB=2ﬂI:X'X2 dX=27T-§|:X2j| _ir

0

1
e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory =1 (entrex=0yx=1) e y = x2 (entre x

=0y x = 1), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

1 2 57
Vv ZZﬂIlX-ldX+—2ﬂI1X'X2dX=27Z" x —27r-g- x? :,,_4_”:£
8 0 0 2 5 . 5 5

0

, . ) V
La razén de los voliumenes es: Razdn = -2 =
\Y/

1 L .
= = que coincide con la anterior.
s 4

m‘iﬂm\k\
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1
Estudiamos los volumenes de revolucion para la funcion f (x) =\/; = X2 comprendidos entre x=ay x=b.

1
e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por y = x2, x =a, x = b y el eje OX, cuando

giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

1)? 27"
V, = ﬂj:(sz dx =7 - {X?} =%(b2 - a?)

1
e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory = 4/b (entrex=0y x=b), y = x2 (entre x

=ayx=b)ey=4a (entre x =0y x = a), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,

obtenemos:
1

V, = ﬁjz (\/5)2 dx — ﬁf:(xz] dx - ﬁJ.:(\/a)z =[x}, - 7 (b® - a%) — zx]; =

—zb? —%bz +%a2 ~ ra? :%(b2 ~ a?)

V z(bZ _ a2)

La razén de los voliumenes es: Razdn = V_A -2 1
B 7 b2 — a2
2( )

1 , es decir, x = y?
X2

Para la funcidn y =

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por x=b (entrey=0evy = 4b); x=Vy? (entrey
=Jaey=4b)yx=al(entrey=0ey=.a), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por
discos”, obtenemos:

Vo= x [07 dy—x [T ay [ oy = ab? ) - (0% - a%) - ratly)t -

r
5
= ‘Z’(b% ~a’?)

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por x = y?,y = Ja,y=4+Db y el eje OY, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

57Vb
e LT e | <507 )
Ja

-

—A _
5

La razon de los volumenes es: Razdn =

N
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

1
e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por y = x2, x = a, x = b y el eje OX, cuando

giramos alrededor del eje QY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

1 5P
Ve = 2ﬁj:x- X? dX = 27T'§|:X2:| =4?”(b% - a%)

1
e Hallamos el volumen generado por la regiéon A delimitada pory = Vb (entrex=0yx=b) e y = X2 (entre

X=ayx=b)ey= .a (entre x= y x = a), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”,
obtenemos:

1
V, IZHJ.;X'\/BdX—Zﬂ Lb X - X2 dx —ZﬂI:x-Jadx=
" Az (s 1° ar(sy Ly
PN ST P B ' (A
2 5 2| s

0
v ﬁ(b% _ a%)
La razén de los volumenes es: Razdn = -2 = S = —que coincide con la anterior.
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P
Consideramos los volimenes de revolucion para la funcion f (x)=x9, con P e Q*, comprendidos entre x

=ayx=bh.
P
e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por y = x9, x = a, x = b y el eje OX, cuando

giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

% 2p+q7" 2p+ g 2p+ g
VB=7TJ.b[Xq] dx = —J ﬂ'{x d } . {b ¢ —a 1 ]
a 2p+q 2p+q

P P
e Hallamos el volumen generado por la regidén A delimitada pory = b% (entrex=0y x=b),y = x% (entre x
P
=ayx=b)ey=a® (entre x =0y x = a), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,

obtenemos:

b pY? b P’ Y 2prx P s 2pra
VA:”IO b dx—;r_[ x9 | dx _”Io a“ == b ¢ —-a
2 pP+q

[ 2p+q 2p+q]
2prx b ¢ _g o
2p +
La razén de los volumenes es: Razdn = \Q = P+ 3 - = E
2p+q 2p+q q
B qr b 9 _g @
2p+q
P a i :
Para la funcion y = x9, es decir, x = y"
P a
e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por x=b (entrey=0ey=b"); x= y? (entrey

P P P
=a%ey=Dh")yx=a(entrey=0ey= a?), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”,
obtenemos:

- SRR e p+2q p+2q
VB=7rfob bzdy—ﬁjbp(yp] dy—ﬁ_[o a’ dy:...:pzqu{b T _a ° ]

a P p
e Hallamos el volumen generado por la regidn A delimitada por x = yP,y= a%,y= b? y el eje OY, cuando

giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

S(oay? p+2q7" pr2q  pe2g
Vfﬁfbp yP | dy=z —Ply ¥ = PT 1p o g
a p+2q s p+2g

p+2q p+2q
pﬂ- b q —a q
+ 2
La razén de los volumenes es: Razdn = V_A = P d L 4 P
V p+2q p+2q 2
B 2qr b ¢ _g d q
P+ 29
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

P
e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por y = x9, x =a, x = b y el eje OX, cuando

giramos alrededor del eje QY. Integrando “por tubos”, obtenemos:
b p+2q
a
p P

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory = b4 (entrex=0yx=b)e y= x4 (entre

P
Xx=ayx=b)ey= a% (entrex =0 y x =a), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”,

obtenemos:

p+2q

P
VB=27Z'I§X'quX=27Z" g {xq

p+2q

_ 2C|7Z prquq
p+2q

b £ b 2 a P pr P+2q p+29
VA=27rJ' x - b dx—27rj X - x4 dx—27r_[x-aq dx=...= b * —a 1
0 a 0 p+2q
[ p+2q p+2q]
pﬂ- b q —a q
+ 2
La razén de los volumenes es: Razdn :V_A= P q; . = _P que coincide con la
P+ 29 p+2q
Vs 2q7 b 9 _g @ 2q
p+2q

anterior.
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p
Estudiamos las funciones y = x9, P eQ .

1
Comenzamoscon Y =X 2 =——entrex=1yx=2.

Jx

N

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

,X=1,x=2y el eje OX, cuando

1 2
Ve =ﬂ‘[12(x_2] dx=7z-[Inxff =xIn2

1
e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory =1 (entrex=0yx=1); y= x 2 (entre x

=lyx=2)e y= % (entre x =0y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,

obtenemos:

1)\2 2
Va =7rI:12 dx + ﬂ_[()l[x_zj ax — 7z j;(%) dx=7 - [x]y + 7 In 2—%[X]§ =7zin2

, , , V
La razén de los volumenes es: Razon = V_ = =1

1 , es decir, x = y 2
X

Para la funcién y =

1
V2
=1 ey=1)yx=1(entrey =0 ey =1)cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”,

V2

obtenemos:

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada porx =2 (entrey=0ey = ), x=y?(entrey

Vv =ﬂj‘%22dy+ﬂj%(y'2)zdy —jlf dy = =4—”(2\/§—1)
A k 1 . e

-2

! ,¥=1yeleje OY, cuando

NG

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada porx = y %,y =

giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:

V- ol [y ) dyzﬂ{y‘;}l Tz -1

G —

SIS

(242 -1)

T
, , .V, 3
La razén de los volumenes es: Razon = —A& = I = =
Ve . (2v2 -1)

NN
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

1
® Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por y = x 2,x=1, x =2y el eje OX, cuando

giramos alrededor del eje QY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

1 372
VB=27rJ'12x-x 2 dx=27r-§{x2} =4§(2\/§—1)

1

1
e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada porpory=1(entrex=0yx=1); y= x 2

(entrex=1yx=2)e y= 1 (entre x =0y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por
tubos”, obtenemos:
1 2 _1 2 1 T
_ ) _ .x 2 _ T dx= .. =2 _
VA_27r'|.0x ldx +-2r L XX 2dx 2ﬂ.[0x 2dx_..._ 3(2\/5 1)

72
(242 -1)

V4
La razén de los volimenes es: Razdn = -2 = 43— = =, que coincide con la anterior.
T
e oy
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1
Consideramos Y = X 2 = ——entrex=ayx=bh.

Jx

1
e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x 2, x =a, x=b y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

1

V, = ﬂj:(x'ZJ dx=7-[InxP’ =z (nb-1In a)

N

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por y = i (entrex=0yx=a); y= X
a

(entrex=ayx=b)e y= i (entre x =0y x = b), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por

discos”, obtenemos:
1)’ o 1Y’ o 1 ‘
V=72 ==| dx+z[|x 2| dx=z[]—| dx=..=z-(Inb—Ina9
() w [ e n 1) <

La razén de los volumenes es: Razon = V_A _ (Inb-Ina) =1
Vg 7 (nb-Ina)

1
X

Para la funcién y = , es decir, x =y 2

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada porx=b (entrey=0ey = 1 ), x=y 2 (entrey

e

%) yx=al(entrey=0ey= %) cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por
a a

discos”, obtenemos:

ey-=

1 1 1
Vo= [0 dy+a[fa(y?)f dy —x[ 1 dy= ...=4?ﬂ(b\/5 ~ ava)
Jo
e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada porx = y %,y = %, y= % y el eje OY, cuando
a

giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:

1

V, = ﬁhﬁ(y_z)z dy = 7 [{;} - %(b\/B - ava)

&1

S

; g(b\/B - a\/a)

, , , \Y/
La razén de los volUmenes es: Razdn = & =

Ve 4 (ogb-adal

NG
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

1
® Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por y = x 2,x=a, x=b y el eje OX, cuando

giramos alrededor del eje QY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

1 3P
VB=27rJ':x-x 2 dx=27r-§{x2} =4?7[(b\/5—a\/5)

a

1
e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada por y = 1 (entrex=0yx=a); y=x 2
a

(entrex=ayx=b)e y= 1 (entre x =0 y x = b), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por

tubos”, obtenemos:
1

dx + 27 Jb X - x_% dx — ZﬂJ‘bX'idX_ —z(b\/B—a\/a)
N . . ==

Vb

V, = ZEI:X-

Z(b\/B - a\/a)

La razdn de los volimenes es: Razdn = —& = = =, que coincide con la anterior.

Ve 7 (o6 - aval
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P

Consideramos los voliumenes de revolucion para la funcién f (X)=x 9 = , comprendidos entre x = a
q

XP
y Xx=b.
_P
e Hallamos el volumen generado por la regidon B delimitada pory = x 9, x=a, x = b y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

_Pp 2 q-2p ° q-2p q-2p
VB:EI:(X QJ "5 qu”[x q ] :qqﬁzplb e ]

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por y =

_Pp
1 (entrex=0yx=a),y=x ¢

P
aq

(entrex=ayx=Dhb)e y = 1 (entrex=0vy x = b), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por
Vi
discos”, obtenemos:
2

2 2
P qa-2p q-2p
VA:ﬂJ‘a% dx+7rJ‘bxq dx —ﬂjb% =..= 2pm b * —-a ¢
0 aA a 0 bA q_2p
[ a-2p q-2p]
2px b 9 _g @
-2
La razén de los volumenes es: Raz()n:V_A: d p: - :Q
q-2p q-2p q
B qr b ¢ _g @
q—2p_ |
P a

Para la funcion y = x 9, esdecir, x=y '

), x=y

alo

- q
e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por x =b (entrey=0ey=1b P

P p P

(entrey=bh ey=a )yx=a(entrey=0ey=a E), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando
“por discos”, obtenemos:

VBzﬂ'J.ob b2dy+7rjp[y_p] dy_”.[o azdyz...z zqﬂ- l:b 4 —a 9 ]
b d

p-2q
9 _
e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por x=y °,y=Db

p

, Y= aiayel eje QY,

2o

cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

afs _a)? P p-2q7]% pr 29-p 29-p
V., = Pl dy = p _ a ¢ _p @
’ ﬂjb:[y } T Zq[y }bg p"zq[ J

29-p 29-p
p”2 a ® _p @
La razdn de los volumenes es: Razdn = V_A = P a L = — P
20-p 20-p 2
B 2qr a4 9 _g ¢ aq
p-2q| |
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

_P
® Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por y = x 9, x =a, x = b y el eje OX, cuando

giramos alrededor del eje QY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

_P 2q-p° 2q9-p 2q-p
VB=2nj;x-x qu=27r-2qq p{x a } =%{a ¢ —-p }

p —

_P P
e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory = a “ (entrex=0yx=a)e y=x 9

_P
(entrex=ayx=b)ey=Db ? (entrex =0 y x = b), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por

tubos”, obtenemos:

b -k b _P a _p pr 209-p  20-p
VA=27r_[ x-aqu—27rj x-qux—27r_[x-qux=...= a v —-b
0] a 0 p_2q
[ 20-p 29-p]
pﬂ. a q _b q
-2
La razén de los volumenes es: Razdn :V_A= P q; = _P que coincide con la
Vg 2q7 29-p 29-p 2q
a q —a q
p—ZQ_ |

anterior.
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Recogemos los resultados obtenidos en una tabla.

Funcidn Intervalo Razon de volumenes Razon de volumenes
Giro sobre OX Giro sobre OY

y=x2 0,x=1 4 1

y=x3 —O, =1 6 3

2

y=x" x=0,x=1 2n n

2

y = x? x=1, x=2 4 1

y=x3 x=1,x=2 6 3

2

y=x" x=1,x=2 2n n

2

y=x" x=a,x=b 2n n

2

y—Xfl—l x=1,x=2 2 1

X 2

Y= X 11 x=ax=b 2 1

X 2

5 1 x=1,x=2 4 1

, 1 x=1,x=3 4 1
X

9 1 Xx=a,x=b 4 1
y=xTee

s, 1 x=a,X=b 2n n

y=xX =—-= 5
X

y:\&zx% x=0,x=1 1 1

4

y:\&zx% x=a,x=b 1 1

4

X _xa | xTaxeh 2p P

q 2q

y= 1 _X_}/z x=1,x=2 1 1

Jx 4

y = 1 _X_yz x=a,x=b 1 1

Jx 4

yo L _yla|  xmax=h 2p P

Jx g 2q

SOLUCIONARIO
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Concluimos que:
- La razdén de los volumenes generados por las regiones delimitadas por las funciones y = x" siendo n un
numero real cualquiera cuando giran sobre el eje OX vale 2n.

- La razén de los volumenes generados por las regiones delimitadas por las funciones y = x", siendo n un
numero real cualquiera, cuando giran sobre el eje OY vale n/2.
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