Vectores en el espacio

ACTIVIDADES

1. Pagina 86

2. Pagina 86

-

~1V=-V=0p(V)

3. Pagina 87

No necesariamente. Si son independientes dos a dos tienen distintas direcciones, pero la combinacién lineal de dos
de ellos puede dar como resultado el tercero de modo que considerados los tres a la vez sean dependientes.

Por ejemplo: (1, 2,0), (-1, 0,0) y (0, 1, 0).

4. Pagina 87

Buscamos dos valores \,y X, tales que W = X0 +\,V — W =(0,2,4)=X,(1,0,—-2)+X,(2,1-2) .
Resolvemos el sistema de ecuaciones resultante:
0=X+2x, N =—2X\,

2=2X, —2=2X, =N =4\, =2 W =—40+2V
b=-20=2N,] N=-2-X,
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Vectores en el espacio

5. Pagina 88
A=(1-11)] — A=(-379)] —
— AB=(—4,6,5 — AB=(2,-2,—1
a) g (-3,56) (-4.65) b) p—(-15,8) ( )
Las coordenadas del vector AB son (-4,6,5). Las coordenadas de AB son (2,-2,-7).
[AB| = \J(~4) + 67 +5° =77 . [AB| = /22 +(—2) + T =9 =3
El médulo del vector AB es /77 . El médulo del vector AB es 3.
APA
8 @
~ z P i
A B o
4 / : 5
T — S—
1t ,:',‘ ___________ :
X 1 Y

6. Pagina 88
Escribimos la definicion de modulo del vector y la condicion dada.

Gl =2+ m?+ (=27 =+/5+m? - _
U =2) 54m?=9>m=4—-m=+Jb=42 — U,=(1,-2,-2), 0, =(12,-2)
i]=3=+%

7. Pagina 89
a) U+vV=(-321)+(0,23)=(-34,4)
b) V-w=(0,23)-(-15-2)=(1-35)
) —U-W=—(-3,21—(-15-2)=(4,-7,1)
d) 20 +3V =(—6,4,2)+(0,6,9)=(-6,10,11)
e) 3V —-w=(0,69—(-15-2)=(1111)

f) 40— 30 =(—12,8,4)—(~3,15,—6) = (=9, 7,10)
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Vectores en el espacio

8. Pagina 89

Calculamos los vectores que necesitamos a partir de las coordenadas de los puntos.

AB =(-3,1,-2) BC=(5-3,-3) AC=(2,-2,-5) CB=(-533) BA=(3,-12)
a) AB—2BC =(-3,1,-2)—(10,—6,—6) = (—13,7,4)

b) 2AB—AC —3CB = (—6,2,—4)—(2,-2,—5)—(~15,9,9) = (7,—5,-8)

c) 2BC—3AC =(10,—6,~6)—(6,~6,~15)=(4,0,9)

d) —AC —(CB+2BA)=—(2,-2,-5)-(117) = (-3,1-2)

9. Pagina 90

2-4 -14+3 046 -2
a) M= —— |~
2 2 2

b) M:[*3+1 —1+5 274]:[72 % -2

2 2 "2

10. Pagina 90

—-3+4b,=2 b,=5
]:(1,2,71)ﬂ72+b2:4 b =6 —B(56-2)
0+b,——2| |b,=—2

[—3+b1 —2+b, 0+b,
alm 2 T2 T2

: a+1=6 a=>5
]:[3,5,71]ﬂa2+0=1 —la,=1 —A(51-5)

b) [a1+1 a,+0 a,+3
a,+3=-2| |a,=-5

2 "2 "2

11. Pagina 91

2 2 1 2 2 1
-1 3 5|=-57=0—Rango|-1 3 5 |=3 — Los 3 vectores son independientes.
0 3 -3 0 3 -3

12. Pagina 91

AB=(-2,1-1) AC=(4,-22) Rango

-2 1 -1 — Rango —21-1 1
422|700
Como el rango no coincide con el nimero de vectores, los vectores son linealmente dependientes y los puntos

estan alineados.

13. Pagina 92
a) U-V =|i]-[V|-cosa — -V =(2,-11)(—4,2,-2) =6 - 246 - (- 1) =12

b) i-V =|i|-[V|-cosa — -V = (~2,3,2)-(12,-2)=17-3-0=0
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Vectores e

14. Pagina 92

n el espacio

0-v =|d)-|-cosa| .~ B B B
a) . _ t=|]-7|- cose =|i-|Proy,v| — /2 —|Proy V| =
u~v:‘u‘~‘ProyDv‘
0-v =|d)-|-cosa| .~ . B
by . _ t =[] cosa =|¥]-|Proy, i — 2 —|Proy,ii| =
u~v:‘v‘ ‘Proyvu‘
15. Pagina 93
a) i-V=(-31-1-(0,2-2)=4 d) V-2W =(0,2,~2)-(~2,6,—10) =
b) i-w=(-31-1)(-13,-5)= e) 2U-3v =(—6,2,—2)-(0,6,—6)=
¢) V-w=(0,-22)-(~13,-5)=-16 f) (0-wW)-2V =(-2,-2,4)-(0,4,~4)= -
16. Pagina 93
u-v=(=123)(2,—-1,m 2 =3m+2 _
a) . ( H - ol L ami2—5m=222_1
u-v=5 3
d-v=(=123)(2,-1m 2 =3m+2
b) _ _ ( ) - T L amio—3m=3=2_1
u-v=3 3
V-i=(2,-1,m+2)-(-123)=3m+2 _
c) . . ( +2)-( - —>3m+2:3—>m:¥:l
v-u=3 3 3
U-vV=(-123)(2-1m+2)=3m+2 _
d) . (=12.3)-(2 * * Lami2=1-m=1=2__1
u-v=1 3 3
U-V=(-123)-(2-1m+2)=3m+2 _
e) . . ( ) * T ami2—0m=9=2__2
u-v=0 3 3
f) U LV si el producto escalar i-V=0 — m:—%
17. Pagina 94
a) cosa =1L _B10-(124) V231 o =arccos| -2 =93,773°
|-V Y121 231 231
i-v._(4-32)(2-1-1)_ 3J174 3174 0
b) cosa=—=—== — = arccos|———|= 46,977
R N - R 58
18. Pagina 94
U-V=(0,-3,2)-(m-m+2,6)=3m+56
a) . . ( M +2¢) ol L smie—0—m=-2
u-v=0
U-V=(=1mN-(=2,1,m+10)=2m+3
b) _ . ( ) ) Plomiz—oom=_3
u-v=0 2
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Vectores en el espacio

19. Pagina 95

LG 5 (4-12)(=101) 221
Proy V= =t =S 2 (4, 1,2) = — S22 (4,-1,2
Vs B o ( ) o )

20. Pagina 95

a) Escribimos la condicién de perpendicularidad para un vector genérico (v,,V,,V;).
UL(Vy,Vy,Vy) = UV =0—(0,1-2) (v, V,,V3) =V, —2V;=0
Resolvemos la ecuacién despejando una incégnita en funcién de la otra.
Vo, =2V, =0—V, =2V, =V, =\,V,=2\,V, =p
(ViVa,V3) = (12X, N) = (0, 2X, ) + (1, 0,0) = X (0,2, 1) +1(1,0,0)

Por ejemplo: (1,0,0) y (0,2,1) son vectores perpendicularesa i =(0,1,-2).

21. Pagina 96

7] =[] - sercc = V25 -5en 30° = 0. = 310

22. Pagina 96

Si dos vectores son perpendiculares forman un angulo de 90° — |i x| = [d] |v|-sen90° = [d]- [7|-1=]d]-|V] .

El producto vectorial de dos vectores perpendiculares es igual al producto de los médulos de los vectores.

23. Pagina 96

Sean U =(u1, uz, u3), V = (vi, v, v3) y W = (w1, wa, wa).

ik
a) UxV=|U, U, Us|=(UVy— Vol UV — VU, UV, —Villy)
v, vV, Vv,
Pk
—Vxl=—|v, V, Vy|=—(V,lly—UV;3, Vsl — UV, ViU, — UV, ) = U xV
iUy Uy
[
b) (ki)xv =|ku, ku, Kuy|=(Kuy,—Kkv,u,,kuy, —Kkv,u,kuy, —kv.u,)
v, v, Vv,
POk
KUXV)=K|Uy Uy Uy = K (U = Vol UsVy — Vol UV, — Vi, ) = (KU)xV
v, vV, V,
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Vectores en el espacio

Pk
) Ux(kV)=|U, U, Uy |=(Kuyy —KV,Uy, KUV, — kv, KUy, — kv,
kv, kv, kv,
Pjok
KUXV)=K|Uy Uy | = K (UyVg = Vol UV — Vol UV, — Vi, ) = Ux (KV)
Vv, vV, V,
ik
d) UxWxW)=Ux|v, V, Vy|=Ux(VW;—W,Va, VW, —WaV VW, — WV, ) =
1 Wy Wy

= (U2V1W2 - U2W1V2 - U3V3W1 + U3W3V1,U3V2W3 - U3W2V3 - U1V1W2 + LI1W1V2,U1V3W1 - U1W3V1 - U2V2W3 + U2W2V3)

I

k
u.
%

N —

(UxV)xw =|u,
12

= -
N

XW = (U =Vl UsVy — Vi, Uy — V.U, ) X W =

w

<
~
w

= (U3V1W3 - V3U1W3 - quwvz + W2V1u21W1U1V2 - W1V1U2 - W3U2V3 + W3V2U3,W2U2V3 - W2V2U3 - W1U3V1 + W1V3U1)

24. Pagina 97

i j ok
a) UxV=(0,2-2)x(-13-5)=| 0 2 —2|=—4] +2] +2k =(~4,2,2)
13 -5
ijoK
b) GxW=(0,2-2)x(0,~2N=[0 2 —2/=-2/+0j+0k =(~2,0,0)
0 -2 1
]k
¢) —VxW=(1,-35)x(0,—20)=|1 =3 5|=7i —] -2k =(7,—-1—2)
0 -2 1
iJok
d) Vx2W =(-13,-5)x(0,—4,2)=|-1 3 —5=—14] +-2] +4k =(~14,2,4)
0 -4 2
ik
e) 20x3V =(0,4,—4)x(=3,9,—15)=| 0 4 —4|=—24] +12] +12k =(—24,12,12)
-3 9 —15
ik
f) (0-W)x2V =(0,4,-3)x(~2,6,-10)=|0 4 —3|=-22 +6] +8k =(~22,6,8)
2 6 -10
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Vectores en el espacio

25. Pagina 97

a) UxvV=(5-2—-")x

Para comprobar que xV es perpendiculara U ya V tenemos que ver que los productos escalares i-(Uxv)y

\7-(L7x \7) se anulan.

U.[fﬁ,fw,l]:(5,72,71).[f§719,1]:M:0
2 2 2 2 2
\7~[7E,719,1]:[71,1,4].[7E,71911]:wzo
2 2 2 2 2 2
gk
b) L7><\7:[O, " X[ 1 1,3]: 0 1 1:_§?_17_1,;:[ 8 1 1]—>U><\7:[ 8 1 1]
3 2 3 3 6 2 36" 2 36" 2
SRR

Comprobamos que los productos escalares ii-(iix V) y V-(ii xV) se anulan.

(
o3t delYeal it

3782
R MR s

26. Pagina 98

gk
a) W=0xV=(10,1x(0,-10)=[1 0 1|=7+0j—k=(10,—1)
0 -10
7ok
b) W:vaz[z,%,q x(0,-1,-2)=|2 % | =—2 +4] -2k =(-2,4,-2)
0 -1 -2

27. Pagina 98

a) Obtenemos v haciendo el producto vectorial de i con un vector no proporcional a él, por ejemplo (0,1,0).

-

j K
V=(-10,0)x(0,10)=|-1 0 0|=07 +0j —k =(0,0,-1) —|V|=1
10

o

-

Calculamos W = xV =(—1,0,0)x(0,0,—1) =|—1 =07 —J +0k =(0,-1,0) — W] =1.

0

O O —

8={(-10,0),(0,0,-1),(0,—1,0)} es base ortogonal y los vectores que la forman tienen médulo 1; por tanto, es

base ortonormal.
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T 4
Vi 1 1 1 1 1- = 13z 1 1
b) V=|—=,0,——=|x(0,10)=|-= 0 ——|=—= +0j +—=K =|—=,0,—=|— /| =1
)7={ 001015 0 =T 40T+ k=[0I
0 1 0
iJok
Calculamos W:vaz[i - ioi]zi 0 fi=0777+0E=(0,71,o)ﬂ\v”v\=1
2 J— 272) 2 V2
1o L
2 2

1 1 1 1 . ,
=1l-—=,0,——|,|—=,0,—~=1,(0,—1,0) | es base ortogonal y los vectores que la forman tienen médulo 1; por
~{mo-EHEozle-0) gonaly | P

tanto, es base ortonormal.

28. Pagina 99

Calculamos el drea: A = ‘UxV‘ .

[
UxV=(4,-2,0)x(-12-1)=|4 -2 0|=2+4]+6k =(2,4,6)—> A=ixV|=|(2.4,6) =7,48
-1 2 -1

Sabemos que el perimetro es dos veces la suma de los lados. Calculamos el perimetro: P = 2.(‘0‘ +‘\7‘)

i) =(4,-2,0) =25

‘7—(—1,2,—1)—X/ZJHPZZ‘(H+\7):13,85U

29. Pagina 99

AB=(1-1-2) | - L
. —ABxAC=|1 -1 —2/=-3/+9j -6k =(-3,9,-6)
AC =(-3,-3,-3) 3 3 3

A8 % AC| = (-3 + 9% +(~6) =726 = x/_—>AreaAB;AC S

Comprobamos que el resultado es independiente de los vectores elegidos.

Calculamos el drea del tridngulo de lados BA=(—11,2)y BC = (—4,—2,—1).

A BAxBC|
BAxBC=|-1 1 2 9] +6K =(3,-9,6)— [BAxBC| =126 3\/_HArea—7‘ :3*/? %
—4 -2 —1
Calculamos el drea del tridngulo de lados CA=(3,3,3)y CB=(4,2,1).
ok CAxCB
CAxCB=[3 3 3/=-3+9] -6k =(~3,9,-6) —[CAxCE| =126 3\/_—>Area77‘ . SJzﬁ 2
4 2 1

El area es la misma en los tres casos posibles.
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30. Pagina 99
. [AExAd)

a) Calculamos el drea: A=1——1.

AB=(-1-11) N L S
—ABxAC=|-1 -1 1|=i-2j-k=(1,-2-1)
AC=(-10,-1) 10 -1
ABxAC
‘ABXAC‘— 12+(—2)2+(—1)2—\/3—>Area—‘ 5 ‘—122u2
ik

AB=(3,0,-2)| -~ _ L.

b) ( )]HABxAC—S 0 —2/=6i—j+% =(6,-19)
I ) ABx AC
[AB X AC| =6 + (= 1) +9° =TT — Area=l——1=5,431/
AB-(32-3) | — . | 1 K L

c) __, —ABxAC=|3 2 -3 =-18/ +3j—16k =(—18,3,—16)
AC=(5-2,-6) 5 _2 _¢
S ) ABx AC
‘ABxAC‘ = \/(—18)2 +324(-16) =+/589 — Area="—0— =12,13 u
AB-(-1-2-2)| — — | Lok

d) —ABxAC=|-1 -2 —2|=0i —3]+3k =(0,-3,3)
AC=(1-1-1) 1 -1 -1

‘Ex@‘:./02+(—3)2+32 _\/ﬁ—%reazﬁ_mzw

31. Pagina 100

-1 2 0 2 5 -9
a) [U,V,W]: 2 5 —9/=0 c) [m,a]: 2 4 —8=0
2 4 -8 -12 0
2 5 -9 2 4 -8
b) [V.0w]=|-1 2 0]=0 d) W.v,i]=|2 5 -9=0
2 4 -8 -12 0

32. Pagina 100

3 8 0
[U,V,W]: 0 -1 3=-156
5 4 0
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33. Pagina 100
Sean U= (u,U,U;) Yy V=(V,V,,V5)

u, U, u,
[0.7.0+7])=| v, v, v, |=0
UiV, Uy +V, U4V,

La tercera fila es combinacion lineal de las dos primeras.

34. P4gina 101

El volumen del paralelepipedo es igual al valor absoluto del producto mixto de los vectores que lo definen.

2 3 -2
[U,V,W]: 0 -3 0|=48
-7 2 -1

El volumen es HU,V,VT/H =481°.

35. Pagina 101

AB=(0,0,1)
AC =(0,2,0) H[E,TC,E]:
AD=(3,0,0)

w O O
o N O
S O -

I

|

o~

[ 2., 0]
=t
6

=10

o~ | o

SABER HACER

36. P4gina 102

-0
2 2 2
1.3

- 1= - — 15 5
3u=(0,6,-3 — —=V+3U—-2W =|—=,0,— 0,6,-3)—(8,-2,-4)=|——,8,—
i-(06-3) i [22]+< )~ >[22]
oW = (8,-2,-4)

37. Pagina 102

Si C(X,y,2)—»CB=(3-X,6-y,9-2) y CA=(1-x,2—y,~1-2)

3

3-x=-3+3x] *73
@:—3@—>(3—x,6—y,9—z):—3(1—x,2—y,—1—z)—»6—y:—6+3y —y=3 —>C[— 3,=
9-7z=3+37 5 3
2
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38. Pagina 102
Sea D(X,V,2) .

Si ABCD es un paralelogramo, sus diagonales se cortan en sus puntos medios.

M es el punto medio de AC —M 72“72),&,& ~[012
2 2 2 2
M es el punto medio de BDaM[fHX,OH,ZHZ]=[X—71,Z,Z—+4]
2 2 2 2 2 2
O:Xii,l—>X:
2
[0,1,1]:[L’1,X,L”]_>1:y_>y:2 —D(1,2,-3)
2 2 2 2
1_z4
2 2

39. Pagina 103
1=-X+2X\, —2X,

X=NT+NV X W — (10,1) =X (=121 + X, (2 =11+ Xy (-=2,0,-3) > 0=2X, -\,
1=2 4N, — 3,

20, =3\, =X\, =0

2N =3\, —1 ) 1

N, =2\, =N =2\ N =2 b X=(10,1)==U+2V +0W
3 373

3N, =3\, —1 1

0=3\~1—X =7

40. Pagina 103

Tres vectores no son base de R® cuando son linealmente dependientes. Buscamos el valor de k para el cual el
rango de la matriz formada por las coordenadas de los vectores es menor que 3.

-1 3 4 -1 3 4
Rango| 2 -1 3 |[<3—=]2 -1 3 =17k+9=0ﬂk=—%
1 2k+1 k+3 1 2k+1 k+3

41. Pagina 103

Aplicamos las propiedades y la definicion del producto escalar.

0| =3—0-i=u

‘U+\7‘2=(U+v)-(u+v)=U-(U+\7)+\7-(u+\7)=U-U+2(U-\7)+\7-\7H49=9+2(U-\7)+25HU-\7=§

U'\7=‘U"‘V"Cosaﬂgz3'5'COSOL*>COSOL=%*>OL=600
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42. Pagina 104
Imponemos la condicién de perpendicularidad i LV — -V =0.

—(—k,2,0)-(2—k +2,k +1) =44k
é 202K+ 2K+ 4 aK=0 k=1

-V
-V

<y

43. Pagina 104

El producto vectorial de dos vectores es un vector perpendicular a ambos.

iJ ok
OxV=(-120)x(2-21)=|-1 2 0/=2 +] -2k =(2,1,-2)
2 -2 1
Para que sea unitario, dividimos por el médulo del vector: w = le‘i :1(2,1,—2):[2,1,—2]
PEE 3'3" 3

44. Pagina 104
Por la primera condicién: i =\/ = X(1,—2,3).  Por la segunda condicién: A= ‘UXVT/‘ =25.

- - —

]k
OxW=(N\=203N)x(=2,4,—1) =X —2x 3X\|=(=10\)7 +(=5X\)] 4+ 0k =(—10x,~5X,0)
2 4 -

== 2 2
A =i x7|=|(=10x,~5X,0)| = /(- 10X)" +(=5X)" =5v/5) 5B\ 25 o x— B

A=25

El vector =V = (\/5,—2\/5,3\/5) .

45. Pagina 105

UxV= (=1.0,2)x(a,b,1)=|-1
a

=(~2b,2a+1-b)
—(~2b,2a+1-b)=(-2,5-1)—a=2b=1

o O -
= N =y

(V=W =(~2,5,-1)

46. Pagina 105

Calculamos el angulo que forman los vectores aplicando las propiedades del producto escalar.

‘U+\72:(U+V)~(U+\7):U~(L7+\7)+\7~(L7+\7):U~ﬁ+2(ﬂ~\7)+\7~\7—>100:36+2(U~\7)+64—>(L7~\7):0

Aplicamos la definicién de producto escalar y calculamos el producto mixto.

=

~\7):\L7\~\\7\~(:05a—»O:6~8~cos<x—>cos<x:0—>u:9o°

, ><\7]:[UXV,U,V]:(UXV)(UXV):‘UXV‘~‘aXV‘~COS(OO):‘UXV

[y}
<
<y

‘ 2

[

’

- (‘U‘~‘\7‘~sena)2 - (6~8~sen(90°))2 —2304
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ACTIVIDADES FINALES

47. Pagina 106

W=(2,—1
[ ]
] 1
k 1
e +
LA Y
X
48. Pagina 106
a) d)
7 v
U+v .-~ -
—»-” -—gals%\‘o-----------:.
i
b) 20—V /,"
; et
P B pury >
u e) .
.’ iy, Vv
PSR, u=v e mmsem —
- = e u
2 —2U—V
c) A
7 2U+V ,/,
_;—» ______ "
u
49. Pagina 106
a) U+vV=(2-31+(42-1=(6-10) d) 20—V =(-4,6,-2)—(4,2,—1)=(-8,4,—1)
b) U—2V =(2,—3,1)~(8,4,—2)=(-6,~7,3) e) 2(0+V)-vV=(12-2,0)—(4,2,-1)=(8-4,1)
¢) 30+2V=(6,-9,3)+(84,-2)=(14,-51) f) 0 —3(V —20) =70 -3V = (14,-21,7)— (12,6,-3) = (2,-27,10)
50. Pagina 106
Sean U= (u,U,U;)y V=(v,V,,V,), Y reescribimos las condiciones.
U+V = (U +Vy, Uy + Vo, Uy +V3) = (=2,2,3) 20—V = (2u, —Vv,,2U, = V,,2U; —v5) = (5,-2,3)
Resolvemos los sistemas de ecuaciones:
U 4+v,=-2 U,+Vv,=2 Uy+V;=3
Vi u=1v,=-3 2 Vs U,=0,v,=2 2 Vs =2V, =1
2U, -V, =5 2, —V, =2 20, —v, =3

Los vectores son i =(1,0,2)y V=(-3,2,1).
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51. Pagina 106

Aplicamos la definicién de modulo de un vector —|V| =/3° +(—4)" +m* =25+ m’ .

Imponemos la condicion |V =13 —~/25+m* =13 —25+m” =169 — m = £/144 = +12.

52. Pagina 106

Sea Ui el vector buscado, por la segunda condicién: i = —\V = (=2X,=5X\,X) con X>0.

Imponemos la condicién del médulo ‘0‘ =|(=2X, =5\ ) =300 =9 — 30N* =81— A=+ 3\1/;’_0

El vector que buscamos es 1= —\V = —3\/5%,—3\/2%,3\1/3_0 .

53. Pagina 106

2m-n="11
m(2,10,-4)+n(=1,3,-2)=(11,15,-2) — 10m +3n =15
—4m—2n=-2

Resolvemos el sistema formado por las dos primeras ecuaciones.

6m-3n=33

—16m=48 -—m=3,n=-5
10m+3n=15

Comprobamos que se verifica la tercera ecuacion.

—4.3-2(-5)=-2

La soluciénes m=3yn=-5.
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2037 =2f - w—i=2 *2‘/ W (16"2'6)’(6'02’18”(’6'2'4) = (2,0,14)— =(2,0,14)
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Buscamos dos valores \, y \, tales que X =X\ 0+ X,V — X =(6,—7,—8)=X,(3,—2,— 1) +X,(0,12) .

6=23\,
—7 =2\ ),
—8=—N\,+2\,

Resolvemos el sistema de ecuaciones formado por las dos primeras ecuaciones.

6=3\, } =2

N —N=27=-3
—7==2N+X\, N, =—7+2X,

Comprobamos que se verifica la tercera ecuacion.

N+, =-2+2:(-3)=-8 La solucién es X =20 —3V .
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Buscamos valores \,, \, y X, tales que X = N0+ X,V + \,W .
X =(7,-2,0)=X,(11,-2)+X,(1,0,3) +X;(~2,5,0)
Resolvemos el sistema de ecuaciones resultante.

v VN NS B A SRR Tt

PR BN S5 2\ 2+x1:x1[ 2 2] 4

—7=X\ — 2 T+=+= ——= X\ 73,>\ 72,>\ =1
5 7 1+ + 5 + +5 + 1 2 3
07—2>\1+3>\2

La solucidén es X =30+2V—w .
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Los vectores son linealmente dependientes si el rango de la matriz de sus coeficientes es menor que 3.
2 -1 0 2 -1 0

-1 3 -5 =0—Rango|-1 3 —5|<3— 0,V yw son linealmente dependientes.
5 -5 5 5 -5 5
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Los vectores son linealmente independientes si el rango de la matriz de sus coeficientes es 3.
-2 1 2 -2 1

2
0 3 2|=42=0—Rango| 0 3 2 |=3— {,V yw son linealmente independientes.
1 4 =5 17 4 -5
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Si los vectores son linealmente independientes:

2 1 -3 2 1 -3
Rango| 2 m+3 -4 |=3—[2 m+3

4 |=2m? —Am—-10=0—m=1+-/6
2 2 m-1 2 2

m—1

U,V yw son linealmente independientes param=1+vJ6 ym=1-6.
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Si los vectores son linealmente dependientes:

3 m -2m 3 m

—-2m
Rangol6 2m—-1 0 |<3—l|6 2m—-1 0 :—6—12m:0—>m:—%
6 2m 2 6 2m 2

Lo . . 1
u,v yw son linealmente dependientes param=——.
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1 m-1 0 1 m-1 0
Rango| 1 —1 1 |<3=11 =1 1 |==m=1=0-m*=—-1om=+J/-1
-1 2 m-1 -1 2 m-1

No se puede calcular la raiz de un nimero negativo; por tanto, no existe ningln valor de m para que i,V y W sean
linealmente dependientes.
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52 -1
)[4 0 —2/=—4=0
34 2

Forman base porque son linealmente independientes.

5 23
b)|-2 4 2=0
-1 10 9

No forman base porque son linealmente dependientes.

2 3 0
c)|0 -1 3|=-1=0
-1 -1 -1

Forman base porque son linealmente independientes.

210
d)|2 2 3=12=0
4 3 3

Forman base porque son linealmente independientes.
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a) Tres vectores forman base si son linealmente independientes.

11 2 T 1 2
Rango|2 1 3|=3 —> 2 1 3=-a=0—-a=0
1T —-a 1 1T —-a 1

U,V yw son base paraa=0.

b) Buscamos valores \,, \, y \, tales que:
X =N ANV X — X =(=150)=X,(112)+X,(2,1,3) + X5 (1,-2,1)
Resolvemos el sistema de ecuaciones resultante.

—T= N+ 20 4N,
B=XN4XN -2\ foXN=1X=0X=-2
0=2%\,+3N,+X,

La solucién es X=U0—2w .
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—

Sean U= (U, U, U,), V=W,V,V,) y W=W,W,Ww,), U+V,li—Vy U+V—W son independientes si la matriz de las
coordenadas de los vectores tiene rango 3.

U +Vv, U, +V, Us+Vy UV, Uy+V, Ug+Vy U U, U
Rango| u,—Vv, u,—Vv, U=V | = Rango| —2v, -2v, -2v, Rango|v, Vv, V,
UV, =W, Uy +Vy—W, Uy+V,—W, |Fh W, W, W, Zi@f w, W, W,

é:(f)é

Como U, V y w son linealmente independientes:

U +Vv, Uy +V, Uy +V, U U, U
Rango| u,—vV, u,—Vv, U,—Vv, |=Rangolv, v, Vv,|=3
UV =W, Uy +V, =W, Uy +V, —W, w, W, W,

— —

Por tanto, los vectores U+V ,0—V yl+V—W también son linealmente independientes.
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Sean M(m,,m,,m,)y N(n,,n,n,), se tienen que cumplir las condiciones:

1 1 3m,+6=11
mngTaﬁ(mw+2,m273,m3+1)=§(11,—6,1)H3m279=76
3m;+3=1
5 2
—m, :g,mz ’I,m3 —5
, , 3n,+6=22
AN :§EH (P +2,m, =37, +1)=5(11-6,1) = 3n, =9 = —12
3N, +3=2
16 1

—n==n==1N=—=
3 3

La solucion es M[E,lfg] yN[E,flfl] .
3 3 3 3
66. Pagina 106
Sea M(m, m,,m,), llamamos MB=AB—AM .
Reescribimos la condicion:

fz%:3_>m:3m_>ﬁ—mz3m_>ﬁ:4m—>[%,11,—8]:4[m1—%,m2+3,m3—4

Resolvemos el sistema resultante:

a3
4
13 1
1 :4m2+12 Hm1zﬁ,m2:71,m3:2
—8=4m,—16

La solucion es M[E,—J,Z] .
16 4
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Formamos dos vectores, ABy AC , con origen un punto y extremos los otros dos.

AB = (—2,—4,4) AC=(12a-1)

Si los puntos estan alineados, los vectores ABy AC son linealmente dependientes y el rango de la matriz de sus
coordenadas debe ser menor que 2.

Rango

—2-4 4 -2 4
<2— =-2a-2=0—a=-1
1 2a-1 1 a-1

La soluciones a=-1.

68. Pagina 106
Formamos dos vectores, POy PR, con origen un punto y extremos los otros dos.
PO=(326-4) PR=(b—2,-4,9-a)

Si los puntos estan alineados, los vectores POy PR son linealmente dependientes y el rango de la matriz de sus
coordenadas debe ser menor que 2.

3 2:—8—2b:0—>b:—4
Rango 3 26—a< b—2 -4
—
8y 2493 2 6-a
=42-6a=0—a=7
-4 9-4a
3 6-4 |3 71_0
b—2 9—a |6 2|

La soluciones a=7yb=-4.

69. Pagina 106
Formamos dos vectores, POy PR, con origen un punto y extremos los otros dos.
PO=(1a-54) PR=(b—3,-12C+7)

Si los puntos estan alineados, los vectores PO y PR son linealmente dependientes y el rango de la matriz de sus
coordenadas debe ser menor que 2.

1 a->5
=0
b-3 -12
Rango| | 27> 4 1o ! 41 0
- -
g b-3-12c+7 b—-3 Cc+7
a-5 4| .
-12 ¢c+7
a=5x*27,b=x,c=4xf19
A—3
La solucién es 6:50_57 yCc=4b-19.

144



Vectores en el espacio

70. Pagina 106
No existen valores de a y b para los que estos tres vectores sean paralelos.
Para que sean paralelos, el rango de la matriz formada por sus coordenadas debe ser 1, pero al menos es 2 ya
que V y W son linealmente independientes.

3 5

8 =0 — Rango 3@ 2
=-8=0— =
17 -1 g 1 b -1
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Dos vectores son paralelos si son linealmente dependientes, es decir, cuando sus coordenadas son proporcionales.

24m 1 ,
2 1+m‘ * A J
24m 1 2 24m 2
Rango| <" <3ot —AmM-12—m=-3
2 1+m -4 2 4
12
=-2MmM-6—-m=-3
1+m -4

Los vectores son linealmente dependientes para m=—3 porque es el Unico valor que verifica todas las ecuaciones
del sistema.
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a) U.V:(—2,1,

b) a.vz[q,z,g].
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a) U-V =|il|-|V|]-cosa — cosa = i-v —(_2'1'%).(0'2'_3)— 5 _ —arccos[i]_82 935°
. _‘ H ‘ o OL—‘UHV‘— @Jﬁ —mm o= \/@ =04,
3
1 1
g 7[*"2'@'(3?'*@)7 3 4)
b) COS&*\UV = T2 3 =370 —»afarccos[—ﬁ]fﬂz,ztz
2 2 4
L (3.43,-5).(2,—3,-1
¢) cosa =t =24 5) (3 2): 0 =0—a=arccos(0)=90°
|-V 457 133 457 133
4 6 4 6
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Calculamos el producto escalar utilizando su definicion.

1 15

U~\7:‘U‘~‘\7‘~C0§a:3~5~—
2 2
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a) -V =(-1-1-1):(0,21)=-3

b) cosa = —a= arccos[—i] =140,77°

V15
76. Pagina 107
a) |o] =14 y[7| =2

-V =(21-3)-(0,2,0)=2

COSa = 5‘7‘7 = ﬁ —a= arccos[ﬁ] =74,5°

b) [6|=+/38 y|V|=+3

2
4
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U-V=(1,m3)-(0,2,-5)=2m-15

— cos(120°) = — 2 = 2115

2" I 110429

Operamos: 30 —4m =+~/29m* +290 — 13m* +240m—610=0—m= —%i ¥ 2?3330

i)
<li

COSa =

S

<!
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a) |U]=y2 +(-3) +p* =7 —p*=49-4-9— p=436 = £6
b) ‘\7‘ = J(=5) +p*+6° =7 — p? =49 -25-36 — p=+/—12 — No hay solucién.

¢) [W]=p? +(—1 +6* =7 — p? =49-1-36 — p =12

Podemos tener dos soluciones, una o ninguna.

79. Pagina 107
=7+ (1) + (-2 =8
Para que sean paralelosa i = (1—1,—2) deben ser de la forma NI = (N =N =2X).

Los vectores unitarios tienen médulo 1.

Tomamos \ =+ 7 =|—, ! _i]w:[_i,

1
J6 [ﬁ'_ﬁ' 6'J6

2 . . -
Tz son vectores unitarios paralelosa U .
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Sea MN = (5,0,— 1)~ (2,3,-4) = (3,-3,3) — [MN| = /3" + (-3) + 3" = 33
Los vectores en la direccién de MN son de la forma X\-MN = (3%, =3X,3)).
Los vectores unitarios tienen médulo 1.

Tomamos \ :% — V= ] es vector unitario en la direccién MN .

V3’ T V3
81. Pagina 107

04+V=(-234)+(1-2,-3)
i +v|=3

b =|(-2.3.4)=v29
V|=|1-2-3)=14

(=117

}Ham:@wﬁ

‘H+\7‘:\/§¢@+\/ﬁ:‘ﬁ‘+‘\7‘ﬂ En este caso: ‘U+\7‘¢‘U‘+‘\7‘.

82. Pagina 107
Elevamos al cuadrado y tenemos la condicién equivalente i +7[" = (| +|7]) =[af +2-[d]-¢| + |7/
Aplicamos las propiedades y la definicion del producto escalar.

3.9 =[i -cosa 5.~ coso? =

‘Z - - - -

= (U +V) (A +7) =00 +20-7)+ V-7 =[] +20-9)+[7] =[] +2(d]- 7| cose) +]7[

<!

0+
. N N N . )2 N LN\2 12 NN )2
Queremos que se cumpla [0 +V| =0+ V| —|d +V| =(\u\+\v\) =[a +2-[a] (7] +v] -

Esto ocurre cuando ‘U‘z + 2(‘U‘~‘\7‘~COS&)+‘\7‘2 - ‘U‘z +2~‘U‘~‘\7‘~1+‘\7‘2 —C0Sa=T—0=0°.

Es decir, cuando los vectores son proporcionales y forman un angulo de 0°.
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Si 0= (Uy, Uy, Uy) Y V = (V,,V,,Vs)

UV = (Uy 4V Uy Vi, Uy +V5) Y U—V = (U =V, Uy =V, Uy — V)

(V) (=) = (U 4 Vil Vol V) Uy = Vi, Uy = Vi Uy = V) =
= (U + V) (U = V) (U + V) (Uy =V )+ (Us V3 ) (U = V3 ) = U =V + U =V Uy =V =
=(uf+u22+u32)—(vﬁ+v22+v32)=\17\2—\\7\2

Si los vectores i y V tienen el mismo médulo ‘U‘ :‘\7‘ - ‘U‘Q :‘\7‘2 H‘U‘zf‘ﬂz =0.

Entonces, el producto escalar (m)(m) - ‘U‘z - ‘\7‘2 —0— (m) 1 (m) .
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a) Tres vectores son base del espacio tridimensional si son linealmente independientes.

Los vectores son linealmente independientes si el rango de la matriz de sus coeficientes es 3.

17 3 -1 17 3 -1
0 1 0|=1=0—-Rango|0 1 0|=3— 0,V yw forman una base.
-1 0 2 -1 0 2

Para que la base sea ortogonal, los vectores deben ser perpendiculares dos a dos.
(13,-1)-(0,1,0)=3

(1,3,-1):(=10,2)=-3} — 0,V y W no forman una base ortogonal.

(0,1,0)-(=1,0,2)=0

Para que la base sea ortonormal, los vectores deben formar una base ortogonal y ser unitarios.

4,V yw no forman una base ortonormal.

-2 1 1 -2 1 1
b)|1 2 0|=30=0—Rango| 1 2 0 |=3— I,V yw forman una base.
-2 1 -5 -2 1 -5

(-2,11)-(1,2,0)=0
(-2,11)-(=2,1,-5)=0} — 0,V yw forman una base ortogonal.
(1,2,0)-(=2,1,-5)=0

Para que la base sea ortonormal, los vectores deben formar una base ortogonal y ser unitarios.

(—217)| =6 =1
(12,0)| =5 =1 — U,V yW no forman una base ortonormal.

(—2.1,-5) =~/30 =1

o 1 o 1 3
2 2 2 2 .
)1 0 O0|=1=0—Rango[1 O 0 |=3— U,V yw forman una base.
o 8 1 o ¥3 _1
2 2 2 2
0.4, %31.(10,0)=0
2 2
O,J,—3 . O,ﬁ,—J =0{— U,V yw forman una base ortogonal.
2 2 2 2
(10.0)0. 3, -]
2 2
Para que la base sea ortonormal, los vectores deben formar una base ortogonal y ser unitarios.
Olllﬁ =1
2 2
(1,0,0)=1 — 0,V yw forman una base ortonormal.
R
2 2
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Las diagonales son iguales si se cumple:

<
<i
4
<y
<
Il
o
1
<
<i
Il
o

0 +2-0-7 +|of =|d —2-0- +]7[ —2-0-7=-2-

Es decir, si los vectores son perpendiculares.
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Sillamamos a, by c a los lados del triangulo:
b—|d] c=J
Como \m\z =(d-V)(d-7V)= ‘U‘z —2.0-V+ \\7‘2 — 8> =b? —2bC-COSA +

Que es la expresion gue conocemos como teorema del coseno.

87. Pagina 107
Dos vectores son perpendiculares si su producto escalar es nulo.

U-Vv=0-(m,~1-m)-(mA4,-3)=m’ +3m—4:0—>{m:—4,m:1}

Los valores de m para los que i yV son perpendiculares sonm=—4 ym=1.

88. Pagina 107
Dos vectores son perpendiculares si su producto escalar es nulo.
0-V=0-(3t5)(2-7t)=6-2t=0—t=3
El valor de t para el que i yV son perpendiculares es t=3.

Dos vectores son paralelos si son proporcionales.

3=2)
U=X—(3,t,5)=(2\—7\t\) =t = -7\
5=1t\

Se resuelve el sistema formado por las dos primeras ecuaciones.

3=2x
~>)\:§,t:7§
t=—7X 2

Se verifica si se cumple la tercera ecuacidn.

No se verifica. Por tanto, el sistema no tiene solucién y no existe ningtn valor de t para el que i y V sean
paralelos.
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a) Si dos vectores son perpendiculares, su producto escalar es cero.

AB=(m+1-11)
AC = (3,-m—2,4)

_>(m+1,—1,1)~(3,—m—2,4):4m+9:0—>m:_T9

AB-AC 13

b) A—B'E:‘A—BHE"COM_}COS&:‘EHE‘:\/Z«/Q

—a= arccos[ ] = 24,469°

13
\204
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Dos vectores son perpendiculares si su producto escalar es nulo.
0-V=0—(1=m’,—m,m)-(m,2m’,2)=-3m’ +3m=0— {m=-1m=0,m="1}

Los valores de m para los que i yV son perpendicularessonm=0, m=1ym=—1.

91. Pagina 107

Si dos vectores son perpendiculares, su producto escalar es nulo.

. No tiene solucién.

Los vectores U yV no son perpendiculares para ningtn valor de m.

92. Pagina 107
Los vectores BA=(2,m+13)y BC =(3,6,0) deben ser perpendiculares.

BA-BC=(2,m+13)-(3,6,00=6+6m+6=0—-m=—2

93. Pagina 107
a) El perimetro es igual a la suma de los lados.

[l

+(=1,=1,—4)|+

(2,—4,3)| =27 +18 ++/29 =14,82u

b) Utilizamos la definicion del producto escalar para calcular la amplitud de los dngulos.

E~E=‘E‘-‘TO‘~COSO¢Hoazal’CCOS @

ABHAC‘
AB =(-1,5,1) —|AB| =27 75. 20 19
TC:(—Z,A,—S)H‘TC‘:@ — a=4arccos ‘EHA—C‘ :arccos[ix/ﬁ.\/ﬁ]:47,230
a=47,23°es el dngulo en el vértice A.
ﬁZ(*‘],*‘],*A)H‘R\":m BC.BA 8 )
B—A’=(1,—5,—1)H‘§\"=\/ﬁ — B =arccos ‘B_C,HB_A,‘ =arccos[7m.@]=68,72

3=68,72°es el angulo en el vértice B .

Calculamos el angulo en el vértice C: §=180° —a — 3 =180° —47,23° — 68,72° = 64,05° .
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L0V oL (2-31)-(42-1) J14
Proy v == =220 0(2,3,1) === (2,-3,1
Vi d N ( )="5( )
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Aplicamos la definicién de producto escalar:

\V\:x/1z+22+02:£

L

~\7:\U\~\\7\~00304

-

2
Proy,v 5 2
v V5

<L

o ] ’HH.V@OSu:U~P/’Oya\7~>COSOL=
-V = d|-Proy,v
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a) Sea D(x,y,Z) :

Si ABCD es un paralelogramo, sus diagonales se cortan en sus puntos medios.

M es el punto medio de ACHM[M,ﬁ,ﬁ]:[O,*g,‘]]
2 2 2 2
M es el punto medio de BD—>M[_1+X,3+y,o+z]:[X_1,y+3,£]
2 2 2 2 2 2
O_X—_1 x=1
2
[O,,E,q]:[ﬂ,mg]ﬁjzmﬁ y=—6|—D(1-62)
2 2 2 2 2 2
1==—2z=2

b) Calculamos el perimetro como suma de la longitud de los lados.
AB=(-14-2)—-[ABl=v21|
- o —[AB|+ [BC| +[cD| + |PA| = 2(|A8] + [Bc]) = 19,36 u

BC =(1-5,0)— [BC| =26

c) Calculamos la longitud de las diagonales.

[AC|=|(0.-1-2)|=2,23u B0/ =(2.-9.2)|=9.43u

d) Utilizamos la definicidn del producto escalar para calcular la amplitud de los angulos.

E~TD:‘TBHE‘~COS&—>a:arccos :—f%
E:(f1,4,72)a‘ﬁ‘:@ AB.AD Y )
E:(l—S,O)e‘E‘:@ — a=arccos ‘EHTD‘ :arccos[im.\/%]zwa%

a =153,98° es el angulo en el vértice Ay, por las propiedades del paralelogramo, también en el vértice C.

Calculamos el dngulo en los vértices B y D teniendo en cuenta que la suma de los dngulos de un paralelogramo
es 360°.

(o]
5300 =20 qg00 153,980 — 26,07
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Siel dngulo en B es recto, el producto escalar BC-BA=0.

BC=(2,4,—2m+1)

_ —BC-BA=2(m—-1)+8+2(-2m+1)=-2m+8
BA=(m—-12,2)

BC.BA=0——-2m+8=0—m=4
Para m=4, lalongitud de los lados es:

4B =|(~3,~2,-2)| =9 +4+4 =17 =4,12u

[AC|=|(-1.2,-9) =\1+4+81 =86 =9,27u
BC|=|2.4,-7)|=24+16749 =Vé9 =8,3u

Para m=4, la amplitud del angulo en B es 3=90° por ser angulo recto.
La amplitud del dngulo en A es el dngulo o formado por @y AC .
AB-AC = ‘E‘~‘TO‘-COSQ — o =arccos % = arccos[ﬁ] —63,6°

Calculamos la amplitud del angulo & en C con la propiedad de la suma de angulos de un triangulo:

§=180°—a—B3=180°—-90° — 63,6° = 26,4°

98. Pagina 108

Un tridngulo isdsceles es el que tiene dos lados iguales. Calculamos la longitud de los lados.

4B =|(~4,3,~1) =16 +9+1 =26 =5,09u
[AC|=(0,0,~2)|=V0+0+4 =2u
[BC|=(4,-3, 1| =16 +9+1=+26 =5,09u

Como dos de los lados son iguales, el triangulo es isdsceles.
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ijok

0xV=(320)x(3,6-2)=[3 2 0|=—4] +6]+12k =(~4,6,12)
36 -2
ijok

Vxili=(36-2)x(320)=3 6 —2=4] —6]—12k =(4,—6,~12)
320

UxV yVxitienen el mismo médulo, la misma direccién y sentidos opuestos.
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i j ok

a) UxV=|-12 2|=—14] +] -8k =(~14,1-8)
3 2 -5
i j ok

N 1 - 17~ P 17

b) uxv=3 -4 A=-7-—j-5%=|-7——,-5

)i 3 3/ [ ]
17 =3 2
ik

¢) UxV=N6 3 0|=—3/+6] +3k =(—3,46,43)
1 V2 1
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\Ux\?\:\U\~\\7\-sena:\/§~5~sen(45°):5\/§-%:5

102. Pagina 108

Consideramos los vectores U = (u;,U,,Us),V = (V,,V,, V) YW = (W, W,, W, ) «
i j k iJokl T Tk
ix(V+w)=| v, u, Up |=u, U, Ugl+|U, U, Uy =UxV4+0xw
Vi+W, V,+W, V4wl vV, Vil W, ow, W,
103. Pagina 108
ik
a) (U +V)xW=(-10,2)x(-3,-3,4)=|-1 0 2/=6/ -2/ +3k=(6,-23)
-3 -3 4
ik
b) Ux(V-w)=(0,10)x(22,-2)=0 1 0|=-2/ -2k =(-2,0,-2)
2 2 -2
[ 4
¢) Vx(20-W)=(-1-12)x(3,5-4)=|-1 -1 2 |=—6] +2] -2k =(~6,2-2)
3 5 —4
ik
d) (V=0)x2W = (-1-2.2)x(~6,-6,8)=|-1 =2 2|=—4i —4] —6k =(~4,~4,~6)
—6 6 8
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K
1| =27 +2] —4k = (2,2,—4)
0

K
0l =
0

—

(0,0,12)

o N

k i
f) 20 x(Wx3V)=200x|-3 -3 4/=(0,2,0)x(~6,6,0)=|0
-3 -3 6 -6
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i] ok

ixV=|3 —4 5/=—191—13] +k =(=19,-13,1)
-2 3 1

67] = 3455

0 =\o+16+25=5v2  |[7|=a+9+1=1a
(@-7)==13—(@-v) =169
67|~ (G-7) = 5214 ~169 = 1057 — 169

Como 3+/59 =107 =169 — No se verifica la igualdad.

105. Pagina 108

Sabemos que: ‘fx‘f:‘/fvfo — (i =V)x(l+V)=2(TxV)
Vxli=—lxV
106. Pagina 108
i j ok
IxV=|-1 m Ol=mi +]+m*k =(m,,nm?)
-m 0 1

m=Xx

Queremos que (m,,m’)= >\[1,71,7 ]H 1=_2
2 2

m? = -2\

Resolvemos el sistema formado por las dos primeras ecuaciones.

m=Xx 2
. . o m=4
1 \{— A=M=-2 — Verificamos si se cumple la tercera ecuacidn: N 7 =2\,
=3 o\ —
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Calculamos un vector perpendiculara i yVv .
i ]k

IxV=[2 0 —1=-3/-10]—6k =(~3,-10,—6)
6 -3 2

‘HXV‘=\/9+1OO+36:\/E

Los vectores perpendiculares a I yV de médulo 5 son:

i 5 (-3,-10,-6) = 3J145  10J145 64145
st 29 29 29
g5 (-3,-10,-6)= 34145 104145 64/145
2 Jus T 29 " 29 29

108. Pagina 108

Calculamos un vector perpendiculara i yVv .

ik
UxV=|1 -2 4/=—27-13] -6k =(—2,—13,~6)
-3 0 1
i V| = A +169+36 =209
Tomamos W=V o 1 (5 13 ¢=| 2 13 6
\uw\ 209 209" 209" /209

109. Pagina 108

Calculamos un vector perpendiculara i yVv .

Cualquier vector W = (Ui xV) es ortogonala U yV .

Tomamos >\:1—»VT/:X(Ux\?):l(9,—21,1):[1,—2,1]
9 9 39
110. Pagina 108
ik
bxC=|1 0 —4=—4+10j —k =(-4,10,—1)
-3 -1 2

2330 =BxC = 1{25-BxE) T =1[2(35, 1)_(_4,10,—1)}=[§,o, 1]
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[ 4
1|=—27 —22] +14k = (—2,-22,14)

-2 -3 -5

<u

0-V=(-4,11)-(-2—3,-5)=0—10 L
B, = {U,V,VV} es base del espacio tridimensional, y es ortogonal porque i yV son perpendiculares.

Para que sea ortonormal los vectores deben ser unitarios.

=J16+1+1=32
V|=|(-2-3,-5)|=v4+9+25=+/38

W] =|(—2,-22,14) = V& + 484+ 196 = 619

o[ L2 B 2m ) m oo

6] =-a,17)

366

197 38 38

57" 57 ' 57

] es base ortonormal.
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El tridngulo esta definido por los vectores AB = (3.2-1y AC = (2,6,-7).

28 AC
_reag

Calculamos el area A
k
=47 +] +14k = (4,1,14)
-1

o N

i
ABxAC =3
2
ABx AC|=16+1+196 = —A="2"=7,3U
ABXAC| =16 +1+196 =~/213 — A “2213 7,312
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Utilizamos la férmula del drea del tridngulo: A :%_) h:%

El tridngulo esté definido por los vectores AB=(-3,4,—5)y AC=(2,2,-4).

A8 AC]
Calculamos el dreaA=———'.

AB=(-34,5| . . |/ k S o

. — ABxAC=|-3 4 -5/=-6/i —-22j—14k :(76,722,714)
AC =(2,2,~4) 5 2 _a

|48 x AC| = V36 + 484 + 19 :x/716—>A:—”7216:13,37u2

Como se pide la altura correspondiente al vértice B, la base sera ‘E‘ =JA+4116=2V6.

2A  2.13,37
Entonces h=="—= d
b 26

=546U.
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114. Pagina 108
Los lados del triangulo estan definidos por los vectores AB =(2-3,-1), B—C=(1,1,1)y CA=(-3,2,0).
AB = (2,-3,~1)—|AB| =14
BC=(111)—[BC|=V3
TC:(3,—2,0)_>‘TC‘:\/E
Es un tridngulo escaleno porque no tiene dos lados iguales.
a) El perimetro es igual a la suma de la longitud de los lados.
‘EMB—CMA—C‘:QWU

b) Utilizamos la definicion de producto escalar para calcular la amplitud de los angulos.

<y
<!

U'V:‘lj‘~‘\7"605&*)OL:arCCOS

a1
, - , AB-AC 12
El angulo en el vértice Aserd o =arccos|——: :arccos[i]:ﬂ,wo .
ABHAC“ V1413
, , . 111)-(-2,3,1) 2
El angulo en B serd 3=arccos| ——r—— :arccos[(i]:arccos 7]:72,020.
g ‘BCHBA‘ V314 V3414

Por las propiedades del tridngulo, el dngulo en C serd 6 =180° —a —3 = 180° —27,18° —72,02° = 80,8° .

. [A@xac
c) Calculamos el drea: A =
]k
ABxAC=[2 -3 —1=-2/ 3] +5k =(~2,-3,5)
3 -2 0

\TBXTC\:\/4+9+25:@_)A:@:aow

115. Pagina 108
a)Sea D(x,y,2) :

Si ABCD es un paralelogramo, sus diagonales se cortan en sus puntos medios.

e
2

M es el punto medio de AC — M[O—;O%O—;A

M es el punto medio de BDHM[p;X,OH/ 0+Z]:[XH,%,§]

2 2 2
07)(7“_))(:_’]
2
[o,g,z]:[ﬂ,z,i]_ﬁzl y=3 |—D(-134)
2 2 '2'2) 2 2
2:£—>Z:4
2
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b) El perimetro es igual a la suma de la longitud de los lados.
AB=(1-20)—-[AB="B | __
- T — [AB) +[BE| +|cD| + |pA| = (| 48| + [B¢]) = 12,95

BC=(-114)—[BC|=32

El area viene dada por el médulo del producto escalar de los lados formados por los vectores con origen en un
mismo punto.

AB-(1-20) — — [ L e
- — ABxAC=|1 ~2 0|=-8 —4] —Kk =(~8,-4,~1)— Area=[ABx AC| = 9u
AC =(0,-1,4) 0 -1 4
116. Pagina 108
ik
0xV=(12m,~")x(3-15)=|1 2m —1=(10m—1)i —8j+(—6m—1)k = (10m—1,—8,—6m —1)
3 -1 5

Area = |l x| = \J(10m — 1 + 64 + (~6m — 1" =/136m" —8m + 66

Para que la superficie del paralelogramo sea /66 u? — \/m =66

Es decir: 136m*—-8m=0—m :O,m:%

Obtenemos dos valores para m porque existen dos paralelogramos simétricos respecto de V que cumplen esa

condicion.

117. Pagina 108

. |
Sabemos que el area es .
4B =(0,10) ok L
. —ABxAC=0 1 0 [=(m-1)i+0j+0k=(m-10,0)
AC:(O,é,m—1) 0 6 m—1

S ) m—1y
‘ABxAC‘: (m—1y HArea:%zguz —(m=1°=1={m=0,m=2}

Las soluciones son m=0ym=2.

118. Pagina 108

a) Si el triangulo tiene un dngulo recto en A — AB L AC — AB-AC=0.

AB = (—1,4,-4)

— AB-AC =2+4(1-m)—4=2-4m
AC=(=2,—m+11)

@-TG:O—Q—Am:OAm:%

158



Vectores en el espacio

b) Utilizamos la formula del area del triangulo: A:%—m: 2[)4
_ [meag
Calculamos el area:
AB=(-14,-4) S s
. ] — ABxAC=|-1 4 —4:6i+9/’+?k:[6,9,§]
AC:[‘2'§'1] 2 12 1

‘ﬁxﬁ‘: {36+81+% :@-ﬁwea:?:a%uz

Como se pide la altura correspondiente al vértice A, la base serd el lado BC .

lBc|= —1,;7,5]:—3”7:6,18u
2 2
2A 2658
Entonces, h="-=222_ 12y,
ntonces b 6,18

119. Pagina 109
a) Si estan alineados, el angulo o formado por ABy AC seré cero.

Utilizamos la definicion de producto escalar para comprobarlo.

E-TC:‘EHR‘-COSQ — o =arccos @
‘ABHAC‘

AB = (15,30,45)
AC =(10,20,30)

2100

=arccosS|————-|=arccos(1=0°
]H& [15ﬂ-10ﬂ] ()

b) Los extremos seran los puntos que estén a mayor distancia.
[AB| = 15712

‘E‘ =104/14} — Los extremos seran los puntos Ay B . Por tanto, C se encuentra entre ellos.

\%\ =514

b:h

c) Sea la formula del drea del tridngulo: A=

La altura sera la distancia del punto D, la llamamos h .

AB|-h ,
Para el tridngulo DAB-»A:‘ 5 :@W
AC|-h _
Para el tridngulo DACHA:‘ 5 :@uz
BC|-h _
Para el tridngulo DBC — A= = 5\/? h u?

El tridngulo DAB tiene mayor superficie.
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0 4 2

a) [U,V,W]: -2 7 1=-34
5 -2 1
0 4 2

b) [0v.w|=5 -2 1=34
-2 7 1
9 4 1

c) [V,W,U]:—1 5 —11=0
12 6 0
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El producto mixto de los tres vectores definidos como combinacién lineal de &, b y C es:

T2
-3 5 0|=0
-2 7 -1

Esto ocurre porque los tres vectores son linealmente dependientes y estan en el mismo plano. Por tanto, no se
forma ningln paralelepipedo y el volumen es cero.

122. Pagina 109
Sea b=(b,b,b,)

3 5 2
[5,5,2575]: b, b, b, |=0
6-b, —10-b, 4—b,

Para cualquier vector b que elijamos, 23 —b es combinacion lineal de los vectores & y b . Como el producto mixto
de vectores linealmente dependientes es cero: [5,5,25 — 5] =0.

123. Pagina 109

ik
0xV=(3-45)x(-231)=[3 -4 5/=—19] —13j+k =(=19,—13,1)
-2 3 1

6] =(3.~4,5) = /50 = 5v2

V| =|(-2.3,7| =14

(G-7) =(0-V) = (137 =169
67|~ (6-V) = 5v2 15 ~169 = 107 ~ 169

Como 3+/59 = 10+/7 — 169 — No se verifica la igualdad.
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W=V =01 (G- 7)x(3+7) = 2(dx7)
UxVv =—-UxVv
125. Pagina 109
i j ok
bxC=|1 0 —4=—4] +10j—k =(~4,10,—1)
-3 -1 2
N 10 _ (10
2a—3u_b><c—>u_§(2a—bxc)_5[(6,10,2)—(—4,10,—1)]_[?,0,1]—>u_[?,0,1]

Volumen = HH,V,VT/H =|-¢|=61°

127. Pagina 109

Volumen = [U'V'W”
3 0 -2
[U,V,W]:5 —6 5|=42
7 0 -7

Volumen :@ =70

128. Pagina 109

AB=(~4,-2.5) 4 -2 5

AC=(0,-6,0) {—|ABACAD|=|0 ~6 0/=12

AD=(-3,-10,9) -3 -10 9
AB,AC,AD

Volumen :[—é}:%zzm
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Los puntos podran ser vértices de un paralelepipedo cuando no estan en el mismo plano y, por tanto, los vectores
gue determinan tampoco son coplanarios. Es decir, cuando [EEE] =0.

AB=(~4,~1-6) —4 -1 -4
a) AC=(036) (—[ABACAD|=|0 3 6[=-60
AD =(-3,2,6) -3 2 6

Pueden ser vértices de un paralelepipedo.

AB=(13-1) 13 -1
b) AC=(312) {—|ABACAD|=|3 1 2|=0
AD =(-1,-3,1) -1 =317

No pueden ser vértices de un paralelepipedo.
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Los puntos podran ser vértices de un tetraedro cuando no estan en el mismo plano y, por tanto, los vectores que
determinan tampoco son coplanarios. Es decir, cuando [EEE] =0.

AB=(6,-3,4) s 34
TCZ(S,—AS) H[E,A—C,E]: 5 —4 3=-14
AD =(-2,0,0) 2 0 0

Pueden ser vértices de un tetraedro.

131. Pagina 109

1 m-2 —1
[U,V,W}:z 5  0|=14—4m
1T m 1

Volumen = HU *,V*V” =[14—-4m|=6 U

14—4m=6  [m=2
—
14—4m=-6 |m=5

132. Pagina 109

AB=(~10,-1) 10 -1
AC =(~2,-2,6){ —[AB,ACAD|=|-2 ~2 —6/=0
AD =(3,~1,1) 3 -1

A o

Volumen :‘ ou
6 6

Los cuatro puntos no determinan un paralelepipedo. Los puntos son coplanarios.

162



Vectores en el espacio

133. Pagina 109

El volumen del paralelepipedo esta definido como el producto del drea de la base por la altura. Calculamos dicho

volumen.
-3 9 2
[@vw|=[1 5 —1=23
6 7 -6

= —19] —] 24k = (=19, —1,—24)

<L
X
<i
I
\
w
U1 O =

—1

El drea de la base: A, =|ixV|=19"+ T 424> = /938

. vV 23
La alturavienedadapor V=A -h—h=—=—=—U.
P v A, 938
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Tomamos el paralelepipedo generado por los vectores @, AC y AD .

01 2
[E,TC,AT)}:w 5 3=-8
170 1
Volumen del paralelepipedo: v, = HEA—CEH =8UP =6V,

Calculamos la superficie de dicho paralelepipedo como suma de las areas de las caras.

ijok

ABxAC=[0 1 2|==7/+2] ~K=(-72,~1)—|ABx AC| =29+ 4+1=3V6
15 3
ijok

ABxAD=[0 1 2|=7+2]—K=(12,~1)—|ABxAD|=T+4+1=6
10 1
ijok

ACxAD=|1 5 3:57+27—5/z:(5,2,—5)—>‘A_C.><E‘:«/25+4+25:3\/8
10 1

Superficie: s, :Z-H,@xﬁj‘ﬂﬁxﬁ‘ﬂﬁxﬁu = 14/6=34,24

a) Necesitamos tres vectores para generar un paralelepipedo. Dependiendo de los vectores elegidos, podemos
obtener diferentes paralelepipedos.
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b) Calculamos la superficie del paralelepipedo generado por los vectores DA , DB y DC .

ik

DAxDB=|-1 0 —1:7+2]—E:(1,2,—1)—>‘Mxﬁ\:£
11T
ik

DAXDC=|-1 0 —1=5/+2] -5k =(5,2,~5)—[DAxDC| =36
05 2
iJok

DBxDC =|-1 1 1:—37+2]'—5/?:(—3,2,—5)_>‘D—Bx0*c\:\/§
05 2

Superficie: s, = z.meﬁ\+\mxo—c\ +‘ﬁx[72”:2-[\/3+3\/3+\/§]: 31,9207
S; =S, — Los diferentes paralelepipedos con vérticesen A,B,Cy D pueden tener distinta superficie.

Elijamos los vectores que elijamos para generar nuestro paralelepipedo, deben ser aristas del tetraedro con
vérticesen A,B,Cy D . Calculamos el volumen de dicho tetraedro.

[28.7c. 0]

Volumen del tetraedro: V, = =1,331°

Volumen del paralelepipedo: v, = HEA—CEH =8U =6V,

Por un lado, esta relacion entre volimenes se cumple en todos los casos. Por otro lado, el volumen del tetraedro
es el mismo independientemente de los vectores que usemos para calcularlo. Por tanto, el volumen del
paralelepipedo sera siempre 6V, =8U°.
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2 1 -1
[U,V,W]:—A 0 2|=2m+12
m -1 3

2m+12=30—-m=9

V= HU'V'VT’” =[m+12=30~ {2m+12 30 »m=-21

136. Pagina 109

0 m m
[U'V'W]:m—3 m+4 0 |=-3m*-12m
m R
’ = =— —
V:‘[U’V’W”:‘*smz*TZm‘ZQH —3m 712m*9H{m7 3,m 1}

—sz—12m:—9—»{m:—2—\/7,m:—2+x/7}
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—

AB=(-2,-5-8) 2 5 -8
AC=(4,-6-3)  {—[ABACAD|=| 4 -6 -3|=-33m-279
AD = (m—3,~1,-13) m=3 -1 =13

0
11
-33m—-279=-642 - m=11

vl

[17,\(76,\/7/] _[®m-279 L |-38m-279 =642 m=
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AB=(-2-6,0) 2 -6 0

AC=(-4,2.2) | —[AB,AC,AD|=|-4 2 2|=12

AD = (5,4,~2) 5 4 =2
AB,AC,AD

Volumen _[6}_162_2u3

Efectivamente, los cuatro vértices forman un tetraedro.

XiF X+ X+ X Vit Vot VetV Zi+2,+2,+2,
4 ' 4 ' 4

Se calcula el centro de gravedad: C, :[

C. = 2+0—2+7’3—3+5+7’5+5+7+3]:[113’5]
4 4 4 4
MATEMATICAS EN TU VIDA

1. Pagina 110

Si, puede haber mds de un punto. Podemos elegir, por ejemplo, dos polos opuestos de la esfera. En el caso del pelo,
lo vemos claramente en las personas que se peinan con raya.

2. Pagina 110

El mddulo seria la longitud del pelo, la direccidn vendria definida por la posicion del mismo y el sentido seria desde
la raiz hasta la punta.

3. Pagina 110

Un circulo si lo podremos cubrir completamente porque es una superficie plana.

4. Pagina 110

Tomamos la superficie terrestre que podemos considerar similar a una esfera. Los vectores son la direccion que lleva
el viento en cada punto de dicha superficie en un momento determinado y esta cambia segun sopla el viento.

Segun el teorema, siempre habrd un punto donde no hay viento, llamado ojo del huracan, y siempre hay un huracdn
en algun punto de la Tierra.

5. Pagina 110

Los tornados y la formacidn de nubes.
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