Rectas y planos en el espacio

ACTIVIDADES

1. Pagina 112

La ecuacién vectorial de la recta que pasa por AyBes OP = OA+tAB y, por tanto, el vector director es V =AB .

a) V=AB=(-125-@3 -2 4=(-44"1 b) V=AB=(0,3,~1—(4,0,~1)=(~4,3,0)

2. Pagina 112
a) Elegimos dos puntos del eje OX, por ejemplo, A(0,0,0)yB(1,0,0).
Calculamos ¥ =AB=(1,0,0).
Buscamos un vector W = (w;, W,, w,) que tenga la direccién de V' y médulo 2, es decir, que cumpla:
(W,, Wy, Wo) =XV =X\(1, 0, 0) — (W,, W,, w,) = (X, O, 0)] R
W2HW2 W32 =2 W24+ W, +Wr2=4
Tomamosx=2—w=2-V=(2,0,0).

b) Elegimos dos puntos del eje OY : A(0, 0, 0) yB(O, 1,0) — V =AB=(0,10).

(W, Wy, W3) =X/ =X, 1, 0) — (W, W,, W;) = (0,X, 0) 24
WP AW +W? =2 w2 +w,” +w,” =4 a

Tomamosx=2—-w=2-V=(0,2,0).

c) Elegimos dos puntos del eje OZ : A(0,0,0) yB(0,0,1) —V =AB=(0,0,1.

(W1l WZI W3):>\‘7:>\(Ol Or ,I)‘)(Ww Wz, W3):(Or Or )\) >\2 4
WP 4w, W =2 w7 +w,) +w,” =4 -

Tomamosx\=2—-w=2-V=(0,0,2).

3. Pagina 113

L . L . X—+1 -1 z-2
a) Ecuacion vectorial: (x,y,2)=(-112)+t(2,-3,1) Ecuacion continua: T+:y—3:T
__ X+1_y—1
. L K o 2 3| 3x+2y+1=0
Ecuaciones paramétricas: y =1-3t Ecuacién implicita: —
7ot X+1 z-2| Xx-2z+5=0

b) V=AB=(4,0,—1)—(3,-2,4)=(1,2,-5)

Ecuacidn vectorial: (x,y,z)=(3,-2,4)+t(1,2,-5) Ecuacidn continua: T o T 5
X—3 y+2
X=3+t AR AP A N
Ecuaciones paramétricas ;—21‘ Ecuacion implicita L 2 2x-y-8=0
Y =— : —
P e IS x5 z-a[ Tsx4+7-19=0

¢) Ecuacidn vectorial: (x,y,z)=(1,0,3)+t(—-1,2,0)
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Rectas y planos en el espacio

X=1-t
Ecuaciones paramétricas: y =2t
z7=3
)<:1ftﬂt:x—_11
- X—1 vy
S I =2 2x+y-2=0
Ecuacion implicita: y:Zt—»t:Z - -1 2= T
2 7.3 z=3

zZ=3

4. Pagina 113

Lo hacemos dando tres valores diferentesa \.

=0 =1 A=—1
T-X=1 |22 p(0,1,-2) 1-X=0!—=,p(1,0,0) 1T-N=2 |—2=".p(-12,-4)
—2420=-2 —242%=0 242 =—4

5. Pagina 113

Vemos si P(3,—-1,2) pertenece a la recta sustituyendo las coordenadas del punto en la ecuaciéon y comprobando si
se cumplen las igualdades.

X422+ ws 3+2=7(71)=ﬁ=1aPer. El punto P(3,—1,2) pertenece a la recta.
5 3 5 3
. . . ., . X+2 Z+1
Para determinar el vector director y un punto, escribimos la ecuacion continua de r.? =-y =3

XﬁXOnyyozzfzo X—(=2) ny Z—(=1
v, v, v, 5 —1 3

Entonces vV =(5,—1,3)y A(-2,0,—1 son el vector director de la recta y un punto de la misma, respectivamente.

6. Pagina 114

Ecuacién vectorial: (X,y,2)=0P +Xi+pw =(—2,1 V+X\(1,—2,3)+p0,1, -1

X==2+4X\
Ecuaciones paramétricas: y =1-2x\+p
Z=14+3x—p

X+2 y—-1 z-1
Ecuacion general o implicita: | 1 -2 3 |=0—7x—y—-z+4=0
0 1 -1

7. Pagina 114
T3X 42y —742=0—LE21D 3. (L) 42.1-(-2)+2=—6+2+242=0-Pcm.

El punto P(—2,1,—2) no pertenece al plano porque verifica la ecuacién.
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8. Pagina 114

Sustituimos las coordenadas del punto en la ecuacién e imponemos que se cumpla la igualdad.

2X—y+72-1=0—L03 2 _m4(-3)-1=0—-m=-2

9. Pagina 114

Sustituimos las coordenadas del punto en la ecuacidn e imponemos que se cumpla la igualdad.

mx+y—-3z+4=0—"F238_, om43-154+4=0—-m=—4

10. Pagina 115
a) Calculamos dos vectores a partir de los tres puntos.
AB=(-11-2) y AC=(-3,4,1
La ecuacién general del plano viene dada por los dos vectores calculados y un punto del plano.

X-2 y+1 z-3
-1 1 -2 |=0—-7:9x+7y—-2z-8=0
-3 4 1

b) AB=(2,—2,0)y AC=(4,—1—1

La ecuacion general del plano viene dada por:

X y+1 z-1
2 =2 0 [=0-2X4+2y+6Z2—4=0—-m:X+y+32-2=0
4 -1 -1

¢) AB=(-12,0)y AC=(-1,0,3)

La ecuacién general del plano viene dada por:

X-1vy z
1 2 0]|=0—m6x+3y+22—6=0
-1 0 3

11. Pagina 115
a) Elegimos tres puntos del plano OXY .
A(0,0,0),B(1,0,0)y C(0,1,0).
Calculamos dos vectores a partir de los tres puntos

U=AB=(1,0,00y V=AC=(0,10)

Ecuacion vectorial: (X, Y, z) = 0P +X\i +uV =(0,0,0)+X(1,0, 0) + (0, 1,0)

X=X\
Ecuaciones paramétricas: y =p
z=0
Xy z
Ecuacién general: {1 0 0|=0—=x,:2=0
010
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Rectas y planos en el espacio

b) Elegimos tres puntos del plano OXZ .
A(0,0,0),B(1,0,0)yC(0,0,1).
Calculamos dos vectores a partir de los tres puntos:
U=AB=(10,0)y V=AC=(0,0,1)

Ecuacién vectorial: (x,y,2)=O0P + i+ =(0,0,0)+X(1,0,0)+u(0, 0, 1)

X=X\
Ecuaciones paramétricas: y =0
Z=H

Ecuacion general:

o -~ X
O O X<

Z
0|=0—-m,:y=0
1

c) Elegimos tres puntos del plano OYZ.
A(0,0,0),B(0,1,00yC(0,0,7.
Calculamos dos vectores a partir de los tres puntos:

U=AB=(0,1,00y V=AC=(0,0,1

Ecuacidn vectorial: (X, Y, z) = 0P +X\i +uV =(0,0,0)+X(0, 1, 0) + (0, 0, 1)

x=0
Ecuaciones paramétricas: y =X
Z=N

Xy z
Ecuacién general: [0 1 0|=0—m:x=0
0 01

12. Pagina 116

Definimos la ecuacion continua de la recta que pasa por Ay B.

X _y+1_2-3

V=AB=(-13-2) — £-°
1 3 2

Comprobamos si el punto C pertenece a la recta.

X _Y+41_2-3 oy 2 _—141_-2-3

] 3 5 ; 3 > C no pertenece a la recta — Los puntos no estan alineados.

13. Pagina 116

170

Definimos la ecuacidén continua de la recta que pasa por Ay B.

V=AB=(-1-3) — X=2_y-3_2z+2
1 -1 -3

Sustituimos las coordenadas del punto C en la ecuaciéon e imponemos que se cumplan las igualdades.

X=2_Y-3_Z+2 cose —2_5-3_a+2 a+2_
o1 -3 1 1 3 -3

—2—a=4.
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14. Pagina 116

Calculamos el plano definido por A,By C; para ello, hallamos dos vectores a partir de los tres puntos.
AB=(-2,2,-1y AC=(-4,2,-2) —

X—-2 y+2 z-3

2 2 -1 |=0--2X447-8=0—7:X-27+4=0
4 2 -2

Comprobamos si el punto D pertenece al plano.

TIX—274+4=0—"L2230 . 2 _2.144=0—Dexn Den - Los puntos son coplanarios.

15. Pagina 116
Calculamos dos vectores a partir de los tres puntos.

AB=(1,-1,17y AC=(-2,3,—11)

X y z-6
La ecuacion general del plano vienedadapor: | 1 -1 1 |=0—7w:8X+9%+2-6=0
-2 3 -MN

Sustituimos las coordenadas del puntoD en la ecuacién e imponemos que se cumpla la igualdad.

8X+9y +7—-6=0—L=229 o1 943-6=0-a=39.

16. Pagina 117

La ecuacion general del plano viene dada por:
X+1 y-3 z-1
1 0 3

=0—-3X+y+7-7=0—7:3x—y—2+7=0 — El vector normal es i=(3,—-1-1).
0 1 -1

Si i es paralelo a UxV su producto vectorial es nulo.

ijoK ik
IxV =1 0 3|=-3+]+k=(-311) — (IxV)xAi=|-3 1 1|=0/+0]+0k=0
01 -1 3 -1 1

17. Pagina 117
a) i, =(2-3,1);i, =(0,-2.2)

El vector director de la recta es el producto vectorial de estos dos vectores.

i J ok
fioxA, =2 —3 1|=—4] —4] — 4k =(—4,~4,-4)
0 -2 2

b) A, =(-1,0,3);A,=(2,—1,1) — El vector director de la recta es el producto vectorial de estos dos vectores.

1
1

X
N
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18. Pagina 118

Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las tres ecuaciones.

T 1 -1 1 =11
M=|2 -1 0 M*=12 -1 0 -3
3 -1 2 3 -1 2 8
11 -1
Calculamos sus rangos: |2 —1 0 |=-7 —Rango(M)=Rango(M*)=3
3 -1 2

El sistema es compatible determinado. La recta y el plano se cortan en un punto.

Buscamos el punto de interseccidn en la solucidn del sistema formado por las ecuaciones del plano y la recta.

X+y—z+1=0 X=-1

2X—y—3=0 —1ly=—5-P(-1-5-5)

3X—y+27+8=0| |z=-5

19. Pagina 118
X=X\
- . X=-7z] x+z=0

a) Escribimos la recta en forma implicita: y=1 | — —

RN y—1=0

Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las tres ecuaciones.

1T 0 1 1T 0 10
M={0 1 0 M*={0 1 0 -1
-2 1 -1 -2 1 -15
1T 0 1
Calculamossusrangos: |0 1 0|=1—Rango(M)=Rango(M*)=3
-2 1 -1

El sistema es compatible determinado. La recta y el plano se cortan en un punto.

b) Escribimos la recta en forma implicita.

23 3x-2y-2=0
R

X_z 1Mx—-2z=0

2

Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las tres ecuaciones.

3 -2 0 3 -2 0 -2
M=11 0 -2 M*=|11 0 -2 O
1T 3 -1 T 3 -1 -1

Calculamos sus rangos.

3 -2 0
1M 0 -2=0 3 -2 -2
13 —Rango(M)=2 11 0 0|=-88=0—Rango(M*)=3
110 1T 3 -1
=33=0
1 3

2=Rango(M)==Rango(M*) =3 — El sistema es incompatible. La recta y el plano son paralelos.
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20. Pagina 119

Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las dos ecuaciones.

2 4 -1 2 4 2]

M* =
-3 1 -1 -3 1 -1 1

g

Calculamos sus rangos.
2 4
3 1= 14 — Rango(M)=Rango(M*)=2

El sistema es compatible indeterminado. Los planos se cortan en una recta.

La recta de interseccion es la solucidn del sistema. Como nos pide las ecuaciones paramétricas, tomamos t=27.

y__3_3

2X+4y —t+2=0 ; 1;‘

3X4y—t-1=0ly=—242¢

+r . Y="7%1
2=t ot

21. Pagina 119

Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las dos ecuaciones.

M,‘“ 3 -2 M*7—1 3 -2 1
12 -6 m 12 -6 m -2

Calculamos sus rangos.

-1 3
2 -6
-1 -m+4=0

-2
=-m+4  — Todos los menores de rango dos se anulan cuando
m 3m-12=0

}—»m:d.

—2
=3m-12
-6 m

Para m=4—Rango(M)=Rango(M*)=1— El sistema es compatible indeterminado y los planos son coincidentes.
Para m==4 —Rango(M)=Rango(M*)=2— El sistema es compatible indeterminado y los planos son secantes.

No pueden ser paralelos porque el rango de M siempre es el mismo que el de M *y, por tanto, el sistema no
puede ser incompatible.

22. Pagina 120

a) Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las tres ecuaciones.

L T 1T =1
M=|0 1 1 M*=0 1 1 O
3 -2 0 3 -2 0 -1

Calculamos sus rangos.

T 1
0 1 1|=8=0{—Rango(M)=Rango(M*)=3
3 -2 0

El sistema es compatible determinado. Los tres planos se cortan en un punto.
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1T 1 1 11 =11
b) M=[3 -2 0 M:=|3 -2 0 —1
2 -3 1 2 -3 1 -2

Calculamos sus rangos.

T 1 -1 T 1 1 T 1 -1 T 1 1

3 -2 0|=0 3 -2 -1=83 -1 0|=|-1 -2 0|=0

2 -3 1 —Rango(M)=2 2 -3 -2 |2 -2 1] |-2 -3 1 —Rango(M*)=2
! 1:5z0 ! 1:5z0

3 -2 3 -2

Rango(M)=Rango(M*)=2— Los planos se cortan en una recta.
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Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las tres ecuaciones.
m 1 -1 m 1 -12-m
M={1 1 2 M*=1 1 2 0

1
— Calculamos sus rangos:
3 m 1 3 m 1 2-m

-1
2‘:3¢0—>Rango(/w)22

Estudiamos el determinante de grado 3 en funcién de los valores de m.

m 1 -1

1 1 2|=-2m+8—-2m"+8=0—-m"=4—m=42

3 m 1
21 -10

* Para m=2—-Rango(M)=2: M*=|1 1 2 0| con F, =F+F, —Rango(M*)=Rango(M)=2
32 10

Sistema compatible indeterminado. Estudiamos la posicidn relativa de cada par de planos:
™2X+Yy—2=0
T, X+Yy+22=0

mi2X+y—-2=0
33X +2y+2=0

— Secantes. _ Secantes. "?° X+y+22=0
m, 13X 42y +2=0

}_> Secantes.

X=—t
Los planos se cortan en una recta que viene dada por la interseccion de dos de los planos: y =3t
z=t
* Para m=-2—Rango(M)=2
-2 1 14 -2 1 4
M*=|1 17 20 1 1

0]=-32=0—Rango(M*)=3
3 -2 14 3 =2 4
Si m= -2 — 2=Rango(M) = Rango(M*) = 3 — Sistema incompatible.

Estudiamos la posicién relativa de cada par de planos:

mI=2X+ Y —Z=—
T, IX+Y+22=0

T =2X Y —Z2=—4
Ty 3X =2y +Z7=—4

mIX+Y+22=0

4
— Secantes.
T, 3X =2y +72=—4

}H Secantes. } — Secantes.

Los planos se cortan dos a dos.

* Para m= 42— Rango(M)=Rango(M*) =3 — Sistema compatible determinado. Se cortan en un punto.

En este caso, calculamos el punto resolviendo el sistema.
mx+y—-z=m-2
. . 2—-m m—-2 m-2 2-m
X+y+27=0 = X=-Z)Yy=-27,7= —P , ,
2+m m+2 m+22+m
3X+my+z=m-2
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24. Pagina 121

Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las tres ecuaciones.

6 3 -1
M=|3 -2 1

0o 2 -1

6 3 -10
M*=|3 -2 1 -3

0 2 -11

Calculamos sus rangos.
6 3 -1

3 -2 1|=3=0—Rango(M)=Rango(M*)=3
0 2 -1

El sistema es compatible determinado. Los planos se cortan en un punto.
25. Pagina 121

Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las tres ecuaciones.
-1

M= 3
7

W N -
o N O

170 =12
M*=|2 2 3 3
38 71
Calculamos sus rangos.

—1

3|=-20=0—Rango(M)=Rango(M*)=3
7

W N -
o N O

El sistema es compatible determinado. Los planos se cortan en un punto

26. Pagina 122

Hallamos un punto y el vector director de cada recta.

X=5=N " 1p(52,3)
rily=2-x —1{,

S a3 l0=(=1-1-7)

0,0,0
Six—y_zXAO_y+0_ 740 ?( )
T =)

Calculamos el rango de la matriz que forman los vectores directores y de la matriz formada por estos y el vector
que tiene por extremos los puntos calculados ( PO = (-5-2,3)).

Rango -1 _1]:1

T 1 1

-1 -1 -1 — Las rectas son paralelas.
Rango| 1 1 1|=2

-5 -2 3
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27. Pagina 122

Hallamos un punto y el vector director de cada recta.

x=3 P(3,2,2)
ridy=x+2-1,
oy li=01-1)
2X+y—2+3=0 2 11 5 1 _[,g,ﬂo]
s: B - X=—2iy=t——z=t—(X,y,2)=|-2,——,0|+t(0,11 5 5’
X—2y+27-4=0 4 5 —(xy.2) [5 5 ]+( )=

V=(0,11)

Calculamos el rango de la matriz que forman los vectores directores y de la matriz formada por estos y el vector

que tiene por extremos los puntos calculados PQ = [—%,—g,—Z] .

5
Rango|® | T2
8l 1117
0 1T -1 — Las rectas se cruzan.
Rango| 0 1 11=3
o2
5 5

28. Pagina 123
Escribimos las ecuaciones implicitas de las rectas.

. r'X+y:2 X+y-2=0
‘ly+z=0 |y+z=0

x—2_y—’|
e ABo(_q-1) X=2_y=1_z 1 | o xmy=1=0
-1 -1 -1 x-2 z X—2-2=0

T

Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las cuatro ecuaciones.

171 0
01 1
M=l1 10

10 —1

1 0 -2
e |01 10
1 -1 0 -1
10 -1 -2

Calculamos sus rangos.

T 1 0
0 1 1=2=0—Rango(M)=3
T =10
71 0 =2
0o 1 1 0
— *) —
1.1 0 _1_OHRang0(M )=3
1T 0 -1 =2

Rango(M)=Rango(M *) =3 — Sistema compatible determinado. Las rectas se cortan en un punto.
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29. Pagina 123
Escribimos las rectas de forma implicita.

[(x=22-m=0
‘ly+z-3=0

X+7-1=0
y—2z2-n=0

Si estan en el mismo plano, las rectas no se cruzan en el espacio. Entonces, tenemos que buscar m y n tales que el
rango de la matriz ampliada del sistema formado por las cuatro ecuaciones no sea cuatro.

10 -2 —m

o1 1 -3
Rango(M*)::AH\M*\=OH1 0 1 1 =3m-3n+6=0—-n=m+2

01 -2 —n

Cuando n=m+2, las rectas estan en el mismo plano.

30. Pagina 124

Tomamos el vector normal al plano:
n=(12-3)

Calculamos la ecuacion de la recta que tiene por vector director a 7i = (1,2,—3)y que pasa por el punto pedido:

X =1+t : ] ‘
(X,Y,2)=(1-6)+1t1,2,-3) —y =142t | t=2"1_Y—1_Z*0
2 -3
7=—6-3t
x-1_y-1
X-1_y-1_z+6 1 2 | 2X-y-1=0
1 2 =3 Xx-1_Z+6| 3x+z+3=0
17 -3

31. Pagina 124

Reescribimosr:%:Py:% X y—17%

—_—_— =
-1

Hallamos el vector director de la recta:
V=(2-11)
Calculamos la ecuacidn del plano que tiene por vector normal al vector director de la recta:

V=(2,-11)—7:2X-y+z+D=0

Imponemos la condicion de que el punto A pertenezca al plano:
®2X—y+Z+D=0—20 2.0 (1) +1+D=0—-D=-2
La ecuacion del plano pedido es:

m2X—=y+72-2=0
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32. Pagina 124

X=X\

— _yv=0
e Reescribimos rily=x —x=y=1-7— X=y XY
Z*’I >\ y:‘]*Z )/Jer'l:O

¢ Hallamos la ecuacién de s .

Hallamos un vector normal al plano.

T2X—Y+Z2-1=0—N=(2,-11)

Calculamos la ecuacién de la recta que tiene por vector director a 7y que pasa por el punto pedido.

X=3+2t s vt
(X,9,2)=(3,-12) +t2 1) =y =—1-t} =22 _Y*1_2=
2 11
Z=2+t

y+1

X—-3
X=3 y+1 z-2 2 — 1| X+2y-1=0
11 Tx-3 }
2

2 1 7-2| x—2z41=0

1
¢ Estudiamos la posicion relativa de ambas rectas.

Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las cuatro ecuaciones.

1-10 17 -1 0 O
P I P (U
1120 12 0
170 =2 70 =2 1
Calculamos sus rangos.
T -1 0
0 1 1=-3=0—Rango(M)=3
17 2 0
7 -1 0 O
O T o Ren o(M*)=3
12 0 -1 BOUM™)=
70 =2 1

Rango(M)=Rango(M*)=3 — Sistema compatible determinado. Las rectas se cortan en un punto.

33. Pagina 125

178

Reescribimos la ecuacion de «,:4x +2y +bz—-3=0—m, :2X+y+§2—g:0

Un haz de planos paralelo tiene el mismo vector normal. Entonces tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

oL S
[

S S

=

L >

Q

2,

I

1

Los tres planos pertenecen al mismo haz de planos paralelos cuando a=1y b=-6 0 a=—-1y b=-6.
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Si tenemos dos planos secantes, para que un tercero pertenezca al mismo haz de planos secantes debe ser
combinacién lineal de los dos primeros. Es decir, m; =X\r, 4+, .

3x=(N+28)x 3=2+28

3y =(2x+ 3=22+

3x+3y—2z—b>\(x+2y—z—1)+6(2x+y+az)—>);ZE(X?;/B)Z _>2:>\_a§
—b=-X\ b=X

—X=T1B=Ta=-1b=1

Los tres planos pertenecen al mismo haz de planos secantes cuando a=-1y b=1.

SABER HACER
35. Pagina 126

a) Calculamos la ecuacién de la recta que pasa por AyB.

V=AB=(4,0-1)—(0,—2,1)=(4,2,—2) es el vector director de la recta.

X =4t X_y+2 ) 50
X y+2 z-1 4 2 X—4y —8=
X,Y.2)=(0,-20)+t(4,2,-2) »y=—2+2tt -2 =L T2 _2~]
(x.y.2)=(0-21)+H Hiq ; - 2 2 x_z-1 H2x+4zf4:0}
- 4 -2

Imponemos la condicién de que el punto C pertenezca a la recta.

2)(*4)/*8:0] C(4+a,a--a 2(44—8)—4(8—1)—80] a

=2
2X+4z-4=0 2(4+a)+4(-a)—4=0

El punto C pertenece a la recta que pasa por Ay B cuandoa=2.

b) Imponemos la condicion de que el punto C pertenezca a la recta.

2X—4y —8=0
2X+47-4=0

22m)—438m+2)—-8=0
22m)+45+m)—4=0

} D(2m,3m+2,5+m)
__Dam, sm+2, 5o+m)

}—>m:—2

El punto D pertenece a la recta que pasa por AyBcuandom=-2.

36. Pagina 126
Hallamos el vector director de la recta.

X+y=1+X [Xx=1=-X : 0 0
SN (VN ~ly=ox _)X%:V;:Z%
Z=X Z=X

—V=(=12)

L xry-z-1=0
"ly=2z=0

Hallamos la ecuacién de la recta con vector director V y que pasa por P.

P X+1 y+2
X+1 y+2 743 -1 2 2X+y+4=0
X,y,z2)=(-1,-2,-3 12—y ==2+2ut— = = — -
(xy.2)=(=1=2-3)+u(=120) =y T 2 1 x+1_ z+3| x+z+4=0

Z=-3+p T

La ecuacion de la recta buscada es:

[2x+y+4=0
IX+z+4=0
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37. Pagina 126
Hallamos el vector director de la recta y uno de sus puntos.

X+y=1+4t [x=1-t
_ _ _ 1,0,0
=ty o Sy X1 y=0_2-0 | 0(1.0.0)

_{x+y—z-1:0
z=t z=t -2 ! v=(=127)

‘ly-2z=0

Dos vectores directores del plano son el vector director de la rectaV vy el vector PQ .

-

W=PQ=(10,0)-(-1-2,-3)=(223)

X+1 y+2 743

-1 2 1 |=4X+5y—6z—4— El plano que contienea Pya r esw:4X+5y—6Z—4=0.
2 2 3
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Determinamos la posicién relativa de las dos rectas.

2X+7-2=0 N+2 1 P=(1-20)
: B X=— V=-2.2=X—(X,V,2)=(1,—2,0)+X|—=,0,1 .
{y+2:o TXE —(xy.2)=(1-20)+ [ 2 ]H u:[—l,m]
0=(-10,2)
2X+y+2:0 7“J72 1
s X = W=wz=2—(Xy,2)=(-10,2 ——10|—=1.
{2—2:0 - 7 Vm —(xy.2)=( )ﬂL[ 2 ]H v:[_%ﬂ,O]

Calculamos el rango de la matriz que forman los vectores directores y de la matriz formada por estos y el vector
que tiene por extremos los puntos calculados PO = (-2,2,2).

A 01 1

2 ] > 0 1

1 1 0l=0 5 0 1

2 — Rango =Rango|——= 1 0|=2— Las rectas son secantes.
_ 1 2

2 2 2 -~ 10
0 1 2 -2 2 2

=—1=0
1 o‘ .

Los vectores directores del plano serdn los vectores directores de las rectas.

P=(1-2,0) X—1 y+2 z
[—1,0,1]_> L T P A4
2 2

1

1
_— - 1T 0
[ 2'1'0] 2

u — El plano que contiene a lasrectases t:2x+y +2=0.

%
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Determinamos la posicién relativa de las dos rectas.

— X
. _X+1_y+0_z-2 P=(-102) X _y-2 z+1 [0=(02-1)

ooy 1 2 U=(-112) -2 2 4 V=(-224)

X
ry
Z
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Calculamos el rango de la matriz que forman los vectores directores y de la matriz formada por estos y el vector

que tiene por extremos los puntos calculados PO = (12,-3).

Rango :2 : Z]:1 porque sus filas son proporcionales.
11 2

-2 2 4|=0 11 2

1 2 -3 —Rango|-2 2 4 |=2

2 4 1 2 -3

‘2 73‘:—14¢O

Las rectas son paralelas — Los vectores directores del plano seran el vector director de una de las rectas y el
vector generado por un punto de cada recta.

P=(-102) |x4+1 y z-2
Ui=(-112) —=| -1 1 2 |=-7x-y-3z2-1-m:-7X-y-32-1=0

PO=(12-3) |1 2 -3

El plano que contiene a lasrectasesw:7X+Yy+32+1=0.
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Determinamos el vector normal al plano dado.

73Xy +Z+1=0—7A=(3-11)

El plano que buscamos tiene como vector normal el vector calculado y pasa por el punto dado.
Sin=@-1)—x:3x—y+2+D=0
wi3X—y+z+D=0—"812 3.3 (—1)+24+D=0—-D=-12

El plano que contiene aPy es paraleloa mes w:3x—y +z—-12=0.

41. Pagina 128
Determinamos el vector normal al plano =y el vector director y un punto de r .
T—X—=2y+374+2=0—1=(-1-23)

XH1_y-2_z V=(3-22)
3 -2 2 P(-1,2,0)

El plano que buscamos tiene como vectores directores estos dos vectores y pasa por cualquier punto de la recta.

X+1 y-2 z
-1 -2 3|=2x+1ly+82-20
3 -2 2

El plano perpendicular a ©y que contiene alarecta r es w:2x +11y +8z—-20=0.
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42. Pagina 128

Determinamos la posicién relativa de las dos rectas.

X=T=X P=(12-7
ray=2+x—(xy.2)=(12-0+X(-110)— 1,
i=(-110)
Z=-1
X—=2y—z+2=0 Q=(-2.0,0)
: —X==3u—-2y=-20Z=pn—(X,Y,Z2)=(=2,0,0)+pn(=3,-2,1)—1
{y+22:o W2y =iz =nm (X 2)=(20.0)+u e A

Calculamos el rango de la matriz que forman los vectores directores y de la matriz formada por estos y el vector
que tiene por extremos los puntos calculados PQ = (=3,-2,7).

-1 1 0

-3 -2 1=0 -1 1 0

-3 -2 1 HRango[:3 j2 ?]:Rango -3 —2 1|=2— Las rectas se cortan en un punto. Entonces
10 -3 -2 1

o g =1=0

tenemos una Unica solucidn para la recta buscada.

Determinamos el plano que contiene a r y es perpendiculara s .

Tomamos un punto de la recta r y su vector director para aseguramos de que dicha recta esté contenida

en el plano, y como segundo vector tomamos 7 =0 xV, que es perpendicular a ambas rectas y, por tanto, a s .
(12,1
~1,1,0)
=UxV=(115)

Bl
S S o
I

X1 y—2 z+1
-1 1 0 |=5x+5y-27-17=0
1 1 5

Determinamos el punto de interseccidn del plano con la recta que no esta contenida en él.
X=2y—z+4+2=0

y+2z2=0 —R(12,-1)

5X +5y—27-17=0

La recta buscada tiene como vector director /iy pasa por el punto que hemos calculado.

fi=UxV=(115)
t: —t:(x,y,2)=012,-0+58(115
RO.2-1 Xy, 2)=( )+8(1,1,5)
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Hallamos un punto y el vector director de cada recta.

( N—=1+(2 1))\2>\) ( )=( 10)+1(1.2m-12) P=(m.—10)
ro(m-4+x=14+02m=1N2\) = (x,y,2)=(m,—1,0)+X\(1,2m-12) — 1 _
! u=(1,2m—1,2)
— — =(0,2,-2
SZL:2_y:2+2_)X O:y 2:Z+2_)(3 ( )
I’I’H—'I I’I’H—'l —1 1 V=(m+1,—1,1)

Estudiamos el rango de la matriz A que forman los vectores directores y de la matriz B formada por estos y el
vector que tiene por extremos los puntos calculados PO = (-m,3,-2).
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1 om—_1 2 1 2m-1 2
Estudiamos los menores de A:[ - ] y B=lm+1 -1 1
m-+1 -1 1
-m 3 -2
1 2m—1
=—1-2m-=N(m+1)=-2m*—m=m(-2m-1
I P T (-2m-1) 1
PR m:—EHRango(A)ﬂ
mat 4= 27 - 1
M m=———Rango(A) =2
2M=1 2 om ?
-1 1
1 2m-1 2 1 1
m+1 -1 1 :2m2+7m+3:0—>{m:—§,m:—3 M=~ —Rango(B)=2
-m 3 -2 —1m=-3—Rango(B)=2
-1 1 1
- m=——,—3—Rango(B)=3
372‘ 120 #—:—3—Rango(B)
. 1 [Rango(A)=1
Sim=——— — Las rectas son paralelas.
2 |Rango(B)=2
. Rango(A)=2
Sim=-3— — Las rectas son secantes.
Rango(B)=2

Rango(A)

=2
— Las rectas se cruzan en el espacio.
Rango(B)=3

Si m¢1,3ﬂ[
2
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Calculamos las ecuaciones implicitas de la recta.

X=1_y
p XY 43, 2 8 L XA 320
2 -3 X—1 X—27-7=0
o4t

Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las ecuaciones implicitas de la
recta y del plano.

3 2 0 3 2 0 -3
M={1 0 -2 M*=|1 0 -2 -7
a 2 -4 a 2 -4 -b

Calculamos el rango en funcidén de los valores de a y b.
|M|=—4a+20
*Si @=5—Rango(M)=Rango(M*)=3— La rectay el plano se cortan en un punto.

*Si a=5—Rango(M)=2

32 0 -3 Fo—F\-2F, 320 -3 b:17—>Rango(M*):2
Rango|1 0 -2 —7| = Rango|1 0 —2 -7 |— bo17 R M —3
5 2 —4 -b 00 0 —byry P17 —RangO(M¥)=

Si a=5yb=17— Larecta esta contenida en el plano.
Si a=5yb=17— Larectay el plano son paralelos.

La recta esta contenida en el plano cuandoa=5yb=17.
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ACTIVIDADES FINALES
45. Pagina 130

o . s — — - X—y—-3=0
Reescribimos la ecuacion de la recta f:u:uzzi’la y
-1 -1 1 X+7-5=0

X—y—-3=0 2—-1-3=0

y A, = — A no pertenece a la recta.
X+z2-5=0 241-5=0
X=y=3=0] 40, —3+0-3=0

— B no pertenece a la recta.
X+z2-5=0 -34+2-5=0

X=y=3=0] gy 1+2-3=0
X+7-5=0 14+4-5=0

}_> C pertenece a la recta.
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Imponemos la condicion y =0 en la ecuacidn de la recta.

X+y+z=0| ., X+z=0
2X—-y—-72-6=0 2X—Z2—-6=0

}_> X=2,7=-2—P(22,0,-2)
47. Pagina 130
Ecuacion vectorial: (x,y,z)=(12,2)+t(-12,3)

X=1-t
Ecuacidn continua: y=2+2t} —
zZ=2+3t

X-1_y-2 7-2
2 3

X=1-t
Ecuaciones paramétricas: y =2+ 2t
z=2+3t

X—1_y-2
1 2 | 2x+y-4=0
—1 z-2[ 3x+z-5=0

-1 3

Ecuacion implicita:

48. Pagina 130

V=AB=(21-2)-(35-")=(-1-4,-1

Ecuacién vectorial: (x,y,z)=(3,5-1)+t(-1-4,-1

X=3-t
Ecuacion continua: y =5-4t —>X7_13:y7_5:27+1

-4 -1
7=-1-t
X=3-t
Ecuaciones paramétricas: y =5—4t
z=-1-t
xX—3 y-5

-1 _ dx—-y—-7=0
Ecuacion implicita: 1 4 Y }

N
X-3 Z+1| x-z-4=0
—1
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a) Elegimos dos puntos del eje OX, por ejemplo, A(0,0,0)yB(1,0,0).

Calculamos V = AB=(1,0,0) .

X=-3+t 5
(X,y,2)=(-3,2,7)+t(10,0) = y =2 %§:7}
z=7 -

b) Elegimos dos puntos del eje OY': A(0,0,0)yB(0,1,0)— V=AB= (0,1,0).
X=-3

=-3
(X,y.2)=(-3,27)+t(0,10) - y =2+t _>)Z(_ . }
z=7 B

c) Elegimos dos puntos del eje 0Z : A(0,0,0)y B(0,0,1) —V = AB=(0,0,1).

X=-3
(X,¥,2)=(-3,27)+t(0,0,) =y =2 —>Xf2_3}
z=7+t) V7

50. Pagina 130

a) Calculamos el vector director de la rectar:%: y;3 =7 X;() = y;3 = Z;O —V=(25)

x=t+a 1 3 0 5X—2y—-11=0
X-1_ y+3 Z+ -2y -M=
X,V.2)=(1,-3,00+t(2,51) — y =-3+5t} — = = —
(x.y.2)=0-30+1(257) i_tJ’ 5 1 x—2z—1:o}
xX—-2y=0 x-0 y-0 z-0 -
b) r: X=2\Y=NZ=\— = = —V=(211
) y—z=0 } y 1 1 @1
X=5+2t
X-5 y-1 z7z-1 X-2y-3=0
X,Y,Z)=(511+t(2,11 =1+t — ==
(X.y.2)=(511)+ (”)—g—it 7 1 1 x-27-3=0
51. Pagina 130
X=5-3t X-5_y-i 280
) X=-5_ y-1 z+1 -3 1 X+3y—-8=
ro(5=3t1+t,—-1+3t) =y =1+t - == —
2) ri(5 =3t 1= 31) T T T T aes 2 x+z—4:0}
- 3 3
X+3y—-8=0 M(m,m,m) m+3m—-8=0 ~m=2
X+2-4=0 m+m-4=0
X-1_y+2
b) rix_1=Yt2_, x=1_y+2_z4+0 1 2| 2X+y=0
' -2 1 -2 1 X-1_z X—2-1=0
1 1

}—1 =0 — No existe solucion.

2x+y=0 Mmm.m) 2m+m=0
X—z-1=0 m-m-1=0
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Hallamos las ecuaciones de la recta.

Calculamos V = AB=(-5,—1-1).

X=2-3t 2 1z X-5y+3=0
X—2 y— - =

XV,2)=(210)+t(-5-1-N—y=1-t 22 L""_ 2 |

(x.y,2)=(21,0)+1=5-1-1 g . 5 -1 —1 X—5z—2_—0}

Imponemos la condicion de que el punto pertenezca a la recta.

—P(12,3,2)

X=5Y+3=0] pminzmny —2M+6n+3=0 m=5
X—-52-2=0 m+n-12=0

53. Pagina 130
X=—24XN—220 =24\ x=1
y=3-_2—E221 ,0-3_N-\=1
Z:2+3>\&>7:2+3>\H>\:g¢1% El punto no pertenece a la recta.

X==1T+X
La recta s paralelaa r que pasa por el punto(—1,2,7)ess:y=2-X
Z=7+3X\

54. Pagina 130
Calculamos dos vectores a partir de los tres puntos: AB = (-2,-2,2) AC = (1-3)
Ecuacion vectorial: (x,y,2)=(2,3,—1)+X(-2,-2,2)+p(1-3,1)

X=2-2x4p
Ecuacion paramétrica: (X,y,2)=(2,3,—1)+X(-2,-2,2)+1(1,-3,1) — y =3-2x -3
Z=—14+2x+p

X—2 y—-3 z+1
La ecuacion general:| -2 -2 2 |=4x+4y+82-12=0—>7:X+y+22-3=0
1 -3 1

55. Pagina 130

X—=2 y—-1 z-1
La ecuacion general del plano viene dada por: | 1 0 1|=—X-2y+7243=0—mw:Xx+2y—2-3=0
-2 1 0

56. Pagina 130
Sini=(21-N—mn:2X+y—-z+D=0.
Imponemos que pase por el punto pedido: ’T(:2X+y*Z+D20&2(73)+3*1+D:O*}D:4

El plano pedidoesw:2x+y —2+4=0.
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Imponemos que pase por el punto pedido.

MX+3y 22 +4=0—""20 .m 4 3.(-2)-2+4=0—-m=4

El plano pedido es t:4X+3y —27+4=0.
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Si el plano es paralelo al dado, tiene el mismo vector normal
TX=Y+z-1=0—1=(1-11)
Sin=(1-11)—n":x-—y+z+D=0.

Imponemos que pase por el punto dado.
miX—y+74+4D=0—"C3 ,3_3414D=0->D=-1

El plano pedido es el plano que teniamos, @' : X —y +2Z—1=0, porque el punto esta contenido en él.
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Si el plano es perpendicular a la recta, tiene como vector normal el vector director de la recta.

X=X
FIMA) = Y =X HX;O:V;O:Z;OHV:(1,1,1)HH:(1,1,1)
Z=X

Sin=(11")—m:X+y+z+D=0.

Imponemos que pase por el punto dado: w:X+y +z+D=0—"2"*2 .24 (-4)424+D=0-D=0

El plano pedido es el planow:x+y +2=0.

60. Pagina 130
El punto mds préximo al origen esta en la recta perpendicular al plano que pasa por él.
Entonces, OP = (1.3,2) sera el vector normal del plano.
Si i=(132)—>m:X+3y+22+D=0.
Imponemos que el plano pase por el punto dado.
(132

TX+3Y4+224+D=0—L032 143.342.24D=0—D=-14

El plano pedido es el plano w: x 43y +27—-14=0.

61. Pagina 130

El segundo vector director del plano sera el vector director de la recta w =(3,5,4).

P(=1-17) X+1 y+1 z-1
7V =(10,-2) 1 0  —2[=10x-10y+52-5=0
w=(3,5,4) 3 5 4

El plano pedido es el plano ®:2x -2y +7z—-1=0.
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a) Punto de corte con el eje oX
72X =3y +47-12=0—2—2x—12=0—X=6—P;,(6,0,0)
Punto de corte con el eje oy
T2X -3y +42-12=0—2 -3y -12=0—y =—4—P_(0,~4,0)
Punto de corte con el eje oz
72X =3y +47-12=0—2-47-12=0—-2=3-P_(0,0,3)

b) Punto de corte con el eje oX
T2X—Z+6=0—2—2x+6=0—x=-3—P,(-3,0,0)
Punto de corte con el eje oy
WZZX—Z+6:O%>6¢O—> No se corta con el eje OY .
Punto de corte con el eje oz

T2X—Z+6=0—Z;-7+6=0—2=6—P,(0,0,6)

X=y=0

63. Pagina 130
T AX+By +CZ2-8=0—LU20 AN _8—0—-A=2

T AX By +Cz-8=0—20 , 95_8—-0-B=—4

T AX+By +Cz-8=0—L0% ,c_8=0-C=8

La ecuacion del plano pedido es ©:2x —4y +82—-8=0.

64. Pagina 130
a) X=X—2—22I0 2-N\-2-\=4
Y =N+1—222_,_1—X\4+1—-X=—2=4— El punto A no puede pertenecer a la recta.

X+3y—z=0—2220 24 3.(-1)-m=0—-m=—1

b)
X—y+3z=0—222 _,21143m=0->m=-1

— A@2,—-1m)es cuando m=-1.

65. Pagina 130

Hallamos la ecuacion de la recta que pasa por Ay B.

X =1+t
o _ 7B X—1 y+1 z Xx+y=0
V=AB=(1-11 — (110t -1 oy = 1t Xy T
(1-11) (X,y,2)=(1-1,0)+t(1—11) g t1 t : =2 o}

Comprobamos si el tercer punto pertenece a la recta.

X+y=0 } C00.) 0+0=0

— C pertenece a la recta que pasa por Ay B.
X—7-1=0 —(=1)-1=0 P quepasap y

Los tres puntos estan alineados.
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Hallamos la ecuacion de la recta que pasa por Ay B.

V=AB=(-24,-2)

X=4-2t
_ _ AX+2y—-12=0
(X, 2)= (8, -2 )+t(-2.4,-2) —y =—2+ 4| - X2 Y2271 AL }
1o - 4 2 x-z-3=0

Imponemos que el tercer punto pertenezca a la recta.

4x+2y—12:0} ey A(=1)+28-12=0
—a —4g=8

x—z-3=0 —1-(-4)-3=0

Los tres puntos estan alineados cuando 4=8.

67. Pagina 130
Los puntos estan alineados si los vectores PQ y PR son proporcionales.

PQ=(3,2,6-4) 3 2 6-a la:7
ﬁ?':(bflfll,‘?fa) b-2 -4 9-a |b=-4

68. Pagina 130
a) Llamamos D =(d,,d,,d,)al vértice buscado.
AB=(1,4,2)
Entonces CD = (d, —4,d, —7,d; +2) = ~AB=(~1,—4,-2) — D(3,3,—4)
b) El perimetro es la suma de la longitud de los lados.
[AB| =7 + 47+ 22 =21
BC=(0,2,—4)

‘%‘ =\J0? 422 4 (-4) =20=2\5

El perimetro del paralelogramo es P=2v/21+4/5 .

69. Pagina 130

Determinamos la ecuacion del plano que determinan tres de los puntos.

B (_16,1) X—3 y+1 2—2_ | )
—| =1 6 —1|=7X+5y+237-62 > 7X+5y+237—-62=0

AC = (—4,1,7) 41

Estudiamos si el cuarto punto pertenece a dicho plano.
T 7X+5y +232-62=0—2%".7.045.1423.(—-3) - 62=—-126 =0

Los puntos no son coplanarios.
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Hallamos la ecuacion del plano que determinan los puntos A,By C.

AB=(1-17) Xy oz=6
~ 21 21 1 |=8X 49y 476 mi8X 49y +7-6=0
AC=(-23-1| |, 3 _m

Imponemos que el cuarto punto pertenezca al plano.

T8X+9Y +2-6=0—2229,8.(-3)4+9.(-N)+a-6=0—a=39

Los puntos son coplanarios cuandoa=39.
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AB=(11)

y z-1
- 1 =
AC =(0,-1-2)

1T |=—X+2y—Z+1—w.—X+2y—7Z+1=0
-1 =2

X
a) — |1
0

b) m:—xX+2y—z+1—2%20 k4 2.0-0+1=0—k=1

Los puntos son coplanarios cuandok =1.

72. Pagina 130
AB=(@—-11b-" AC=(0,-1-1
a)Sia=2, AB=(11b-0y AC=(0,—1-1

x-1vy z

El planoes: | 1 1 b-1=b-2Dx+y—2+Q2-b)—n:(b-2Xx+y—-z+2-b)=0
0o -1 -

Imponemos que el punto P(2, 0, 1) pertenezca al plano.
b-2x+y—z+@2-b)=0—L220 .29h_440-1+2-Hh=0—b=3
La ecuacion del planoes: ©:x+y—z—-1=0

b) Los puntos A, By C estan alineados si los vectores que definen son proporcionales.

a-1=0 P
AB=(@—-11b-1 y AC=(0,—1—1 son proporcionales 1 p—_1t—

—= b=2
-1 -1

73. Pagina 131

Calculamos la ecuacion paramétrica de la recta: A—Bz(lm)

x=t
(X,¥.2)=(0,12)+t(11,1) = y =1+t
Z=2+t

Imponemos que se cumplan las ecuaciones para el punto C(3,r +5,r —5).

x=t 3=t cesea =2
Y=14t GOS8 g4t _>r+s:5}_> 21
z=2+t r—s=2+t B s:—5
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(P(2-2.3) [0(2,—4,4) .
a) r'{0=(—1,3,1) S'{V:(m—m—z) PO =(0,-2,1)

=-2=0—Rango

-1 3 1
(- —2]:2

‘1—1
-1 3 1 -1 3 1

1 -1 -2/=0—Rango| 1 -1 -2|=2
0 -2 1 0 -2 1

Las rectas se cortan.

P(3,2,-4) Q(-15-1) .
b) r:q. S, PQ=(-4,3,3)

u=(2,-11) V=(-42-2)

e I
8y 2 o7

4 2 2 =1 1

, 3= —4=0—Rango|-4 2 -2|=2

-4 3 3

Las rectas son paralelas.

xX=t
P(3,—2,1 3x+z=10 0,—26,10 _
c r:{_( ) :5)(Jr 2_16}—>y:—26+8t —»?( ) PQ=(-3,-24,9)
0=(-123) —y-z= 7 —10_3t V=(18-3)
-1 2 -1 2 3
‘1 8‘:—10¢0—>Rango . _3]:2
-1 2 3 -1 2 3
1 8 —3]=0—Rango| 1 8 =3|=2
-3 24 9 -3 =24 9
Las rectas son secantes.
50 1 2 0 1
17 3 1
d)[1 3 1/=-10=0—Rango| , _ _|=3
1 -1
3 -1 3
2 0 1 4 2 0 1 4
17 3 1 4 1 3 4
11 1 8:—18OzOHRang01 1 8=4
3 -1 3 18 3 -1 3 18
Las rectas se cruzan.
X=4-3t
2X+4y—z=7 P(4,01 Q(1,1,-1 —
e) r: Y }—>y=t —u( ) ] S1H( ) PO=(-31-2)
X+y+2z==2] 0 | 0=(-31-2) V=(3-12)
3 1 ) -3 1 =2
Rango| . _]:1 Rango| 3 -1 2 |=1
3 -1 2
-3 1 =2

Las rectas son coincidentes.
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X+2y—7z=13
r: —
2X -y —72=16

X=1-3Xx

Q0=(120
SIy=24X aswq ( )
RN V=(-31-1)
PO =(-8,0,0)
3 11 3 -1 1
Rango[_S_1 1]:1 Rango|-3 1 -—1|=2
-8 0 0

Las rectas son paralelas.
X-1y-2 z

3 -1 1
-8 0O O

T
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P(~4,0,—1)
rid.

0 =(7,2,0)

7 2 7

=30 =0 — Rango

‘—1 4‘ . &)
7 20 7
1 4 2-0-Rango|-1
5 10 4 5

Las rectas son secantes.

4t TN=1—
+ "=

A=10+4p {—
p=-2

—1=3+2p
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r:lf(_B’l_U
U=(2,2,-1)

=6 =0 — Rango

2 2
1

-2

2
1
0

-1 2
~1=0 —Rango| -2
1 6

Las rectas son secantes.

8y —

El plano que las contiene es:

82+16=0—m.—y—2+2=0

PO =(5,10,4)

—R(3,2,—1) es el punto de corte.

PO=(6,0,1)

1=

S_{o=(3,1,o)
V=(-21-1)

2 —1
=2
1 —1]

2
1
0

—1
—1|=2
1

Calculamos el plano que las contiene.

X+3 y—-1 z+1
2 2 -1
-2 1
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X=3-X X—-3 Z+1

— = 3X+z-8=0
a) riy=2 —r. =1 3 t—r: 90
z=-143\] y=2 y=o=
3 0 1 3 0 1
0 1 0=1=0—Rango{f0 1 0|=3
2 -3 1 2 -3 1
3 0 1-8
Rango|0 1 0 -2(=3
2 -3 1 =2

La rectay el plano se cortan en un punto.

2 1 -3 2 1 -3
2 1
b)[5 5 -7|=0 s 5:5¢0—>Rang05 5 —7|=2
13 -1 13 -1
2 1 3 21 -3 3
5 5 1|=0—Rango|5 5 -7 1|=2
1 3 =5 173 -1 -5

La recta estd contenida en el plano.

X+1 y—-2 z-3
c)| -1 2 0 |=-2X-yY—-Z+3—7:2X+y+2-3=0

2 1 1 R 2 1 1
-4 1 -21=0 4 1=6z0—>Rango -4 1 =2|=2
2 4 1 2 4 1

2 1 -3 2 1 1 -3

-4 1 3|=60=0—Rango|—-4 1 -2 3 |=3

2 4 4 2 4 1 4

La recta y el plano son paralelos.
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X=2 y+1 z-1
a) m:| 2 2 0 [=10x—10y —82—-22=0—w:5x-5y—4z—-11=0

1 -3 5
5 -5 4
Rango| ", ]:1

5 -1
-5 —12

=2

5 -5 -4 1
‘:—115¢0—>Rango_5 5 4 _12]

Los planos son paralelos.

1 =2 1 =2 4
b =9=0—Rango =2
)‘2 5‘ FORANgol, g —3]
Rano1 24N,
Bl s 3 27

Los planos son secantes.
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X y—-3 z-1
c) m:|-1 2 3 |=Xx4+y—-7-2=0—7n:-X+y—-24+2=0
-1 3 4

Las ecuaciones de ambos planos son iguales; por tanto, los planos son coincidentes.

Haciéndolo por rangos:

17 =11
Rango =1

T -11

T -112
T -112

Rango

Los planos son coincidentes.
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4 1 3 4 1 3
a) -3 5 4=44=0—Rango|-3 5 4|=3
0 1 3 0 1 3

4 1 3 2
Rango|-3 5 4 -7|=3
0 1 3 -6

Los planos se cortan en un punto.

1 -2 3 17 -2 3
1 -2
b)|2 1 -1=0 ) 1 =5=0—Rango|2 1 -1|=2
7 -4 7 7 =4 7

1 -2 —1 1 -2 -1 -1
2 1 5|=0-Rangol2 1 5 5|=2
7 -4 7 7 -4 7 7

Como no hay dos planos coincidentes, los tres planos se cortan en una recta.

6 -3 9 6 _3 6 -3 9
cl-1 2 —1=0 ‘71 ‘:9¢O—>Rango -1 2 -1=2
4 -2 6 4 -2 6

6 -3 -1 6 -3 -1 -1
-1 2 1|=51=0—Rango|-1 2 1 1|=3
4 -2 5 4 -2 5 5

Como wy =" son paralelos:

6 -3 9 -1

=—— =%
4 -2 6 7

Tenemos dos planos paralelos que cortan al tercero.

2 -3 1 2 -3 1
2 -3
d|2 -1 4=0 , _,=4=0—Rango|2 -1 4)=2
6 -5 9 6 —5 9
2 -3 0 2 310
2 -1 5|=—44=0—Rango|2 -1 4 5|=3
6 -5 —1 6 -5 9 —1

Como no hay planos paralelos, los planos se cortan dos a dos.
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_lp(m,1o,3)

ri
i=(~14,

5:1? (1,6,-1)
V=(0,4,2)

PO =(1-m,16,2)

-1 4 - 1
=—-4=0—Rango =
0 4 0 42
-1 4 1 -1 4 1
Las rectas se cortan cuando Rango| 0 4 2|=2,esdecir,si| 0 4 2/=-4m+28=0.
1-m 16 2 1-m 16 2

Las rectas se cortan en un punto cuandom=7.
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Calculamos el rango de la matriz que forman los vectores directores y el de la matriz formada por estos y el
vector que tiene por extremos los puntos calculados.

X =—t-3 X=-1
x+y+z43=0] P(~1,-2,0)
r Soa_p [TXTY=tEY foy =2t
y = St St u=(0,-11)
0=(-1-1-m)
s
V=(21-2)
PO =(0,1,—m)
0 -1 0 1
=2=0—Rango =2
2 1 2 1 =2
o -1 1
m=1—Rango|2 1 -2|=2

0 -1 1

~1 1 0O 1 -m
2 1 =2|==2 =-2(m-1)=-2m+2—

1T - o -1 1
0O 1 —-m

m=1—Rango|2 1 -2|=3
0O 1 —-m

Las rectas se cruzan cuandom=1.

Las rectas se cortan cuando m=1. Calculamos el punto de corte para este caso.

: ] X=—=T+42\

s Xty =2 Ly — 1
2 -2
z=—1-2x
—1==14+2X\
A=0

—2—t=—14+\}— o 1—>R(—1,—1,—1) es el punto de corte.
t=—1-2x B
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a) Calculamos el rango de la matriz que forman los vectores directores y la matriz formada por estos y el vector
que tiene por extremos los puntos calculados.

X+y=2 X=X P(0,2,0) 0=(210)

: —0 —Y=2=-N\t—1. SiiL

xz=0] 0" i=(1-1-1) V=AB=(-1-1-7)

PQ=(2,-1,0)
1 -1 1 11

T =1 17 =1 -1

‘ 1 1‘:72¢0HRangO o 1]:2 1 -1 —q=-2-0-Rango|-1 —1 —1/=3
2 -1 0 2 -1 0

Las rectas se cruzan en el espacio.

b) SeaC=(c,c,.c;).

¢ +c,=2] c¢,=2-c
Por un lado, comoCer — ' 2 }HCZ gy

C,+¢,=0

Por otro lado, si CA 1 CB—CA-.CB=0.

Cy=2-C;

CA=(2—c,1—-¢, —C .
(2-a1-c, 3)}—>CA~CB—C12+C22+C§—SC1—CZ+C3+2—O a—cl ,3¢7 -7¢,+4=0

CB=(1-¢,—C,—1-C,)

Como el enunciado solamente nos pide buscar un punto, nos quedamos con una de las raices de la ecuacién de

segundo grado resultante, en este caso la negativa — ¢, _/=V49-4-4-3 “496_443 =1.
El punto pedidoesC=(11-1).
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P(1-1m 0=(2,0,1 —
r: q( 2) s ( ) PO =(111-m)
i =(4,m*,—4) V=>11-1)
4 m -4
; 4 m* -4
Si las rectas son paraIeIas-»Rarlgo1 ; 1:1 y Rango{1 1 -1 (=2
- 11 1-m
4 m -4
4 m* -4 1T 1 —“1|=0-m*-2m*-4m+8=0
4 m -4 )
Rango 1 1 =1-m"=4 Rango|1 1 -1 |=2—=11 1 1-m
11 1-m 11
1 =2-m=0

m?=4
Resolvemos el sistema resultante m* —2m*—-4m+8=0}—-m=-2
2—-m=0

Las rectas son paralelas cuando m=—2. En ese caso, la ecuacién del plano que las contiene es:

P(L-1-2)  |x=1 y+1 z+2
AV =(11-1) =] 1 1 —1|=4x-4y-8—m:x—-y—-2=0

PO=(113 I 1 T 3
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10=(00-7 PO=(~13,~1
r'2x+y+z+1:o 0=(-13-1)

=1-X
X4+7-1=0 } X P(1,-3,0) Q
. —y= —1, S,
u=(-111) V=(-11m)

Calculamos el rango de la matriz que forman los vectores directores y la matriz formada por estos y el vector que
tiene por extremos los puntos calculados.

111
m=1-—Rango =1
-111 1 1m
1 1ml 111
m=1— Rango =2
-1 1m
11 -1 1 1
m=1- =—4—Rango|-1 1 m|=2
“1 1 1 3 -1
-1 3 -1
-1 1 m|=2m-2— D1
-1 3 —1 a
m=1—Rango|—-1 1 m|=3
-1 3 -1
Si m=1, las rectas son paralelas.
Si m=1, las rectas son secantes.
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P(0,0,0) 0=(0,0,0)
r .

|lU=(2m,-3) > V=117
Observamos que las dos rectas pasan por el origen de coordenadas; por tanto, siempre son secantes.
Seran perpendicularessi i LV —{i-V=0.
U-V=(2,m-3)-(111)=24+m-3=0—-m=1
Las rectas son perpendiculares para m=1.
Calculamos la recta perpendicular comun a las dos rectas.

Determinamos el plano que contiene a la rectar y es perpendiculara s.

P(0,0,0)
T 0:(2,1,—3)

A=UxV=4,-57

X y z
2 1 =3 =—14x-14y —142=0—>m:X+y+2=0
4 -5 1

Determinamos el punto de interseccién del plano con la recta que no esta contenida en él.

x—y=0
x—z=0 —R(0,0,0)
X+y+2=0

La recta buscada tiene como vector director /i y pasa por el punto que hemos calculado.

(A=iixV = (4,5,

: —t:(x,y,2)=(0,0,00+X(4,-5,7.
R(0,0,0) (x,y,2)=1(0,0,0)+X( )
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Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las tres ecuaciones.

11 0
M=|1 0 1
Tm -1
11 0 —1
M*=|1 0 1 1
Tm -1-6

Calculamos sus rangos.

11 0

10 1|=-m+2

Tm -1

10 m=2—Rango(M)=3

=1=0— . g( )

0 1 m=2—Rango(M)=2
10 —1

1 1 1|=-3=0-—Rango(M*)=3
1T -1 =6

Si m=2—Rango(M)=Rango(M*)= 3 — El sistema es compatible determinado. La recta y el plano se cortan en un
punto.

Si m=2— 2=Rango(M)=Rango(M*)=3 — El sistema es incompatible. La recta y el plano son paralelos.
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Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las tres ecuaciones.

1T -1 0
M=i1 0 -1
2 3 -a
1T -1 00
M*={1 0 =10
2 3 -ao

Rango(M)=Rango(M*)

P o a=5—Rango(M)=Rango(M*)=3
1 0 —1=—a+5!—
5 3 _a a=>5—Rango(M)=Rango(M*)=2

Si a=>5—Rango(M)=Rango(M*)=2 — El sistema es compatible indeterminado. La recta estd contenida en el
plano.

Si a=5— Rango(M)=Rango(M *)=3 — El sistema es compatible determinado. La recta y el plano se cortan en un
punto. Calculamos dicho punto de corte.

X=y
Z=X —2X+3x—ax=0—(5-a)x=0—=sx=y=2=0—P(0,0,0)
2x+3y—az=0
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Escribimos la ecuacidn continua de la recta.

X-3 y-1
P X=3_y-1_2z+43 |4 T 4 X+y-4=0
B X-3_z+3 |x-4z-15=0
4

Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las tres ecuaciones.

71 0 71 0 -4
M=1 0 -4 M*=[1 0 —4 —15
a 2 -4 a 2 -4 —b
vro 11 a=3—Rango(M)=3
Calculamos susrangos: |1 0 —4|{=-4a+12 =—1=0—
10 a=3—Rango(M)=2
a 2 -4
Si a=3—Rango(M)=Rango(M*)=3— Larectay el plano se cortan en un punto.
) ) T b=23—Rango(M*)=3
Si a=3— Tenemos que estudiar el Rangode M*: |1 0 —15=b-23—
3 b=23—Rango(M*)=2

2 —-b

Si a=3;b=23—Rango(M)=Rango(M *) =2 — El sistema es compatible indeterminado. La recta esta contenida en

el plano.

Si a=3;b =23 — 2=Rango(M)==Rango(M *) =3 — El sistema es incompatible. La recta y el plano son paralelos.

90. Pagina 132
Escribimos la ecuacion continua de la recta.

X—=1_y+2
X=1_y+2 z-1 3 2 2x—-3y—-8=0
2X—-3z2+1=0

r—=7""=

3 2 2 lx-1_z-1"
3 2

Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las tres ecuaciones.

2 -3 0 2 -3 0 -8
M=|2 0 -3 M*=|2 0 -3 1
2 -1'm 2 -1 m -4

Los planos son paralelos cuando 2=Rango(M)=Rango(M*)=3.

2 -3 0 2 -3 -8
Rango(M)=2—2 0 -3=6m+12=0-m=-2 2 0 1|=-12=0—Rango(M*)=3
2 -1 m 2 -1 -4

El plano perpendicular al dado que contiene a la recta tiene por vectores directores el vector normal del plano y
el vector director de la recta.

U=N=(2-1-2) |x-1 y+2 z-1
TV =(3,2,2) =12 =1 =2|=2x-10y+72-29 —x:2x—-10y+72-29=0
P(1-2,) 3 2 2
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Para que el plano y la recta sean ortogonales, el vector normal del plano (77) y el vector director de la recta (V)
deben ser paralelos.

n=(231)
r:izizfzﬂr:L:L:iHV:(—Z—B,J)
2 -3 -2 -3 -1

Comoii=—V, el plano y la recta son ortogonales.
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a) Los planos son paralelos cuando sus vectores normales son paralelos.

m ax+9y-3z-8=0—-n,=(a,9,-3) a 9 _3
—>I’)1:)\/’]2—>7: =— 38=3
T X+ay—-z=0—-n,=(1a-) 1 a -1

b) Los planos son perpendiculares cuando sus vectores normales son perpendiculares.
n,=(a,9,-3
=l ) Hn1~n2:(a,9,73)~(1,a,71):a+9a+3zoaa=—3
n,=(1a-1)

10
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a) Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las tres ecuaciones.

1711 171 1 -3
M=|1 2 0 M*=|1 2 0 3
14 k 14 k 15
Calculamos sus rangos.
11 v k=-2—Rango(M)=2
q =10 12 0=k+2- o s
14 k =~2—Rango(M)=
71 1 =3
* Para k=-2—Rango(M)=2y M*=|1 2 0 3
174 -2 15
11 -3

1 2 3|=0—Rango(M)=Rango(M*)=2— Sistema compatible indeterminado.
14 15

Estudiamos la posicidn relativa de cada par de planos:
TX+Y+2-3=0

— Secantes miX Yy +2-3=0
M, X+2y+3=0

— Secantes i X+2y+3=0
Ty X 4+4y —27+15=0

— Secantes
Ty X+4y—272+15=0
Los planos se cortan en una recta.

* Para k= —2—Rango(M)=Rango(M *) =3 — Sistema compatible determinado.

Los planos se cortan en un punto.
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b) Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las tres ecuaciones.

2 —k 4 2 -k 40
M={1 1 7 M*=|1 1 7 0
k =1 13 kK -1 130

Como M* tiene la cuarta columna nula,Rango(M)=Rango(M*) .

> 4 2 —k 4 k=3
=10=0 1 1 7|=-7k*+9k+36—7k? -9k -36=0— 12
17 k=__%
k =113 7

* Para k =3k = —g — Rango(M)=Rango(M*)=3

Rango(M)=Rango(M *) =3 — Sistema compatible determinado. Los planos se cortan en un punto.

* Para k =3 —Rango(M)=Rango(M*)=2— Sistema compatible indeterminado.

Estudiamos la posicion relativa de cada par de planos:

712X =3y +42=0
T, X+Y+72=0

72X =3y +4z=0
my 13X —Y+132=0

T, X+Y+72=0

— Secantes
73X —Y+132=0

} — Secantes } — Secantes

Los planos se cortan en una recta.
12

* Para k:—7—>Rango(M):Rango(M*):2—> Sistema compatible indeterminado.

Estudiamos la posicidn relativa de cada par de planos:

) 12 B . B
TYW:2X+E)/+AZ:O Wq-2X+7‘V+4270 T, X+Yy+72=0
7 — Secantes 1 — Secantes 12 13720 — Secantes
T, X+Y+72=0 Tyl X =y +132=0 Ty m Xy Hlsz=

Los pIanos se cortan en una recta.
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a) Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las tres ecuaciones.

17 -1 0 17 -1 0 —-a
M=|1 O 8 M*={1 O 8> —2a-—1
1 -1 a’-a 1 -1 a>°—-a -2a

Calculamos sus rangos.

1 -1 0 a=0—Rango(M)=2
‘1 _01‘:1¢0 10 & |=a"-a=a(a-1)—{a=1-Rango(M)=2
1 -1 a-a a=0,a=1-Rango(M)=3
1T -10 -1
* Para a=1—Rango(M)=2y M*=|1 0 1 -3
1T -10 -2
T -1 -1
1 0 —3/=-1=0—2=Rango(M)=Rango(M *)=3 — Sistema incompatible.
1T -1 =2
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Estudiamos la posicion relativa de cada par de planos:

TX—y=1
m, X+7-3=0

X =y =1
Ty X—y—-2=0

T, X+2Z2-3=0

— Secantes — Paralelos
T X—Y—-2=0

}H Secantes

Dos planos paralelos cortan al tercero.

1T -100
* Para a=0—Rango(M)=2y M*=|1 0 0 —1
1 -100

1 - . . . . . .
1 0l 1— Rango(M)=Rango(M*) =2 — Sistema compatible indeterminado con dos ecuaciones iguales.

Dos planos coincidentes cortan al tercero.

* Para a=0;8=1—Rango(M)=Rango(M *) =3 — Sistema compatible determinado.
Los planos se cortan en un punto.

b) Estudiamos los casos en que los tres planos son secantes en un punto o en una recta.

e Para a=0, calculamos la recta interseccion donde los dos planos coincidentes cortan al tercero.

miX—y=0
T, X =1 —r:i(xy.2)=(11X)=(110)+x(0,0,1)
Ty X—y=0

e Para a=0ya=1, calculamos el punto donde se cortan.
mIX—y=a
T, X+a8Z=2a+1 —P
T iX—Yy+(a’—a)z=2a

a’—a-1 -1 1
a-1
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El plano tendra por vectores directores al vector director de la recta y al vector AB.

X==-34+X

_ P(-3,0,1)
ri(=34+X0,142\) =y =0 .
Z=1+42x u=(10.2)
0=(10,2) X y—1 z-1
TV =AB=(1-10)=|1 0 2 |=2X42y-Z-1-m:2X+2y-2-1=0
A(0,1,7) 1T -1 0
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X=1-X
r.2x+yfz=4] [P(IZ,O)

: —Y=243Nt—1,
X+y—-2z=3 N i=(-13")

El plano tendra por vectores directores al vector director de la recta y al vector AP.

P(12,0)

X=1y-2 z
T U:(—1,3,1) — x| =1 3 N=6X+5y—92—-16—-m:6Xx+5y—-97-16=0
V=AP=(302) 3 0 2
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El plano tendra por vector normal al vector director de la recta.

0=(32-3)=A—m:3x+2y—32+D=0

Imponemos que el plano contenga al punto A : TY:3X+2y—3Z+D10&3-(—3)-&-2'1—3'04-[):0—>D:7

El plano esm:3x+2y —3z+7=0.
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La recta tendra por vector director el vector normal del plano y pasara por A.

. H:(_1’3’_5):U_)r-i y+1 z-5
|1A(0,-1,5) -1 3 -5
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El plano tendra por vectores directores al vector normal del plano y al vector director de la recta.

X=X [P(o,m) .
ry=x-1—y. fi=(7,-26)
z=on41 U=012)
i=(112) X y+1 z-1
TV =0=(7,-26)—|1 1 2 |=10X48y —92+17 — n:10X+8y —92+17=0
P(0,~11) 7 =2 6
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X=-3-t
P(-1-1-3 X+2y—z+4=0 ,
r:XJ;1:y;L1:Z+13_) ﬁ( . 1 5;2; ;/ +2+Z+4_O]_>y:4t SV =(-147)
U=(-22-1 v ) zoagt

El plano que buscamos pasa por el punto P(—1,—1,—3)er, y tiene por vectores directores los vectores directores

U=(-22-1)yV=(-14,7) de las rectas dadas.

i=(-22-1 X+1 y+1 z+3
AV =(-147) —w:[-2 2 —1|=18x+15y —6Z+15— 1:6X+5y —22+5=0
P(-1,-1-3) -1 4 7
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X=-8+48 X=24+X\
p X2y =0 44280 = 0=(4,21 SIY=T-X\'—=V=(1-11
. — Y =— —U=(4,2, V="1- —V=(1-1,
y—2z+a=0] Y (4.21) y ( )
7= Z=X

El plano que buscamos pasa por el punto P(1,1,1), y tiene por vectores directores los vectores directores

U=(4,21)yV=(1-11) de las rectas dadas.

=421 |x-1 y-1 z-1
1=11)—| 4 2 1 |=38x-8y—6z+6—m.Xx—y—-22+2=0
1

PO 1T

U=
V=
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X=X\
Calculamos las ecuaciones paramétricasde r;: ,:x=y=z—1{y=X
Z=X

Calculamos el punto de corte de , conw.
X=X
DN
Z=X\
SX—4y+7z+1=0

1 11 1
SN N AN+ T=0 N == P | —— =
I 8 1[ 8" 8 8]

Calculamos las ecuaciones paramétricas de 7,.

X=1+23
—1y=33
7=28

X*']_Z_
2 3

NN

Calculamos el punto de corte def, con .

X=14+28
y=3 _>5(1+2g)—4-3g+7.2g+1:o_>@:i_m[o—§—1]
z=2 2 AT 2
SX—4y+7z+1=0
Calculamos las ecuaciones paramétricas de r;.

1 2 y-1 X=2-n
. y=-1_2 X—2_y-1_2
f—X+2=2—== = -7 =142
e I

Z=3p
X=2—n
y=1+2u 7 [23 3 21]
52—p)—4(1+20)+7-3p+1=0—op=—= P |=,-=Z -

Z—3 —5(2—p)=4(1+2u)+7-3u+1=0—p e
S5x—4y+7z+1=0
%[%fl,%l,g es punto de corte der; con.
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Porunlado, Per—(p,,p,,p;)=(11+X3+2X) para algin valor de X.

D1=1
(p1'p2:p3):(1,1+>\,3+2>\)—>pz:’|_|_)\
Dy =342\

Por otro lado, si AB es hipotenusa del tridngulo, APy PB son los catetos y deben ser perpendiculares por ser
triangulo rectangulo.

AB=(p,—2.p,~1p,—1)  Fom |HD— (-1n2+2))
PB=(-3-p,4—p,.3-p,)

Sea P(pq,pz,p3) I RN D3=3+2) -
PB=(-4,3-X-2\)

AP L PB— AP-PB=0—(=1\242\)(—=4,3—X\,—2)\) = =5\ =X\ +4=0

A\ =—1-F(10,7)

5N +X—-4=0
n=topplE
5 5'5
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N

X:1+E
Ecuaciones paramétricas de r:2X72:y+2:ZT+1Hy:—2+>\
Z=—"144X

N

=142

a +2
O(qqul%)er"qz =-2+X
g; =—1+4X

La recta s que pasa por los puntos Py Q tiene vector director PQ = (g,—3.0,—5.g;+1), y como es paralela al plano

73X =2y +2+13=0, dicho vector director PQ es ortogonal al vector normal del plano.

PO L7 —(G,~3,G,-5G,+1)(3,-21)=0—2— —2+%,—7+x,4x (3,—2,1):o_>x:—%
1
g=142 | %=77
2
30
C]2:—2+>\ —>q2:—7
ds =—14+4X 71
s =7
El punto buscado es Q —1,—@,_D],
77 7
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Determinamos la posicién relativa de ambas rectas.
U=(2,-1-1)
1

r:(2t—1,1—t,—t)—>|P( 10)

X+5_y=3_z-2 |V=(-13m)
-1 3 m

S: =
0(-53,2)

Calculamos el rango de la matriz que forman los vectores directores y la matriz formada por estos y el vector que
tiene por extremos los puntos calculados.

2 -1 2 -1 -1

W 3‘:7¢0—>Rango 13 m]:z
2 1 -1 2 1 -1
-1 3 m|=0-Rango|-1 3 m|=2
4 2 2 4 2 2

Las rectas son secantes.

Calculamos la recta perpendicular comun a las dos rectas, para ello calculamos el punto de interseccidn entre
ambas rectas.

r:(2t—1,1—t,_t)_>XT“:V7*1 z }

T X4+2741=0

B X+2y—-1=0
-1 -1

_X+57y737272_>3x+y+12:0
1 3 m  mx4+z+5m-2=0
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X+2y—1=0
Xi2§+1—0 X=-5

N =3 -5,3,2
34y +12=0 "iiz‘ﬁo(")

mx+z+5m-2=0

La recta buscada tiene como vector director el producto vectorial de los vectores directores de las rectas y pasa
por el punto de interseccion de ambas.

n=0xV=@-m1-2m,5
: xV=( )~>t:(X,y,Z):(75,3,2)*‘1’)\(37”7,172”7:5)
R(-5,3,2)
Calculamos el plano que las contiene.

X+1 y-1 z
2 =1 A=@-m)x+(1-2m)y +52+(m+2)
-1 3 m
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a) Escribimos la ecuacién continua de la recta.

X=1—t 1 oy_

X1 Y=21 3xiy-5-0
ry=2+38t(— 13 - T
7=5 z=5 o=

Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las tres ecuaciones.

31 0
M=|0 0 1

3 1 -2

31 0 -5
M*=|0 0 1 -5

3 1 -2 8

Calculamos sus rangos.

31 0

0 0 1=0

3 1 =2

! 0—1 0—Rango(M)=2
o1 " go(M)=

1 0 -5

0 1 -5=3—Rango(M*)=3
1T -2 8

Rango(M) = Rango(M *) =3 — El sistema es incompatible indeterminado. La recta y el plano son paralelos.

b) Calculamos el punto P del plano donde x=1e y=5.

73X +Yy—27+8=0—"2-345-274+8=0—2=8—P(158).

X—1 zZ—1

Buscamos la ecuacidn de la recta s’ paralela a s:?: y= Tque pasa porP.

. [P0ss)

: —5":(15,8)+X(2,1,3) .
v—(213) SIS TA21I)
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a) Escribimos la ecuacién implicita de la recta.

y
X-5 'y z-6 2 1 X+2y—-5=0 }
z

r:(5-2tt,6+mt)— =L=_2"2_ -
-2 1 m X=5 — mx+2z-12-5m=0

Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las tres ecuaciones.

172 0 172 0 -5
M=m 0 2 M*=m 0 2 12-5m
2 1 2 1 -1 2
120 20 m=-3—Rango(M)=2
Calculamos susrangos: [m 0 2|=2m+6 =4=0—
0 1 1 0 2 m=—3—Rango(M)=3

* Param= -3 —Rango(M)=Rango(M *) = 3 — El sistema es compatible determinado. La recta y el plano se
cortan en un punto.

1 2 0 -5 1 2 -5
* Param=-3—Rango(M)=2: M*=|-3 0 2 -3|—|-3 0 -3/=18=0
2 1 -1 2 2 1 2

2=Rango(M)==Rango(M*)=3 — El sistema es incompatible. La recta y el plano son paralelos.

b) El plano buscado ' tiene como vector director al vector normal de ©:2x +y —Z+2=0 y al vector director de

la recta.

T2X4Y—Z4+2=0—1=(21-1)

n=(21-7 X=5y 76
w0 =(-21-3) 2 1 1 |=-2X48y+4z-1M4 -7 x-4y—-22+7=0
P(5,0,6) -2 1 -3

c) El plano buscado =" tiene el mismo vector normal que w©:2X+Yy —Z+2=0 y pasa por el punto de la recta.

n=(21-1)—x":2x+y—-z+D=0 72X +Y—Z2+D=0-"B2% 10 64D=0—-D=—4

El plano buscado es ©":2x+y—7z—-4=0.
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X=—-3+t X=3+2\
X+y-z=5 T [P(-380) S 0(3.10.5)
Mooy gl Y =8 g S1y=104+2x} =1
y - =t u:(1rol1) Z:5+>\ V:(2'2'1)

Calculamos el rango de la matriz que forman los vectores directores y de la matriz formada por estos y el vector
que tiene por extremos los puntos calculados.

170 1 170 1
1 0 1 1
‘2 2‘:2¢O—>Rang02 ) 1]:2 2 2 1=0—Rango|2 2 1|=2 — Las rectas son secantes.
6 2 5 6 2 5
a) Calculamos el punto de corte.
3+ 20 =-3+t L
104+22=38 —>{ :4 —R(1,8,4) es el punto de corte.
54N=t h
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b) La recta buscada tiene como vector director el producto vectorial de los vectores directores de las rectas y
pasa por el punto de corte calculado.

W= xV = (2,12)

X-1 y-8 z-4] X+2y-17=0
t: ti(x,y,2)=(18,4)+\-212 - X =Y =C_
R(18,4) — 0y 2)=(184)4N212) - =5 m = [lﬁx+zf5:o
d=(10,7) Xx-3 y-2 z-1
c) m:{V=(22) 1 0 1 |==2X+y+2742—-7:2X-y—27-2=0
A(3.2,7) 2 2 1
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_ R(2,-1,0
o) r X2 y+1iz_)ﬁ( )
1 2 =1 |i=(2-7)
P(11-1) X=1 y—1 z+1
=12~ 1 2 “1|==2y-4z-2—m:y+22+1=0
PR =(1-2,1) -z 1

b) S.X—17y+7iz+5_)2)<—y—9=o _ S(1-7,-5)
1 2 3 3x—-z-8=0

V=(12.3)
Resolvemos el sistema formado por las tres ecuaciones.
2X—Y—9=0

3x—7-8=0}—M(3,-3,)
y+27+1=0

P11 1 ve 3
g " (Y, 2) = (=) +t(2—a2) XY=zl 2X Y3 O}
PV = (2,-4,2) 2

4 2 ™x_z 2-0
2X -3=0 2:1+1-3=0

d) Comprobamos que P pertenece a la recta /;, : Y S 1) BN
X—-7-2=0 1-(-1)-2=0

Comprobamos que las rectas rem y r son secantes calculando el rango de la matriz que forman los vectores
directores y de la matriz formada por estos y el vector que tiene por extremos un punto de cada recta.

1 2 1 2 -1
=-8=0—Rango =2

2 —4 2 -4 2
1T 2 -1 1 T 2 1

Rango| 2 -4 2 |=2 Rango2 4 2]:Rango 2 -4 2 |=2- Lasrectasson secantes.
-1 2 -1 -1 2 -1

Comprobamos que las rectas rem y s son secantes.
PO-1 1 y- 2X+y-3=0
rPM:L ) —»(X,y,z):(1,1,—1)+t(2,—4,2)—>)(—1:)/—1:2Jr1 Fon tY }
PM =(2,-4,2) 2

4T 2 Mix_z_.2-0

1 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3
‘2 4‘:—8::0—>Rango A 2]:2 2 —4 2==0-—Rango|2 -4 2|=2.
a a 0 8 4 0 8 4
1 2 3

1 2 3
Rango[2 4 2]:Rango 2 —4 2|=2— Lasrectas son secantes.
0 8 4
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_ _ R(—-2,0,1
a)rXt2_, 1-z x+2_y z-1 [R(=20)
3 2 3 -1 =2 i=(3-1-2)
PE-17) X=3 y+1 z-1
mili=(3,-1-2) 3 -1 2|=-2x-10y+27-6=0—n:X+5/—-2+3=0
RP =(5,—10) 5 -1 0

b) La recta s es perpendiculara r, es decir, la recta esta contenida en el plano =’ perpendicular ar que pasa
por P(3,-11).
i=0=(3-1-2)—n":3x-y-2z+D=0-"21,941-24D=0—D=-8—7:3Xx—y—22-8=0

Como la recta s esta contenida eny «' . Definimos s como interseccién de ambos planos.

X+5y—-74+3=0
Bx—y—-27-8=0

111. Pagina 133

X=2-X\
_ P(2,0,0
a) r:y=23x —>X2—y—z_>r:l ( )

N 17 3 1 U=(-131)
X=1_ 3
g X1 o3 741 3 7 X-3y+8=0 Q=(13-7
3 2 X1 zZ+41 2x-3z-5=0] |V =(312)
3 2

Determinamos el plano w que contiene a la rectar y es perpendicular alarecta s .

Tomamos el vector perpendiculara r y s dado por i =0xV =(55-10).

P(2,0,0)
Entonces =:{7i=(5,5-10)
i=(-131)
X-2y z
1 3 1 |=-35x-5y-202+70=0—m:7X+y+4z-14=0
5 5 -10

Calculamos el punto de interseccidn entre ese plano y la recta s no contenida en él.

9
x=2
X-3y+8=0 >
2-32-5=0 |- y:% HR[%%,%]
IX+Y+47-14=0 .
T

La recta que buscamos pasa por Ry tiene por vector director a 1.

949 7

24 5,5,-10) .
575" 75 T )

Es decir, tiene por ecuacion (x,y, x) =
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6 6
¥=575 6 3
Pl2,~=,0
2X—y+22=3 ) 3 2 5 5
b) r: —Sry=—=—-=SX\t-r:
X+2y+22=0 55 g6 2,
Z=X | 5 5
0=(0,0,0)
SX=Yy=7—1_
V=111

Determinamos el plano w que contiene a la rectar y es perpendicular alarecta s.

Tomamos el vector perpendiculara r y s dado por 7i= UxV:[f%,g,f%] .
6 3 6
PI2,-Z,0 6,3
[5 z ] X—g Y4z 2
N 6 2 6 2 47 59 16 21
Entonces wr:{u=|-=,—=,1 - == 1 |=——=X——=y——74+—=0—7:47X+59y +802-21=0
B [5' 5’] 5 5 T AT TS
. (711 4 2 2oon 4
_[*g'g'*g] 5 5 5

_7
62
X =
v 7 7 7 7
X=Z — y:a—n‘? 5,5,5 .
47x +59y +80z—-21=0 7
T 62

La recta que buscamos pasa por R y tiene por vector director a 7

Es decir, tiene por ecuacioén (X,y,x)= z L7 + [—Z " —ﬂ]
' P 6262’ 62) M55 )
2 6
P|Z,~=,0
3Xx—-5y+z=3 3 5 77
c)r ry=—=+<X\t—r
2X—y—7-1=0 7 i_[65,
Z=X 77
X=-5-4t
X+2y—3=0 Q=(-5,4,0)
y:4+2t —4.
y—-2z=4 St V=(-4,2))

Determinamos el plano w que contiene a la rectar y es perpendicular alarecta s .

Tomamos el vector perpendiculara r y s dado por 7= U><\7=[7%73—74,3—72] .
3
7 7
Entonces =: U:[é,EJ]
77
ﬁ:[,ﬁﬁ%g]
7 7 7
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2
X—= 4
7 y+7
6 > 1 =%X—@y—ﬁz—@=oaw:398x—255y—159z—223=0
7 7 49 49 49 49
A
7 7 7

Calculamos el punto de interseccidn entre ese plano y la recta s no contenida en él.

1627
X+2y-3=0 2261

2578 1627 2578 3233
y—2z=4 —iy= —Rl55 5 500~

2261 22612261 2261

398x — 255y —1592—-223=0
3233

2261

La recta que buscamos pasa por Ry tiene por vector directora i .

1627 2578 3233

Es decir, tiene por ecuacion (x,y,x) = 52612261 2281 |

7T

[ 9 34 32]
n
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X=4+2\
a)riy=2-x —>(X,y,z)—(4,2,1)+>\(2,—1,1)—>l
Z=T1+X\

P(4,2,7)
i=(2-17)

Q(4,2,m)

S:y=2+43t .
Y Tli=(13-2)

X=4+t i
z=m-2t

Calculamos el rango de la matriz que forman los vectores directores y de la matriz formada por estos y el
vector que tiene por extremos los puntos calculados PO = (0,0,m-1).

2 —1 2 -1 1
=7=0}{ —Rango =2
1 3 1 3 -2
2 -1 1
m=1—Rango|1 3 -2 |=2
2 -1 1
0 0 m-1
1 3 -2 :7(m—1) — 9 1 ]
0 0 m-1 B
m=1—Rango|1 3 -2 |=3
0 0 m-1
Para m=1las rectas se cortan en un punto. Para m=1las rectas se cruzan en el espacio.

b) Calculamos el vector normal fi=0UxV =(—15,7)

Calculamos el punto de corte entre ry s.

bat=4+2) B
2+3t=2-X\ H{ B OHR(4,2,1)
1-2t=1+X\

La recta buscada pasa por el punto R y tiene vector director 1i.

tix,y,2)=(4,2,1)+X=157)
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a) r

X+y+2741=0
‘X—y+3=0

Siy=2-X\

X=M+2\
H‘
Z=-143X

Calculamos el rango de la matriz que forman los vectores directores y el de la matriz formada por estos y el

vector que tiene por extremos los puntos calculados PQ = (Mm+3,2,-2).

11 -
— —320—Rango =2
‘ FOmrangol, g 3]

11
2 -1

11 1
m=-1-Rango| 2 -1 3|=2
m+3 2 -2
1 1
m=-1—Rango| 2 -1 3|=3
m+3 2 -2

1T 1 -1
2 -1 3|=2m+2—
m+3 2 -2

Para m=—1 las rectas se cortan en un punto.

Para m=—1 las rectas se cruzan en el espacio.

X =2
oo X y—2 741 X+2y—4=0 Q(0.2-1)
b)S.yZZ*}L =L - _=_ —1,
2 -1 3 3x—-22-2=0 V=(2-13)
Z=—14+3u

Calculamos el vector normal:

-

N=0xV=(2,-5-3)

Calculamos el plano que contiene ar y es perpendiculara s

1 T N=-8x+y—-72-17=0—-7n:8x—-y+72+17=0
2 -5 -3

Calculamos el punto de corte entre wy larecta s:

X+2y—4=0
3X—-2z-2=0
8X—y+72+17=0

R[ 8 42 31]
19°19" 19

La recta buscada pasa por el punto R y tiene vector director 1i.

8 42 31
XY.2)=|—~=, 22, — 214 4(2,-5,-3
(y)[1919 19]” )
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X=1 } x=1 P(1,0,1)
a)r: —Y=p =1
z— U=(0,11)
Z="1+pn

X=X 'O(O,aJ)

s:y=a -
z—14x] (V=007

Calculamos el rango de la matriz que forman los vectores directores y de la matriz formada por estos y el
vector que tiene por extremos los puntos calculados (P—O:(—la,o)) .

O N 4.0l Rango|°
=—1= — =
10 81 01
0 11
a=1-Rango| 1 0 1|=2
0 11
1a 0
1 0 M=a-1— 0 1
1a 0
a=1-Rango| 1 0 1|=3
1 a0

Para a=1 las rectas se cortan en un punto.

Para a=1 las rectas se cruzan en el espacio.

b) Calculamos el punto de corte de ambas rectas.

1=\ xX=1
p.:'l —>>\:u:'|—> y:1—>R(1,1,2)
T+p="T4+X 7=2

Calculamos el vector perpendicular a ambas rectas 7i=ixV =(1,1-1).

La recta buscada pasa por el punto R y tiene vector director 7.

(x,v,2)=(112)+t(11,-1

X =1 X=1 P(1,0,7) X=X 0(0,0,1)
c) r:Z _1 —Y=p -1 siy=0 -
=1, lE=0ay S| P=009
Calculamos el vector normal fi=0xV =(11-1).
Calculamos el plano que contiene ar y es perpendiculara s.
P(10,7) X-1y z-1
w:10=(0,11) 0 1 1 |=-2X+y-7+3=0-7:2X-y+2-3=0
i=(11-1) T

Calculamos el punto de corte entre wy larecta s .

y=0
Z=1+X HR[
2X—y+z-3=0

02

209
373

La recta buscada pasa por el punto R y tiene vector director 7.

2 5
=|%,0,2|+t(1,1,—1
(x.y.2) [3, ,3]+(,, )
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a) Calculamos el plano =, que pasa por Py contienea r .

R(1,0,0)
r(1+XN-X\)— 6= (111

Los vectores de directores del plano son el vector director de la recta y el vector con origen en el punto que P
y extremo en R, PR=(1-10).

X y-1 z
Il 1 “N=—X-y-2Z24+1=0—-m:X+y+22-1=0
1T -1 0

Calculamos el plano w, que pasa por Py contienea s .

_ 5(2,0,0 —
s:X=2_y,_z _ [5(200) PS = (2,-1,0)
2 -3 |u;=(21-3)
X y-1 z
2 1 —3=-3Xx-6y—-4z+6=0—m1,:3X+6y+4z2—-6=0
2 -1 0

La recta t buscada es la interseccién entre ambos planos.

x=-3¢
3
X 2z-1=0
SO L2
3X+6y+4z—-6=0 3
z=t

b) Calculamos el plano «, que pasa por Py contienea r .

X=2\-2 1
—X+22=2 1 R[*Z*,O] = 1
r:y 1 HyzE — 2 PR:[—Z,E,—1]
2 N g, =(2,0,1)

1 :_%x+z—1:0—>m:x—22+2:0

Calculamos el plano w, que pasa por Py contienea s .

_1 [5(3,0.1 .
sx_3=_y—Z=1[SE0D PS5 =(3,0,0)
-2 ug=(1,-1,-2)
X-3 y z-1
m 1 -1 —2|=—6y+3z-3=0—m,:2y—2z+1=0
3 0 0

La recta t buscada es la interseccion entre ambos planos.

X=2t-2
X—22+2=0 1 1
. —Y==t{—=
2y —z+1=0 2 2

zZ=t
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¢) Calculamos el plano T, que pasa por Py contienea r .

R(0,12) . X y-1z-2
ri(=2x12)—1. PR=(-112) -2 0 0 |=4y-2z=0—m,:2y—2=0
0, =(-2.0,0) 11

Calculamos el plano w, que pasa por Py contienea s .

X:E—i—b 10 .5
3x—y =10 331 P393 7 5
S 3);:5}—>y:>\ — 1 1 @:[5,0,5]
yee= 5 X Us:[g,l—g]
3 3
3 3
1 1 5 4 7 5
|o= 17 —|==X—=y—-—=2—==0—m7,:5x-4y-72—-5=0
Terl 3 31737373 2 v
9 2
3 3
La recta t buscada es la interseccion entre ambos planos.
9
X=1+=t
5
2y —z=0
t: Y Hyzlt
5X—4y —72-5=0 2
z=t
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, X=2+0 | (o)
Calculamos el plano «, que pasa por Ay contienea r . ry=1 -1
7o and] la=000

Los vectores de directores del plano son el vector director de la recta y el vector con origen en el punto que Py
extremoen R, AR =(2,1,-2).

X=2 y—=1 z+1
[1o0 I 0 1 |=X+4y+2-1=0—-m: X-4y—-z+1=0
2 1 -2

Calculamos el plano w, que pasa por Ay contienea s .

_ — S(2,5,2 —

S:X 2:)/*522 2‘> ( ) A5:(2,5,1)
2 1 u;=(211)
X—-2 y-5 z-2

T, 2 1 1 |=—4x4+82-8=0—m,:X-22+2=0

2 5 1

La recta t buscada es la interseccién entre ambos planos.

X=2n-2
rx;Ay—z+1=O] 1
‘x—2z12=0 | 774" 4

Z=p
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X=3-X\
VN _}'P(S,m,Z) S'X—’I:L:Z—’—Z_, 0(1,0,-2)
z—24on| =112 -1 3 |[V=(1-13)

Calculamos el rango de la matriz que forman los vectores directores y de la matriz formada por estos y el vector
que tiene por extremos los puntos calculados PO = (=2,—m,—4).

1 2 -1 1 2
L S:SzO}HRango[1 . 3]:2
-1 1 2
m=-2—Rango| 1 -1 3 |=2
112 o m 4
1 -1 3|=-5m-10}—
> m 4 112
m=-2—Rango| 1 -1 3 |=3
-2 -m -4

Las rectas son coplanarias cuando no se cruzan en el espacio.

-1 1 2
-1 1 2
Es decir, cuando m=—-2.En ese caso Rango 1 13]:Rar1go 17 —1 3 |=2.Lasrectas son secantes.
-2 2 -4
118. Pagina 134
a=X by=1+2t
. X=-1 y-2 7z
Sean A(a,a,a,)y B(b,b,b,) Aewm2x+y+z=0-—3a,=p Ber.?zjzgabZ:Z—t
8=-2x—p b, =3t
1
\=—
b aip aapy MTHA=O 5 A[%,_%z]
M:(0,0,0): 81'; 1'82'5 z,aa'g 3 —>H+2—f:0 _)u:_g N -
2 —p+3t=0 Bl—=,=,-2
e 2 [ 33 ]
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Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las dos ecuaciones.

2 -13 2 -13 -5
M= M* =
5 -16 5 -16 -3

Calculamos el rango de las matrices.

2 -13 -5

2 -1
5 =16 -3

2 3
c 1:3¢0HRango =Rango

5 16

]: 2 — Los planos son secantes.

Buscamos la recta de interseccion en la solucion del sistema.

x=—2_¢

3

2X—y+3z-5=0 19
—ry=——+t

5X-y+6z-3=0 3

z=t
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Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las dos ecuaciones.

[1 0 —2]

M=

17 0 -2 =5

0 -1 4 4

Calculamos el rango de las matrices.
‘1 0

0 1‘ =—1s=0— Rango(M)=Rango(M *) =2 — Los planos son secantes.

Sila recta comun en la que se cortan pasa por P(3,0,—1), se deben cumplir las ecuaciones de ambos planos.
X —27-5=0—820 .3 _2.(-1)-5=0
m, Y —4z—4=0—"820 0 4.(-1)-4=0

Buscamos la recta de interseccion en la solucion del sistema.

X =542t
X=22=5=0] . 414t
—riy=
y—az—a—of Y
7=t
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a) m es paralelo a wy tienen el mismo vector normal.
TX=2y—Zz=0—0=(1-2-")—m:X-2y-z+D=0
™, pasa por P(1,1,1).
TiX=2y—Z4+D=0—"L 1 2.1 14D=0-D=2—m X-2y-2+2=0
b) Calculamos el vector director y un punto de la recta.

0(1,0,0)
ri(x,y.x)=(t+12t3t)— i-(123)

T, tiene por vectores directores al vector director de la recta y al vector con origen en el punto que nos da el
problema y de extremo el punto hallado.

P(11,7)
T, ! U= (1,2,3)
PO=(0,—1-1)

X—1 y—1 z-1
1 2 3 |=Xx+y-Z-1-m X+y—2-1=0
0o -1 -1

X=t

X—2y—7+2=0 _
c)x+ -7-1=0 —sy=l
Y B z=t
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Calculamos la ecuacién general del plano =, .
X-3 y z-1
(XY, 2)=(3,0)+X(-110)+p(2-12)—| -1 1 0 |=0—m=:2X4+2y—-2-5=0
2 -1 2
Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las dos ecuaciones.

2 2 -1 2 2 -2 -5
4 a =2 4 a -2 -5

— *

Calculamos el rango de las matrices.

2 =5
4 -5

a=4—Rango(M)=
=10=0—Rango(M*)=2 =2a-8

]
N

a=4—Rango(M)=2
Para a=4— 1=Rango(M)==Rango(M *)=2 — Los planos son paralelos.

Para a=4 —Rango(M)=Rango(M*)=2— Los planos son secantes.
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El plano paralelo a wtiene el mismo vector normal.
T-2X+Yy-7-3=0—N=(-21-1)—>7"1-2x+y—-z+D=0
=’ pasa por A(1,1,1)..

(11,1

= 2X+Y—Z4+D=0—2Y , 2141-14D=0-D=2—7—2X+y—2Z+2=0

Determinamos la interseccion entre la recta y el plano resolviendo el sistema que forman las tres ecuaciones.

_ X—2y—2=
r:X—Z:y:zﬂ y-2=0
2 X—2z-2=0
X—2y—2=0 X:11 o
X—-27-2=0 — yzfiaP[le,fE] es el punto buscado.
-2X4+y—-z+2=0 ,
7 =——
2
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El plano buscado tiene por vectores directores al vector director de r y al de s y contiene a todos los puntos de la

rectas.
X=t
X —2z=3 P(0,7,2
r:X+y+32_ 1]—>y:7—5f —>'_'( )
y = S ot U=(1-5-2)
G XH+2_2-y . x42_y-2 z-0 0(-2.2.0)
" -3 2 -3 -2 1 V=(-3-21
0=(1-5-2) X+2 y-2 z
TV =(-3,-2,1) 1 —5 —2/=-9Xx+45y—177—-28 > :9x -5y +172+28=0 es el plano buscado.
0(-2,2,0) -3 -2 1
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Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las tres ecuaciones.

3 -m 2 3 -m 2 1-m
M=|1 3 1-m M*=|1 3 1-m O
2 -5 3 2 -5 3 -1

Calculamos el rango de las matrices.

3 3 -m 2
) 5‘:—11::0 1 3 1-m=2m*—14m+20
h 2 -5 3

m=2

2m2—14m+20:0—>m2—7m+10:0_>|
m=>5

* Para m=2—Rango(M)=2

3 -2 2 1
M*={1 3 -1 0 |- Rango(M*)=2
2 -5 3 -1

Rango(M)=Rango(M*)=2 — No hay ecuaciones proporcionales. Los planos se cortan en una recta.

* Para m=5—Rango(M)=2

3 -5 2 -4 3 -5 -4
M*={1 3 -4 0|—|1 3 0|=30—Rango(M*)=3
2 -5 3 -1 2 -5 -1

2=Rango(M)=Rango(M*)=3 — No hay planos paralelos. Los planos se cortan dos a dos.

m==2
* Para s Rango(M)=Rango(M *)=3 — Los planos se cortan en un punto.
=
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Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las tres ecuaciones.

a 0 1 a 0 141
M=|1 0 b M*=|1 0 b 2
J5 3 2 J5 3 2 -3
a 0 1 :
Queremos que el rango de ambas matricessea3: |1 0 szH—Sab+3zOHabz1ﬂbz5
V503 2

Para b= %H Rango(M)=Rango(M *)=3 — Los planos se cortan en un punto.

Calculamos el punto resolviendo el sistema que forman las ecuaciones de los tres planos.

ax+2z-1=0 -
X+bz+2=0 b y_3ab+4af\/§b,2\/§,1
. - 3ab—3
V5x+3y +22-3=0 ,_1+2a
" 1-ab
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Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las tres ecuaciones.

12 1 172 -1 -1
M=|2 1 a M*=12 1 a 0
3 3 -2 33 -2-b

Queremos que el rango de ambas matrices sea 2 y que las ecuaciones no sean proporcionales.

1 12 -1
‘2 1‘:—3::0 2 1 a|=3@+3=0—a=-1
3 3 =2

Para a=-1—Rango(M)=2

12 -1 1
M*=|2 1 -1 0 |—para b=1—F =F+F, —Rango(M*)=2
33 -2-b

Los planos se pertenecen al mismo haz cuando a=-1yb=1.
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El plano paralelo a «tienen el mismo vector normal.

X=3_y+1_ 3x-2y-11=0
2 3 X—-27-3=0

Hallamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las tres ecuaciones.

3 -2 0 3 -2 0 —-MNM
M=|1 0 =2 M*=|1 0 -2 -3
T -1 2 T -1 2 1
3 -2 0
1 0 -2/=2=0—Rango(M)=Rango(M*)=3— La rectay el plano son secantes.
1 -1 2

Determinamos la intersecciéon entre la recta y el plano resolviendo el sistema que forman las tres ecuaciones.
3x—2y—11=0 X=-7

X—-22-3=0 —1y=-16—-0(-7,-16,-5)

X—-y+2z+1=0 z=-5

b) Calculamos las coordenadas del vector director de la recta y uno de sus puntos.

U=(23")

r2—= —
R(3,-1,0)

2

X=3 y+1
3

El plano tiene por vectores directores al vector director de la recta y al vector con origen en el punto que nos
da el problema y extremo el punto hallado.

PR =(1,-2,5)

X-3 y+1 z
23 N|=17x-9y-72-60— 717X -9y ~72-60=0
1 -2 5
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La recta s es perpendiculara r , es decir, la recta esta contenida en el plano perpendicular a r que pasa por

0(0,0,0) .
. szzz_) U=(1,2,3)
273 |P(0,0,0)

0=(123)—1=(123) =7 x+2y+3z+D=0—"9 D=0 "1 x+2y +32=0
La recta s esta contenidaenwy «'.

Calculamos s como interseccidon de ambos planos.

75X —4y+2=0 x=-t X=y
Hyzft — S
wiX+2y+32=0 St X=-Z
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La recta buscada s pasa por el punto A vy tiene vector director V =(v,,v,,v;).

S1 (XY, 2)=(0 )+t (v, V,,V5)

(v,.v,,V5) es perpendicular al vector normal de .

TX—Y+2-3=0—7=(1-17)

VLIA—V-N=0—(V,V,V3)(1,=11)=V, =V, +Vs=0—V, =V, —V; = S:(X,V,2) = (1,11) + t (v, —V;,V,,V5)

Calculamos el vector director de r y uno de sus puntos.

X=1
Lx=1) T =00
. e . = e
3 g_ P(1,3,0)

Vo=V Vy Vy

Si r y S se cortan — Rango
y TRANED Ty g g

0 2 -1
V,—-V, V, V
Rango| > ° 2 ¥1=2-v,=0
0 1
Vo=Vy V, Vg Vo—=Vy V, Vs
Rango| 0 0 1]|=2—=| 0 0 1|=—2v,+2/,=0—V,=V,
0 2 -1 0 2 -1

Si(xy.2)=(111)+1t-v,(0,11)=(111)+X(0,11)
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X=M=2u1 G (L2,-12)
a) riy=-3-X\ t—
2 aia] RM-3-)

X4y—z=0 *7P V=(1-3-2)
2X+2z=1 v

z=1-28
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-2 -1 2
-2 -1 2 . .
Sean M :[ 1 3 2] y M*=| 1 -3 -2|la matriz formada por los vectores directores de cada rectay la
T -m 4 2

matriz formada por estos vectores y el vector RS = (=m,4,2) , respectivamente.

y -2 -1 2
‘*1 *3‘:7¢o 1 -3 —2/=0—-8m+6=0
-m 4 2

Param= % — Rango(M)=Rango(M *)=2 — Las rectas son secantes.

Para m= % — 2=Rango(M)=Rango(M*)= 3 — Las rectas se cruzan en el espacio.

3 27
X—= X—-2y——=0 L
b) r: 4:y+3:z+1_> 4 S:X+y z=0
-2 -1 2 x+z+1:0 2X+z=1
4

Calculamos el punto de interseccidn de las rectas resolviendo el sistema que forman las cuatro ecuaciones que
definen dichas rectas

27

X—2y—=—=0
v 4
x+z—1:0 H[E,fﬂ,fg]
4 4 47 2
X+y—-z=0
2X+z=1

Tomamos el vector perpendiculara r y s dado por ixV=(-2,—12)x(1,-3,-2)=(8,-2,7) .

La recta buscada tiene por ecuacion (x,y, x) = [%,*%,*%]4’“(8,72,7)
X=—1-2X - _
i=(-2-12) X+y-z=0] |Vv=(1-3-2)
C)riy=-3-\t— oxazet |7 0
S o] REL30) = 5(0,11)

Determinamos el plano w que contiene a la rectar y el perpendicular alarecta s .

Tomamos el vector perpendicular a r y s dado por UxV =(-2,-12)x(1,-3,-2)= (8,-2.7).

R(=1-3-1) X+1 y+3 Z+1
Entonces w:{7i=(8,-27) . m| 8 -2 7 |=0—-m:x-10y—4z-33=0
U=(-2,-12) -2 -1 2

Calculamos el punto de interseccidn entre ese plano y la recta s no contenida en él.

47

X=—
X+y—-z=0 39

34 47 34 55
2X+z=1 4>y:7??ﬂcéaf??,§i.
Xx—10y—4z-33=0 55

39

La recta que buscamos pasa por Q'y tiene por vector director a 7i

Es decir, tiene por ecuacion (x,y,x) = [ﬂ 3 5%

39" 13" 39

+1(8,-27).
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Calculamos el punto de interseccién de wy la recta r resolviendo el sistema que forman las tres ecuaciones.
y—x=6 X=-9

y—-z=3 =1y =-1—-P(-9,-1,-4)

X+y—-z+6=0 Z=—4

Calculamos el vector director de larecta s .
ST(14+2X,1=6X,—26X) =V, =(2,—6,—26)
La recta buscada tiene vector director V, y pasa por P.

(X.¥.2)=(=9,~1—4)+\(2,—6,-26)

X==94+2\
Sus ecuaciones paramétricas sony = —1— 6\
Z=—4—-26\
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a) Hallamos la matriz de coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado por las tres ecuaciones.

70 O 170 0 -2
M=|0 0 1 M*=0 0 1 -3
11 -4 11 —4 7
70 O 0 1
00 1 :1-‘1 4‘——1¢0—>Rango(M):Rango(M*):3—>La recta y el plano se cortan en un punto.
11 -4

Calculamos el punto de interseccidén de la recta my r resolviendo el sistema que forman las tres ecuaciones.
X=2 X=2

z=3 —1y=3-M(233)

X+y—4z+7=0| |z=3

b) Calculamos el vector director de la recta y uno de sus puntos.
X=2

riy=ti—
z=3

R(2,0,3)
v, =(0,10)

El plano buscado tiene vectores directores Vv, y PR ,Y pasapor R.

PR =(-3,2,-2)
X—2 y z-3
0 1 0 |=—2X+3z2-5—-7":2x—-3Z2+5=0
-3 2 =2
Q1:2
c) Sea Q(q,,q,.9;)er — g, =t
Q3:3

El vector director de la recta buscada es @:(—1,t+2,2)y es perpendicular al vector normal del plano «.

TX+Y—4z+7=0—17=(11-4)

PO L7i—PQ-fi=0-—(-1t+22)-(11,-4)=t-7=0—t=7—0(27,3) es el punto buscado.
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a) rix+l=y—-2="=-—

z-3 [i=(114)
4

s:lV(V“VZ'VS)

A(1,2,7)
14 17 1 4
Sean M:[V vy ] y M*=|v, v, v,|lamatrizformada por los vectores directores de cada recta y la matriz
1 2 3
-2 0 2

formada por estos vectores y el vector AP —=(-2,0,2).

Si las rectas son secantes — Rango(M)=Rango(M*)=2.

11 4
V, V, Vy|=0——2v,+10v,—2v;=0——V,+5/,—v,=0
-2 0 2

Como ademas son perpendiculares, sus vectores directores deben ser perpendiculares.

V, LV =V, V=0—(114)-(V,,V,,V3) =V, +V, + 4V, =0

v1+v2+4v3:0} 1 " v[ 7 1 ]_
= =

SV =——V,t >V =
—V, 45V, -V, =0 27

Vo=V,

La ecuacion de la recta buscada es: s:(1,2,1)+%(—7,—1,2)a S:(L21)+B(-7,-12).

b) Respuesta abierta. Por ejemplo:
Determinamos una recta que pase por un punto de ry otro de s:

P(-123) y A(12.1) — AP=(-2,0,2)

Unarectaquecortaaryases: (—123)+t(-2,0,2).
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Sea V= (v,,V,.V,) el vector director de la recta s buscada.

Si sesparalelaa ' X=-y=2Z

; [R(0,00) .
es el vector director de 1;.

. X_y
fix=-y=z-r-=2L=2_1
; VEETEATET T =)

-

V= m\7,3 =m(1=11)—=5:(5,5,,5;)+t-m(1,=11) = $:(5,5,,S3)+n(1—-11)

La recta buscada s cortaar,.

rn:

x:o] x=0 'R1(o,o,1)

Hy:B -1
z=1 =
7o v, (0,1,0)
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1T -1 1
17 =11 . . .
Sean M= 0 1 O] y M*=[0 1 0 | la matriz formada por los vectores directores de cada recta y la matriz
S, S, S5—1

formada por estos vectores y el vector RS =(s,,S,,5,—1).

Si las rectas son secantes — Rango(M)=Rango(M*)=2.

17 -1 1
0 1 0 |=0—-5+5-1=0-8,=5+1
S, S, S—1
X=22=31" (g,(-3,10)
La recta buscada s cortaar,: Li(2X=31X)—y =1 R
' =(2,0,1)
Z=X 1
1 11 1 -1 1
Sean M= [2 _O 1]y M*=| 2 0 1| la matriz formada por los vectores directores de cada rectay la

$,+3 s5,-1 s,

matriz formada por estos vectores y el vector R,S = (5,43,5,-15,).

Si las rectas son secantes — Rango(M)=Rango(M*)=2.

1 -1 1
2 0 1=0—-8+5,4+25,-4=0—5,=5,-25,+4
$,4+3 s,—1 s,

Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones que hemos ido obteniendo.

S, =8 +1

S(t,—t+2,t +1
522517253+4}*>( +2t+7)

Tomamos el valor de t =0—5:(0,2,1)+n(1,-11).
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Sea V= (v,.v,,v5) el vector director de la recta s buscada.
Si Pes—S:(1,-12)+X\(V,,V,,V3)
La recta buscada s es paralela al plano w:x—-3y+272—-1=0.
Sea 7i=(1,-3,2) el vector normal al plano — 7i-V =0 — (1,-3,2)(V,,V,,V5) =V, =3V, + 2v; =0 — V, =3V, — 2V, .

La recta buscada s es secante alarectar .

x=

Z—x=1 R(0,2,1
r . ]—»y:2 q( ())
v=2 ] g =000
10 1 7 0 1
Sean M:[V vy ] y M*=|v, v, v,|lamatrizformada por los vectores directores de cada recta y la matriz
1 2 3
-1 3 -1

formada por estos vectores y el vector PR=(—13,—1)

Si las rectas son secantes — Rango(M)=Rango(M*)=2

17 0 1
V, V, V4|=0-3v,-3v,=0—v,=V,
-1 3 -1
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Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones que hemos ido obteniendo.

Vv, =3V, -2V,

vV =(mm,m)=m(11,1
oo = mmm = maa

S1(1=12)+ XV, Vo, v3) — S (1,-12)+ MM (1,11) — 5 (1,—-12) +1(1,1,7) es la recta buscada.

137. Pagina 135

Llamamos P(p,,p,,p;)al punto buscado.

Py =P
—p,=0
SiPe/’Hp1 Ps ]»sz:f'lfp3 — P(o,—1—q, )
Py +ps=-1 _
Ps =«
P(o,—1—a,a) determina con 5:2X+Z:72}un planor.
X+y=0
X=X\
S_2x+zzfz] N [5(0,0,2)
X+y=0 PPN Vo=(1-1-2)
5(0,0,-2) X Yy 742
Ve =(1-1-2) =1 =1 =2 |=Ca+Hx+Ba+2)y+2+2 7:(3a+4)X +(3a+2)y +2+2=0

FTS=(70L,1+0L,7270L) —a Tta —2-«

. X=-2
El plano w:(3a+4)x +(3a+-2)y +2 +2=0 contiene a larecta t: }

y—z=0
1 0 0 1 0 0 2
M=| O 1 -1 M*=| 0 1 -10
3a+4 3a+2 1 3a+4 3042 1 2

Si r ¢ ®—Rango(M)=Rango(M*)=2

1 0 0 10 0 2
0 1 —1=0-3a+43=0—a=-1-M*=|0 1 —10|=RM*=2
3a+4 3a+2 1 1T -1 1 2

P(a,—1—a,0) — P(—1,0,—1) es el punto pedido.
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2 =11 2 -1 1 -3
Estudiamos si el plano contiene alarecta: M=|0 1 2 M*=[0 1 2 -8
6 -4 1 6 -4 1 -1

Rango(M)=Rango(M *) =2 — Sistema compatible indeterminado. El plano pertenece al haz definido por la recta.

Escribimos el plano como combinacion lineal de los planos que definen a la recta.

6X = 20X

4y —— =3
6x-4y+z—1:a(2x—y+Z—3)+5(V+2Z‘8)_’z—yuz;gé;ﬁy ﬁ1§_4

—1=-30.—-83

Asi 6x—4y+7z-1=3(2x—-y+2-3)—(y +22-8).
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*:

Estudiamos la posicidn relativa de ambos planos: M=

2 7 -1
-3 11

2 7 -1 -4
-3 1 1 -8

Rango(M)=Rango(M *) =2 — Sistema compatible indeterminado. Los planos son secantes.

Las caras de un cubo forman dngulos de 90°: podremos apoyar el cubo si los planos secantes son ortogonales.

Sean N,y n,los vectores normales de los planos «, L «, — 7, LA, —A,-1,=0.

n=27-1 . .
R (( 31 1)) — -, =(2,7,-1)-(-311)=-6+7—-1=0 — Podemos apoyar el cubo en ambos planos a la vez.
nz =9

MATEMATICAS EN TU VIDA
1. Pagina 136
Con tres puntos no alineados y el plano que definen, con un cuarto punto pueden pasar dos cosas:

a) El punto pertenece al plano definido por los tres primeros. Entonces, cualquier plano formado por tres de
los cuatro puntos es coincidente con el que ya tenemos y cualquier recta que pase por dos de los puntos
queda dentro del plano.

b) El punto no pertenece al plano definido por los tres primeros y, entonces, cada tres puntos definen planos
no coincidentes. La posicidn relativa entre planos no coincidentes se define en el espacio y no es el plano y
por eso necesitamos una tercera dimension.

2. Pagina 136

Si tres patas definen el plano donde se apoya la mesa, cuantas mds patas extra tengamos, mas facil es que una
de ellas esté fuera de dicho plano y, por tanto, la mesa tendra mas posibilidades de estar coja.

3. Pagina 136

Siempre vamos a necesitar un punto mas que el numero de dimensiones de tengamos. Si pudiéramos ver en
cuatro dimensiones necesitariamos cinco puntos y si fueran cinco dimensiones, necesitariamos seis puntos.

4. Pagina 136

Cualquier objeto que se apoye en mas de tres puntos: las ruedas de un vehiculo, las patas de un baul, etc.

227



Rectas y planos en el espacio

228



