Angulos y distancias

ACTIVIDADES
1. Pagina 138

a) Hallamos el vector director de cada recta y calculamos el producto escalar y los médulos de dichos vectores.

X=t
X —2= — -
Xty 0 y—o-t _>1:y_222_+3‘_>uz(1,_1,_2)
2X+2+4+3=0 -1 -2
z=-3-2t
X=2+X\ ) g
SI(24N-NB+N) =y =) —»X%:%:Z%—ﬁ:(m—m)
Z=8+X

0-V=(1,-1-2)-(1-11)=1+1-2=0
0| =Vi+T+4=+6 V|=Vi+1+1=+3

Aplicamos la férmula del angulo entre dos rectas.

CoSa = ‘H'V‘ —L—Oaa—arccos(o)z%"
- e-v3
Calculamos el punto de corte de ambas rectas.
t=24+X X=-3
t=-3
2—t=—-\ -, 5 —1iy =5 —>P(—3,5,3)
—3-2t=8+X B 7=3
X=1+t : ) )
b) riy=t-2 X1‘ =)“1r =Z; ~0=(112)
z=2+2t
X=X\ 3
S X=-y-3=Z—-y=-X-3 —»%:%:%—ﬁ:(l 11)
Z=X a

0-V=(112)-(1-11)=1-142=2
0| =Vi+T+4=+6 V|=Vi+1+1=+3

Aplicamos la férmula del angulo entre dos rectas.

COSa = 27 —L—i—m—arccos[i]—(ﬂ 87°
A7~ VeE 3z 3z~

Calculamos el punto de corte de ambas rectas.

THt=X f_q [x=0

t—2=-X-3 —>>\__O}—> y:—3—>P(O,—3,0)

242t =X - 7=0
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2. Pagina 138
a) Hallamos el vector director de la recta y el vector normal al plano.

y+2

s =2—0=(23)

p X1
2

TAX+6y +2Z7-9=0—1=(4,6,2)

Calculamos el producto escalar y los médulos de dichos vectores.
0-ii=(2,31)-(4,62)=8+18+2=28

SN RN il =16 +36 14 =56

u

Aplicamos la férmula del angulo entre plano y recta.

€0s(90—a) ‘U n‘ 28 28
o[ ViaEe  V7ea

28
=1 =90°—arccos|——|=90°—-0°=90°
- [\/784]

x=—1 4y
33
X+Y+7+1=0 2 1 ~
b) r: =—=+-t;—U=(-413
) —2x+y—3z:o}_’ 33l u=419)
z=t

T X—y+524+7=0—71=(1-15)
Calculamos el producto escalar y los médulos de dichos vectores.
0-fi=(—4,13)-(1-15)=-4—1+15=10

=J16+1+9 =+/26 \ﬁ\=\/1+1+25=\/ﬁ

u

Aplicamos la férmula del angulo entre plano y recta.

A 0

€0S(90—a) ‘H”‘ NI W

10
— 90°— arccos| o | = 90° — 67,83° = 22,17°
e [\/702 ]

3. Pagina 139

a) Hallamos los vectores normales a ambos planos.
T 12X+Y —32+2=0—1,=(2,1-3)
T, —X+5Y+72-7=0—1,=(-15)
Calculamos el producto escalar y los médulos de dichos vectores.

A,-fl, = (2,,-3)-(~151) = —2+5-3=0

| =a+1+9 =114 I7,[=1+25+1=+27

Aplicamos la férmula del angulo entre dos planos.

COSau = ‘ﬁ 'ﬁ‘ 0 =0—a=arccos(0)=90°
Al Va7
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b) & :4x+y-3=0-1,=(4,10)
T, —3X+2y—32+8=0—1,=(-3,2,-3)
Calculamos el producto escalar y los médulos de dichos vectores.
f-ni,=(4,10)-(-3,2-3)=—12+2=-10
i|=\6+T+0=NT7  [i|=oraro=V22

Aplicamos la férmula del angulo entre dos rectas.

CoSa = -] —L—i—»a—arccos[i]_% 86°
A V17422 374 374 '
X 2 -1
¢ m:ily—-1 2 —3=0—-m:2x-2y—4z+2=0—1,=(2-2,—4)
z 0 1

T, 83X~y —-2Z+5=0—1,=(3,~1-1)

Calculamos el producto escalar y los médulos de dichos vectores.
m-n,=(2,-2,-4)-(3,-1-1)=6+2+4=12

7| =a+a+16 =24 7| =vo+1+1=11

Aplicamos la férmula del angulo entre dos rectas.

COSo = ‘ﬁﬂ'ﬁz‘ :L:L—»u:arccos[i}:@ 39°
A~ V2a AT ek NG

4. Pagina 139
a) Estudiamos la posicidn relativa de ambos planos.
-1 1 -3 -1 1-3D
M:[—z 3 —1] M*:[—z 3 -1 D]
-1 1
‘_2 3‘ =—1s==0—Rango(M)=Rango(M*)=2— Los planos son secantes sea cual sea el valor de D.
b) Hallamos los vectores normales a ambos planos.
T i=X+Y-3Z+D=0— 0, =(-11-3)
T, =2X+3Y —Z+D=0—1,=(-23,~1)
Calculamos el producto escalar y los médulos de dichos vectores.
f-n,=(-11-3)(-23,-1)=2+3+3=8
=+ 159 =11 [N N
Aplicamos la férmula del angulo entre dos rectas.

- -

nw'nz‘ 8

8
Al RE]

COSav=

— o= arccos[i] =49,86°

J154

El angulo no depende del pardmetro D.
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Angulos y distancias

c) La recta interseccién se obtiene resolviendo el sistema formado por ambas ecuaciones.

X=-8t+2D
—X+y—-32+D=0 _
—riy=-5t+D
—2X+4+3y—z+D=0 oy

Utilizamos el dato A(0,-2,2)er .

X=—8t42D 0=-8t+2D X=-8t+16
riy=-5t+D }—40=22 . 5 _s5t4plsD=8—r:y=-5t+8
z=t 2=t Z=t

5. Pagina 140
a) Primero. Hallamos la ecuacién del plano perpendicular a la recta r que pasa por el puntoP .

r:%ﬁzy—fzz—ﬂ:(z—m)

N=0=2-1)—>=:2X-y+2+D=0

®I2X—Y+Z7+D=0—L""3 1941 34D=0-D=-10—7m:2X—y+2-10=0

Segundo. Calculamos el punto de corte entre la recta y el plano que hemos hallado, y ese sera la
proyeccién ortogonal.

X+3_y+4_,
2 -1 —0Q(1-6,2)
2X—y+2-10=0

b) Primero. Hallamos la ecuacion del plano perpendicular a la recta r que pasa por el puntoP.

X+y+z-2=0 X=1-at
At B —y=1+t t—=U=(-211)
—X+2y—4z-1=0} .

N=l0=(-21")—mn-2X+y+2Z+D=0

T=2X+Y+Z24+D=0—L22 A 5 44D=0-D=13—% —2X+y+2+13=0

Segundo. Calculamos el punto de corte entre la recta y el plano que hemos hallado, y ese sera la
proyeccion ortogonal.

X+y+7-2=0

—X+2y—4z-1=0 ;- Q(5-1-2)

—2X+Yy+2+13=0

6. Pagina 140

a) Primero. Hallamos la ecuacién de la recta perpendicular al plano « que pasa por el punto P .

|P(=310) X+3 y-1 z
ry. 2 —_ =
u=n=(21-1 2 1T

T2X+Y—Z-1=0—1=(21-1)

Segundo. Calculamos el punto de corte entre el plano y la recta que hemos hallado, y ese punto sera la
proyeccién ortogonal.

X+3 y-1 z

2 1T 1—0(=12-1)
2X4+y—-72-1=0
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b) n:3x—-2y+z-2=0—1=(3,-2,1)

P(0,~2.5) X
r: — ==
3

_rte
U=r=(3-21)

-2

_z-5
1
Calculamos el punto de corte entre el plano y la recta que hemos hallado.

§_y+2_z—5
3 -2 1 'Hckgﬁma
3X—2y+27-2=0

C) m:4x—y—24=0—1i=(4,-10)

P(2,1,-1) X=2+4t x=2_y-1
res. . —y=1-t {— 4 -1
U=n=(4,-10) 1 7—_1

Calculamos el punto de corte entre el plano y la recta que hemos hallado.

X—2 y—1

4 -1
Z7=-1 — O(é,O,—‘])
4dx—y—-24=0

7. Pagina 141

a) Primero. Hallamos el vector director de la recta, el vector normal al plano y un punto de la recta.

TX=y—-Z-1=0—n=(1-1-1)

Segundo. Calculamos el plano =’ que contiene a la rectar y es perpendiculara «.

P(10,0) X-1y z
i=(312) 3 1 2|=x+45y—4z-1-7:X+5y—-4z-1=0
i=0-1-1 |1 =1 -

Tercero. Calculamos el corte de los dos planos ny =, que es la recta s buscada.

3
X=1+2X
3
X—y—z-1=0
v —»s:yzlx
X+5y—47-1=0 2
Z=X\

La recta ortogonal es la recta que teniamos porque dicha recta r estd contenida en = .

b)
xzt_2+t 1P(_2'0'3)
ry= -1
- i=(110)

72X —Y+32-1=0—17=(2,-13)
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Segundo. Calculamos el plano =’ que contiene a la rectar y es perpendiculara «.
P(-2,0,3) X+2 y z-3

i=(110) 1 1 0 |=3x—-3y—-3z+15—-1":x—y—z+5=0
fi=(2-13) 2 -1 3

Tercero. Calculamos el corte de los dos planos ©y =, que es la recta s buscada.

X=6—4X\

2X—y+32-1=0 X—6 _y—11 X—6+42=0
—y=M-\t>"—=2—=7->35:

X—-y—-z+45=0 JN —4 -5 y—1145z=0

8. Pagina 141

a) Estudiamos la posicidn relativa de recta y plano.

y=2=0 . _
r'x—z—1:0} miX—-2y+az—-3=0
0 1 0 0 1 0 -2
M=[1 0 -1 M*={1 0 -1 -1
1 -2 a 1 -2 a -3

Son paralelos cuando 2 =Rango(M)==Rango(M*)=3.

0 1 0

1 0 —-1=-a-1.Para a=-1—Rango(M)=2
1T -2 a

o 1 -2

1 0 —-1=4=0—Rango(M*)=3

1T -2 1

b) Primero. Hallamos el vector director de la recta, el vector normal al plano y un punto de la recta.

=2 } X=TH p(12,0)
r —y=2 —1.
X—z=1 U=(101)
z=t

TX=2y—-Z-3=0—M=(1-2-1)

Segundo. Calculamos el plano ©’ que contiene a la rectar y es perpendiculara = .
P(1,2,0) X-1y-2 z

i=(10,1) 1 0 1|=2x+2y-272-6—-7':Xx+y—2-3=0
fi=(1-2-1) T2

Tercero. Calculamos el corte de los dos planos ©y =, que es la recta s buscada.

X-2y—-z-3=0 X=34 X—=z-3=0
Xty—z-3=0| Y70 7%y o
Z=X\
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9. Pagina 142

a) Sea A'(a,,4,,a;) el punto buscado, el punto medio del segmento AA es B.

a,=3
(2’2,_2): 1+aqr—2+62’—1+a3 —la :6 —>A/(3,6,—3)
2 2 2 g
8,=-3

b) [—1,1,0]=[3+a1,0+‘92,‘2+a3]AA/(—5,1,2)
2 2 2 2

10. Pagina 142

a) Primero. Hallamos la proyeccidn ortogonal del punto sobre la recta.

n=(2-17) _ B
—m2X—y+2-10=0

P(6,—1,-3)
X+3_y+4_,
2 —1 —0Q(1-6,2)

2X—y+7-10=0
Segundo. Calculamos el simétrico del punto respecto de la proyeccion.

6+D1 —1+D2 —3+D3

1,-6,2)= , — P'(-4,-117
(1-62) =S5 P St (g -117)

b) Primero. Hallamos la proyeccidn ortogonal del punto sobre la recta.

X=1-2t
—y=1+t
z=t

n=(-211

— T =2X+Yy+72+13=0
P(2,—5,—4) v

r_x+y+z—2:o
—X+2y—-47z-1=0

X+y+2z-2=0
—X+2y—4z7-1=0 { - Q(5-1-2)
—2X+Y+2+13=0

Segundo. Calculamos el simétrico del punto respecto de la proyeccién.

(5,_»]'_2): 2+p1 —5+,02'—4;-D3 —>Pl(8,3,0)

2 "2

11. Pagina 143

a) Primero. Calculamos la proyeccién ortogonal del punto sobre el plano.

T2X+Y—Z-1=0—1=(21-1)

2X+y—-z-1=0

Segundo. Calculamos el simétrico del punto respecto a la proyeccion.

2 19

—1,2,-7)= —2,
( )=l
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b) Primero. Calculamos la proyeccion ortogonal del punto sobre el plano.

B} P(0,~2,5 _
73X -2y +2-2=0—7=(3-21) s ) x_y+2_z-5
i=fi=(3-21 3 -2 1
X +2 z-5
S=irL s 3 .9
- —0|-2,-1
372 1 (—0[-3-13)

Segundo. Calculamos el simétrico del punto respecto a la proyeccion.

[_§,_12] :[0+Pw 24D, ,5+p3]_> P'(=3,0,4)
272 2 2 2

12. Pagina 143

a) Calculamos el punto medio de ABYy el vector AB .

0+2 —1-3 —3+1

, 1,-2,—1 AB=(2,-2,4
| ~oen-2-) (2-24)

]

El plano buscado pasa por Qy tiene vector normal AB .

-

f=AB=(2-24)—m:2x -2y +4Z+D=0

TI2X =2y +47+D=0—L=2 944 44+D=0—>D=-2>TwX—y+22-1=0
3.1.8.3

b) | 22,55 ~1+° eo[l,—l,z]
2 2 2 2" 2

E:[—z,ﬂ,é]
5
El plano buscado pasa por Q' tiene vector normal AB .
ﬁ:A—B:[—Z,g,é]—>ﬁ:—2x+%y+éz+D:O
B2 1

ﬁ:—2x+1—51y+6z+0:0L»_1—%+12+D:o_>D:_%_»ﬁ:—zox+22y+602—99:o

13. Pagina 144

d(AB)=[AB|=|2-23)|=v4+4+9=\17u

14. Pagina 144

Sea P el punto que buscamosy que es de la forma P(p,p.p+1).

d(AP)=|(p~1p—4,p+3)=5=(0— 1 +(p—4 +(p+3) =30"—4p+26

25:3[)2—4p+26—>3[)2—4p+1:0—>p1:1;p2:%

Para p,=1-"F~(112) Para pzzg_wq[%%%]
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15. Pagina 144

_|A-p+B-p+Cp+D]_[20-1-2(-3)+4]

d(P,
) VA2 4B 4 C? V114

16. Pagina 144

_Ap+Bp,+Cp+0 [-1+6-4+D0 [1+D]

d(P,w
(P.m) JA? +B +C° J1+4+4 3
Imponemos que la distancia sea 4.

@:4_,\“0\:12

Opciéna) 1+D=-12—D=-13
Opcién b) 1+D=12—-D=11

Existen dos valores de D que cumplen la condicion.

17. Pagina 145

Determinamos la posicidn relativa de los planos a partir de sus vectores normales: 27, = i, — Los planos
son paralelos.

Hallamos un punto de uno de los planos y calculamos la distancia de dicho punto al otro plano.

X=1 xX=1
y=1 —y=11-P(11-5)
2X+2y+z+1=0| z=-5

_AP+Bp,+Cp+D|_[4+4-10+7] 5

d(p,
(P.m) J16+16+4 J36 6

18. Pagina 145

Determinamos la posicidn relativa de los planos a partir de sus vectores normales: —27, =i, — Los planos
son paralelos.

Hallamos un punto de =,y calculamos la distancia de dicho punto al =, .

X=1 X=1

y=1 —y=1-P(110)
—X+2y+2z-1=0| z=0
_[2-1-41-4.04D] |-2+D|
- Jav16+16 6

d(P,’K)

Imponemos que la distancia sea 3.

|-2+D)| _

3—|-2+D]=18
03240

Opciéna) —2+D=-18—-D=-16
Opcién b) -2+D=18—-D=20

Existen dos posibles valores de D que cumplen la condicién.
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19. Pagina 145

Estudiamos la posicién relativa de la recta r y el plano«.

. y—2 1-z 2X-y+2=0 ]
[ X=r——=— Sx—ay+z+44=0
2 3 3x+z-1=0 B y+2+
2 -1 0 2 -1 0 2
M=|3 0 1 M*=|3 0 1 -1
5 -a 1 5 -a 1 4

Recta y plano son paralelos cuando 2=Rango(M)==Rango(M*)=3.

2 -1 0

3 0 1=23-2.Para a=1—Rango(M)=2
5 —a 1

2 0 2

3 1 —1=6=0—Rango(M*)=3

5 1 4

Hallamos un punto P de la recta y calculamos de la distancia de dicho puntoa w:5x—y +z+4=0.

X:y_—Z
21 x=1
x=1_TZ Sy=4 {-P(14,-2)
1 7=-2
5.1-1441.(~2)+4
d(P,TY):‘ + ( )+ ‘: 3

V254141 J27

20. Pagina 146
a) Primero. Hallamos el vector director y un punto de la recta.

X=3+t
ry=-242ti—
z=1=-2t

A(3,-2,7)
i=(12-2)

Segundo. Calculamos el vector determinado por el punto P y el punto A de la recta.
AP =(12,-3)—(3,-2,1)=(-2,4,—4)

Tercero. Calculamos el producto vectorial de ambos vectores.

k
—2|—8/+8k =(0,8,8)
4

i
UxAP=|1
-2

AN

Cuarto. Calculamos los médulos de i y Ui x AP y sustituimos en la férmula de la distancia.
i|=v1+4+4=3
i AP| =0+ 64+ 64 =128 =82
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b) Hallamos el vector director, un punto de la recta Ay el vector AP.

X y-5_ z-1 A0S
ri2x=y-5=1-z-2="""="— 1
v 11 -1 u:[1,1,—1]
2 2

AP =(3,0,-1)—(0,5,1)=(3,-5,-2)

Calculamos el producto vectorial de ambos vectores y sus médulos.

j ok

-5 -2

i AP| = /49“*1721:@

Aplicamos la férmula de la distancia entre punto y recta.

o B
d(P,r)—UXU ‘:%:\/B_N
2

c) Hallamos el vector director, un punto de la recta Ay el vector AP .
xX=t

eeOX:y=0}—
z=0

A(0,0,0)
i=(10,0)

AP =(-10,2)-(0,0,0)=(-10,2)

Calculamos el producto vectorial de ambos vectores y sus médulos.

ik
UxAP=|1 0 0|=—-2]=(0,-2,0)
-10 2
i|=1+0+0=1

i AF| =T 470 =2

Aplicamos la férmula de la distancia entre punto y recta.
o(P.r) ‘ﬁx_P‘
,r = -~ =

d

2_u
1
21. Pagina 146

Hallamos el vector director, un punto de la recta Ay el vector AP .

)(_22:’]} X_1:£ 'A('l,3,0)
r: — 2 11—

y=3 y—3 0=(2,0,1)
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AP =(2,4,m)—(1,3,0)=(1,-2,m)

Calculamos el producto vectorial de ambos vectores y sus médulos.

I 4
OxAP=[2 0 1|=27 +(1—2m)] —4k = (2,1-2m,—4)
1 -2 m
i =va10+1=+5 0% AP| =4+ (1-2m)" +16 =21—4m + 4’

Imponemos la condicion de distancia en la férmula correspondiente y despejamos m.

UXA_P ,/ _ 2
d(P,f)=‘ — ‘= 21—4m+4m =321-4m+4m* =35 — 4m? —4m —24=0
‘u‘ J5

4m* —4m—24=0—m*—m—6=0— {{m=—2},{m=3}} son los valores de m que cumplen la condicién.

22. Pagina 147

Estudiamos la posicién relativa entre ambas rectas.

xX—1 vy
X—3y=1 2 _ L P(1,0,2
r Y j 3 1 { ( )

z=2 S0 i=(310)
=X
x+y—z—11=0] 0(0,5,-6)
S:X-i- 5.0 —y=5-=X\ — i (1 12
y-5- - era] 7=0-12
PQO=(-15-8)
3 1 0
3 10
M= M= 1 =1 2
1 -12
-1 5 -8
3 1 0
3 1
‘1 1‘:—4¢0—>Rango(M):Z 1 -1 2|=0—Rango(M*)=2
N -1 5 -8

Rango(M)=Rango(M *)=2 — Las rectas son secantes — d(r,5)=0.

23. Pagina 147

Estudiamos la posicidn relativa entre ambas rectas.

g 1=5x 743 Sx=7y-1=0
7 7 1 y-z-3=0
2 1 =3 2 1 =3 -1
vl 2 - I e
|5 -7 0 15 =7 0 -1
0 1 -1 o 1 -1 -3
2 1 =3 -1
2 1 -3
-1 2 -1 -7
-1 2 -1=-10=0—Rango(M)=3 e 7 g 1=OeRango(/\/l*)=Rango(M)
5 -7 0
o 1 -1 -3

Rango(M)=Rango(M *) =3 — Las rectas son secantes — d(r,s)=0.
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24. Pagina 148

Estudiamos la posicién relativa entre ambas rectas.

x=t
rlx+y:3} st {P(O,3,1) s XF2_, 2 0(-2.0,0)
X—7=-1 714t 0=(1-11 3 2 V=312
PO=(-2-3,-1)
R L
M:[3 : 2] Mx={3 1 2
-2 -3 -1
T T =11
3 1‘:4z0—>Rango(M):2 3 1 2|=-1=0—Rango(M*)=3
-2 -3 -1

2=Rango(M)=Rango(M*) =3 — Las rectas se cruzan.

Calculamos la distancia entre ellas.

Primero. Determinamos los vectores directores y un punto de cada recta.

- lF:(o,3,1) srl?(_z'o'o)
U=(1-17) V=(312)

Segundo. Calculamos un vector determinado por un punto de cada recta.
PO=(-2,-3,-1)

Tercero. Determinamos el producto mixto de los vectores directores y el vector PG .

iJok
GxV=|1 -1 1|==37+] +4k =(-3,1,4)
31 2

[PG.0.V|=(~2,-3,~1)-(~3.14) = 6-3—4=—1
Cuarto. Sustituimos los valores obtenidos en la formula de la distancia.

d(rs)—‘[%'a'v}‘— 1L _o2u
B Y7 BN CES ER TN/

25. Pagina 148

a) Las rectas no son coplanarias cuando se cruzan en el espacio.

ri(m+2t,—t,—2+t)—y=—t

X=m+2t ‘
Z=-2+t

X=2-X
2x -3y +47-1=0 2
: —1+2
X+7-2=0 }_’y 3T
Z=x

PO=(2-m12)
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2 11
M—Z_11 M*=| -3 2 3
-3 2 3 B

Las rectas se cruzan cuando 2=Rango(M)=Rango(M*)=3.

2 -1
=1=0—Rango(M)=2
‘—3 2‘ - Bo(M)
2 =11
Rango(M*)=3—| -3 2 3:5m—17¢0—>m¢g
2-m 1 2

17
Las rectas se cruzan cuando m:tg .

b) Primero. Determinamos los vectores directores, un punto de cada recta y un vector determinado por un
punto de cada recta.

P(1,0,-2 2,10
[P0 .Joz10

: : PO=(112
U=(2,-17) V=(-323) 0=(112)

Segundo. Determinamos el producto mixto de los vectores directores y el vector PO .
i j ok

UxV=2 -1 1|==5/-9]+k =(~5-9,)
-3 2 3

[PG.0.V|=(112)-(-5,-9,1) =~5-9+2=-12

Tercero. Sustituimos los valores obtenidos en la formula de la distancia.

Poav] g
\UXV\ S J25+81+1 107

a(r,s)= =1,16U

26. Pagina 149
Calculamos el radio de la esfera, que serd la distancia del centro al punto.
AC=(2-2-1) r=d(A,C)=‘Tc‘:,/4+4+ -3
La ecuacion de la esfera es:

(X=3V +(Y+2  + (2= =32 = x? +y? + 22 —6X +4y 22 +5=0

27. Pagina 149

Si la ecuacién corresponde a una esfera. Sea C(a,b,c)el centroy x*+y’+2°+Ax+By+Cz+D=0la
ecuacion general de la esfera, se tiene que cumplir que:

-2a=A —2a=-4 a=2
—2b=B —2b=10 b=-5
—2c=C T _2c=-2 “e=1

a+b*+c*—r’=D| a+b'+c?-r’=26] |4+2541-1r"=26—>r"=4

La esfera tiene centro C(2,—5,1)y radio r=2.
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SABER HACER
28. Pagina 150

Hallamos el vector director de la recta y el vector normal al plano.

X:—%-‘rgt
2X =3y =-1 -
r: 4 —y=t —»u:[§ 5]:(325)
X+y—z=2 s« 2'"2
7=—242¢t
2+2

max—y+z=5—rn=(a—11)

Calculamos el producto vectorial de los vectores hallados y sus médulos.
U-n=(325)(a—-11)=3a+3

=[(3.2,5]|=v9+4+25=+/38

7| =& + 1 1=Va +2

G| =[3a+3

i)

Aplicamos la férmula para que el angulo sea de 30°y despejamos a.

A jsa+g
cos(90°—a)
‘”‘ ‘”‘ V38-Na* +2 HM:1~82—368+20:0—>8:18i4x/@
1 J38-+a? +2

€0s(90°—30°) = cos(60°) ==

Los valores de @ que son solucidn del problema son a=18+419 ya=18—4/19 .

29. Pagina 150

Primero. Calculamos la proyeccion ortogonal del punto sobre la recta.

Xy +1=0 X=2+2t
S Ly =342t =0 =(2,21
X—22—2=0] i_t’L (2.2

—mi2X+2y+2=0

ﬁ:U (221)—2x+2y+z+D=0
P(=1,0,2)— 2424280 ,9.(—1)+2.042+D=0—-D=0

Interseccidn entre plano y recta.
X-y+1=0 )
X—-2z-2=0 _’O[_E’g’_g]
2X+2y+z=0

Segundo. Hallamos el vector de extremos el punto que hemos calculado y el punto dado en el problema.

== (77 28
PO=|2,5 -2
¢ [9 9 9]

Tercero. La recta que buscamos tiene como vector director PQ y pasa por P

s: i—1[072)7 28] si(- 102)+x[; Z-

28]
P
0 9’9" 9

9
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30. Pagina 150

Primero. Calculamos la proyeccién ortogonal del punto sobre la recta.

X=t

2x—y =0 - 1
r: —y=2t —U=\12-
X—2Z2+1=0 2
t+1
=—
2

—

f=U= 1,2,J —»x+2y+£+D:O
. 2 2 . zZ 3 .
T ST X+2Y+=+=-=0—-71:2X+4y+2+3=0
X+2y+25+D=0 1 3 2 2
P(2,-2,1) 2 2+2'(72)+§+D=0HD:E

Interseccién entre plano y recta.

2X—y =0

-1-22
X—=2Z2+1=0 —Q ?,?,g
2X 14y +7+3=0

Segundo. Hallamos el vector de extremos el punto que hemos calculado y el punto dado en el problema.
== 74 2
PO=|-Z,2,—=
Q [ 33 3]

Tercero. El plano que buscamos tiene como vector normal PO y pasa por P.
ﬁ:%:[72,&,72]H72X+£y7g2+D:O

. 33 3 3 3 3 ’.

' —n I =7/X+4y—-22+24=0

Zx+dy-2z4p-0 7 4 2

P(2,-2, 1) 224 2 (-2) -5 14 D=0~ D=8

31. Pagina 151

Primero. Tomamos dos puntos de la recta y calculamos sus simétricos respecto del plano.

Dos puntos son: P(0,31)er Q(-120)er
Hallamos las ecuaciones de dos rectas perpendiculares al plano, una que pase por cada uno de los dos
puntos.
U=n=(10,-1 V=n=(10,-1
S: ( )—>5:(O,3,1)+>\(1,0,—1) t: ( )—>t:(—1,2,0)+8(1,0,—1)
P(0,3,) 0(-12,0)

Calculamos la interseccion entre las rectas obtenidas y el plano.

z-1 z
X=— X-H:—1
y=3 —>Pl[—%,3,%] y=2 _)O/[_S'Z%]
X-z+2=0 X-z+2=0

Segundo. Calculamos el simétrico de cada punto respecto a su proyeccién.

p/;[,llgg]:[iﬁ’ﬂ]ﬁp//(,1,3,2) Q/;[,glgll]:[ﬂlﬂlf]ﬂQ//(,2,2’1)
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

Tercero. La recta buscada pasa por los dos puntos calculados.

P"(~13,2)
q:

BT 11y~ 1R HHI-1-

242



Angulos y distancias

32. Pagina 151

Primero. Se calcula el punto simétrico del punto cuyas coordenadas conocemos respecto del plano.

Hallamos la ecuacién de la recta perpendicular al plano que pase por el punto P(2,1,0).

Hr:(2,1,o)+x(2,73,1)ﬂx7*2:y7;1:

—|N

- U=n=(2-31
“|P(2,1,0)

Calculamos la interseccion entre la recta obtenida y el plano.

X—2 y-1

[15 11 1] [a+2 b+1 c] /,[16 4 1]
o L L Y [

2 2 7'7'7
2X-3y+2-2=0

Segundo. El punto calculado y el que nos da el enunciado deben tener las mismas coordenadas.

4] -fond
777 7

Ha:—;bzf
7 7

33. Pagina 152

Primero. Calculamos el simétrico de B respecto de =,:z=0 (plano OXY ).

Ai=(0,0,1)

B(0,1,-1) }*r3(0'1r—1)+x(o,o,1)

Calculamos la interseccién entre ry «,:z2=0.

NS >
)
| 2o

m,:Z2=0 P, 14X =0—Xx=1-0(0,10)

Calculamos el simétrico de B.

0+a 1+b,71+c]*>8l(0,1,1)
2 2 2

(0,1,0)=

’

Segundo. La recta que buscamos tiene como vector director el producto vectorial de los vectores
normales de los dos planos y pasa por el punto B'.

V=nf_xn_ =(0,1-1-(0,0,1)=(10,0
o X0, =(01=1)-(0.0,1)=( )]Hs:(om)ﬂ(mo,o)

34. Pagina 152

Primero. Calculamos el punto medio del segmento cuyos extremos son los puntos dados.

Lo
22

—3+2 0+1 —1+1
2 "2 2

1

i

Segundo. El plano que buscamos tiene como vector normal el vector de extremos los puntos dados y pasa
por M .

fi=P0=(512)—5x+y+22+D=0
5 1 —mOX+Yy+224+2=0

11 —
M|——=,—=,0|—x2zeD=0 .~ 1 pD—0—-D=2
[ 22 ] 2+2+
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35. Pagina 152

Primero. Tomamos un punto genérico de la recta y calculamos el mddulo del vector normal del plano.
P01+ X7 er con NeR
ﬁ:(1,—2,0)—>‘ﬁ‘ =1+4+0=45

Segundo. Hallamos la distancia del punto al plano.

Jo—2-22x—2 |-2x—4
N N

Tercero. Imponemos la condicién de distancia y resolvemos la ecuacion resultante.

d(P,m)

J§=%—>5=\—2x—4\
Caso 1: —2>\—4=5_>>\:_§_>g[o,_g,1]

Caso2: -2 —4=-5—-\=

N —

o3
2

36. P4gina 153

Primero. Calculamos el vector director y un punto de cada recta.

P(0,0,1) Sx_2—y—7_m_]0@0OM)

rx=—-y=z-1-1, -
0=(1-11) V=(117)

Segundo. Aplicamos la férmula de la distancia entre las dos rectas.

i j ok

UxV=|1 =1 1|=-20 +2k =(~2,0,2) = |dxV| =212
11 1

[Pa].6.7)= (2.0,m~1).(~2,0,2) = 2m—6
[Fd.5.7] am—g

W=~ 22

Tercero. Imponemos la condicién para la distancia y resolvemos.

2m —
ﬁ:%—ﬁl:pm—é\

Casol: 2m—-6=4—-m=5

Caso 2: 2m—-6=—-4—-m=1

m=5-s.x-2=y=7-1

Existen dos rectas cuya distancia a la recta r es v2 — , .
m=1-s":x-2=y=2-5
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37. Pagina 153

Primero. Escribimos la recta en forma paramétrica.

X=t-1
ry=t — Un punto genérico de |a recta serd de la forma C(t —1,t,—t).
Z=-t

Segundo. Calculamos la distancia de los puntos P y Q al punto C.
d(C.P)=(=2—t) +(0—t) +(—1+t) =B +2t+5

d(C.0)=B=t) +(1—t) +(1+t) =3 —6t +11

Tercero. Imponemos la condicién de que ambas distancias sean iguales y resolvemos la ecuacion.

d(C,P):d(C,O)—>\/3t2+2t+5=\/3t2—6t+11—>3t2+2t+5=3t2—6t+11—>t=%
El punto buscado es C[—l,g,—g] .
44 4
ACTIVIDADES FINALES

38. P4gina 154

Calculamos el producto escalar y los médulos de los vectores directores.

=(21-2)-(2-2-1)=4-2+2=4

6 =VaT 1143 7| =VaTa71=3
Aplicamos la férmula del angulo entre dos rectas.
cosa = ‘?‘{‘ =i—>u=arccos[£]= 63,61°

- 3-3 9

39. Pagina 154

a) Hallamos el vector director de cada recta y calculamos el producto escalar y los médulos de dichos

vectores.

X=1-X

ry=4—-x -1-12)— ‘u‘ V1+1+4=16
Z=2+2X

S;XT”:LA:ZT”_J (3,-4,2) - V| =o+16+4 =29
U-V=(-1-12)(3-42)=-3+4+4=5

Aplicamos la férmula del angulo entre dos rectas.

u-

<i
a1

COSa=

5
— a=4adlCCoS|—|= 67,730
Jo29 ¢ [\/174 ]

<
<S4
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b) U=(6,-4,2) |t =36 +16+4 =+/56
-3,2,-1) = |V|=Vo+a+1=V14

U-V=(6,-42)(-32-1)=-18-8-2=-28

COSOL—5\7 J_J— —a=arccos(1)=0°
¢) U=(-1-4,14)—[i]=V1+16+19% =213
X =4t
3f;iﬁi§6]—>y=—3+gt—>\7 (8,5.2) V| =64 +25+4 =93
z=t

0.V =(~1-4,14)-(8,52)=—8—-20+28=0

Ql
<1

COSa=

UH‘ mr—»a:arccos(o):f?O"
d) i=(22-1)—i=va+4+1=3

X=-5_2t

2X—y+32=0 .

r = 10—tV =(-2,-11) |7 =vE+1+1=
3x—2y+42—5}_’§_t - V|=Variti=4e

U-V=(-2-10-(22,-N=-4-2-1=-7

7
:——>0c arccos :’I7,7’I°
36 ]

%
40. Pagina 154
Calculamos el producto escalar y los médulos de los vectores directores.
-V =(0,11)-(8,1,0)=1
f=O+1T1=2 7] =&+ 170 =@ +1
Aplicamos la férmula del angulo entre dos rectas.

€0s(60°) =

N —

o7 1 S Y N | IS R R

_ 2 J2.a*+1
V] v2-Na® +1

cos(a)=

41. Pagina 154

Sid- v>0—>cos( )>O—>uv es agudo.
Sid- v<0—>cos( )<O—>uv es obtuso.

Sid-V=0-—cos

—_—

0\7) =0— 0V es recto.
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42. Pagina 154
Calculamos el producto escalar y los médulos de los vectores directores.

-b=(k,35)-(2,—4,-2)=2k—12-10

Formaran un angulo obtuso cuando 2k —22<0—k <11.

43. Pagina 154

|48 =[(5,~7.)

5% [Aci=|(8.-6,4) =229 B~ [3.13) 0
El lado mayor es AC y ademés ‘A—C‘z =16> ‘E‘z +‘%‘2 —19+75.

Por tanto, el tridngulo es obtusangulo.

44. Pagina 154

‘5+5‘2:\5\2+2<§~5+‘5‘2 —>36:9+25~5+64—>5~5:—3—27
- 37
ab=-= 37

—==24-cos(a) = o= arccos[—z] =140,43°
2 48

5~5=‘§‘~‘5‘v60\9(0¢)=3~8vCOS(04)

45. Pagina 154

Hallamos el vector director de la recta y el vector normal al plano.
=y=z-0=(211) T2X—Y—z=0—0=(2,-1-1)
Calculamos el producto escalar y los médulos de dichos vectores.
0-i=(211-(2-1-0=4-1-1=2
6 =VaT11 =6 | =va+iTi=v6

Aplicamos la férmula del angulo entre plano y recta.

g7

1 1
— =90°—arccos|—|=90°-70,53°=19,47°
Jo6 3 [3]

K N

€0S(90 — o) ===
ul-|r

46. Pagina 154

a) Hallamos el vector director de la recta y el vector normal al plano, sus médulos y su producto escalar.

0=(12-"—d=1+4+1=+6
TX—2y+37=8—1=(1-23)—|i|=V1+4+9 =14

U-i=(12-1-(1-23)=1-4-3=-6

<y
S

cos(90—a)=

:%6 —>u=90°—arccos[ ]=90°—49,11°=40,89°

3
V21

<y
S
S
S
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b) U= (2,2,~4) i =4+ 4+16 =26
T X=3y-z=6—n=(1-3,-1)— ‘n‘ J1H9+1=v11

N=(22-4)(1-3-1)=2-6+4=0

‘Uﬁ‘ 0

€0S(90—a)= =————a=90°-arccos(0)=90°—-90°=0°

(B0=)= 1 = 2w © ©)
x+2y—3z=8] =N

TSRO SR S, (101) = o] =V1+1+1=3
“xXky+z=4f

TI2X+2y+27=-3—11=(222)—[i|=Vi+4+4=23

=(111)-(222)=2+2+2=6

<y
S

6
2433

€0S(90—a) = — a=90°—arccos(1)=90° — 0° = 90°

[y}

3

47. Pagina 154
Hallamos el vector director de la recta y el vector normal al plano, y sus médulos.

%:—zqﬁz(lm,—ﬂq‘ﬁ‘=J1+m2+1 =Jm’ +2

r-xXx=

7 X=7z=0-0=(10,~1) =i =V1+0+1=+2
Calculamos el producto escalar y los médulos de dichos vectores.
fi=(1,m-"-(10,~1)=1+041=2

Aplicamos la férmula del angulo entre plano y recta.

cos(90—a) ‘U n‘ 2
R e e T S RPN
1 2 m? 42 2 (m*+2)—m
cos(‘?O—&lO):cos(éO):E

48. Pagina 154
Hallamos la recta interseccidn de los planos.

y+22=0j [y—

0
31720 . Los planos se cortan en el eje OX, entonces ambos planos contienen dicho eje.

z=0"

Hallamos los vectores normales a ambos planos, el producto escalar de ambos y los médulos de dichos
vectores.

™Y +22=0—n=(0,12)—|f|=V0+1+4 =5 7,13y +2=0-1,=(0,3,1) - [,| =0+ 9+1=+10

=(0,12)-(0,3,1)=0+4+3+2=5

1
1

N

| 5

Aplicamos la férmula del dngulo entre dos planos: cosa = ‘ !

—i—wx—arccos L =45°
-5 = iR

=

&
3
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49. Pagina 154

a) Hallamos los vectores normales a ambos planos, el producto escalar de ambos y los médulos de dichos
vectores.

ai2X—y+37=-9—n=(2-13)=|f|=VA+1+9 =14
B:2x—2y—2z2=19—n, =(2,—2,—2)q‘ﬁ2‘:1/4+4+4 =23
A7y =(2,-13)-(2-2,-2) =4 +2—6=0

Aplicamos la férmula del dngulo entre dos planos.

=i
S

‘ 0
= =0 =arccos(0)=90°
n‘ \/_ 23 - ( )

\ﬁ
b) ai—X+5y+37=—-1—n=(-153)—i| =1+ 25+9 =35
B13X+5y+72=9—n,=(3,57)—|f,|=9+25+49 =83

A7l = (—1,5,3)-(3,5,7) = —3+25+21=43

Aplicamos la férmula del angulo entre dos planos.

-7

43 43
i I & N =arccos|——|=237,08°
7] VB3 " [J2905]

COSau=

Z

C) a1—4X+12y —287 =—13 = N, = (—4,12,—28) —|fi| =16+ 144 + 784 = /944
X=-2+t+3s X+2 y-2 z-1

Bily=2-2t+s t—| 1 -2 —1|=x-3y+77+1=0-n,=(1-37) = || =V1+9+49 =59
zZ=1-t 3 1 0

A, 7, = (—4,12,-28)-(1,-3,7) = —4 - 36 — 196 = 236
Aplicamos la férmula del dngulo entre dos planos.

‘ﬁfﬁz‘ _ 236 _ Mo
ﬁﬂHﬁz‘_\/m.\/@_m_arccosm)_o

COSOL:‘

50. Pagina 154

Estudiamos la posicién relativa entre ambas rectas.

X=—=1+2\ P(~113)
r:X;1=VT_1=3—ZHr:XT+1=yT_1=Z—_13Hy=1+4>\ —
ozo3 i=(24-1)
X=2-3t
x+3y:2} y i0(2,0,5)
= —
2y +7= V=(-31—
y+z=5] " _. | lV=(-31-2)
PO=(3,-12)
2 4 24
M:[ 3 1_2] M*=[-3 1 -2
a a 3 -1 2
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- 2 4 -1
3 1 =12=0—Rango(M)=2 -3 1 —-2=0—Rango(M*)=2
3 -1 2

Rango(M)=Rango(M *)=2 — Las rectas son secantes.

Calculamos el punto de interseccion.
2-3t=—1+2\ »

t=1+4x —>{ :O—>R(—1,1,3)
5-2t=3-X\

Hallamos el dngulo que forman.

= (24,0 =i =VA+16+1=21 -31-2)=|V|=Vo+1+4 =14
U-V=(2,4,-1)(-31-2)=-6+4+2=0
COSOLI‘U.V‘I 0 =0—a=arccos(0)=90°
dl- v v2na

51. Pagina 154

Estudiamos la posicién relativa entre ambas rectas.

F2=X3+XN1+XN) =Y =3+ {—
Z=1+X

-

X=2=X" 1pa3)
G=(-111)

: —y=5-t;—
X—-z+1=0 y

—t
S,x+y_5:o} X [0(0,5,1)
Z=1+t

-2 2 0

-1 1 1
=2=0—Rango(M)=2 1 -1 1|=0—Rango(M*)=2

‘1
-2 2 0

—1 1‘
Rango(M)=Rango(M *)=2 — Las rectas son secantes.

Calculamos el punto de interseccion.

t=2-x
t=1

5-t=3+X —>l>\_1—>R(1,4,2)

T+t=1+X) n

Hallamos el dngulo que forman.

111 =i =V1+1+1=3 V=(1-11)=[7|=V1+1+1=+3

Uv=(=111-(1-11==-1-1+1=-1

:—:l—>04 arccos[] 70,53°
3 3
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52. Pagina 154

Estudiamos la posicién relativa entre ambas rectas.

X=-1
r.x+y+z+3=o} oot {P(—l—zo)
X=y-z-1=0] °~ _, U=(0,-11)
X=-="14+2X\ 0(=1-1m)
SI(=T4H20,=T4+NM=2XN) =y =—14+X [ —1,
z=m-2n] V=172
PO =(0,1,m)
0 -1 1
m=[0 M¥=]2 1 -2
21 -2 - N
0O 1 m
0 -1
=2=0—Rango(M)=2
2 1
0 -1 1
Queremos Rango(M*)=2—2 1 —2=2m+2=0—-m=-1.
0 1 m

Para m=—1—Rango(M)=Rango(M*) =2 — Las rectas son secantes.

Calculamos el punto de interseccion.

—14+2x=—1

t=—1
—I4x=—2-t _’{x—o —R(=1,-1-1)
—1-2x=t N

Hallamos el angulo que forman.
0=(0,-17) =i =O+1+1=+2
V=(21-2)—V|=Va+1+4=3
U-Vv=(0,-11-(21-2)=0-1-2=-3

[}
<4

3 1
=—=—a=4alrccos

e &

COSau= e
v

Cy

|-as

53. Pagina 154

a) Estudiamos la posicién relativa entre ambas rectas.

X==2%U(p(_2,4m) X=X 10(0,0,0)
rry=4—-t t+—{, SX=Y=Z—=Y=\{—1_
PO =(2,~4,~m)
1 1o 1 -1 =2
M= M*=[1 1 1
11 1

2 -4 —-m
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m=7—Rango(M*)=

2
=2=0—Rango(M)=2 1T 1 1|==2m+14=0-m=7—
1 m=7—Rango(M*)=3

1T -1 =2
o
2 -4 —m

Para m=7—Rango(M)=Rango(M *)=2 — Las rectas son secantes.

Para m=7 — 2=Rango(M)=Rango(M*)=3— Las rectas se cruzan en el espacio.

b) Calculamos el punto de interseccidn.

N=-2+t
=3
N=d-t [—1 TSRO

N=7-2t

Hallamos el dngulo que forman.

02(1,_1,_2)%0\:@:% V=(110) =7 =Vt 1+ 1=+3

P

0-V=(1-1-2)-(110=1-1-2=-2

<y
<i

2 __ 2
V3632

COSa=

2
— a=alCCos|—~= :61,870
“ [3&]

<

V\
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a) Estudiamos la posicion relativa.

r:

w| x>

2y 5X—6y =0
5 X+3z=0

5 -6 0 5 -6 0 O
M={1 0 3 M*=|1 0 3 O
1T 2 12 -1-9

5 -6 0
1 0 3|=-54=0-—Rango(M)=Rango(M*)=3— Larectay el plano son secantes.
1T 2 -1

b) Hallamos el angulo que forman.

r:i=2—y=—2—>U=[3,§,—1]=(6,5,—2)
35 2

TX+2Y—Z-9=0—1=(12-1)

Calculamos el producto escalar y los médulos de dichos vectores.
0-i=(65-2)-(12-1=6+10+2=18  |i|=+/36+25+4 =65 A|=Vi+a+1=+6
Aplicamos la férmula del angulo entre plano y recta.

G-Al 18 18

)=l Vs 6~ %

€0S(90— —>0¢=9O°—8/’CCOS[ ]=90°—24,29°=65,7‘l°

18
390
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55. Pagina 154

a) A(1,—10)er sial sustituir las coordenadas en las ecuaciones, se cumplen las igualdades.

X—=2y+z-3=0 A(1,-10)er 1_2'(_1)"‘0_3:14'2_3:0 Acr
3X+y—-z+4=0 =314+ (-1)-0+4=-3-1+4=0

b) A(l-10)en—ax+y—2z-1=0—"9 a4 (-1)-2.0-1=0—a=2—7:2X+y —2Z—1=0
Hallamos el dngulo que forman.
X=1—t
5
X-2y+z-3=0 R
r: y+ —>y:—1+gt Hu:[—l,gﬂ]:(—lZ,S)
—3X+y—-74+4=0 5 5'5
z=t
T2X+Y—-22-1=0—1=(2,1-2)
Calculamos el producto escalar y los médulos de dichos vectores.
U-fi=(-125)-(21,-2)=-2+2-10=-10 i|=1+4+25=30 A|=va+1+4=3
Aplicamos la férmula del angulo entre plano y recta.

@A 0 10
COS(QO_Q)_\U‘~‘ﬁ‘_@~3_3@

10
—90°— arccos| — 2| = 90°—52,51° = 37,49°
e [3#30]

56. Pagina 155

a) Estudiamos la posicion relativa.

\ X—1 z—a X-4y-1=0
r14+2N=,8-3\| - —=2y =—— —
[+ 2 ] 2 y -3 —3x—-22+3+2a=0
1 -4 0
M=|-3 0 =2
1 2 a

1T -4 0 -1
M*={-3 0 -2 3+2a
1T 2 a =2

1 -4 a0 a=1-Rango(M)=2
=12=0 |-3 0 -2/=-12a+12—
-3 0 1 2 a a=1—Rango(M)=3

Para a==1— Rango(M)=Rango(M*)=3— La recta y el plano son secantes.

17 -4 0 -1
Para a=1-M*=|-3 0 -2 5 |—=*% ,Rango(M*)=Rango(M)=2
172 1 =2

La recta esta contenida en el plano.
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b) Hallamos el angulo que forman.

f:[1+2>\,%,73>\]*>lj=

2,%,—3]:(4,1,—6) mX+2y—2=0—1=(12,0)

Calculamos el producto escalar y los médulos de dichos vectores.

0-Ai=(41-6)-(120)=4+2=6  |i|=+16+1+36=+53 A|=v1+4+0=5
Aplicamos la férmula del angulo entre plano y recta.
u-n
cos(90—a)= ‘ﬁ J - b __ 5 :9O°—arccos[L]= 90°—68,37°=21,63°
G|~ 53-5 /265 /265

c) El plano que buscamos tiene como vectores directores el vector normal al plano y el vector director de la
recta, y pasa por cualquier punto de la recta.

P(1,0,7) X=1y z-1
' lj=(4,1,76)~> 4 1 —6|=13x-10y+72-20=0—7":13x-10y +72—-20=0
n

_ (1,2,1) 1 2 1

— P ¢ r porque no se cumplen las igualdades.

X 7 X-3Y=0] ,u0 [2-30=2=0
3 1 x+43z=0 2-3.0=2=0

RIX+Y—7-5=0—L29 ;94 04+0-5=-3=0—P¢x porque no se cumple la igualdad.

b) Estudiamos la posicidn relativa.

X z Xx=3y=0
ri=y==-_
3 -1 Xx+43z=0
17 -3 0 17 -3 0 O
M= 0 3 M*=|1 0 3 O
11 1 1 -1-5
17 -3 0

1 0 3|=-15=0—Rango(M)=Rango(M*)=3— Larectay el plano son secantes.
T 1 -1
Hallamos el punto de corte entre recta y plano.

X—3y=0
X+3z=0 —0(3,1,-1)
X+y—-2-5=0

Hallamos el angulo que forman.

r:g:y:%—ﬂ:(&l—ﬂ TX+Y-2-5=0—n=(11-1)

Calculamos el producto escalar y los médulos de dichos vectores.

0-A=(31-"-(11,-1)=3+1+1=5 i|=o+1+1=11 Al=1+1+1=+3

Aplicamos la férmula del angulo entre plano y recta.

- -

5 5 5
€0S(90 — ) = =7 = =—— — a=90°—48rcCos — = 90°—29,49°= 60, 5°
‘UH”‘ 1143 433 V33
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c) El plano que contiene a la rectar y al punto P, tiene como vectores directores el vector director de la
recta y el vector que va de un punto de la recta al punto P,y pasa por P.

X z
r==y=——R(0,0,0
3 Y -1 ( )

P(2,0,0) X-2 vy z
' 0=(3,'|,—']) —| 3 1 —1=2y+272=0—7":Xx+2=0
PO=(-200) |2 0 0
Calculamos el dngulo entre ©y «’.
TX+Y—-z-5=0—n=(11-1)
ix+z=0-0"=(101)
- =(11,-1-(10,1)=1-1=0

/|

,‘

=7

3

COSau=

=0—a=arccos(0)=90°

S
3!

58. Pagina 155

Estudiamos la posicidn relativa de los tres planos.

a 1 2 a 1 21
M=|-2 a 5 M*=|-2 a 5 1
4 -1 a 4 -1 a =2

Los planos se cortan dos a dos cuando 2 =Rango(M)==Rango(M *)=3y no hay dos planos paralelos.

a 1 2 -3 1 1
Rango(M)=2—|-2 a b5=a'-a+24=0—-a=-3—|-2 -3 1|=-7=0—Rango(M*)=3
4 -1 4 4 -1 =2

El Unico valor que cumple estoes a=-3.

™ =3X+Y +27+1=0— /i, =(-3,1.2) = |ii| =14
T, 1—2X =3y +57+1=0— 1, =(-2,-3,5) - |1}, =38
314X~y =32 -2=0— i, = (4,-1-3) —|fi,| =26

Calculamos el angulo entre =,y =, .

1
1

'Z—L—i—m—arccos[ 13 ]—5569"
7| V14-4/38 24133 2133)

—

f-n,=(-312)-(-2-35)=13  coSa=

Calculamos el angulo entre =,y =, .

1
1

. ‘1' 3‘ 19

-y =(-3,12)-(4,-1-3)=-19 coSa = AT :m:%—»azarccos[%]:am“
1 3

Calculamos el angulo entre =,y =, .

1

i 20 10 ﬁa—arccos[—m ]—50 48°
J38.\26 247 N247)

—

MMy =(=2,-3,5)-(4,—1,—-3)=—-20 coSa =

1)

,
A 14
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59. Pagina 155

a) Primero. Hallamos la ecuacién del plano perpendicular al eje que pasa por el punto P .

y=0

OX }4 i =(1,0,0)

fi=0=(10,0)—mXx+D=0 TX+D=0—"8® 34D=0-D=-3-7:X-3=0

Segundo. Calculamos el punto de corte entre la recta y el plano que hemos hallado, y ese sera la
proyeccion ortogonal.

x=0]
b) O O}qu_(o,mo)

fi=0=(010)—my+D=0 my+D=0—8% 14 pD=0—-D=-15xy—1=0
x=0

y—1=0!—0(0,1,0)

z=0

x=0 .
/. — U= 1
oz O] i=(0,0,1)

N=0=(001)—mn:z+D=0 T Z+D=0—"%9 .54 D=0-D=-5-7y-5=0
Xx=0

y=0 |—-0(0,0,5)

z-5=0

La proyeccién ortogonal de un punto sobre uno de los ejes es un punto que tiene la coordenada
correspondiente al eje igual a la del punto dado, y resto de coordenadas nulas.

60. Pagina 155
a) Primero. Hallamos la ecuacién del plano perpendicular a la recta r que pasa por el puntoP.

_ X _y z-3 X+y=0 -
r.(x,—x,3+x)—»7:_—1:7—>X_Z+3:O]—>U:(1—11)

n=l0=(1-1)—n:x-y+z+D=0

®X—Y4+24+4D=0—"L22 2 _2404D=0-D=0—m:X-y+2=0

Segundo. Calculamos el punto de corte entre la recta y el plano que hemos hallado, y ese sera la
proyeccion ortogonal.

X+y=0
X—24+3=0;{—0(-112)
X-y+z=0
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_ _ 2X — 7=
b) r:X_1:y_3:_Z X 3y+ 0

i=(32-1
3 2 T X+32-1=0 }_’ (3.2

n=0=(32-1)—mn:3x+2y—z+D=0

73X 42y —Z74D=0—22 346 14D=0-D=-2—7:3X+2y—7-2=0

2X—3y+7=0
X+37-1=0 _>o[_1 21]
3X+2y—-2-2=0

2X—y=6 X=—1-t
or: Tl Ly =g ot L i=(=1-21
) x+z=—1] Z—t ( )

—

N=l0=(-1-21—>mn—Xx-2y+z+D=0

1
ﬁ:—X—2y+Z+D:OM>O—1+O+D:O—>D:1—>W:X+2y—z—1=0

2X—y =6
X+Z=-1 —0(2,-2,-3)
X+2y—-z-1=0

X =10-3t
d) riy=2t —1=(-320)
z7=-5

ﬁ:U:(—3,2,0)—>7v1—3X+2y+D:O

(-3,0,1

I =3X4+2y+D=0—22 94 04D=0-D=-9—-7:3x—-2y—-9=0

2X+3y—-20=0
z=-5 —>O[

67 42 5]
3x=2y—-9=0

13'13"

61. Pagina 155

a) Primero. Hallamos la ecuacidn de la recta perpendicular al plano = que pasa por el puntoP.

TX+Y+2-3=0—1=(111)

- =7 -

- P(337) X-3 y-3 z-1
ld=d=(117 1 1 1

Segundo. Calculamos la proyeccién ortogonal como el punto de corte entre el plano y la recta que hemos
hallado.

X—-3=y-3=7z-1 0[55 1]
X+y+z-3=0 3’3" 3

b)n:—3x+2y—4z-25=0—171=(-3,2,—4)

1 X=1 2y+1 z
P|1,—=.0 - A T _ L
r: [ 2] _,X_;:%Zi -3 4 _4 _,0[_2'%’_4]
U=i=(-32-4) B —3Xx+2y—47-25=0
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X=X Xy zZ+11
c)n:y=0 -1 0 =2 =O—>ﬂ22x—3y+Z+11=0—>ﬁ=(2,—3,1)
Z=33-11-2X\ 0 1 3

P(2,0,-1) X=2 'y z+1 X=2_y _z4]

0 -z -
I NSl A 2 -3 1 {—0(03-2)
i=n=(2-31m 2 -3 1 2X =3y +24+11=0

62. Pagina 155

a) Primero. Hallamos la ecuacién de la recta perpendicular al plano = que pasa por el punto P .

OXYEWIZ=0—>ﬁ=(0,0,1)

P( 14,-3) X:j
SIAS Ly
=n=(0,0,1) P~

Segundo. Calculamos la proyeccién ortogonal como el punto de corte entre el plano y la recta que hemos
hallado.

X=-1
y=4
Z=-3+t
z=0

—Q(~14,0)

b)OXZ==:y =0-1=(0,10)

P(-14-3)  X=

rei. . —y =4+t
U=n=(0,10) -3
=-1

y=4+t

,_ g [—0(=10-3)

y=0

c)OYZ==:x=0—1=(10,0)

p(—14,-3) K=t

ri. o —y=4
i=n=(100) _ 4
X=—1+t
y=4
—Q(0,4,—
z7=-3 ©0.4-3)
Xx=0

La proyeccién ortogonal de un punto sobre uno de los planos coordenados es un punto con las
coordenadas correspondientes al plano, iguales a la del punto dado, y la tercera coordenada nula.
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63. P4gina 155

La proyeccién ortogonal debe estar contenida en el plano. Comprobamos si los puntos dados lo estan.
TIX4+y—z7-3=0—2240 , 144_3=0
TX+y—z-3=0—2=" ,0_1-2_-3=_6=0—B no puede ser la proyeccién ortogonal.

TX4+y—7-3=0—929 ,5241_0-3=0

El vector que une el punto y su proyeccién ortogonal debe ser perpendicular al plano, y por tanto, paralelo
a su vector normal.

TX+Y—7-3=0—n=(11-1
AP =(10,1)—(~14,0)=(2,—4,1) — AP = N
CP=(10,1—(21,0)=(-1,-11)— CP =(-1)ii

El punto que es proyeccién ortogonal de P sobre w es C(2,1,0).

64. Pagina 155
a) Primero. Hallamos el vector director de la recta, el vector normal al plano y un punto de la recta.

P(—1-15)

Fo2x—=1-1T4+X5-X N
( )= U=(21-1

T=X+2y—-3Z+1=0—1=(-12-3)

Segundo. Calculamos el plano ©’ que contiene a la rectar y es perpendiculara = .

P(=1-15) X+1 y+1 z-5
0= (2,1-1) 2 1 —1|==X+7y+52-19—x':x-7y-52+19=0
n=(-12-3) -1 2 3

Tercero. Calculamos el corte de los dos planos ny =, que es la recta s buscada.

x=9-31x
5
—X+2Y—32+1=0
i - —>s:y:4—§>\
X—7Y—52+19=0 5

Z=X

3-z x y-2 z-3 [P(023)
—_— = = N
3 -3 1 -3 U=(-31-3)

X
b)ri—=y—-2=
)=y

miX—3y—22+5=0—1=(1-3,-2)

P(0,2,3) X y-2 z-3
wjl0=(-31-3) -3 1 3 |=—1X-9y+8Z2—-6—7":=11Xx-9y+82-6=0
i=(1-3-2) T -3 2
3
X=—=+X
2+
X—-3y—22+5=0
Y + —>5:y:Z—l>\
—1MIx-9y+8z—-6=0 6 3
Z=X
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P(-10.4) X+1y z-4
' lj=(3,‘l,2) 3 1 2 |=-3x—y+52-23—7':-3x-y+52-23=0
i=(-21-1) -2 1
19 4
X=—-Z4+2x
5+5
—2X+Y—Z+4=
+Y-Z+4=0 | . 58 13,
—3x—-y+52-23=0 5 5

Z=X\

_ P(1,-3,0
d)r'X 1_y_+3_z_)l ( )

-2 2 i=(-2271)

74X —8y —27-7=0—N=(4,-4,~2)

P(1-3,0) x=1 y+3 z
ol =(-2,2,1) -2 2 1|=0
fi=(4,-4,-2) 4 -4 -2

La recta y el plano son perpendiculares y, por tanto, la proyeccion ortogonal de la recta sobre el plano
sera un punto: el punto de interseccién entre ambos.

x—1:y+3:

2 2 —>O[o,—2,%]
4x -4y —27-7=0

65. Pagina 155

a) Primero. Hallamos el vector director de la recta, el vector normal al plano y un punto de la recta.

_ P(1,0,0)
r.('l—)\,>\,—2)\)—> L_]:(—’I : _2)

OXY =mr:z=0-1=(0,0,1)

Segundo. Calculamos el plano =’ que contiene a la rectar y es perpendiculara = .

P(1.0,0) x-1y z
il =(-11-2) -1 1 =2=x+y-1-7n"1x+y-1=0
fi=(0,0,1) 0 0 1

Tercero. Calculamos el corte de los dos planos ny =, que es la recta s buscada.

X=1-X
z=0 ] TN
X+y—-1=0 U

Yy z=0
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P(1,0,0)

b)r:(1=XX\—-2\)— = (-11-2)

OXZ=m:y=0—1=(0,10)

P(1,0,0) x-1vy z
'l =(-11-2) -1 1 -2=2x—z-2—>7":2x-7z-2=0
fi=(0,1,0) 0 10
x=1+%x
y=0
s:y=0
2)(—2—270}—> /

P(1,0,0)

) ri(1=XX\=2x\)— 'U— (11-2)

OYZEWIXzO—>ﬁZ('|,O,O)

P(1,0,0) x-1y z
=(-11-2) -1 1 2=-2y—zZ—7':-2y—-z=0

66. Pagina 155
Primero. Hallamos el vector director de la recta, el vector normal al plano y un punto de la recta.

X=X\
Eje OX: OX=r:y=0}—
z=0

P(0,0,0)
i=(10,0)

TX—y—-Z+9=0—n=(1-1-1)

Segundo. Calculamos el plano ' que contiene a la rectar y es perpendiculara = .

P(0,0,0) Xy z

w'110=(10,0) 1 0 Ol=y—-z—7:y—2z=0
n 1
n

Tercero. Calculamos el corte de los dos planos ©y =, que es la recta s buscada.

X==94+2X\
y-z=0 J»—>S'y—>\
X—yY—7+9=0 o

y * Z=X
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. X=01" 1p(0,0,0)
Eje OY: OY=r.y=X\t—

S_ol l@=(010)
P(0,0,0) X y z
w110 =(0,1,0) 0 1 0|l=—x-Z—7':x4+2=0
i=(1-1-1 T -1
=\
X+z=0
X-y—-z+9=0 TSy =92
N Z=X

x=0 lmqqm

S| l6=(007)
P(0,0,0) Xy z
w110 =(0,0,1) 0 0 1=x4y—rx+y=0
i=(1-1-1) T -1 -1
9 1
X=—Z4=X
2+2
X =0
+y PN
X—Y—7Z+9=0 2 2
Z=X\

67. Pagina 155

a) Primero. Hallamos la ecuacién de la recta perpendicular al plano = que pasa por el punto P .

TX—y+2Z4+1=0—1=(1-12)

X=2+X
|P(2,1,-5) X—=2 y-1 z4+5 X+y-3=0
s YT 17T T T 2 Tawez-9=0
U=n=(1-12) PN =

Segundo. Calculamos la proyeccién ortogonal como el punto de corte entre el plano y la recta que hemos
hallado.

X+y—-3=0
2X-z-9=0 _’O[%'_%'_g]
X—-y+2z+1=0

b) Primero. Hallamos el vector director de la recta y un punto de la recta.

z [R(3=10)
T i=(231)

P X=3
2

y+1
3

Segundo. Calculamos el plano ' que contiene a la recta r y es perpendiculara «.

P(3,-1,0) X=3 y+1 z
w10 =(231) 2 3 =7x-3y—-5z7-24 -« 7x -3y —-57-24=0
fi=(1-12) o102
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Tercero. Calculamos el corte de los dos planos ny =, que es la recta s buscada.

_24_31'
4 4
X—=y+2Z+1=0
g y—g+—t
7X—3y—57-24=0[ 4

68. Pagina 155

a) Primero. Hallamos la ecuacién de la recta perpendicular al plano « que pasa por el punto P.

TX+Y—4Z+7=0—01=(11-4)

X=3+X
. ( 20yl X8 yH2 zo1 Xy=5=0
(1 4) S 1 1 —4 —4x—-7z+13=0

Segundo. Calculamos la proyeccién ortogonal como el punto de corte entre el plano y la recta que hemos

hallado.

X—y=5=0 25 20 17

_4X—7413=0 2 2V
+ _’0[9 9 9]

X+y—4z+7=0

b) Primero. Hallamos la ecuacién del plano perpendicular a la recta r que pasa por el puntoP.

r'XZZ} X=2 1(03)

3 —y=tt=1] i=0=(0,10)—x":y+D=0

o3| li=(010)

iy +D=0—E2) , 24D-—0-D=2—7"1y+2=0

Segundo. Calculamos el punto de corte entre la recta y el plano que hemos hallado, y ese sera la
proyeccion ortogonal.

X=2
7=3 1—M(2-23)
y+2=0

c) Primero. Calculamos el plano ©” que contiene a la rectar y es perpendiculara .

R(2,0,3) X-2 y z-3
w10 =(0,1,0) 0 1 0 |=-4x-—Z+1M—a"14x+2-11=0
i=(11-4) T 1 4

Segundo. Calculamos el corte de los dos planos ©y ©”, que es la recta s buscada.

11 1

X=——t
4 4
x+y—42+7:0}_> 'y——§+zt
4X+7-11=0 ' 44
zZ=t
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69. P4gina 156

a) Primero. Hallamos la proyeccién ortogonal del punto sobre el eje.

_0 X=X\
oxX=r:" }—>y:0 —10=(10,0)
z=0
z=0
ﬁ=(1,0,0)
—7m.X+2=0
P(-2.31)

Segundo. Calculamos el simétrico del punto respecto de la proyeccion.

-2+p, 3+p, 1+p /
—-2,0,0)= 1 2 B\, p(—2,-3,—1
(-2,0,0)=[ 52 202 LB -3, -)
x=0 x=0
b)ov=r:" }—>y=x —1=(0,10)
z=0
z=0
n=(0,10)
P(=2,3,1)

]—»w:y—3—0
—Q(0,3,0)

“24P 34D, 14D oz g
Ty 3,

(0,3,0)= [

x=0

c) oz;rzxzo}qyzo —1=(0,0,1
y=0
Z=X\

0,00 = [_2“’1 Shdoy ”2”3 ~P'2,-31

2 2

El punto simétrico de un punto respecto de los ejes de coordenadas es un punto con la coordenada
correspondiente al eje igual a la del punto dado, y las otras dos, cambiadas de signo respecto al punto

original.
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70. Pagina 156

a) Primero. Hallamos la proyeccidn ortogonal del punto sobre la recta.

X==2x|1 X _ Y+ [ po,-12)
F(=2\,~1+X\2) >y =—1+X\t — =2 1 —>{ﬁ
2:2 2:2 U:(—2,1,0)

n=(=2100—m:—2X+y+D=0

P(—1,2,3)%2+2+D=0_>D=—4} y

X y+1

2 1
z=2 —0(=2,0,2)

—2X+y—4=0

Segundo. Calculamos el simétrico del punto respecto de la proyeccion.

(=2,0,2) = | =1L 240, 34D, ] L P(3-2)
2 2 2

b) Hallamos la proyeccién ortogonal del punto sobre la recta.

X+2 y-1
_ = P(—=2,1,6)
SN T q{q
- ;r _, 4 li=@-31

N=02,-3,0)—m:2Xx-3y+z+D=0

—Tm2X—-3y+7—-6=0
P(O,—Z,O)M0+6+0+D=O—>D:_6} y

2X-3y+z-6=0

Calculamos el simétrico del punto respecto de la proyeccion.

[—1,—1,5] :[O+p1 ,=2%P. 0+, ] — P'(=2,113)
2'2 2 T 2 2

c) Hallamos la proyeccién ortogonal del punto sobre la recta.

X=—Z+3\ [_E_W ]

X—2y=28 ! !

. y —>y:_£+1)\ 3 3
“2X+y+Z=1 3°3 -2 013
7=\ = §,§, =\,

n=213)—>®:2X+y+32+D=0

—mi2X+y+32-39=0
P(—1,2,13)M>—2+2+39+D:O—>D:—39} Y

X—2y=8
“2X4+y+z=1 —=04,-2,1
2X+Yy+327-39=0

Calculamos el simétrico: (4,—2,11) = —1+py 2+pz,13+p3]—>:°'(9,—6,9)

2 2 2
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d) Hallamos la proyeccion ortogonal del punto sobre la recta.

X=1-2X x-1_y-3
_ _ = P(1,3,—1)
FrA—2N3 420 —1-N sy =34 X Y=3 _ZzH -2 2 )
-2 2 -1 X—=1_ Z+1 U=(=2,2,—-1
Z=-1-X Sl 2,
2
N=(-22-0—m:—2X+2y—zZ+D=0
—A4X+4y —27+1=0
P[2,2’l _weyezoo g0 Vo p_gp [T y
2 2 2
X-1_ y-3
-2 2
X—=1_Z+1 O[@E_l]
-2 1 9'9" 18

—4X+4y —27+1=0

Calculamos el simétrico del punto respecto de la proyeccion.

]
[@ 16 _l]: 24p, 24p, 5P _}P.[zz 14 23]

2 2 "2 99" 18
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a) Primero. Calculamos la proyeccién ortogonal del punto sobre el plano.

OXY=n:z=0—-1=(0,0,

P(2,-1,0) X=2
r:{ﬂ . —y=-1
G=i=007 ,_,
X=2
y =1t —0@2,-10)
7=0

Segundo. Calculamos el simétrico del punto respecto a la proyeccién.

<2,—1,0)=[2+pm‘”’°2 LR 2,10

2 2

b) OXZ=m:y=0—1=(0,1,0)

P(2,—1,0) X=2
r:{ﬂ . —Y=—1+X
i=i=010 _,

X=2
y =0t —0(2,0,0)
z=0

(2,000 = —P'(2,1,0)

2+D1 —1+D2 O+D3
2 "2 "2
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c) OYZ=mn:x=0—1=(10,0)

X=24+X
—yv=-1

=0

] - —

(P2-10)
uU=n=(,0,0)

24+p, =14+p, 0+p, p!

0,-10)= . . -2,-10
( ) > > > |~ ( )

El punto simétrico de un punto respecto de los planos coordenados es un punto con las coordenadas
correspondientes al plano iguales a las del punto dado, y la otra, cambiada de signo respecto al punto
original.
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Primero. Hallamos la proyeccidn ortogonal del punto sobre la recta.

7-3 lP(—'I,Z,?))

rxX41=y—2= .
/ 4 li=014

Nn=014)—-rn:X+y+4z+D=0

X4y +424D=0 . _ —mX+y+4z-7=0
P(1,2,1) 224020112444 D=0—-D=-7

X+1=y-2
z-3 455
X+1=22 —Ql-222
= O[ 3'3 3]
X+y+4z-7=0

Segundo. Calculamos el simétrico del punto respecto de la proyeccion.

[_EEEHﬂ 2+4p, 1+p3]4,3, 7
‘3’3 ' 3'3'3

3 22 "2

1147]
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a) Primero. Calculamos la proyeccién ortogonal del punto sobre el plano.
12X —Y—=52-12=0—f=(2,—1,-5)

_{P(1,0,1) Xx-1 y z-1

riy. N — =
i=fi=@2-1-5 2 -1 -5
X=1_y z-1
2 -1 5 ao[z,—%,_g]
2X—y—57-12=0

Segundo. Calculamos el simétrico del punto respecto a la proyeccién.

[2’_1'_§]:[1+p1,0+p2’1+/33]ﬁp,(3'_1'_4)
22 2 2 2
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b) Primero. Calculamos la proyeccion ortogonal del punto sobre el plano.

T:3X+2y—38=0—1=(3,2,0)

{P(— 1,1,0) X+1_y-1
ry, 2 — 3 2
u=n=@320 ,_j
X+1_y-1

32

z=0 ~.0,7.0)
3x+2y-38=0

Segundo. Calculamos el simétrico del punto respecto a la proyeccion.

—14+p 1+p, 0+p;
2 2

(8,7,0):[ —P'(17,13,0)

c) Primero. Calculamos la proyeccién ortogonal del punto sobre el plano.

=2y +57-23=0—1=(0,—2,5)

P[o,l,—1] x=0
r 2 —y—2)  z+1
U=n=(0,-2,5) -2 5
x=0
y__(VZ):Z_‘H —>O[O,—§,4]
) 5 2
—2y+5z-23=0

Segundo. Calculamos el simétrico del punto respecto a la proyeccion.

_ 0+p, (V2)+p, —1+p, —>PI[O 7 9]
2 2 2 2

[o,—§,4
2
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a) Primero. Tomamos dos puntos de la recta y calculamos sus simétricos respecto del plano.

X =2t
%:%—w:?:t — Dos puntos son: P(0,0,0)er y Q(2,3,-Ner

X
/’.E:
7=t

Hallamos las ecuaciones de dos rectas perpendiculares al plano, una que pase por cada uno de los dos
puntos.
OXY=m:z=0—-1=(0,0,1

U=n=(0,0,1 V=n=(0,0,7
: "7 —5:(0,0,0)+X(0,0,7) t: T t:(2,3,-1+B(0,0,1
P(0,0,0) 02,3,-1 ’

Calculamos la interseccidn entre las rectas obtenidas y el plano.

x=0 X=2

y:O 7 y:3 7
i — P'(0,0,0) 7o it —Q'(2,3,0)
z=0 z=0
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Segundo. Calculamos el simétrico de cada punto respecto a su proyeccion.

wxaqmzrigﬁqﬁpwqqm 0 (2,3,0)= |28 3+b 1+C)  onpgg

222 2 2 "2

Tercero. La recta buscada pasa por los dos puntos calculados.
_ lP”(0,0,0)

P03y 0 O0OTHEAD

b) Primero. Tomamos dos puntos de la recta: P(0,0,0)er y Q(2,3,-0er
Hallamos dos rectas perpendiculares al plano, que pasen por cada uno de los dos puntos.
OXZ=m:y=0—1n=(0,10)

—5:(0,0,0)+X(0,1,0) t:{" =1=010_ ;.53 915010

|d=n=(0,10)
02,3,—1

"|P(0,0,0)

Calculamos la interseccion entre las rectas obtenidas y el plano.

Xx=0 X=2
y=t , y =3+t ,

— P’(0,0,0 —Q'(2,0,—1
o[~ P10.00) RO EelCT R
y=0 y=0

Segundo. Calculamos el simétrico de cada punto respecto a su proyeccion.

abc

a 2+a 3+b —1+cC
2'2'2

2 2" 2

P’:(0,0,0):[ ]—>P”(0,0,0) Q:2,0-N= —0"2,-3,-7

Tercero. La recta buscada pasa por los dos puntos calculados.

lP/ '(0,0,0)

—@:(0,0,0)+p(2,-3,-7)

P"Q" = (2,-3,-1)
c) Primero. Tomamos dos puntos de la recta y calculamos sus simétricos respecto del plano.
P(0,0,0)er y Q@2,3,-Ner
Hallamos dos rectas perpendiculares al plano, una que pase por cada uno de los dos puntos.
OYZ =m:x=0-—1=(10,0)
U=1=(10,0) V =1i=(10,0)

: —5:(0,0,00+X(1,0,0) t: —1:(2,3,-048(1,0,0
S P0.0.0) s )+X(1,0,0) {0(2’3’1) ( )+6(1,0,0)

Calculamos la interseccion entre las rectas obtenidas y el plano.

X=t X=2+t
y=0 , y=3 ,

— P(0,0,0 —0'0,3,-1
o[~ P00 S_ 4 70037
x=0 x=0

Segundo. Calculamos el simétrico de cada punto respecto a su proyeccion.

g,g,g]ap"(o,o,m 0(0.3,_1)=|2t8 3+b —1HC) o o3 4

2 2 2

P’:(0,0,0):[

Tercero. La recta buscada pasa por los dos puntos calculados.

_ 'P”(0,0,0)

: W (231 —q:(0,0,0) +p(=2,3,-1
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75. Pagina 156
a) Primero. Tomamos dos puntos de la recta y calculamos sus simétricos respecto del plano.
r:(2x\,—1+X,5—X\) — Dos puntos son: P(0,—1,5)ery 0(2,0,4)er

Hallamos las ecuaciones de dos rectas perpendiculares al plano, una que pase por cada uno de los dos
puntos.
S_{u=n=(1,2,3)_) X y+1 z-5

: = =—"1-55:(0,—-15+X-=12-3)
P(0,—1,5) -1 2 -3 } ( (

Z4
-3

r\)\‘<

}—»t (2,0,4)+B(=12,-3)

L =ﬁ=(f1,2,73)_) X—2
0(2,0,4) 1

Calculamos la interseccion entre las rectas obtenidas y el plano.

X _y+1 X=2_y

-1 2 -1 2

X _2Zz-5 pr[ §EJ] x-2_z-4 . [EEE]
-1 =3 777 -1 -3 14°7 14
—X+2y—3z4+1=0 —X+2y—3z4+1=0

Segundo. Calculamos el simétrico de cada punto respecto a su proyeccién.

P"[,ggﬂ] [gﬂerc] P”[fﬁ 25 13
777 2" 2 "2

77" 7
2+a 0+b 4+cC

scrayr&gxr- /!
[2'2 2 )¢

SERIE
7

147714

'I 26 ’I'I]

Tercero. La recta buscada pasa por los dos puntos calculados.

P[22 1
' 1; 1 27 Hq:P%? 7%“(1712)
//O// 7 7] (17 1 2)

b) Primero. Tomamos dos puntos de la recta y calculamos sus simétricos respecto del plano.

r:%=y72=37TZH%=y72=Z—733H Dos puntos son: P(-3,3,00cr y Q3,1,6)er

Hallamos las ecuaciones de dos rectas perpendiculares al plano, una que pase por cada uno de los dos
puntos.

g Ju=n=0-3-2 x4+3 y-3_ 2z }Hs:(—3,3,0)+x(1,—3,—2)
P(=3,3,0) 1 -3 -2

Jv=n=0-3-2 x-3 y-1 276} _
' - =1 —-t:(3,16)+8(1,-3-2
{0(3,1,6) 1T 3 2 (3,1,6)+6( )

Calculamos la interseccion entre las rectas obtenidas y el plano.

X+3 y-3 X-3 y—1

1 =3 1 =3

X+3_ 7 Hp/[j,é,,q] X=3_2z-6 HQ/[ 1 ]
) 2'2 1 -2 2" 2
X—=3y—-2z+5=0 X—-3y—-2z+5=0
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Segundo. Calculamos el simétrico de cada punto respecto a su proyeccion.

P"[ 53 ]:[73+a 3+b ¢

=22 - Ry ]HP”(fZ,O,fZ)
2'2 2 22

34+a 1+b 6+cC

2 "2 "2

7 1)
o329

]—> Q"(4,-2,4)

Tercero. La recta buscada pasa por los dos puntos calculados.
[P"(-2.0,-2)

gy —q:(=2,0,—-2)+u(6,-2,6)
{P”O”—(é,—lé) ( i

c) Primero. Tomamos dos puntos de la recta y calculamos sus simétricos respecto del plano.

X+3y—1=0 X=—Tst
: y-1= }Hy:t — Dos puntos son: P(-10,4)er y Q21,6)er
YmIHA=0 g

Hallamos las ecuaciones de dos rectas perpendiculares al plano, una que pase por cada uno de los dos
puntos.

: ”:”:(*2'1'*”_,7“1:Z:L“‘}_>s:(_1,o,4)+x(—2,1,—1)
P(-10,4) 2 1

N St = }—»t:(2,1,6)+6(—2,1,—1)

pV=i=21-0 x-2_y-1_z-6
o6 -2 1

Calculamos la interseccion entre las rectas obtenidas y el plano.

X+1_ X=2_y-1

- 7 ) 1

X+1_z-4 ﬁp{_lﬁljé] X=2_2z-6 H01111§q
-2 -1 3 33 -2 -1 6
—2X+y—-Z+4=0 —2X+y-z+4=0

Segundo. Calculamos el simétrico de cada punto respecto a su proyeccién.

P,:[il 1 E]_[—Ha 0+b 4+CJHP”[1 2 14]

3" 33

’

2 2" 2

1

3" 3'3)

O"[J gg]: 2+a 1+b 6+cC —»O”[—ﬂ§ E]
3766 22" 2 3'3"3

Tercero. La recta buscada pasa por los dos puntos calculados.

HJ_EE]
] 37373 q-[l _2 E]+u(751071)
o —(-230 N 510,-1 2o
33" 3

d) Primero. Tomamos dos puntos de la recta y calculamos sus simétricos respecto del plano.

X=1-2t
r:X—_;:%H:zHy:—SJFZt — Dos puntos son: P(1,-3,0)er y Q(=1,-10er.
- z=t
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Hallamos las ecuaciones de dos rectas perpendiculares al plano, una que pase por cada uno de los dos

puntos.
s u=n=@-4-2 —>X—_1:y—+3:i} 5 5:(1,-3,0)+ N4, —4,-2)
P(1,—3,0) 4 4 2

A=,—4,-2) _ Xx+1_y+1 ;4} .
‘ —— = = (== +64,-4,-2
{0(1 1,7 4 1 (=1-11+B4,-4,-2)

Calculamos la interseccion entre las rectas obtenidas y el plano.

X=1_y+3 X+1_y+1
4 4 4 -4
x-1_2z . P/[o,_zl] X+1_z-1 eo'[o,—z,l]
4 -2 2 4 -2 2
4X—4y—-27-7=0 Ax—-4y-2z-7=0

Segundo. Calculamos el simétrico de cada punto respecto a su proyeccion.

1] [1+a —-3+b 0+c
2 2 2 2

P [o -2, , ] P (—1,—11)

O"[O—zl] [ 1+a —1+b 14cC
2 2 2 "2

~Q"(1-3,0)

Tercero. La recta buscada pasa por los dos puntos calculados.
P 11D +p2-2-1
R N —q.(=1,=110+pll,-2,—
P//O// — (2'_2'_1)
76. Pagina 156

X=t
Eje OX=r:y=0}—(t,0,0)
z=0

Primero. Tomamos dos puntos de la recta y calculamos sus simétricos respecto del plano.
Dos puntos son: P(0,0,0)er y Q(10,0 er

Hallamos las ecuaciones de dos rectas perpendiculares al plano, una que pase por cada uno de los dos

puntos.
G=f=1110 X=—y
: =\ — —5:(0,0,0) +X\(—1,11
hmam - y=2] 000D
zZ=x

V=fi=(111 P o

S At LV B y} — 110,00+ =117
0(1,0,0 sy | v=?

Calculamos la interseccion entre las rectas obtenidas y el plano.

X=—y X=1-y
T e
—X+y+2-2=0 —X+y+z-2=0
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Segundo. Calculamos el simétrico de cada punto respecto a su proyeccion.

pn[_é 4 i]

] v

P"[ 22 2]_[O+a 0+b 0+4cC

33322 2

00,17 = [7— —] 0"(~12.2)
Tercero. La recta buscada pasa por los dos puntos calculados.
//[__ 4 ﬂ]
333

// /i ZZ
P"Q [ 33] (1.2,2)

Wl

4 4 4
—q|-=,== 12,2
q [ 3 3]+u( )

wlé

Eje OYEr.yzt —(0,t,0) — Dos puntos del eje son: P(0,0,0)cryQ(0,1,0)er
z=0

Hallamos las ecuaciones de dos rectas perpendiculares al plano, una que pase por cada uno de los dos

puntos.
s U=n=E110 LT 6 0.0,0) 4 N-11)
P(0,0,0) y=z
7-x
V=0=(117 =P X=-Z
t LRV SN 10,100+ B(=1,11
00,10) o | y=rez

Calculamos la interseccidn entre las rectas obtenidas y el plano.

X=-y X=-Z
y=z —>P’[ g] y=1+2 _>o’[_
—X+y+z-2=0 —X+y+z-2=0

oolw
Wi
[SSHR

11]
3'3'3

Segundo. Calculamos el simétrico de cada punto respecto a su proyeccion.

P,,[_g 4 4]

P,,[ 22 2] [0+a 0+b 0+c
’ 3'3'3

3'3'3

2 "2 2

of 1 J]Z[w T4b w]éo//[_z 5
\ 3'3'3 2 2" 2 3'3'3

Tercero. La recta buscada pasa por los dos puntos calculados.

p//[_ﬂﬂﬂ]
3'3'3 4 4 4

: ST Miagieied WY R )
q g [ 33 3]+“( )

PG -

—_—

3,1,—3]=(2,1,—2)
33 3
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X=0
Eje OZ=r:y=0;—(0,0,t)— Dos puntos son: P(0,0,0)er y Q(0,0,)er
z=t

Hallamos las ecuaciones de dos rectas perpendiculares al plano, una que pase por cada uno de los dos

puntos.

s:[zggo(_1'1'1)—>y:)\ qxf;y]_>s:(o,o,0)+x(—1,1,1)
00,0 Ty
=i <P ——x

t:{"g( Wy _p —>y:1+ ]—>t:(0,0,1)+6(—1,1,1)
00,0, g V=Y

Calculamos la interseccidn entre las rectas obtenidas y el plano.

X=-y y=-X

[ 222 [ 114
y=z —P 333 z=1+y Y 333
—X+Yy+2-2=0 —X+Yy+2-2=0

Segundo. Calculamos el simétrico de cada punto respecto a su proyeccion.

P"[—g 2 g]:[o+a 04+b 0+cC —»P”[—é 4 4]
33’3

2 "2 "2 3'3'3

Q/-[_llé]:[wwu]ﬁou[_zzﬂ
’ 3’ 2 "2 "2 3'3'3

Tercero. La recta buscada pasa por los dos puntos calculados.

4 4 4
~qgl-z2Z 2,21
g [ 3'3 3] 8 )

77.Pagina 156

Hallamos el plano que pasa por el punto medio M del segmento PA y cuyo vector normal es PA .
PA=(-1-1a-3)—mi—X—y—(@-3z+D=0

a*-5

13 3+a
L) N g a-3)z— =0
[2,2, 5 ] T Y+ )

a=2—>W'Z—X—y—Z+%=O—>7r’22X+2y+2Z—'|=O

78. Pagina 156

Hallamos la proyeccidn ortogonal Q del punto P sobre el plano 77.
Hallamos la recta perpendicular a 77que pasa por P.

X=X
—ry=—243x
Z=X
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Calculamos la interseccion entre la recta y el plano.

X=X

Calculamos las coordenadas de P'(a,b,c).

117 =[Oﬁ,‘2+b ,M]emz,u)
2 2 2

La ecuacion que buscamos es:

R — 1 _
0=(1-10) 7-2=0

S_{P’(2,4,2) X-2_y-4 x+y—6=o]
7-2
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a) d(A,B)=\E\= =Jb+d+1=9=3u

(2,2,7)

b) d(A,B)=|AB|=13,~1,~2] =9 +1+4 =14

80. Pagina 156
Calculamos la longitud de sus lados.

d(A,B)=\E\= — 1149+ 25 =5J3u

(1,—7,5)

d(A,0)=|AC| =|(~4,~8,12)] =16+ 64+ 144 =414 u

d(6,C)=[BC|=|(-5,-17)

=25+14+49 =5,/3u

El triangulo tiene dos lados iguales y uno desigual, entonces es isdsceles.
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0(P.Q) = PG| =[(3,5,~2] = /38U
d(Q.R)=[OR| =|(6,10,~4)] = 2438

d(P.R) = |PR|=|(9,15,~6) = 3V38 u

Como d(P,Q)+d(Q,R)=d(P,R)— Los tres puntos estan alineados.

82. Pagina 156

a) Plano OXYE’K:Z:O—>ﬁ:(0,0,1)—>‘ﬁ‘:1

AP — A-p+B-p,+C-p+D[_[0+0+0 _
' JA 4B 1 C? 1
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b) Plano OXZ =y =0—7i=(0,1,0) || =1

AP +8-p,+C-ps+D] _[0+0+0 _

dP, )=
JA+B 1 C? 1

¢) Plano OYZ=r:x=0—7=(10,0)—[i|=1

|A-p;+B-p,+C-p,+D| \O+O+O\:o

diP, )=
JAZ £ B? 4 C? 1

Como el origen de coordenadas esta contenido en los planos coordenados, la distancia es cero en los tres
casos.
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a) T-X+2Y+27+1=0—7=(-122) - i|=

AP, +B:-p, +C-p 4D _[=1-(=3)+2-5+2-(-4)+1 _

d(P,m) = TR 51 C 3

=2U

b) m:2x -2y —7+1=0—71=(2,-2,)—|f| =3

1
2.0-2-=—1(=3)+1
\A~p1+va2+C~p3+D\_‘ 2 ( H‘

dm = JAZ + B2 +C? B 3

=1u

c) 73X —4y+6=0—1=(3,-4,0— H

3
3.7_4.(—6)+7-O+6‘
Py AP+ B D +Copy D) ‘ 5 =2-10,2u
' AT+ B +C7 5 5o

84. Pagina 156

X=2+X

X—2=2
r: +2Z_3}—>y:3—2>\
y B Z=X

a=2+X
Sea P(a,b,c)er —b=3-2\}.
C=X\

Aplicamos la condicién de la distancia.

7::x—y—2z+5=OHﬁ=(1,—1,—2)—>‘ﬁ‘=

[Ap+B-D,+C-p;+D0] 112+ N)=1(B-2N\)-2-X+

1-(2+XN)—1(B-2X)—2-X+5
A’ +B°+C° V6 —»‘
\/ +5°+ %

dP,x) =

=\+4 =6
dP,m)=+/6
Resolvemos la ecuacion:

N+d=6—-X=2—P4,-12)

A+d]=6—
r+4] AN+d=—6—N\=-8—P(~619,~8)
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oy Br24a112-8
&+ (4 + T 9

8-0—4-(-1)+1-5
a, ‘ =
K V8 (4P + T

d(R,w)=‘8’1_4'3+2_5‘ 7
& (-4 +1 9

El punto Q pertenece al plano y los puntos P y R equidistan de él.

86. Pagina 156

a) Calculamos la recta perpendicular al plano 77que pasa por el punto A.

T X—y—2-3=0—=0=(,-1-1

1

A0,~1, x=y+1

rl’ SO+ N =0 X YTzt X=
A=(—1-1 17 1

X=—Z+1

Calculamos el punto de interseccidn del plano y la recta calculada y obtenemos el punto buscado.

y+1

-1
X=-Z+1 —0Q(1,—2,0)
X-y—-z-3=0

X =

Calculamos la distancia de A al plano 77

1.0-1-(=1)=-11- 3\
(A )|
A e J’

=/3u

b) Calculamos la recta perpendicular al plano 77que pasa por el punto A.

:3X+5y—22+7=0—1=(3,5-2)

X42  y—1

A(-2,1,—4) _ =

8 (21,84 \35, ) X2 _y=T ZH4 3 S

=(3,5-2) 3 5 -2 X+2_ 744
3

-2

Calculamos el punto de interseccion del plano y la recta calculada y obtenemos el punto buscado.

X+2_y-1
3 5
X+2_z+4 | o 59 16 62
3 22 [ 19" 19’ 19]

3X+5y—22+7=0

Calculamos la distancia de A al plano 77

A ) 3:(—2)+5:5-2-(-4)+7

4527 38
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) X="1+2X
Z=-2+42\

Los puntos de la recta son de la forma P(1+2\,—14+3\,—2+2)\).
Imponemos la condicidn de la distancia de P a los planos.

3:(14+20) +4-(=14+3X) +0-(=2+2)\) -1 18X\ -2
JE 44740 5

diP,m,)=

[4-(14+2)) 4+ 0-(=14+3N) =3-(=2+2)) -1 [9+2)|

dP,m,)=
’ V& 407 432 5

d(P,m) = d(P,m,) = [18X =2/ =[9+2)|

Opcién 1—>18>\—2=9+2>\—>>\=ﬂ—>3[19 17 5]

16 8'16" 8
Opcién 2—>18>\—2=—9—2>\—>>\=_leg[i,_ﬂ,_z]
20 210" 20" 10
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x+y=0] X7
S
N Z=X\

Los puntos de la recta son de la forma P(\,—\,\) .

Imponemos la condicidn de distancia de P al plano =, .

A= ENF2 04+ B+

d(P,m = =
2 SR RS I NN
3 3

]
dP,m)==u
(P,m) 3
Opcién 1—5x+1=1—-Xx=0-PF,(0,0,0)

Opcién 2—>5>\+1=—1—>>\=—ZHR[—Z,E,—Z]
5 55 5

89. Pagina 157

a) Escribimos los planos en forma implicita.

X+4 y-1 z-2 X—4 y-3 z+4
il 2 1 -1 |=—-6x+8y—47-24=0 w0 1 2 |=—6X+8y—-4z-16=0
2 -1 -5 4 1 -4

=1

=1, — Los planos son paralelos.
Tomando P@4,3,—4) e’ .

dimn) = dir,p) = (2844834024 | 8 4%,
J36+64+16 M6 29
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b) Escribimos los planos en forma implicita.

x-1 'y z-3
) 3 -2 0 |=-2x-3y+z-1=0
-1 1 1

X-5 y+1 z-8
'l 4 1 3 |=8x-8y—-82+16=0—7":X-y—-2z+2=0
0 -2 2

Los planos son secantes — d(w,n)=0 U

c) Los planos son secantes — d(r,n")=0 U

90. Pagina 157

Los planos paralelos a 77 son de la forma «':5x -y +7z+D=0.

X=1 h
Tomando }—>5-1—1~1+7Z+D=0—>z: D7 4—>P[1,1,_D;r4]€ﬂ/

Imponemos la condicidn de distancia.

D+4

51—1147 |- 222 41
‘ i [ 7 ]+‘ 4-D-4+1 |-D+1 |-D+1
= = ut =

"= dm,P)= _
0l 7) = dtxP) Ew N e i

V3 —|-D+1=15
dim,w)=~/3 u
Caso 1——D+1=15—D=—14—x':5x—y +77-14=0

Caso2—-D+1=-15—-D=16—1":5x-y+72+16=0

91. Pagina 157

Los planos paralelos a 77son de la forma «': x +2y +3z+D=0 .

Imponemos la condicién de la distancia de O al plano «’.
_[1:0+2.0+3-0+D0 _ || 5

P2 3 N _,%:\/ﬁ_,\p\:m_@:im
do,x) =14 u

d(o, ")

92. Pagina 157
Los planos son paralelos. La longitud de la arista serd igual a la distancia entre ambos planos.
Sea P(0,0,€em,.

_[20-20+11-5 4

d(x,,w,) =d(P,x,) = m 3
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a) Determinamos su posicién relativa.

X=X
roX—r:y=0t—

{P(0,0,0)
z=0

i=(10,01—0d-n=0
Ty +2-3=0—1=(0,11
wYy4+27-3=0—L00 ,_ 3.0 P¢x— Rectay plano son paralelos.

_0:0-10+10-3 32

Tomando P(0,0,0)er — d(w,r) =d(m,P)=Fr———mo0o—=""11
0.007er= dimn=0wP) 0t 1t 2
b) Determinamos su posicion relativa.
¥=% (p0,0,0)
r:0Y =r:y=xt—1., Lo
U=(0,10)t—u-n=0
z=0

T2X+Z+5=0—-1=(20,1
w2X+745=0—L09 5.0 P¢x— Rectay plano son paralelos.

_[2:040-0+1-0+5 _
V2 40+ P

Tomando P(0,0,0) e r — d(x,r) = d(r,P)

c) Determinamos su posicion relativa.
X=0

r-oZ—r:y=0¢—
Z=X\

m=3X+4y —2=0—1=(-3,4,0)

P(0,0,0)
i=1(0,0, —

<L
>
I
o

w—3X 44y —2=0—L%9 ,_ 5.0 P¢n— Rectay plano son paralelos.

_[-3:0+4.040.0-2_2

Tomando P(0,0,0) € r — d(x,r)=d(=,P)
JE37 4740 5
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Determinamos su posicién relativa.

A=110
r: . -
=AB=(-21-6) 0 fi=-4-2+6=0
w2X—2y —Z+3=0—N=(2,—-2,—1)
mI2X =2y —Z+4+3=0—222 , 2 2 143=-2=0— A¢n— Rectay plano son paralelos.

_-en-21-1143 2 !
N2 (=22 + (=17 3

Tomando A(—110er — d(x,r)=d(x,P)
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95. Pagina 157

a) Determinamos su posicién relativa.

7
X==14+=t
3
r_x+2y—z=1 y—1 2, P(=11,0)
X4y +3z=2 3 U=(7,-23){—U-n=7-4-3=0

z=t

TIX42Y—Z+6=0—0=(12-1
WX —Z+6=0—"20 112 04+6=7=0—P¢nw— Rectay plano son paralelos.

Tomando P-110) € — dim )= dim p) = EEV 2121046 76
J1+4+1 6

b) Determinamos su posicidn relativa.

1
pX=8_2y-1_z x-3_y-(42_z P[3,—,0]

2 6 —4 2 3 —4 —0-N=2-6+4=0

TX=2Y—Z43=0—1=(1-2-1

1
X—2y—Z+3=OM>3—1—0+3=510—>P¢7T—> Recta y plano son paralelos.

1.3-2.0-1.043

1 2 5J6
T do P|3,-.0ler—dmn=dmp)=— £ 1_NO
omande [ 2 ]E 0 =dimF) N 6

c) Determinamos su posicidn relativa.

=sut PG5~
r:y:—5+2t —1. 124 .. " .
7——1par| W=024 —0-fi=2-6+4=

mi2X=3y+z-7=0—-1=(2,-3,)

2X -3y 4+7-7=0—-"831 ,6415-1-7=13=0— P¢ n— Rectay plano son paralelos.

Tomando P(3,—5-1€er—d(x,r=d(xP)= |2:3-3-(=5)+1.(-0-7] 13

=—u
JA4+941 V14
96. Pagina 157
A(2,-3,5) X—-2 y+3 z-5
El plano pedido: w:{i=(1,—2,7) —| 1 -2 1 |=4x-2y—-82+4+26—7:2x—y—4z+13=0
V=AB=(-64,-4) |-6 4 -4

Determinamos la posicién relativa entre ry el plano 77

y P(0,0,
' X="—=7Z—-1—1_ N
-2 0=(1-2 —0-A=242-4=0

T2X—Y—4Z24+13=0—1=(2,—1,-4)
m2X -y —47+13=0—L%2 ,0_0-4+13=9=0—P¢ n— Rectay plano son paralelos.

2:0-1-0—4-1+13 9
Tomando P(0,0,1) er — d(x,r)=d(x,P :‘ -7
00D er=dmn=dmp) JE+1+16 21
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El plano estd definido por:

P (=3,0,0) X+3 y z
m{l=PP,=(4,~1,-N—| 4 -1 —1=xX+2y+22+3—>m:X+2y+22+3=0
V=PP,=(2,0,—1 2 0 -1
AN+2:14+2:(=2—-N)+3 1=\
dam D222 N PN
J+4+4 3 —>T=1_>\1_x\=3
d(A,m)=1u
Caso 1—1-x=3—x=-2—A(-2,10)
Caso 2—1-X=-3—X=4— A (4,1-6)
98. Pagina 157
5 X=t
r:X:y:Z; —y=t — Los puntos de la recta son de la forma P(t,t,2+2t).
z=2+42t

La recta s que pasa por Py A tiene como vector director a AP=(t+2t—22t+1.
Si queremos que sea paralela al plano, se debe cumplir 7i-AP=0.

AP= (2022040 5 28 (04 1)-t+2,6— 2,204 =t +1
=211

NAP=0—t+1=0—t=—1

A(=2,21)
LarectaessS:{__ —S:1(=2,20+X(1,-3,-7
AP =(1,-3,-1)
ds,m)=d(A,r)= p2+12- 11+ =£ u
VA+1+1 2
99. Pagina 157
Y P(3,0,
re—S—_y=z-1-1{,
—4 u=(-4,-11
1-:3-2:0+2-1+D| [5+D|
d(r,m)=d(P, _| =
(rym) = diP,m) N T 3 qwzze\mo\:é

dir,m)=2u
Caso 1—-5+D=6—-D=1
Caso 2—5+D=-6—-D=-11
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X=3 x=3 P3,0,7
r: t7-1 —y=t — [j—(O’] )
y+z= z7=1-t T

TY)\3~3+1-O+1~1+D\ _[10+D)

dir,m=d(P,
K NCEE NE —’"1(\)/%D‘:2m*\10+D\=22

dir,m)=2211u
Caso 1—10+D=22—D=12

Caso 2—104+D=-22—D=-32

101. Pagina 157
EJE OX

Primero. Hallamos el vector director y un punto de la recta.

XN 0,00
Eje OX:y =0} —1_ 10.0
S ol li=000

Segundo. Calculamos el vector determinado por el punto Py el punto A de la recta.

AP =(2,-1,3)—(0,0,0) = (2,—1,3)

Tercero. Calculamos el producto vectorial de ambos vectores.

j
0 0|=-3/-k=(0,-3-1

w O xU

Cuarto. Calculamos los médulos de Uy U x AP y sustituimos en la férmula de la distancia.
0| =+A+0+0=1
6 AP| =0 +9+1=+10

‘0><ﬁ‘

[

diP,r) = =@:mu

EJE OY

Primero. Hallamos el vector director y un punto de la recta.

A(0,0,0)
i=(0,0)
Segundo. Calculamos el vector determinado por el punto Py el punto A de la recta.

AP =(2,-13)—(0,0,0)=(2,—1,3)

Tercero. Calculamos el producto vectorial de ambos vectores.

N~y

k
0|=37 -2k =(3,0,—-2)
3
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Cuarto. Calculamos los médulos de U y U x AP,y sustituimos en la férmula de la distancia.
0| =+0+1+0=1
@xZﬂ:J9+O+A:Jﬁ

‘U’Xﬁ

[

dpP,r)=

zgzmu

EJE OZ

Primero. Hallamos el vector director y un punto de la recta.

0Z:y=0{—
z=t

X=01" 1 40,0,0)
U=1(0,0,

Segundo. Calculamos el vector determinado por el punto Py el punto A de la recta.

AP =(2,-13)—(0,0,0)=(2,—1,3)

Tercero. Calculamos el producto vectorial de ambos vectores.

ik
0 1=i+2j=0(120)
3

Cuarto. Calculamos los médulos de U y i x AP, y sustituimos en la férmula de la distancia.

6 =v0+1+0=1[d]=v0+0+1=1 \UxTP\:szJE
d(P’r):\quAP B,
gl

102. Pagina 157
a) Primero. Hallamos el vector director y un punto de la recta.

A(0,0,3)

riOn=X\,3+X) —1_
u=0,-1"

Segundo. Calculamos el vector determinado por el punto Py el punto A de la recta.

AP =(2,2,0)—(0,0,3) = (2,2,—3)

Tercero. Calculamos el producto vectorial de ambos vectores.

i j ok
UxAP=1 -1 1
2 2 -3

—7 45/ +4K =(1,5,4)

Cuarto. Calculamos los médulos de i y ix AP, y sustituimos en la férmula de la distancia.

=11 =3 1P| 775776 VB2

‘UXA—P‘ E:mu

dP,ry= \U\ NGl
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b) Primero. Hallamos el vector director y un punto de la recta.
A(1,3,0)
re—=r——=—z-1

2 u=3,2-1

Segundo. Calculamos el vector determinado por el punto Py el punto A de la recta.

AP =(=13,7—(1,3,00=(-2,0,1)
Tercero. Calculamos el producto vectorial de ambos vectores.

—

K
=27 — ] +4k =(2,—1,4)

1

i
=_| 3

UxAP

O N —

-2
Cuarto. Calculamos los médulos de U y i x AP,y sustituimos en la férmula de la distancia.
i|=vo+a+1=+14
‘UXKD‘:\/ZH—'I-‘,-%:@

c) Primero. Hallamos el vector director y un punto de la recta.

X=t
2X—y =6 A0,—-6,-1)
r: —y==6+2tt—1,
X+z=-1 u=02-"
Z=-1-t

Segundo. Calculamos el vector determinado por el punto Py el punto A de la recta

O,EJ
2

E:[o,%,o]f(o,feﬂh

Tercero. Calculamos el producto vectorial de ambos vectores.
i j ok
UxAP=[1 2 —=—i—]
2 2
0 132 1

17- = 13 (17 13
+—k=|—,-1—
72

Cuarto. Calculamos los médulos de i y i x AP, y sustituimos en la férmula de la distancia.

0| =T a71=+8

‘HXID.‘: T+1+T:
iR Y
W= = =2 "

d) Primero. Hallamos el vector director y un punto de la recta.

X=10-3t A(10.0,—5)
riy==2t -1
Uu=(=3,2,0)

z=-5
Segundo. Calculamos el vector determinado por el punto Py el punto A de la recta.
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AP =(—3,0,7—(10,0,—5) = (—13,0,6)

Tercero. Calculamos el producto vectorial de ambos vectores.

ik
2 0|=127 +18) + 26k =(12,18,26)
0 6

Cuarto. Calculamos los médulos de @ y ix AP, y sustituimos en la férmula de la distancia

|=or2+0=173

‘Uxﬁ‘ — 1841 324+ 676 = 1144 = 24286

‘UXKD‘
i

dp,r) = _ Z_‘fgé NN

&‘
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Primero. Hallamos el vector director y un punto de la recta.

X+Yy+22=4

X=2=1 2220
2X—y+72=2

=2-t .
- Tli=e1-1

=t
Segundo. Calculamos el vector determinado por el punto Py el punto A de la recta
A0 =(0,0,0)—(2,2,0)=(~2,—2,0)

Tercero. Calculamos el producto vectorial de ambos vectores.
K

AC —1 1| =-2/ +2] =(-2,2,0)
0

Cuarto. Calculamos los médulos de i y ixAO, y sustituimos en la férmula de la distancia

i =it 171 =3
(% AC|= VA +4+0=22

AP oz ove
=g =B

104. Pagina 157
Queremos calcular la distancia del punto B a la recta que pasa por los puntos A(3,—1,-2) y C(5,3,4) .

Primero. Hallamos el vector director y un punto de la recta.

AR, ~1-2)
rey.
U=AC=(2,4,6)
Segundo. Calculamos el vector determinado por el punto By el punto A de la recta.

AB=(4,21-(3,-1-2)=(13,3)
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Tercero. Calculamos el producto vectorial de ambos vectores.
i j ok

GxAB=[2 4 6|=—6 +2k=(~6,0,2)
173 3

Cuarto. Calculamos los médulos de i y xAO, y sustituimos en la férmula de la distancia.

0] =416 +36 =56 =214 ‘Uxm‘:x/36+0+4:2\/10
Ux AP [ /
d(B,r): = :&:ﬂ u
\u\ YN T

105. Pagina 157

a) Hallamos la ecuacién del plano que determinan A, By C, e imponemos que D pertenezca al plano.

A2,-1,0) X—2 y+1 z
W Ai=AB=012"7 —| 1 2 1=2x—4y+62—-8—1 X—-2y+37-4=0
%

—AC=(-2,2,2) -2 2 2
D(5,4,m)w>578+3m74zoﬂm=%

b) El angulo que forman los planos es el mismo que forman sus vectores normales.

T2X+2Y —Z4+1=0—-1=(2,2,—1)

, ) }Hﬁvﬁ’zﬁvﬁ“cos(u)a
miX—-2y+32-4=0—1n"=(1,-23)

7] ;
— a=arccos W =arccos[m]=63,55°

c) Los planos paralelos a 77 son de la forma «'’:2x+2y —z+D=0.

xX=1
Tomando 1]—»2~1+2~(—1)—Z+D:O—>z:D—»P(1,—1,D)eqr”

Imponemos la condicién de distancia.

2142-(-1)-1-0+1 |-D+1 |-D+1
) = = u H\fDM\:

d(x,«"") = d(=,P
Ja+4+1 3 3 3 —2-D+1=6

d(r,x"Y=2u
Caso 1—»-D+1=6—-D=-5—-x":2x+2y —7z-5=0
Caso2— -D+1=—-6—-D=7—x":2x+2y—24+7=0
d) Calculamos la recta s perpendicular al plano « que pasa por Q.

T2X+2Y —Z4+1=0—-1=(2,2,—1)

S —S5:(=120+X2,2, ) "—=2X—T="——

Q(=1,2,0) X+1 y—-2 z Xx-y+3=0
Ni=fi=@22-1 2 2 -1 X+42z+1=0

El punto de interseccidn entre la recta encontrada y el plano =, sera el punto buscado.
X—y+3=0
X+2741=0 —>O[— %%]
2X4+2y—-z+1=0

wlo
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a) Estudiamos la posicién relativa entre ambas rectas.

rix=y=z PO.O.D) SiX=y-1=2z+2
== 0=017 =yl

111
111 .

M= M =[11 1
111

01 =2
1
1

11 1
11
‘O 1‘=110 11 1|=0-—RangoM*)=2
0 1 -2

00,1,-2) —
PO=(0,1,—2
V=111 0=(0,1-2

1
1‘ =0—Rango(M) =1

1=Rango(M) = Rango(M*) = 2 — Las rectas son paralelas.

Calculamos la distancia entre ellas: d(r,s)=d(P,s) con Per.

- Xy

i
171
‘VXED.‘ 0 1
dir,s)=d(P,s)= =

_ 320 _pras1 w2
vl i1+ VB V3 3

b) Estudiamos la posicidn relativa entre ambas rectas.

P(~2,1,0) SOy 2= (13,04 t6 a2y |OV30)
a=[3,2,1]~(6,4,1) Xy, 2)= 03,00+ t-6,~4,-2) —1

> V=(-6,-4,-2)

r:X+2 y—=1
3

=L =27
2

6 4 1
6 4 1
M= M =|-6 —4 -2

3 2 0
4 1
‘ . 2‘:—8+4:—4z04Rang0(M)=2

6 4 1

-6 -4 —-2/=0-—Rango(M*)=2
3 2 0

Rango(M)=Rango(M*) = 2 — Las rectas son secantes — d(r,5)=0.
c) Estudiamos la posicion relativa entre ambas rectas.

x=19 5
7

0 1
- —9 = ——,O
r'2X y+3z-3 O} 1 P[ 7 ] s

X5 Q(5,0,0)
. =———tt— : 7
X+3y+52-1=0

V=021-7

-2 -1 1
M:[2 1 1]—>Ral’1g0(/\/l)=1 M =] 2 T -1
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-2 -1 1
1 —1=0—Rango(M")=2

2
% ) o

1=Rango(M) = Rango(M*) = 2 — Las rectas son paralelas.

=—=0

Calculamos la distancia entre ellas: d(r, s) =d(P, s) con P I r.

— (251
PO=|2,2,0
(539

Pk

2 1 -

e [l_é_@] 14625+ 529
d(rs):d(PS):‘VXPO‘: % % ol 7777 w70,
' T JE 1+ N3 NA m
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X:1+t P(1,3,3) 3X_y+4:0 X:_4+t O(_A,_8,0)
Liy=3+3ti—1. ; —y=—8+3t{—1_
3t =013 X—=2+4=0 7t V=037

Las rectas tienen el mismo vector director y, por tanto, son paralelas.

El plano determinado por L, y L, viene determinado por:

P(1,3,3) X-1 y-3 z-3
m:Ad =03 =11 3 1 |=2X-2y4+4z7-8—-n:X—-y+22—4=0

PO=(-5-11-3) -5 ~11 -3

Los planos paralelos a 77serdn de laforma «’:x -y +2z+D=0. Asi:

1-3+6+D| |4+D|
d(r, ') = d(P, ) =
() =P m) J1+1+4 Jé
dir,m")=+6 U

up |a+D|
— =

6—|a+D]=6
J6 \/—_" ‘

Caso 1-44D=6—->D=2—>m,:X-y+22+2=0

Cas02—-4+D=-6—-D=-10—m,: X-y+22-10=0

108. Pagina 158
X=2—X\

P(2,0,0 _ P.(1,3,—1
a) riy=3 l— j( ) s Xy g2t f( )
N vV, =(-137) 3 2 |V,=(312)
Método 1.
P(200) | -2y z
1r2\7,:(—1,3,1) —| =1 3 1=5+5-102-10—>n:X+y—-22-2=0
V,=(312) 3 12

1141.3-2: (=12
QIREETRE Y

0(pr)=0(R,m) =
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Método 2.

Determinamos el plano que contiene a la rectar y es perpendicular a s. Para definir un plano
necesitamos dos vectores y un punto. Tomamos un punto de la recta r y su vector director para
asegurarnos de que dicha recta esté contenida en el plano, y como segundo vector tomamos ri=0xV,

que es perpendicular a ambas rectas y, por tanto, a s.

i j ok
V,xV,=|-1 3 1/=(55-10)
3 1 2
F(2.0,0) X-2y z
‘Ir\7,=(f1,3,'|) - -1 3 1 |=-35x%x-5y—-202+70—>m=.7xX+y+4z—-14=0

X=1_2z+1 . [Sﬁ_l]
32 515" 15

IX+Y+47-14=0

La recta secante perpendicular comun tiene como vector director /i y pasa por el punto que hemos

calculado.
fi=UxV=(5,5-10)
949 7
t: —t:xy,2) =22, ———|+505,5-10
A2 0y, 2)=(3 35— 86510
515" 15

La distancia entre ambas rectas serd igual a la distancia entre sus puntos de corte con la recta
perpendicular comun.

9
Z455=2-X\

57 13
£+56=3>\ — 15 HA[E,E,E]

15 o 2 15'5 15
~ 7 _105=x 15

15
%-1—56:14-36

4

49 N=oo| (949 7
2 456=3 B2 2, -~

15 70 =34P R [5 15 15]

7
— L 106=-1+2

15 2

2 2 2
d(r,s):d(A,B):‘E‘: [E,E,,@]: [E] +[E] +[f@] :L’OO:&:méBu
155" 15 \(15) |75 15) 15 3

Método 3.

=+25+25+100 =56

PPV, V,|=(~13,~7):(55,-10)= ~5+15+10=20
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x=8_%\
5 5 6 3
2X—y+27=3 P,[—,——,o] P.(0,0,0
b)r:x+2§//izz o]_’ :—%—éx—» 0 SX=V=2m ”( (11)1)
= R V=
Z=N\ V.= (_6'_2'5)
Método 1.
.
575 —% y+%
7V, =(~6,-25 6 -2 5= —7x+1y—42415— 17X -1y +47-15=0
7. = (117) 1 1

7‘70 11-0+4-0— 15‘7 15 x/’I86
\/72 _ +42 186 62

d(R,r)=d(P,m)= 11U

Método 2.

Determinamos el plano que contiene a la rectar y es perpendicular a s. Para definir un plano
necesitamos dos vectores y un punto. Tomamos un punto de la recta r y su vector director para
asegurarnos de que dicha recta esté contenida en el plano, y como segundo vector tomamos ri=0xV,

que es perpendicular a ambas rectas y, por tanto, a s.

-

—.

6 3 3
R[gl—glo] X—g Y+ 2z
w:V, =(—6,-2,5) —| =6 -2 5 |=—47x-59y —807+21— w:47X+59y +807-21=0
VoxVo=(-7,1-4) | -7 11 4

Determinamos el punto de interseccién del plano con la recta que no esta contenida en él.
X =
v 7 7 7
X=2 “Rlaae
47X +39y +80z2—-21=0

La recta secante perpendicular comun tiene como vector director /i y pasa por el punto que hemos
calculado.

r\)‘\‘

: : S AR
t: R[lll] t:(x,y,2)= [ o 2]+6( 7,11,-4)

La distancia entre ambas rectas serd igual a la distancia entre sus puntos de corte con la recta
perpendicular comun.

L _75-5_6x

62 5 W2
l+116—7§72>\ - 310 HA[Eﬁ%,Q]
62 s 5 31 3162
AN 62

62
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9 155—3
> 7
Y is-p |- "6 —»B[l,l,l]
15 62'62'62
, 6=0
— 108 =
15 P
2 2 2
d(r,s)fd(A,B):‘ﬁ:[—ﬁ,ﬁ,—@]: [—ﬁ] +[5] +[—@] _ 4650 V186 44,
62'62" 62 62) 162 62 62 62
Método 3
V, xV,=(=7,11,-4) V, x V| =49 +121+16 =186
55 63 “liss = - 6 3
PP =|-2,2,0 =|-2,2,0[-(-7,1—-4)=
P, [ e ] [P,PS, y } [ 5,5,0]( 7,11,-4)=15
d(rs)f[PrPS'V” s 218 14y
' V. xV, Jige 62
X=—2+42\
_ - 1 X=
X+2z2=2 ] P,[—z,—,o] x-3=y ’ R(0.-31)
NS —y=- - 2 s: —y=-3+8t—1,
=3 2 7 —(2,0,1 ‘= —1 v:=(110)
2 Z=X vV, =(20.1) Z=
Método 1.
pl-210
Y X+2 y—yz z
iV, =(2,00)—| 2 0 1=—X+y+2z—g—>7r:—2x+2y+42—5=0

V,=(110) 1 T 0

_|2042(3+41-5_ 7
JE27 +22 447 2J6

d(P.r)=d(P,.m) —1,43u

Método 2.

Determinamos el plano que contiene a la rectar y es perpendicular a s. Para definir un plano
necesitamos dos vectores y un punto. Tomamos un punto de la recta r y su vector director para
asegurarnos de que dicha recta esté contenida en el plano, y como segundo vector tomamos ri=0xV,

que es perpendicular a ambas rectas y, por tanto, a s.

ij oK
xV,=[2 0 1=(=112)
110

1
’3[—25,0] X+2 y—% z

1r2\7,=(2,0,'|) —| 2 0 N=—X-5y+4+2Z+—-——7:2X+10y —4z—-1=0
V,xV, =(~112) -1 12

Determinamos el punto de interseccién del plano con la recta que no esta contenida en él.

X-3=y
z=1 HR[%,—%,‘]]
2X+10y —4z—-1=0
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La recta secante perpendicular comun tiene como vector director /i y pasa por el punto que hemos
calculado.

35 1
t: t:x,y,2)=|—=,—=1|+08-=112
R[?’_ _1,1] —xy.2) [12 12 ]+ ( )

La distancia entre ambas rectas serd igual a la distancia entre sus puntos de corte con la recta
perpendicular comun.

35
Z_5=—242\

12 N m
LIPS R R HA[ZIJ,E]
12 2 oo 3'2"6
1+26=X\ 12

1 p=2| (35 1
——+0=-348;{—  12{—B|=,—=.1
2" P 6:32 [12 12]
1426 =1

2 2
d(r,s)—d(A,B):W\:‘[l A —Z] - 2[%] +[—2] —143u

12" 12" 6
Método 3
V,xVo=(=112)] [V <V =T+ 1+4 =6
RP, :[2,—5,1] [P,Ps,v,,vs}:[z,—znl (-112)=-3
PR,V 7
d(frs):[ - }:é=1,43u
XV 6

109. Pagina 158

PA=(x,y,2)

~ ]m:m.
QA=(Xx,y—-12-2)

4y 422 =X+ (y -V +(2—-27 »2y+4z=5
La condicidn que deben cumplir las coordenadas del punto A(x,y,z)es2y +4z=5.

El conjunto de todos los puntos que cumplen esa condicién es el planow:2y +4z=5.

110. Pagina 158

_[0+30+10-4_ 4 411,

a)d(0,x) Fa N
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b) La recta perpendicular al plano = que pasa por el origen de coordenadas es:

O(0,0,0 y X=7
: — =(0,0,0)+X(1,3 )= Xx=Z=Z—T:
r { (xy.2)= 000+ N3 ) »x=2=2—r 3x—y:0}

El punto de corte entre dicha recta y el plano =« es la proyeccién ortogonal del punto sobre el plano.

X=Z 5
3x—y =0 eo[i 12 4

X 11'_1]
X+3y+z=4
Calculamos el punto simétrico de 0(0,0,0) respecto del plano.

il

412 4) (a+0 b+0 c+0 8 24 8
111111 2

- | — = =7 =
T2 "2 ] [11'11’11

c) Para calcular el angulo que forman dos planos, calculamos el angulo que forman sus vectores normales.

T X+3y+2-4=0-1,(131) w1 x=0-1,(10,0)

fi,-f,=(13,1):(1,0,00=1+0+0=1
A =V1+9+1=+11 —>u=arccos[
7| =+1+0+0 =1

d) Calculamos las rectas de corte del plano con los planos coordenados.

1)
1

" 2‘

Z

1
— arccos|——| = 72,45°
[x/ﬂ]

=

-0 X=4-3X
Corte con el plano OXY:~ — ey Y =X\
P X+3y+2—4=0j o Y
z=0
y_0 X=4-8
Cort Ipl oxz:” I 'Y =0
orte con el plano X3y 47 4=0 — Ty
7=8
x=0
X=0 4—~
Corte con el plano OYZ: —ly, Y =——
P X+3y+z—4=0| 7 V=73
Z=r
El tetraedro tiene por vértices el origen de coordenadas y los puntos de corte de cada par de las rectas
calculadas.
4—B=4-3X\
x=0
Punto A—-0=2X\ — — A(4,0,0)
3=0
p=0
4-3x=0
4— N 4
Punto Box=-——11_ BHBP—q
3 o 3
0=~ 1
4-8=0 4
Punto c40=4—w—>:4yqqqqﬁ
B=n
4 0 O
0 % o
S 64
[AoBoc] Jo o o 3 = '
Volumen del tetraedro = 2 = 2 ?=?=3,56 u
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111. Pagina 158

a) Consideramos que P(x,y,z) es un punto del espacio que pertenece al lugar geométrico.

d(A,P) =[AP| = Jix +3F +(y =1 + (2=

d(B,P) = [BF| =X =7 +(y 37 +(z -5/

Igualamos ambas distancias.

VX3P Y =P+ -1 =X =V +(y — 3 +(z -5
X3+ =W +Z =V == +(y -3 +(Z-5 - 8x+4y +87-24=0
El lugar de los puntos que equidistan de los puntos es el plano de ecuacidon n:2x +y +2z—-6=0.

b) Consideramos que P(x,y,Zz) es un punto del espacio que pertenece al lugar geométrico.

d(A,P) = W\ =JXFV +y =47 + (227

d(B,P)=[BF| =X =37 +(y + 27 + (2

Igualamos ambas distancias.

JX W+ (y =47 +(Z2 -2 =J(x =3P +(y + 27 +(z -
XD+ =8P +(Z-2 =X =3P+ (Y +2° +(z2 -1 = 8x =12y —272+7=0

El lugar de los puntos que equidistan de los puntos es el plano de ecuacidon n:8x —12y —2z4+7=0.

112. Pagina 158

a) Consideramos que P(x,y,z) es un punto del espacio que pertenece al lugar geométrico.

[x4+2.y-2.243 |x+2y-27+3 2x=1y+2.2-7 [2x-y+2z-7|
= = d(r,,P) = =
JE+22+ (=27 3 2 (422 3

d(x,,P)

Igualamos ambas distancias.

|x+2y—27+3 [2x—y+2z-7

3 3 —|X+2y —2z43=]2x -y +2z-7|

Caso1— x+2y—2243=2X-y+22—-7—>x-3y+4z-10=0

Caso2 - X+2y—2Z+3=-2X+y—-224+7—3x+y—-4=0
El lugar de los puntos que equidistan de los planos son los dos planos que tienen estas ecuaciones.
b) Consideramos que P(x,y,Z) es un punto del espacio que pertenece al lugar geométrico.

B x+0-y+4-2+9 [Bx+4z+9 |4 x-3y+0-24+6 |4x—3y+§
d(ﬂwP)_ = d('TYz,P)— =
V3 07+ 42 5 J& (=37 +0° 5

Igualamos ambas distancias.

|3x+4z+9 |4x—3y+¢
a 5

c —[3x+4z+9|=]4x -3y +¢|

Caso1—-3X+47+9=4x-3y+6—x—-3y—4z-3=0

Caso2—3x+4724+9=-4x+3y—-6—7x—-3y+4z+15=0

El lugar de los puntos que equidistan de los planos son los dos planos que tienen estas ecuaciones.

295



Angulos y distancias

113. Pagina 158

Llamamos P(x,y,Z) a un punto genérico y calculamos el volumen del tetraedro generado por los vectores
AB=(2,4,—4), AC=(3,-3,3) yAP=(x—3,y —5,z+1) del espacio que pertenece al lugar geométrico.
2 4 —4

[E,Tc,ﬁ}: 3 -3 3 |=-18y-18z+72
X-3 y-5 z+41

HE,TC,HDH _ |18y 182472

5—--18y —182+72|=90
2 2 [-18y +72

Volumen del tetraedro =

Caso1— —18y —182+72=90—y +Z+1=0

Caso2— 18y —182+72=-90—y +2-9=0

El lugar de los puntos que cumplen la condicidon son los planos.

114. Pagina 158
Un punto genérico de la recta es P(—1+2\,—3X\,24+2\).

Buscamos los puntos de la recta que equidistan de los planos.

=14+ 20 =3 =2-22+1 |-1+2X+3\+2+2x+2|

VT+1+1 N
N
—3\—2=7x+3 =73
—3N—=2|=|7A\+3|— —
| =72 +3 {—3x—2=—7x—3 N
4

Los puntos que equidistan de los dos planos son F;[—Z,gﬂ] y Pz[—g,%g] .

115. Pagina 158
a) X+ 2P+ (y =1+ (Z -3 =82 > x>+ y* + 22 +4x -2y —62-2=0

b) (X—4)2+(y+1)2+22=(\/§)2—>x2+y2+22—8x+2y+15=0

116. Pagina 158

a) Calculamos el radio de la esfera, que sera la distancia del centro al punto.
AC=(-3-11 f:d(A,C):‘TC‘:\/9+1+ =Jm
La ecuacioén de la esfera es:
X+ 4+ =22+ @Z =3P =M= x>+ y?+22+2x -4y —62+3=0

b) Calculamos el radio de la esfera, que sera la distancia del centro al punto.
AC =(~3,0,-4) r=d(A0)=|AC|=\9+0+16 =5
La ecuacion de la esfera es:

XA+ +@Z -0V =5 x> +y?+ 7242y —27-23=0
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117. Pagina 158
La ecuacion de una esfera es de la forma:
(X—aY+(y—byY+(z-cy=r’

Como pasa por los puntos A, B, Cy D:

a:%
(—ay +(=by +(-cy=r’ a+b+c’=r? 1
(1—aP +(=by + (¢} =r? F+b*+ct=rt+2a-1 bzz
— —
(—aP +(1=bP + (P =r? a’+b*+c?=r>4+2b-1 el
(@ +(=bP +(1—c)* =r? a+b*+c?=r>+2c-1 2
J3
r:_
2
17 17 W 3
La ecuacion de la esfera es: | x —— — Z——| ==.
2] +[y 2] +[ 2] 2

118. Pagina 158
a) El plano que buscamos pasa por A(2,3,2) y tiene por vector normal al vector AC .
H=AC=(-3,-1)—7:-3X-y+2+D=0
m-3X—Y+274+4D=0—2232 _, 4 _3424D=0-D=7—x:3x+y—z—-7=0esel plano buscado.
b) El plano que buscamos pasa por A(3,—1,5)y tiene por vector normal al vector AC .
fi=AC=(-3,0,-4)—n:-3x-4Z+D=0

w-3X—4Z74+D=0—2819 , 9 _204+D=0—-D=29 - n:3x+42-29=0es el plano buscado.

119. Pagina 158

a) Si la ecuacidn corresponde a una esfera. Sean C(a,b,c) el centroy x*+y?+2°+Ax+By +Cz+D=0 la
ecuacion general de la esfera, se tiene que cumplir que:

—2a=A —2a=-4 a=2

—2b=B —2b=2 b=-1
— —

-2c=C -2c=-2 c=1

a@+b*+c’—r*=D| a+b+c*-r’=2] |4+1+1-r’=2-r’=4

La esfera tiene centro C(2,—1,1) y radio r=2 .

b)
2a—A —2a=0 a=0
—2b—B8 —ob——4 b=2
—2c=C T _2=6 “le=-3

a+b*+c’—r’=D] a@+b+c’-r’=1 |0+4+49-r’=11—-r"=2

La esfera tiene centro C(0,2,—3) y radior=+/2 .
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120. Pagina 158

a) Calculamos el radio como la distancia del centro de la circunferencia al plano tangente.

1.2-1.(-1+13
o L R L P Y
(€m N

La ecuacion de la esfera es:

2
(X—=27+(y + 12 +(Z =3 =(23) — X*+y?+2° —4X+2y —67+2=0
El punto de tangencia coincide con la proyeccién de C sobre el plano.

La recta perpendicular al plano = que pasa por el centro de la circunferencia es:

0(2,71,3) X—-2 y+1 z-3
re. o —(X,¥,2)=(2,-1,3)+X(1,—-11) — = =
G gy~ A=A - R R
El punto de corte entre dicha recta y el plano =« es la proyeccién ortogonal del punto sobre el plano.
X—=2 y+1
1 -1
g:g HO(O,'],'])
1 1
X—y+z=0

b) Calculamos el radio como la distancia del centro de la circunferencia al plano tangente.

|4-(=3)—3-1+0-0+5| _ 10 _

d(C,m) = =2Uu
(Cm) J16+940 5

La ecuacion de la esfera es:
X3P+ =V +22 =2 5 X4y’ + 224+ 6X -2y +6=0
El punto de tangencia coincide con la proyeccién de C sobre el plano.

La recta perpendicular al plano = que pasa por el centro de la circunferencia es:

0(-3,1,0) X+3_y-1
ri. . —(X,y,2)=(-310)+X(4,-3,0)— 4 -3
U=n=(4,-3,0) 7-0

El punto de corte entre dicha recta y el plano =« es la proyeccién ortogonal del punto sobre el plano.

X+3  y—1
4 -3 7 1
2=0 HO[*g'*glo]
4X -3y +5=0

121. Pagina 158

El centro de la esfera esta en la recta s perpendicular al plano que pasa por el punto P.

TX—Y+22-4=0—1=(1,-12)

P31 _ _ _ X+V—4=0
s | s @AYt X8 YTz XY
U=n=01-12) 1 -1 2 2X—-z-5=0
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Por tanto, el centro de la esfera estara en el punto de corte de ambas rectas.

X+y=4
z—x=1

— C(6,-2,7
X+y—4=0 ( )
2X—72-5=0

Calculamos el radio como la distancia del centro de la circunferencia al punto tangente.

d(P,C)=|PC|=|(3,~3,6] =9 +9+36 =376 u

La ecuacion de la esfera es:

(X =6 +(y +27+(Zz—7) =(3J3)2 S X2 Y? 4+ 72 —12X+4y — 147 +35=0

122. Pagina 159

Si la ecuacidén corresponde a una esfera, se tiene que cumplir que:

—2a=0 a=0
—2b=-2 b=1
a+b+c?—r’=2 0+140-r’=2—-r"=-1

Como r? =—1 no tiene solucidn, esta ecuacidn no corresponde a una esfera.

123. Pagina 159

El plano que buscamos pasa por A(—2,1,3)y tiene por vector normal al vector AC .

—

fi=AC=(31-4)—7:3x+y—4z+D=0

73X +Y—4z4+D=0—2218 ,_ 6.1-124D=0-D=17—7:3X+y—4Z+17=0 es el plano buscado.
124. Pagina 159
a)
7
X=-3+=X\
3

2V _7-3=0 P(-3,3,0
BN B )
3 u=(7,-23)

s X=2_y-1_z+a Q(21-a)
2 2 3 V=(2-23)

PQ=(5-2,-a)

7 _93 7 =2 3
M:[Z 5 3] M*=|2 -2 3

5 -2 -a
7 =2
=-1 —Rango(M)=2

‘2 _2‘ 00— Rango(M)
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723 a=-3—Rango(M*)=2
2 -2 3|=10a+30— 3R M =3
5 o _g a=-3—Rango(M*)=

Para a =—3 — Rango(M)=Rango(M *) =2 — Las rectas son secantes.
Paraa=—3 —2=Rango(M)=Rango(M*)=3 — Las rectas se cruzan.
b)

X+2y-z-3=0] [P(-330)
. —
X—y-32+6=0

<L
Il
—
N
|
N
w
=

s X=2_y-1_z+1 0217
2 -2 3

V=(2,-23)
Determinamos el plano que contiene a la rectar y es perpendicular a s. Para definir un plano
necesitamos dos vectores y un punto. Tomamos un punto de la recta r y su vector director para
asegurarnos de que dicha recta esté contenida en el plano, y como segundo vector tomamos ri=0xV,

que es perpendicular a ambas rectas y, por tanto, a s.

P(-3.3,0) X+3 y-3 z
ni{U=(7,-2.3) 7 -2 3 |=65x+70y—1052—15=0—w:13x+14y —212—-3=0
A=0xV=(0,—-15-10) 0 15 -10

Determinamos el punto de interseccién del plano con la recta que no esta contenida en él.

X—2 y—1
2 2

x=2_z+1 - [%,E@]
2 3 65" 65" 65

13X +14y —212-3=0

La recta buscada tiene como vector director /i y pasa por el punto que hemos calculado.

fi=ixV=(0,-15-10) 16 51109
t: t:(x,y,2)=|—,——,—|+60,-15,-10
2, 1) S -ae) !
65 65 65

c) La distancia entre ambas rectas sera igual a la distancia entre sus puntos de corte con la recta
perpendicular comun.

246 7

22 344
65 3 189
LI TSN HA[@,Q,@]
65 3 _ 8 65 65" 65
199 105=x 65
65
286 _ 510
65 e
S ass—1-23 15076 ﬁB[@,—E,@]
65 50 65 ' 65' 65
109
—7 _106=-1+3
65 +38
2 2
d(r,s):d(A,B):W\:[o,_@,_@]: o+[—@] +[—@] _818 )y
65 65 65 65) 13
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125. Pagina 159

a) La trayectoria es la recta perpendicular al plano que pasa por P.

P2, X="1+t
r: q_a_”3)—>y:2+t
U=n=013" 7 _1,3
b)
Pl
1
X =1+t 16
y=2+t =7 [5 16 7]
- —-0|= = —=
Z=1+3t i 1117 N
X+y+3z=0 "
__ 6
1
— 6 6 18] 6&J/11
¢) d(P,Q)=|P0|=| -2, =, =2
) aP.Q) ‘q [11 1 1J 1
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R@b,c)en—a+b+c=2

d(P,Q)=d(P,R)=d(Q,R)

V22422407 =Jla— 0 + (-2 +(c—37 =@+ 12 +(b—47 +( 37 —

Tenemos el sistema de ecuaciones:

a+b+c=2 a,=-1b=2,c=1

@=1+b-2*+Cc—-3*=8!— 5 4 7
2 2 2 &=—2b,=2.6=2

@+"0+b-4"+c-3°=38 3 3 3

Obtenemos dos soluciones: R,(—1,2,1) sz[—%,%
Calculamos el area:

Base ‘@‘ =B=242

Como los angulos de un triangulo equilatero miden 60°.

Altura =+/8-sen(60°) = Jgg =6

Area= @ =23
127. Pagina 159
a) Si los tres puntos estan alineados ABy AC tienen que ser proporcionales.

2-x=0
AB=k-AC — (2—X\~\—2,—N\)=k(0,-2,2) — -\ —2 = —2k } — El sistema no tiene solucién.
—X=2K

Los puntos no pueden estar alineados.
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b) Calculamos la longitud de los lados.

AB=|2-N-N=2,-N| =2 N +(X—2P + (=N =/3X" +8

AC =00,-2,2|= 27 +2° =8 BC =|n =223\ +2)| =\ =27 + (NP + (N +27 =372 + 8
Como ‘E‘ = ‘ﬁ“\ﬁ\ €R, el tridangulo es siempre isdsceles.
c) Buscamos el plano que pasa por A(0,2,0) y con vectores directores AB = (2,—2,0) y AC =(0,—2,2) :

A(0,2,0) X y-2 z
rdAB=(2,-2,0)—[2 -2 O0Ol=—4x-4y—47+8=0—m.X+y+2-2=0
AC=(0,-22 [0 -2 2

—2) 2 243
g2 2 203,
( ﬂ)\/1+1+1 V33
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Determinamos los puntos de corte:

x=y 11 1
AX=2 —>A[ 8, g,—g]
5X—4y +72+1=0

X1y

2 3
g X=1_2 —>B[O,—§,—1]

2 2 2
5X—4y +72+1=0

X—2 Y1

1 2
C;X__2:£ _>0[§,_§,_§]
1 3 8 48
SX—-4y+7z+1=0

Tomamos como base del tridngulo ABC la distancia del punto A al punto C, y como altura la distancia del
punto B a la recta r que pasa por Ay C.

‘ ACxTB”

‘AC‘ e e ——

base-altura ‘AC‘ B,r) [Ac] ‘[ACXAB”

Area = _
2 2 2

E=[3,—§,—§]
8" 2

N

S — 185 37 259 185 (37Y 259
S % ‘[‘H%"HH[‘E] 7] -5 -sae
7
3
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129. Pagina 159

a) Hallamos la proyeccién ortogonal del punto sobre la recta.

X=-2—t
_x+y+22+1=0j A(=2,1,0)
' U=(-1-11)

x—y+3=0 | V=11
y+o= z=t
Hallamos la ecuacion del plano perpendicular a la recta.

n=(-1-1)—>-x-y+z+D=0
:‘P ( ) y+z+ —mX+y—-2=0

(1,2,3)—=22220=0 ,_1-2434D=0—-D=0
Calculamos el punto de interseccion entre este plano y la recta.

X+y+22+1=0

cyiaz0 o540
33" 3

X+y-z=0

Calculamos el simétrico del punto respecto de la proyeccién.

[_5 4 _l]_[”_a 2+b ﬂ]_ﬂD/[_E 2 _ﬂ]
3373 272 2 333

b) El punto R es de la forma: R(-2 —t, 1 — t, t).

Los lados PQ y QR tienen que formar un angulo de 90°.

PO=(-2,-2,-2)— \P‘o’\ —Jh+4+4=243

OR =(—1=t,1—t,~ 1+ 1) = [OR| = (=1=1] + (1=t + (=14} =37 —20+3

Pk

POxQR=| -2 -2 -2 :(4—4t,4t,—4)—>‘@><(7?":\/(4—4t)2+16t2+16:4\/2(t2—t+1)
1t 1t 1+t

73<7| =[P [0 sen(50°) [P o7 =[]

2332 2t +3 =427 2t +2 O — 6t +9 =8t —8t+8 > t? 42t +1=0—t=—1
El punto buscado esR(—12,—1).

Sabiendo que el triangulo es rectangulo en Q, calculamos el area.

OR=(0,2,-2)— |OR| =\0+4+4 =22

base-altura _ ‘@Hﬁ‘ _23
2 2

Area =

;ﬁ =26 =4,90°

130. Pagina 159
Primero. Calculamos la proyeccién de P sobre r, .
Hallamos la ecuacion de la recta que pasa por el punto y es perpendicular al plano.

_y+2
—r. 1 -2

s
—
[N
|
N
—~ W
=
>
|
—
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Calculamos el punto de corte del plano y la recta hallada.

1_y+2
1 2
z=3 ao[l,—gs]
5 5
X—2y=

Segundo. Calculamos la proyeccién de P sobre , .

Hallamos la ecuacion de la recta que pasa por el punto y es perpendicular al plano.

{Pﬂ—23) x-1_2z-3
S —S: 1 2

y=-2
Calculamos el punto de corte del plano y la recta hallada.

X-1_z-3

1 2
= —R(0,-21)
X+27=2

Tercero. Calculamos el area de triangulo POR .

Tomamos como base del triangulo POR la distancia del punto P al punto Q, y como altura la distancia del
puntoR alarecta r’ que pasa por Py Q.
|POxPR|

base-altura ‘PO‘ (R.r") ‘PO‘ ‘[%Xﬁ}‘
2 2 2 2

— (48 — 47 (8Y 4J‘
PO=|—=,2,0|=|PQ =,[|-=| +|=| +0* =—2=178u
¢ [55 HO‘ [5] [5]

F

Area =

i j ok
2 2
_|-4/ 8 |16 8 8Y_ [ 16) (8] (8) _8V6 _
[PoxPR]=|-4 8¢ o 7M T R o | = 3,92u
-1 0 =2
PO x PR
Area —H H—ﬂ 1,96 U?
2 2
131. Pagina 159
PO .Xi1+3t
rai. —ry=1+4t
V(3,4,0) »

Los puntos de la recta son de la forma R(1+3t,1+4t,1).

Tomamos como base del tridngulo APR la distancia del punto A al punto P, y como altura la distancia del
puntoR alarecta Sque pasapor Ay P.

freq _ Dase-altura _ ‘ﬁ‘d(R,s) B ‘HD‘ B HmXﬁH
B 2 B 2 B 2 2
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AP =(-11,2,0)
P 7R
4P <PR| =|-11 2 o] =(0.0.-50¢) = y0* +0% + (~50t)" =50
at 0
Area :HﬁXﬁé” _ o
2

Como el area tiene que ser 50U — % =50—t=2—R(7,9,1)es el punto buscado.

132. Pagina 159

a) Los lados ABy AC tienen que formar un angulo de 90°.

128 < AC = [ [ -sen(50°) — 8] [Ac| = a8 | - 48[ | ] =|aB < AC]

AB = (1,2m—2,m+2) —[AB| = [ +(2m—2) +(m+2) =/5m* —4m+9 q\ﬁr —5m” —4m +9

AC =(m,15) — [AC| =7 + P +5 = 126 —[AC| =m? +26

- —

i K
ABxAC=|1 2m-2 m+2=(9m-12,m’+2m—5-2m"+2m+1)
mo 1 5

‘ExTC‘ =\/(9m—12)2+(m2 +2m—5) +(-2m? +2m +1)
(52 —4m +9)-(m? +26) = (9m —12)° +(m? +2m—5) +(~2m* +2m+1) — m? +2m+1=0—m=—1
b) AB =(12m—2,m+2)—""~AB=(1-2,2) AC =(m,1,5)—"2—AC =(0,1,5)

AD=(N\3X2)—(13,-2)=(A=10,x+2)

|
Volumen del tetraedro = — 3
1 -2 2
T 0 1 5
HABrACrAD”_x—w O X424 1 g
6 6 DRI I

Caso1— -1 +14=3—x=1-D,(13,1)

Caso2—>—‘l1)\+‘l4:—3—>>\:%—>D2

757)
1711

Existen dos puntos que cumplen la condicion.
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133. Pagina 159
a)
fi=P0Q = (—12,—24,—16) — 7: —12X =24y 162 +D =0

™. _ _ _
M[8 4'13 11'8 8
2 2 2

El plano buscado es w:3x+6y +47—-12=0.

b) Determinamos la recta perpendicular al plano que pasa por 0(0,0,0) .

r_{o(o,f),o)
n

X
RN —_,—_—_= =
Uu=n=(364) 3

y z 2x-y=0
R
6 4 4x-3z=0

Calculamos la interseccidn de la recta hallada y el plano.
2x—-y =0

4370 o2
3X+6y+4z-12=0

c) Hallamos el corte del plano con los ejes.

y=0
Eje OX -z=0 — A(4,0,0)
3X+6y+4z—-12=0

x=0
Eje OY —z=0 —B(0,2,0)
3X 46y +47-12=0

x=0
Eje OZ -y =0 —C(0,0,3)
3X+6y+4z-12=0

4 0 0
L 020
OA,0B,0C
Volumen del tetraedro:H ”: 0 2 3 :2_64:4u3

134. Pagina 159

X =142t
2X—-y—-27+3=0
r:X La-0 —y=5+2t
y+a= z=t

Calculamos Q como interseccionde ry OXY:z=0.

2X—y—-27+3=0
X—y+4=0 —0Q(15,0)
z=0

El punto R es de la forma R(1+2t,5+2t,t).
Los lados PQ y PR tienen que formar un angulo de 90°.

PO=(0,4,-3)— [P0 =\0+16+9 =5

PR = (2t,4+2t,~3+1t)— \ﬁé\ = J(2t) +(8+2t) +(=3+t) =9 +10t +25
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i K
POxPR=0 4 -3 :(10t,—6t,—8t)—>‘170xﬁ?‘:\/(10t)2+(—6t)2+(—8t)2 =200
2t 442t -3+t

‘@xﬁ‘ = ‘@‘~‘ﬁ‘~sen(90°) - ‘@Hﬁ‘ = ‘@xﬁ‘

5V/9t” 10t +25 =200+ t” — 25(9t* +10+ 25) = 200t — 25t” + 250t + 625 =0 — t =—5
Un punto que cumple las condiciones pedidas es R(—9,—5,-5).

Sabiendo que el tridngulo es rectangulo en P, calculamos el area.

[PR|=/or" +10t +25 = |[9(=5)" +10(~5)+25 = 10v2 u

_ base-altura _ ‘FO'"‘@‘ _5-10V2
2

Area = =35,36 7
2 2
135. Pagina 159
y+2 x—1=YF2] 3x_y 5-0
r:x—1:T:3—Z—> 3 = 4—Oj
X-1=3-z| X+47°%=
Calculamos AyB.
3x—y—-5=0
10 .2
X+z2-4=0 |—>Al—5%
3 '3
X—Yy+z+1=0
3X—y—-5=0
X+7-4=0 1 —B(212)
z=2

Calculamos C.

La recta perpendicular al plano =, que pasa por B es:
y—1 X=z

8(212) ( )=(212)+X(1-11) 2 2 }
Sii. L — (X, 2)=(212)+X\(1,- 1) =X -2=2—=7-2—S.
i=i=(—17 Y I X+y-3=0

El punto de corte entre dicha rectay el plano =, es el punto C.

3
K]

Calculamos el area del tridangulo: tomamos como base del tridngulo ABC la distancia del punto A al punto
B,y como altura la distancia del punto C a la recta t que pasa por Ay B.

X=2

X+y—-3=0 —>c[3,
3

X—Y+24+1=0

[SIRN

48 HTBX(’TAH
Areq _ Dase-altura _ ‘E‘U(C,t) _ ‘E‘ _ Hﬁx@\'”
2 2 2 2
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/ j k 2 2 2
e A e S R e R LT
P %o
3246
o 16V6

= = = 4,350
2 9

Area = HATB - ﬁ}‘
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El plano ©’ que buscamos es paraleloa n— =" :3x—y+z+D=0.

[3:2=1141-3+D| [3:0-1-3+71-(—)+D)|
T NCER Y

d(P, )= d(Q, ) —[84D|=|-4+D|—-D=-2

Elplanoes 7':3x—y+2-2=0.

MATEMATICAS EN TU VIDA
1. Pagina 160
Respuesta abierta.

Para calcular la inclinacion de la moto, tomamos como referencia dos planos: uno corresponderia al sueloy
el otro a la moto. Si establecemos como inclinacidn nula la situacion donde la moto esta completamente
recta y como inclinaciéon de 90° cuando la moto estd tirada en el suelo, podemos utilizar la teoria de angulos
en el espacio para calcular en cada caso la situacion de la moto.

2. Pagina 160

Si realmente fueran dos planos, podriamos decir que el angulo que puede tomar la moto es de [0°,90°),

pero en la realidad hay otros factores que influyen en la inclinacién de la moto, como el volumen y el peso
del piloto, el hecho de que la moto realmente no es un plano y tiene volumen, etc.

3. Pagina 160

En ese caso, la moto esta completamente recta. Es decir, tiene una inclinacidon de 0° segin nuestras
referencias.

4. Pagina 160
Aplicamos el angulo de inclinacién en cada caso.

a=arccos(0,94) =19,94°

8— arc005(0,86) — 30 68"] — El segundo piloto se ha inclinado mas.
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