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12 Distribuciones muestrales

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Ejercicio resuelto.

2. El aeropuerto de una gran ciudad desea conocer la opinién de los viajeros acerca de los servicios que
ofrece el aeropuerto.

a) Describe la poblacién objetivo.

b) ¢Cdmo elegirias una muestra representativa de la poblacién objetivo?

a) Viajeros de entrada y/o salida del aeropuerto.

b) Para elegir una muestra representativa, deberia realizarse un muestreo aleatorio estratificando al menos por
dias de la semana, horario (mafiana, tarde y noche) y tipo de vuelo (nacional, internacional). Ademas, se
puede estratificar por tramos de edad y por sexo. Debe tenerse en cuenta que, a mayor estratificacion, se
necesita mayor tamafio de la muestra total. En cambio, si no se estratifica convenientemente, no se pueden
extraer conclusiones adecuadas para los grupos de interés.

3. Para realizar una encuesta de satisfaccion con el gobierno municipal de una ciudad, se dispone del
listado por orden alfabético de calles y del nombre de las personas que viven en cada domicilio. ¢Qué
utilizarias para obtener una muestra, una lista con las direcciones o una lista con los nombres de las
personas?

Para facilitar la recogida de informacion, se podria disefiar la obtencion de la muestra en tres etapas:

i) En la primera etapa, se divide la ciudad en secciones homogéneas y se clasifican, por ejemplo, por tamafio
de la poblacién en cada seccién, de mayor a menor. Se eligen al azar un determinado nimero de secciones.

ii) En la segunda etapa, se eligen aleatoriamente un determinado nimero de hogares (direcciones).
iii) En la tercera etapa, se sortea al azar una persona adulta de las que viven en el hogar.

El nimero de secciones y de domicilios de cada seccion depende de la precision con la que se deseen estimar
los parametros poblacionales y, claro esta, del presupuesto disponible para llevar a cabo la encuesta.

4. La tercera parte de los alumnos de un centro estudia el idioma A, la mitad, el B, y el resto, el C. Cada
alumno estudia solo uno de estos idiomas. Se selecciona una muestra de 60 alumnos, mediante muestreo
aleatorio estratificado con asignacion proporcional al nimero de alumnos de cada idioma.

a) ¢Coémo deberia estar conformada la muestra?

b) En otra muestra seleccionada por el procedimiento anterior, el nimero de alumnos seleccionados del idioma
Aes 14,

Determina cuantos se han elegido de los otros dos idiomas.

a) La muestra deberia elegirse proporcionalmente al nimero de alumnos que estudia cada uno de los idiomas.

Por tanto, la proporcion de alumnos que estudian el idioma C es 1—%—% = l.

6
. - 1 1 1
N.° de alumnos seleccionados de cada idioma A: 5-60 =20, B: ?60 =30yC: g~60 =10.

b) Sabemos que 14 es el nimero de alumnos seleccionados que estudian el idioma A, siendo estos un tercio

. . , 1
del total. Si consideramos que n es el nUmero de alumnos de la muestra, tenemos que §~n =14 = n=42.

Como los alumnos del idioma B son la mitad, estos deben ser 21.

Por dltimo, los alumnos que estudian el idioma C son 7, los que faltan para completar la muestra de 42
alumnos de la muestra.
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SOLUCIONARIO

5. Ejercicio resuelto.

6. La duracién de un tipo de baterias para dispositivos moéviles tiene una distribucién normal de media
9 horas y de desviacién tipica 1,2 horas. Se toma una muestra aleatoria de 80 baterias. ¢Cudl es la
probabilidad de que la duracion media supere las 9,2 horas?

La variable X: “duracion de la bateria para dispositivos moéviles” tiene una distribucion X ~N (M =9 06=1 2).

Si la muestra es de 80 baterias, la media muestral tiene una distribucién normal:

2

X ~N u=9;62:l2
80

J:N(ng; ¢’ =0,018)

Por tanto,

92-9

40,018

P(X>92)= P[Z > ]: P(Z>149)=1-P(Z <149)=1-0,9319 = 0,0681

7. En un aeropuerto, el tiempo de espera tiene distribucién normal de media de 23 minutos con una
desviacién tipica de 7 minutos. Si un viajero parte de dicho aeropuerto y viaja de lunes a viernes, calcular
la probabilidad de que el tiempo medio de las 5 esperas sea superior a 25 minutos.

_ 5
La media muestral de los 5 dias, es una variable aleatoria X = %Z X, con distribucion:
i=1
)z ~N(“:23, o2 :%):N(u:Z& GZLZS,lsosj

NG

Entonces:

25-23

P(>?>25):P(z >822
3,1305

j: P(Z >0,64)=1-P(Z <0,64) =1-0,7389 = 0,2611

8. Ejercicio resuelto.

9. En las ultimas elecciones el partido A ha recibido el 24 % de los votos emitidos. Si se elige una muestra
aleatoria de 80 personas que han votado, se pide:

a) Distribucién aproximada de la proporcion de votantes al partido A.

b) ¢Cual es la probabilidad de que hayan votado al partido A méas de 25 personas de la muestra?

a) Sea la variable aleatoria X: “nUmero de votantes del partido A, entre los 80”. X ~Bin(n =80; p =0,24).

Sea p el estimador de la proporcién de votantes del partido A. Como la muestra es suficientemente grande,
la distribucion de p se puede aproximar por

0,24(1-0,24)

p~N| pn=0,24; c* =
R

]_ N (n=0,24; 6? =0,002 28)

b) La probabilidad de que al partido A le hayan votado mas de 25 personas en la muestra, puede calcularse
aproximando la distribucion de X por la de una variable aleatoria Y con distribucién normal de media y
varianza:

n=380-0,24 =19,2 02=80.0,24-0,76 = 14,592
Entonces, teniendo en cuenta la correccién por continuidad:

. 25,5-19,2

V14,592

P(X >25)=P(Y »255)= P[Z ]: P(Z >165)=1-P(Z <165)=1-0,9505 = 0,0495
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10. De una muestra aleatoria de 500 personas residentes en una determinada ciudad, 350 utilizan
habitualmente el transporte publico. Se pide:

a) Distribucion aproximada de la proporcion de usuarios habituales de transporte publico.

b) Calcula la probabilidad de que menos de la cuarta parte de los habitantes no utilice el transporte publico.

a) Si de la muestra aleatoria de 500 personas, 350 declararon utilizar habitualmente el transporte publico, un
estimador de la proporcion es:

b= 350 -07
500

Dado que el tamafio de la muestra es suficientemente grande, la distribucién de la proporcidon de usuarios
habituales del transporte publico es aproximadamente normal:

5-N[u=p o= POPN) (07 02 = 27E0T) 400042
n 500

b) Utilizando la distribucién aproximada de p obtenida en el apartado a), y teniendo en cuenta que el hecho de

que menos de la cuarta parte (25 %) no utilice el trasporte publico equivale a decir que méas de las tres
cuartas partes (75 %) si lo utiliza, se tiene que:

0,75-0,7
>

4/0,00042

P(p>075)= P[Z j— P(Z>244)=1-P(Z <2,44)=1-0,9927 =0,0073

11. Ejercicio resuelto.

12. El tiempo medio de atencion a los pacientes en un centro médico es de 15 minutos, con una desviacion
tipica de 8 minutos. Si en un determinado dia se han citado 40 pacientes, calcula la probabilidad de que:

a) Se tarde mas de 9 horas en atenderlos.
b) Se tarde en atenderlos menos de diez horas y media.

c) Se tarde entre 9y 11 horas en atenderlos.

a) Sea X: “tiempo de atencion a los pacientes del centro médico”. X es una variable aleatoria, con media
u =15 minutos y desviacion tipica ¢ =8 minutos, es decir, X ~N (p =15, o= 8).

Suponiendo que los 40 pacientes se han elegido al azar, la distribucién de la suma de los tiempos de
atencion de atencion a los 40 pacientes puede aproximarse por una distribucion normal:

T, ~N(p, =40-15=600; o}, =40-8” = 2560)
La probabilidad de que se tarde mas de 9 horas (540 minutos) en atenderlos es:

540 -600

V2560

b) La probabilidad de que tarde menos de 10 horas y media (630 minutos) en atenderlos es:

P(T40>540):P(Z> j:P(Z>—119)=P(Z<119)=0,8830

630-600

V2560

c) La probabilidad de que tarde entre 9 horas (540minutos) y 11 horas (660 minutos) en atenderlos es:

P(T40<63O)_P[Z< ]—P(Z<O,59)—0,7224

P(540<T,, <660)=P [540_600 <Z< 660_600] =P(-119<Z <119)=P(Z <119)-P(Z <-119) =
2560 2560

= P(Z <119)-(1-P(Z <119)) = 2P(Z <119)-1=2.0,8830 - 1= 0,7660
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SOLUCIONARIO

13. En una almazara se embotella el aceite en garrafas de 5 L. Después se agrupan en cajas que contienen
4 garrafas cada una. La maquina envasadora llena las garrafas segun una distribucién normal de
media 5 L y desviacion tipica 5 cL.

a) Siun cliente compra una caja, calcula la probabilidad de que se lleve menos de 19,9 L de aceite.

b) Siun cliente compra 10 cajas, calcula la probabilidad de que se lleve menos de 199 L de aceite.

a) Se considera la variable X: “cantidad de aceite envasado en las garrafas de 5 L”, cuya distribucion es normal
N(p=5; 6 =0,05), en litros.

Cada caja contiene 4 garrafas, por lo que la suma de las 4 garrafas tiene una distribucién normal de media
n, =4-5=20Lyvarianza o2 = 4-0,05* =0,01 L, es decir, T, ~N(p, = 20; o =0,01).

Entonces, la probabilidad de que la caja lleve menos de 19,9 L de aceite es:

19,9-20
<

70,01

b) Si un cliente compra 10 cajas, la suma de las 40 garrafas tiene una distribucion normal de media
H =40-5=200 Ly varianza o2 =40-0,05% =0,1 L, es decir, T,; ~ N (u,, =200; o, =0,1).

P(T, <19,9)= P[Z ]: P(Z<-1)=1-P(Z <1)=1-0,8413 = 0,1587

De manera que la probabilidad de que las 10 cajas lleven menos de 199 L es:

199-200

Jo1

P (T, <199)=P [z < ] -P(Z<-316)=1-P(Z <3,16) = 1-0,9992 = 0,0008

14. Ejercicio resuelto.

15. A una estacion llegan autobuses procedentes de los puntos A y B. El tiempo medio de retraso del
autobus procedente de A es de 10 minutos con una deviacién tipica de 4 minutos y el del procedente de B
es de 15 minutos con una desviacién tipica de 5 minutos. Calcula la probabilidad de que el retraso medio
de una muestra aleatoria de 25 dias del autoblds B no supere en 4 minutos el retraso medio de una
muestra aleatoria de 30 dias del autobus A.

Se consideran las variables aleatorias:

X: “tiempo de retraso del autobus procedente de A”, con media p, =10 y desviacion tipica o, =4, en minutos.
Y: “tiempo de retraso del autobus procedente de B”, con media p, =15 y desviacion tipica o, =5, en minutos.

Se eligen aleatoriamente n, = 30 dias del autobis Ay n, = 25 dias del autobus B.

Dado que los tamafios muestrales son suficientemente grandes, las distribuciones de las medias muestrales de
X eY son, respectivamente, normales con la media y varianza que se indican:
_ 42 _ 52
_ _ - 2 _ _ _ _ . 2 _ _
X N(Hx—lo, GX_%_O,53J Y N(HY—].S, GV—E— j

La distribucion de la diferencia de las medias muestrales del autobis procedente de B menos la del autobls
procedente de A tiene media y varianza respectivas:
Ky x =Ky —Hg =15-10=5 G.

Y-X

=02 +0.=053+1=153

Y
Por tanto, resulta: Y — X ~N(pY1 =5; 62 :153), en minutos.

Entonces, la probabilidad de que el retraso medio de un autobuls de B no supere en 4 minutos el retraso medio
de un autobus de A es:

J: P(Z <-0,81)=1-P(Z <0,81) =1-0,7910 = 0,2090
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16.

17.

El peso medio de los pollos de una granja A es 2 kg con una desviacion tipica de 300 g. En otra granja B
el peso medio es de 2,4 kg con una desviacion tipica de 400 g. Se eligen al azar 100 pollos de la granja A
y 50 de la granja B. Calcula la probabilidad de que la suma de los pesos medios de ambas muestras sea
mayor que 4,5 kg.

Se consideran las variables aleatorias:

X: “peso de los pollos de la granja A”, con distribucién de media p, =2 kg y desviacion tipica o, =0,3 kg.
Y: “peso de los pollos de la granja B”, con distribucion de media p, = 2,4 kg y desviacion tipica o, =0,4 kg.
Se eligen aleatoriamente n, =100 pollos de Ay n, =50 pollos de B.

Dado que los tamafios muestrales son suficientemente grandes, las distribuciones de las medias muestrales de
X e Y son respectivamente, normales con la media y varianza que se indican:

0,3 i 0,4
— =0,0009 Y ~N|p, =24 02 ==
0 ] [“Y 50

>?~N£,ui =20 :0,0032]

2
X

Entonces, la distribucion de la suma de las medias muestrales de la granja A y de la granja B es normal con
media y varianza:
Ug.o =Hg+Hy =2+24=4,4Kkg 6%,y = 0% +02 =0,0009+0,0032 = 0,0041 kg

2 _ 2
X+Y Y

De modo que la probabilidad de que la suma de los pesos medios sea superior a 4,5 kg es:

4,5-4,4
>

40,0041

P(X+Y >45)= P[Z ] =P (Z >156)=1-P(Z <156)=1-0,9406 = 0,0594

Ejercicio interactivo.

18 y 19. Ejercicios resueltos.

20. La proporcién de articulos defectuosos en un gran lote de productos es 0,12. ¢Cual debe ser el menor

tamafio de la muestra aleatoria elegida para que, con una probabilidad de al menos 0,99, la proporcién
muestral de defectuosos sea menor que 0,15?

Si la muestra aleatoria de articulos tiene tamafio n, sea p el estimador de la proporcién de articulos

defectuosos. Suponiendo que n es suficientemente grande, por el teorema central de limite, la distribucién de la
proporcién muestral se puede aproximar a la de una normal:

5 N(“ o1p o2 012(1-012) _ 0,1056)
] 1 - n - n

Se exige que:
P(p<0,15)=0,99

Tipificando y buscando en las tablas de la normal estandar:

2
P[Z <Mﬁj=o,99: P(z <o,0923JH):o,99:> 0,0923vn =233 =n =(%} - 637,25

10,1056

Por tanto, con un tamafio muestral de n = 638 se consigue el objetivo pedido.
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SOLUCIONARIO

21. De una poblacién de 50 000 personas se estima que 1500 ven un determinado programa de television. Se
selecciona una muestra aleatoria de 200 personas. ¢Cudl es la probabilidad aproximada de que menos
de 4 personas hayan visto el programa?

1 sila persona seleccionada ve el programa

La variable X:
0 en otro caso

, €s una variable de Bernoulli con esperanza y
varianza:

1500
50 000

E[X]= -0,03 Var(X)=0,03(1-0,03) = 0,0291

De tal manera que X,, X,,..., X,,, €S una muestra aleatoria de una variable de Bernoulli, Ber(p = 0,03). Por el

200
teorema central de limite, la variable suma, que es binomial Y :ZXJ ~Bin(n = 200; p:0,0S), se puede
j=1
aproximar por una distribucion normal de media y varianza:

Pago = 200-0,03 =6 G590 = 200-0,0291=5,82
Entonces, se tiene que Y =T,,, ~N (pm =6, 62 = 5,82). Por tanto, utilizando la correccion por continuidad, la
probabilidad de que menos de 4 personas, de las 200, hayan visto el programa es, aproximadamente:

35-6

15,82

P(Y <4)=P (T, <35)= P[z < ]: P(Z <-104)=1-P(Z <104)=1-0,8508 = 0,1492

22. La estatura de los estudiantes de bachillerato de un centro escolar tiene una distribucion de media
u =170 cm y desviacion tipica ¢ =5 cm . Si se seleccionan 40 estudiantes al azar:

a) Determina la distribuciéon aproximada de la media muestral.
b) Calcula la probabilidad de que la estatura media de la muestra sea inferior a 168 cm.

c) Calcula la probabilidad de que la suma de las estaturas de los 40 alumnos de la muestra sea superior a
68,5 metros.

a) La variable X: “estatura de los estudiantes de bachillerato” es una variable continua cuya distribucién tiene
media p =170 cm y desviacion tipica ¢ =5 cm.

Se selecciona una muestra de tamafio n =40 y, aplicando el teorema central del limite, se tiene que la
distribucién de probabilidad de la media muestral es aproximadamente normal:

X ~ N(u:170; o’ :§:0,625j
40

b) La probabilidad de que la media muestral sea inferior a 168 cm, es:

168-170
<

10,625

c) Ladistribucién de la suma de las estaturas de la muestra es, también, aproximadamente normal, con media y
varianza:

P(X <168)= P[Z ]: P(Z <-253)=1-P(Z <2,53) =1-0,9943 = 0,0057

1, =40-170=6800 cm o2, = 40-25 = 1000 cm?

Ty = ixi ~N((n,, = 6800; o3, =1000)

i=1
Si se tiene en cuenta que 68,5 m son 6850 cm, se tiene que:

6850 - 6800
> —

11000

P (T, >6850)= P(Z J= P(Z>158)=1-P(Z <158)=1-0,9429 = 0,0571

23 a 29. Ejercicios resueltos.
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EJERCICIOS

Poblacion y muestra. Tipos de muestreo

30. Para estimar el nimero de erratas de un libro que contiene ilustraciones:
a) ¢Cual sera la poblacion objetivo?

b) ¢Y la unidad de muestreo?

a) La poblacion objetivo la constituyen las paginas que no contienen ilustraciones.

b) La unidad de muestreo es la pagina.

31. En las encuestas trimestrales del centro de investigaciones sociolégicas (CIS) suele preguntarse, entre
otras muchas cuestiones, por la puntuaciéon que, de 1 a 10, le otorgan los ciudadanos a los lideres de los
partidos politicos. La encuesta suele hacerse sobre 2500 personas.

a) Describe la poblacion y la muestra.

b) ¢Qué técnica de muestreo sera la mas adecuada?

a) La poblacién la constituyen los ciudadanos y ciudadanas mayores de edad con derecho a voto. La muestra
estara formada por 2500 personas representativas de la poblacion objeto de estudio.

b) Muestreo estratificado con al menos tres tipos de estratos: edades, tipo de ciudad (tamafio) y sexo. El
procedimiento de muestreo se realiza en varias etapas, estratificando por conglomerados.

i) 12 etapa: seleccion de los municipios.

ii) 22 etapa: seleccion de las secciones dentro de los municipios de forma proporcional al tamafio de los
municipios.

iii) 32 etapa: seleccion de los individuos por rutas aleatorias y cuotas de sexo y edad.

Los estratos se forman por el cruce de las 17 comunidades autébnomas con el tamafio de habitat, dividido en
7 categorias: a) municipios de menos de 2001 habitantes; b) de 2001 a 10 000; c) de 10 001 a 50 000;
d) de 50 001 a 100 000; e) de 100 001 a 400 000; f) de 400 001 a 1 000 000; y g) de mas de 1 000 000 de
habitantes.

Nota: Toda la informacidon pertinente aparece en la pagina web del CIS.

32. Unauniversidad desea conocer el nivel de satisfaccion de estudiantes, profesores y personal no docente.
La universidad cuenta con dos campus y 22 facultades en total. Para ello encarga un estudio a una
empresa consultora. Describe la poblacion objetivo y la técnica de muestreo que seria mas adecuada
para obtener una muestra representativa de la poblacion.

La poblacion objetivo la forman todos los estudiantes matriculados en la universidad, asi como los profesores y
el personal no docente que trabajan en ella.

La técnica mas adecuada seria un muestreo estratificado en dos etapas. En primer lugar se clasifican las
facultades de cada campus por su tamafio y se selecciona una muestra de las mismas con afijacion proporcional
de acuerdo con su tamafio.

En la segunda etapa se procede a seleccionar, dentro de cada centro, una muestra aleatoria de cada colectivo,
alumnos, profesores y personal no docente, proporcional al nimero de ellos en la facultad.
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SOLUCIONARIO

33. De los 15 000 empleados de una empresa multinacional, 9000 trabajan en labores de manufactura, 4500
en tareas administrativas o comerciales y el resto son cargos directivos. (Cémo se elegiria una muestra
aleatoria de 250 personas representativa de los empleados de esta empresa?

La muestra de n =250 empleados, deberia elegirse mediante muestreo estratificado en tres estratos:

i) E1: empleados en labores de manufactura, con N, =9000 personas.

i) E2: empleados en tareas comerciales o administrativas, con N, = 4500 personas.

iif) E3: cargos directivos, con N, =1500.

Dentro de cada estrato, el tamafio de la muestra, n,, n, y n,, debe ser proporcional al tamafio del estrato:

9000  n 4500  n, 1500 _ n,

15000 250 15000 250 15000 250

De esta forma, el tamafio de la muestra en cada estrato debe ser:

9000-250 4500- 250 1500-250
n, =————=150 n=———=75 n=———-=
15000 15000 15000

Distribuciones muestrales de la media y la proporcién

34. Una poblacion tiene 5 elementos. Mediante muestreo aleatorio simple se seleccionan muestras de
tamafio 3, siendo 2 la desviacidn tipica de sus medias y 7 la media de las medias muestrales. ¢ Cuanto
valen la mediay la varianza de la poblacion?

Sea la variable X cuya media y varianza de la poblacién son, respectivamente, p y o2

Si se extrae una muestra aleatoria de tamafio 3, la distribuciéon de probabilidad de la media muestral X tiene
2 2
media p y varianza %, esdecir, u=7y % =22=4,

De manera que la media poblacional es p =7 vy la varianza poblacional es 6> =3-4=12.

35. Una poblacién esta formada por los elementos {2, 4, 5, 6}.

a) Escribe todas las muestras de tamafio 2 que pueden formarse mediante muestreo aleatorio simple con
reemplazamiento y sin reemplazamiento.

b) Calcula para cada muestra la proporcion de cifras impares.

c) Calcula la media y la varianza de la distribucion muestral de la proporcién de cifras impares.

a) Mediante muestreo con reemplazamiento, se pueden formar las siguientes muestras de tamafio 2:
R={22 R,={25} Ry={44} R,={46} R,={5 6}
R,={24} R,={26} R;={45 R,={5 5} R, ={6, 6}
Y sin reemplazamiento: M, ={2, 4} M, ={2 5} M, ={2 6} M,={4,5} M ={4, 6} M;={(5 6}
b) En cada caso, con y sin reemplazamiento, la proporcién de cifras impares es:
Con reemplazamiento: Pg, =0 Pg, =0 Prz =05 Pry =0 Prs =0 Prg = 0,5 Py =0 Prg =1 Pro = 0,5 Pryp =0
Sin reemplazamiento: p,, =0 Py, =05 Py =0 P, =05 Pys=0 P, =05

c) Se calcula la media y la varianza de la distribucion muestral de la proporcién de cifras impares:

. 1y, 25 o1&, 175 ,
Si es con reemplazamiento: p, :Ezpm =10 0,25y Var(pg) =E2pRi -p2 :T_O'% =0,1125
i=1 i=1

6 6
Si es sin reemplazamiento: p,, :%z Puj :% =0,25y Var(p,,) :%Zﬁfm -p2 :0’—;5—0,252 =0,0625
i=1

M
j=1
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36. El 25 % de las personas que viven en una determinada ciudad son mayores de 65 afios. De los habitantes
de la ciudad se elige una muestra aleatoria de 250 personas.

a) Determina la distribucion muestral de la proporcion de personas mayores de 65 afios.
b) Calcula la probabilidad de que mas del 30% de la muestra sean personas mayores de 65 afios.

c) Calcula la probabilidad de que el porcentaje de personas de la muestra sean menores de 65 afios esté entre
el50 % vy el 75 %.

a) La distribucion de la proporcién p de personas mayores de 65 afios en la muestra de
250 personas es aproximadamente normal:

0,25(1-0,25)

p~N| =025 02 =
P [” ° 250

=0,000 75)
b) La probabilidad de que la proporcion muestral de personas mayores de 65 afios sea superior al 30 % se
calcula utilizando la aproximacion del aparatado anterior:
0,3-0,25
> —

P(p>03)=P|Z
(P>03) ( /0,000 75

c) La distribucion de la proporcion p de personas menores de 65 afios en la muestra de
250 personas es aproximadamente normal:

J: P(Z>183)=1-P(Z <183)=1-0,9664 = 0,0336

 0,75(1-0,75)

p ~N| p=0,75, 6°
P [“ ° 250

=0,000 75}
La probabilidad de que la proporcion muestral de personas menores de 65 afios esté entre el 50 % y el 75 %

se calcula utilizando la aproximacion anterior:

0,5-0,75 0,75-0,75
<Z<
\/0,000 75 \/0,000 75

P(O,5<f)<0,75):P( ]:P(—9,13<Z <0)=P(Z<0)-P(Z<-913)=

=0,5-0=0,5.

37. Supongamos que el IMC (indice de masa corporal) en hombres adultos de una poblacién sigue una
distribucién normal, N(p, o =4).

a) Siel 6,68% de los hombres esta en riesgo de sobrepeso, es decir, su IMC es superior a 25, calcula el valor
del IMC medio, y, para los hombres adultos de la poblacién.

b) Si el IMC para los hombres adultos de la poblacién sigue una distribucion N(p =22, ¢ =4) y se extrae una

muestra aleatoria de 10 hombres adultos de esa poblacion, calcula la probabilidad de que el IMC medio de
la muestra esté entre los valores que la OMS considera normales, que son 18,5y 25.

a) La variable aleatoria X: “IMC en hombres adultos” tiene distribucion N (u; c= 4). Entonces, la informacién
proporcionada afirma que P (X >25)=0,0668 . Tipificando se obtiene:

25—

P(Z >T]:0,0668:>1—P(Z< 25-u

): 0,0668 = P(Z <2§T_”] - 0,9332

Si se consulta en las tablas de la normal estandar se tiene que L;H =15=p=109.

b) Si la variable X tiene una distribucién N (p =22, o= 4), la media muestral de una muestra de 64 hombres

adultos también tiene distribucién normal: X ~ N (u =22, 0= % = 16)

De modo que la probabilidad de que el indice medio de la muestra esté entre 18,5y 25 es:

185-22 25-22

Z<
J16 J16

=P(Z <237)-(1-P(Z < 2,77)) = 0,9911-1+0,9972 = 0,9883

P(185<X <25)= P( }: P(-277<Z<237)=P(Z<237)-P(@Z <-277)=
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SOLUCIONARIO

Distribucién muestral de la suma

38. Una prueba consta de 100 preguntas tipo test, cada una con cuatro posibles respuestas de las cuales
solo una es correcta. Si un estudiante contesta a las preguntas de forma aleatoria e independiente y para
superar el examen es preciso responder correctamente al menos a 60 preguntas, ¢,Cual es la probabilidad
de que apruebe?

0 silarespuesta no es correcta
1 silarespuesta si es correcta
p = 0,25 es la probabilidad de acertar una respuesta si se responde al azar.

La variable aleatoria X :{ , €s una variable de Bernouilli Ber(p =0,25) donde

En la prueba se tienen 100 variables X,, X,,..., X,,, independientes e idénticamente distribuidas a X.

La suma de estas variables, la cual mide el niUmero de respuestas acertadas, tiene una distribucion binomial:

100
Y :ij ~ Bin(n =100; p =0,25)

j=1

Por el teorema central de limite, la distribucién de Y se puede aproximar por la de una variable T con distribucion
normal:

T 100~N (kg0 =100-0,25 = 25; 6%, =100-0,25-0,75 = 18,75)

Y, para calcular la probabilidad pedida, debe efectuarse la correccién por continuidad dado que la variable
binomial es discreta y la normal es continua:

59,5-25

P(Y 260)=P(T,,, 2595)=P|Z 2>
(v 260)- P (1, 2595) - 22 402

J:P(Zz7,97):0

39. El tiempo de atencién a un paciente, en una consulta médica, tiene una distribucién normal de media
10 minutos y desviacion tipica igual a 3 minutos.

a) Sihay citados 8 pacientes, ¢cudl es la probabilidad de que sean atendidos en menos de 72 minutos?

b) Si hay citados 40 pacientes, ¢.cual es la probabilidad de que se necesiten mas de 7 horas para atenderlos?

a) La variable X: “tiempo, en minutos, de atenci6n al paciente” tiene una distribucién N (un=10; ¢ = 3) .

Si hay citados 8 pacientes, sus tiempos de atencidn representan una muestra aleatoria de tamafio n =8
de Xy la suma tiene una distribucién normal:

8
T, =>X; ~N(p, =8-10=80; o; =8-9=72)
j=1
De forma que la probabilidad de que los ocho pacientes sean atendidos en menos de 72 minutos es:
72-80

J72

b) Como en el apartado anterior, la suma de los tiempos de atencién de los n =40 pacientes tiene una
distribucién normal:

P(T, <72)= P[Z < J: P(Z <-0,94)=1-P(Z <0,94) =1-0,8264 = 0,1736

40
Tio = 2 X; ~N(uy = 40-10 = 400; o7, = 40-9 = 360)
j=1

De tal manera que la probabilidad de que se necesiten mas de 7 horas (420 minutos) para atender a los
40 pacientes es:

420-400

V360

P (T, > 420) = P(Z > J: P(Z >105)=1-P(Z <105) =1-0,8531=0,1469

'_'-I]'i Unidad 12| Distribuciones muestrales 253



Distribuciones muestral de la suma y la diferencia de medias

40. La altura de los pinos (pinus pinaster) de una plantacion A tiene una distribuciéon con media 22 metros y
desviacion tipica 1,5 metros. Mientras que los de otra plantacion B tienen media 20 metros y desviacion
tipica 1,25 metros. Se toman muestras aleatorias de 50 pinos de la plantacion Ay 25 de la B.

a) Escribe la distribucion muestral de la media de cada una de las plantaciones.

b) Calcula la probabilidad de que la diferencia de las medias muestrales sea superior a un metro.

a) Se consideran las variables aleatorias:

X: “altura, en metros, de los pinos de la plantaciéon A", con media p, =22 vy varianza ¢ =15% =2,25.
Y: “altura, en metros, de los pinos de la plantacién B”, con media p, =20 y varianza o2 =125% =15625.

La distribucién de la media muestral de una muestra aleatoria de n =50 pinos de la plantaciéon A, se puede
_225 0, 045].
50

aproximar por la de una distribucién normal X ~N (pi =22 c§

La distribucion de la media muestral de una muestra aleatoria de m =25 pinos de la plantacion B, se puede
15625

aproximar por la de una distribuciéon normal Y ~N (p? =20; c§ = 0,0625)

b) Se calcula primero la probabilidad de que la diferencia de las medias muestrales sea inferior a 1 metro, es
decir, de que |)?—\7| <1. Como las muestras de X e Y son independientes, la diferencia de las medias

muestrales tiene una distribucion normal X -Y ~N (g ; =22-20=2 c% ; =0,045+0,0625 = 0,1075).

De manera que:

o _ -1-2 1-2
P(X-Y]|<1)=P(-2<X-Y <1)=P[m<z<m

—P(Z <-3,05)-P(Z < -9,15) = (1~ P(Z < 3,05)) - P(Z < -9,15) = (1-0,9989) — 0 = 0,0011

]: P(-9,15<Z <-3,05)=

Y, por tanto, P (|>? 7\7| > 1) =1-P (|>? 7\7| < 1) =1-0,0011=0,9989.

Luego es practicamente seguro que la diferencia de las medias muestrales sea superior a 1 metro.

41. En una poblacién A, la tension ocular de personas adultas tiene una distribucién normal de media 18 y
varianza 2, mientras que en otra poblacién B tiene una distribucion normal de media 20 y varianza 4. Se
elige al azar una muestra de 25 personas adultas en cada una de las dos poblaciones.

a) Determina la distribucion de la media muestral de cada poblacion.
b) Escribe la distribucion de la suma y de la diferencia de las medias muestrales.

c) Calcula la probabilidad de que la media muestral de la poblacion A sea menor que la de la poblacion B en al
menos una unidad.

a) Se consideran las variables aleatorias:

X : “tension ocular de las personas adultas de A”, con distribucion X ~N (Hx =18; sz = 2).

Y : “tensién ocular de las personas adultas de B”, con distribucién Y ~N (Hy =20; 62 = 4).

La distribucion de las medias muestrales de una muestra aleatoria de n =25 personas adultas de cada una
de las dos poblaciones tiene distribucién normal:

)?~N(p;:18;<5 :%:o,oa) Y_~N[p;=20; c%:%:OJGJ

2
X \
b) Las distribuciones de la suma y de la diferencia de las medias muestrales son también normales:

=0,08+0,16 =0, 24)

+Y

X+Y ~N(ug,; =18+20=38 o

=18-20=-2, ¢ :0,08+O,16:O,24)

2 _
X-Y
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SOLUCIONARIO

c) Para este caso, la distribucion de la diferencia de las medias muestrales es una normal:

Y =X ~N(ny ; =20-18=2 o> =0,08+0,16=0,24)

Y-X

La probabilidad de que la media muestral de la poblacién A, X, sea menor que la de la poblacion B, Y, en
al menos una unidad se calcula como sigue:

— 1-2
P(Y -X21)=P|Z2> =P(Z2>2-204)=P(Z<204)=0,9793
(=% 4=r 22 |-pies-200-pie <200

Teorema central del limite

42. Un servicio de urgencias recibe, en media, 8 avisos por hora con una varianza de 8. Si del servicio de
urgencias se elige una muestra aleatoria de 150 horas:
a) Determina la distribucion aproximada de la suma y de la media muestrales.

b) Calcula la probabilidad de que en la muestra se hayan recibido mas de 1250 llamadas.

¢) Calcula la probabilidad de que la media muestral esté entre 8 y 9 llamadas.

a) X:“namero de avisos por hora en el servicio de urgencias”, con distribucion X ~N (p. =8 o?= 8).

Si se seleccionan al azar 150 horas de ese servicio de urgencias, las distribuciones de la suma del nimero
de avisos en esas 150 horas y de la media muestral se pueden aproximar por las distribuciones de variables
normales, dado que el tamafio muestral (n =150) es suficientemente grande. Asi, se tiene que:

150

Tiso = X, ~N (0 =150-8 =1200; 6%, =150-8=1200) y X ~N (H; =8 o2 = % -0, 0533)
=1

b) Teniendo en cuenta el apartado anterior, queda que:

1250-1200
P (T, >1250)=P|Z>—F—+——|=P(Z2>144)=1-P(Z <144)=1-0,9251=0,0749
(Tun »1250) =P (2> 250320 | p (2 104) -1 (2 <1.4)

c) La probabilidad de que la media muestral esté entre 8 y 9 llamadas de urgencia es:

P(8B<X<9)=P 88 7< 98 | p(0<2<433)=P(z2<433)-P(2<0)=1-05-05
/0,0533 /0,0533

43. En una entidad bancaria, el 40% de los clientes tiene una hipoteca. Si se elige una muestra aleatoria de
50 clientes:

a) ¢Cual es la distribucion aproximada del nimero de clientes que tiene una hipoteca?

b) ¢Cual es la distribucién aproximada de la proporcion de clientes que tienen una hipoteca?
¢) Calcula la probabilidad de que mas de 22 clientes de los 50 tengan una hipoteca.

. . 0 si el cliente no tiene hipoteca . .
a) La variable aleatoria X : ' I . : ) P , es una variable de Bernoulli Ber(p = 0,4) ,
1 sielcliente tiene hipoteca
donde p es la probabilidad de que un cliente elegido al azar tenga hipoteca.

Si consideramos la muestra X,, X,,..., X, la variable Y = %"

50
X; ~Bin(n =50; p=0,4) se puede aproximar
j=1

por una distribucion normal Ty, ~ N (g, =50-0,4 = 20; 6%, =50-0,4-0,6 =12).

b) Dado que el tamafio muestral es suficientemente grande, la distribucién de la proporcién p se puede

aproximar por la de una distribucion normal p ~N (H =04 6° = 04:06

=0, 0048j .

c) Se utiliza la aproximacion normal teniendo la precaucién de efectuar la correccién por continuidad, dado que
la variable binomial es discreta y la normal es continua:

P(Y >22)=P (T, >225) = P(z z%): P(220,72)=1-P(Z <0,72)=1-0,7642 = 0,2358
1
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CUESTIONES

44. Sefiala cual seriala poblacién objetivo e indica la conveniencia o no de extraer una muestra en cada uno
de los casos.

a) La media de la estatura de los asistentes a una manifestacion.
b) Eltiempo de vida de un tipo de bateria para moviles.

c) El namero de clientes potenciales de un nuevo hipermercado.

a) La poblacion objetivo son todos los asistentes a dicha manifestacion. En principio, mientras la asistencia no
fuera extremadamente elevada, se podria realizar un estudio individuo a individuo. Por tanto, no haria falta
extraer ninguna muestra.

b) La poblacion objetivo son todas las baterias de ese determinado tipo. En este caso, habria que extraer una
muestra ya que realizar un estudio de cada elemento de la poblacién objetivo, resultaria inviable debido a
los costes que esto supondria; bien por ser la muestra extremadamente grande, o bien por otros factores
tales como, por ejemplo, que ese modelo de bateria se haya comercializado por todo el mundo.

c) La poblacion objetivo son todos los individuos que pueden ser clientes del nuevo hipermercado (poblacién
que viva cerca del hipermercado, personas que estén interesadas en los tipos de productos que ofrezca
dicho hipermercado, personas que encuentren interesantes los precios del hipermercado, etc.). En este
caso, si convendria extraer una muestra ya que resulta muy costoso tener acceso a todos los posibles
clientes que puedan estar interesados en comprar en este hipermercado.

45. En los siguientes casos, ¢qué proceso de muestreo resultaria el més adecuado?

a) Se quiere estimar el porcentaje de ciudadanos con estudios superiores en una determinada ciudad
seleccionando una muestra de hogares y realizando una encuesta por teléfono.

b) Para estimar los ingresos medios de la poblaciéon de 18 a 65 afios de edad de un pais se selecciona una
muestra.

a) Lo primero que se debe tener en cuenta es el nUmero de habitantes que tiene dicha ciudad. Si éste fuera
muy grande, obtener un listado de todos los ciudadanos para llevar a cabo un muestreo aleatorio simple y
gue todos tuvieran la misma probabilidad de ser incluidos en la muestra, resultaria poco viable puesto que,
por ejemplo, pueden haber personas que estén censadas en dicha ciudad pero que no residan en ella. Por
tanto, resulta mas efectivo realizar un muestreo estratificado, estratificando la poblacion, por ejemplo, por
barrios o secciones censales.

b) Si el pais no tuviera grandes diferencias de poblacion entre sus distintas regiones,
un muestreo por conglomerado o por estratos resultaria muy acertado. Sin embargo, si hubiese muchas
diferencias de poblacion entre unas regiones y otras, realizar un muestreo aleatorio simple a través de un
listado de todas las personas que habitan en dicho pais (entre 18 y 65 afios) seria la forma mas efectiva de
realizar el proceso de muestreo.

PROBLEMAS

46. El 10 % de un gran lote de articulos manufacturados es defectuoso. Del lote de articulos se selecciona
una muestra aleatoria de tamafio n.

a) Sin =40, ¢;cudl es la probabilidad de que en la muestra el porcentaje de articulos defectuosos sea superior
al 9 %?

b) ¢Cual debe ser el minimo tamafio muestral para que con probabilidad 0,95, el porcentaje de articulos
defectuosos en la muestra sea inferior al 13 %?

0 siel articulo no es defectuoso
1 sielarticulo es defectuoso

Se selecciona una muestra aleatoria de n articulos, que se corresponde con una muestra aleatoria de
Xy X,,..., X, de la variable X. Asi, si n =40, la distribucion de la proporcion p se puede aproximar por

0109
0

a) La variable aleatoria X :{ es una variable de Bernoulli Ber(p=0,1).

una normal: p~N [p =01 o? =0, 00225} Por tanto, queda que:
0,09-0,1
>

10,00225

P(f) >0,09) = P[Z ]: P(Z>-0,21)=1-P(Z <0,21)=1-0,5832=0,4168
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SOLUCIONARIO

b) Se tiene que la distribucion de la proporcién es aproximadamente normal p ~ N (H =01 0% = wj
n

P(ﬁ<0,13)=0,95:>P(Z <Mﬁ]=o,95:p(z <01n}=0,95=01/n =1645=n=2706

40,09

Luego es necesario tener una muestra de 271 articulos.

47. En una fiesta se inflan globos de una bombona de helio de 40 L. Se espera que, en promedio, cada globo
gue se infle contenga 20 cL, con una desviacién tipica de 8 cL. Los globos se inflan de forma
independiente. Calcula la probabilidad de que la bombona quede vacia después de inflar 190 globos.

La variable X: “contenido, en cL, de cada globo” sigue una distribucién X ~N (u =20, 6*=8%= 64), en cL.

La variable aleatoria suma de los contenidos de la muestra de 190 globos tiene una distribucion que puede
190

aproximarse mediante la de una normal Tz, = »'X; ~N (plgo =190-20 =3800; c2,, =190-64 =12 160).
j=1

La bombona quedara vacia si la suma del contenido de los 190 globos supera los 4000 cL (40 L), entonces:

4000 —-3800
>2——— |=P(Z22181)=1-P(Z <181)=1-0,9649 =0,0351
V12160 j ( ) ( )

P (T, > 4000) = P (z

48. El error en centigramos, que se comete al pesar un determinado objeto, es una variable aleatoria con
distribucion normal de media u=0 y varianza ¢ =100. Se pesa el objeto n veces.

a) Determina la distribucién del error medio de las n pesadas.

b) Si se pretende que con probabilidad 0,99 el error medio cometido no supere los 4 centigramos, ¢cuantas
pesadas deben hacerse?

a) La variable aleatoria X: “error, en centigramos, al pesar un objeto” tiene distribucién X ~ N(p =0;0%= 100).
Se pesa n veces el objeto, es decir, se toma una muestra aleatoria de tamafio n.

La distribucién del error medio es normal X ~N (H =0 0%= @j
n

b) Sino se quiere que el error medio cometido supere los 4 centigramos, entonces:

4-0
10

P()?s4):0,99:>|3[2s Jﬁ]:o,ggzp(zso,4JH):o,99:o,4«/—:2,33:>n:33,9

Por tanto, se necesitan 34 pesadas.

49. En un laboratorio, una investigadora lleva a cabo sucesivas pesadas de un objeto con una bascula de
precision que, no obstante, en cada medicion, tiene una desviacion tipica o. La investigadora realiza

25 pesadas del objeto. Utiliza el teorema central del limite para hallar aproximadamente la probabilidad de

que lainvestigadora estime el verdadero peso del objeto con una precision superior a la cuarta parte de la
desviacién tipica.

La variable X: “peso del objeto en la bascula”, tiene media p y desviacion tipica ¢, ambas desconocidas.

Se realizan 25 pesadas del objeto, es decir, se considera una muestra aleatoria de X de tamafio n = 25.
2

La distribucion de la media muestral se puede aproximar por una distribucion normal: X ~N [M; g—sj

Si la media muestral debe estimar el valor de p con precision superior a un cuarto de la desviacion tipica o,
esto implica que:

4 4
=P(Z<125)-P(Z <-125)=P(Z <125)-(1-P(Z <125)) = 2P (Z <125)-1=2-0,8944 - 1= 0,7888

= c c = c c 5 c 5 5 5
P|(X-u<—|=P|—<X-pu<—|=P|———<Z<——|=P|——<Z<—-——|=P(-125<Z<125)=
U A 4] ( ”4] (40 j ( 4j 2 125)
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50. El cociente intelectual de los individuos presentes en una sala puede suponerse que sigue unha
distribucion normal de media p y varianzaigual a 81.

a) ¢Cuanto vale p si sabemos que solo un 10 % de las personas en la sala supera un cociente intelectual
de 105?

En los dos siguientes apartados se consideraque p=95:

b) Elegida al azar una persona de la sala, ¢,cudl es la probabilidad de que su cociente intelectual esté entre 86 y
10772

c) Elegimos 9 personas al azar de la sala y se considera la media de sus cocientes intelectuales. ¢ Cuél es la
probabilidad de que esa media esté entre 86 y 107?

a) La variable aleatoria X: “cociente intelectual de los individuos presentes en la sala” sigue X ~N (p,; 6’ = 81).
Si el 10 % supera el cociente intelectual 105, se expresa:

105_“) -01= 1—P(Z < 1059_“] -01= P(Z < 1059‘“} -0,9

P(X >105)=01= P(Z >

Y, por tanto, usando la tabla de la normal estandar queda

105;_“ =1282 = p = 93,462.

86-% ;. 1079‘95} P(-1<Z<133)=

b) Si X ~N(n=950"=81)=P(86<X <107):P[
=P(Z<133)-P(Z<-1)=P(Z<133)-(1-P(Z <1))=0,9082-1+0,8413 = 0,7495

. . . = 1
¢) Con una muestra aleatoria de 9 personas, se tiene que la media muestral X ~N [u =95 6% = % = 9).

86_95<Z<1073_95J=P(—3<Z<4):P(Z<4)—P(Z<—3):

=P(Z<4)-(1-P(Z <3))=1-1+0,9987 = 0,9987

P 86<>?<107)=P[

51. En una cabafia ganadera, el 20 % de las reses se ha visto afectada por una enfermedad no mortal. Si de
esta cabafa se selecciona una muestra aleatoria de 80 reses:

a) ¢Cual es la distribucion de la proporcién muestral?
b) Calcula la probabilidad de que la proporcion muestral de reses que han estado enfermas sea inferior al 18 %.

c) Determina la distribucién muestral de la suma de reses que estuvieron enfermas.

0 silares no ha enfermado

) , €s una variable aleatoria de Bernoulli Ber (p =0,2), siendo
1 silares ha enfermado

a) La variable X :{
p =0,2 la probabilidad de que una res elegida al azar haya enfermado. De la cabafia ganadera se elige una
muestra aleatoria de 80 reses: X,, X,,..., Xg.

80
La distribucién de la proporcién muestral, ﬁ:%ZXj , Se puede aproximar por la de una distribucién
j=1

0,2-0,8

normal, dado que el tamafio muestral es suficientemente grande: p~N (p =02 0% = = 0,00ZJ

b) Para calcular la probabilidad pedida se utiliza la aproximacion del apartado anterior:

< 0,18-0,2
10,002

¢) Ladistribucion muestral de la suma de reses que estuvieron enfermas se aproxima por una normal:

P(p<018)= P(Z ]: P(Z <-0,45)=1-P(Z <0,45)=1-0,6736 = 0,3264

80
Ty = 2 .X; ~N (g =80-0,2=16; o3, =80-0,002 = 0,16) < Ty, ~N (g, =16; o5, =0,16)

=1
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SOLUCIONARIO

52. En una determinada region, el salario medio de los hombres es de 1500 € al mes, con una desviacion
tipica de 300 €, y el de las mujeres, de 1100 €, con una desviacion tipica de 200 €. Si de esta region, se
elige una muestra aleatoria de 100 mujeres y 80 hombres:

a) Escribe las distribuciones de las sumas y las medias muestrales de hombres y mujeres.

b) Calcula la probabilidad de que la suma de las medias muestrales de hombres y mujeres supere los 2500 € al
mes

c) Calcula la probabilidad de que la diferencia de las medias muestrales entre hombres y mujeres supere
los 450 €.

a) Se consideran las variables aleatorias:
X: “salario mensual de los hombres”, con media y desviacion tipica respectivas p, =1500 € y o, =300 €.
Y: “salario mensual de las mujeres”, con media y desviacion tipica respectivas p, =1100 € y ¢, =200 €.
Se extraen muestras aleatorias independientes de los salarios de 80 hombres y 100 mujeres:

Xp Xpri Xeo € Yy Yoo, Y.

100
Las distribuciones de las sumas y las medias muestrales son aproximadamente normales:

Para los hombres:
80
T = ZXi ~N (Hso =80-1500 =120 000; o3, = 80-300% =7 200 OOO)
i=1

3007

X ~N [u =1500; 6° = = 1125}

Para las mujeres:

100
Ty = DY, ~ N1 =100-1100 = 110 000; 7, =100-200* = 4 000 000)

i=1

b) La distribucion de la suma de las medias muestrales de hombres y mujeres se puede aproximar por la de una
distribucién normal como sigue:

X +Y ~N (g, =1500+1100 = 2600; c% = 1125+ 400 =1525)

2
X+
Por lo que la probabilidad que se pide se obtiene de la siguiente manera:

2500 - 2600

V1525

P(X+Y >2500) = P[Z > j: P(Z >-2,56) =P (Z < 2,56) = 0,9948

¢) Ladistribucién de la diferencia de las medias muestrales de hombres y mujeres se puede aproximar por la de
una distribucién normal como sigue:

X =Y ~N(py_y =1500-1100 = 400; 6% ; =1125+400 =1525)

2
X-¥
La probabilidad que se pide, P(|>L\7| >450),se obtiene de la siguiente manera. Primero calculamos la

probabilidad de que la diferencia no supere los 450 €:

P(|X -] < 450) =P (-450 < X - <450)=P (_450‘400 450-400

<Z< =P(-2177<7<128)=
V1525 V1525 J ( )
=P (Z < 128)—P (Z < —2177) =0,8997-0=0,8997

Sabiendo esto, se tiene que:

P(|>Z-\7| > 450) =1—P(|>?—\7| < 450) =1-0,8997 = 0,1003
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53.

La duraciéon de una conocida marca de bombillas tiene una distribucién normal de media 1380 horas y
desviacién tipica 390 horas. Se extrae una muestra aleatoria de tamafio 10 que presenté una duracion
media de 1425 horas. Otra muestra aleatoria de tamafio 8, independiente de la anterior, presentd una
duracién media de 1342 horas. Calcula la probabilidad de que las medias muestrales presenten una
diferencia mayor de la que se ha obtenido en esta ocasion.

Sea X: “duracion, en horas, de las bombillas de esta marca”. Se sabe que X ~N (p =1380; o = 390).

La media de la muestra de tamafio 10 tiene distribucion normal:

—_ 2

Xy ~N (u =1380; o2, = 390" 15 210)
La media de la muestra de tamafio 8 tiene distribucién normal:

— 2

Xg ~N [u =1380; o2 = 390 =19 012,5]

La distribucion de la diferencia de las medias muestrales es )?10 - )28 ~N (u =0 Gzim-ia =34 222,5).
En esta ocasion la diferencia observada ha sido de 1425 — 1342 = 83 horas.
La probabilidad de que esa diferencia sea superior a 83 horas es P (|>?10 - )28| > 83).

Primero se calcula la siguiente probabilidad:

-83 83
<Z<

\J34 2225 342225

P(Z<0,45)-P(Z<-0,45)=P(Z<0,45)~(1-P(Z <0,45))=2P(Z <0,45)~1=2-0,6736 - 1= 0,3472

P(|X1—X,|<83) =P (-83 < X,, - X, <83) =P ]: P(-0,45<Z7 <0,45) =

Asi, se obtiene que P (|X,, - X;| > 83) =1-P(|X,, - X,| < 83) =1-0,3472 = 0,6528,

AUTOEVALUACION

Comprueba qué has aprendido

1.

En un centro donde se estudian idiomas, 440 alumnos estudian inglés, 122, aleman, y 80, otros idiomas.
Se supone que un alumno solo cursa uno de los idiomas. Si se quiere conocer el nivel de satisfaccion de
los estudiantes matriculados en el centro ¢cémo deberia elegirse una muestra de 120 alumnos, que sea
representativa del conjunto de alumnos del centro?

Debe elegirse una muestra aleatoria estratificada, con afijacion proporcional al tamafio de cada estrato.

Se tienen tres estratos:

i) EL:“alumnos que estudian inglés”, con N, = 440 alumnos.

i) E2:*“alumnos que estudian aleman” con N, =122 alumnos. Total: 642 alumnos

iif) E3: “alumnos que estudian otros idiomas” con N, =80 alumnos.

Para elegir el tamafio muestral de cada estrato, n, n, y n,, se reparten los 120 alumnos, que deben formar

parte de la muestra, proporcionalmente al tamafio de cada estrato:
120 n, _n, ng
642 440 122 80

Con lo que

o _120-440
! 642

82,24 n, = 120122 558, - 12080 1405
642 642

Por tanto, la muestra deberia elegirse con 82 alumnos de inglés, 23 de aleman y 15 de otros idiomas.
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SOLUCIONARIO

2. En un conocido concurso de televisién el premio que se lleva el ganador se va acumulando si no se
completa la prueba final, y aumenta cada programa una media de 2558 € con una desviacion tipica de
280 €. Si se elige una muestra aleatoria de 40 programas emitidos:

a) ¢Cudl serd la distribucion de la suma de los premios acumulados en los 40 programas?

b) Halla la probabilidad de que dicha suma supere los 100 000 €.

a) Sea X: “cantidad, en euros, que aumenta el bote cada programa”. La distribucién de X tiene media p =2558
y desviacion tipica o = 280, en euros.

Se elige una muestra aleatoria de 40 programas: X,, X,,..., X,.

Como el tamafio de la muestra es suficientemente grande, la distribucion de la suma de los 40 premios se
puede aproximar por la de una distribucién normal:

40
Tio = D X; ~N(py =40-2558 =102 320; o3, = 40-280° = 3136 000)
j=1

b) La probabilidad de que la suma supere los cien mil euros:

_ 100000102 320
\/3136 000

P(T40 >100 OOO)= P[Z ]z P(Z >-131)=P(Z <131)=0,9049

3. Una epidemia de gripe ha afectado al 60 % de la plantilla de una gran empresa. Si se elige una muestra
aleatoria de 125 empleados, se pide:

a) Distribucién de la proporcién muestral de afectados.

b) Calcula la probabilidad de que la gripe haya afectado a mas de 70 empleados de la muestra.

a) Se considera la variable aleatoria X: “la gripe ha afectado al empleado”, que es una variable aleatoria de
Bernoulli con p=0,6, Ber(p =O,6).Se elige una muestra aleatoria de 125 empleados y se observa las

variables X, X,,..., X,,; independientes e idénticamente distribuidas que X.
La distribucion de la proporcién del nimero de afectados, se puede aproximar por la distribucién normal de
0,6(1-0,6)

media p=0,6 y varianza c® =
H Y ° 125

=0,00192. Asi, p ~N(pn=0,6; 6> =0,00192).

b) 70 empleados de 125, representa el 56% de los empleados de la muestra. Por tanto:

0,56-0,6
>

1/0,00192

P(f)>0,56):P(Z ]:P(Z>—O,91):P(Z<O,91):O,8186

4. El peso de los bebés al nacer en un hospital tiene una distribucion normal de media 3,25 kg y desviacién
tipica 500 g. Se elige una muestra aleatoria de 20 bebés nacidos en dicho hospital.

a) Calcula la distribucion de la media muestral del peso de los bebés.

b) Calcula la probabilidad de que el peso medio supere los 3,5 kg.

a) La variable X: “peso en kg de los bebés al nacer” tiene una distribucion X ~ N (H =3,25,6=0,5), en kilos.
Se elige una muestra aleatoria X,, X,,..., X,,. La distribucién de la media muestral es también normal:

_ 2
X ~N|lpu=325c%= 0.5
20

= 0,0lZSJ

b) Entonces, la probabilidad que se pide es:

35-325
>

10,0125

P(X>35)= P[Z J: P(Z >224)=1-P(Z < 2,24)=1-0,9875 = 0,0125
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Relaciona y contesta

Elige la Unica respuesta correcta en cada caso

1. Para acceder a una determinada universidad, se deben superar unas pruebas tipo test con respuesta
multiple. En la dltima convocatoria, la proporcion de aciertos fue del 70 %. Si se elige una muestra
aleatoria de 50 estudiantes, la proporcion muestral de aciertos tiene una distribucion:

A. N(n=0,7; ¢*=0,065) C. N(n=0.3; 6* =0,0042)
B. N(n=0,7 0®=0,0042) D. N(n=0,3; 6> =0,065)
0,7-(1-0,7
La solucién es B. La media es p = 0 _ 07y o= # =0,0042.
100 50

2. Las notas de matematicas en una clase de 2.° de Bachillerato tienen una distribucion normal de media 6y
desviacion tipica 2. Se elige una muestra de 6 alumnos. La probabilidad de que la media de la muestra sea
superior a 7 puntos es:

A. 0,1112 B. 0,8888 C. 0,9987 D. 0,0013

_ 2
La solucion es A. Tenemos que X ~N (u =6, 6% = % = 0,67j . Por tanto, queda que:

P(%>7):P(Z> 7_6j:P(i>12a:1—P(i<12@:1—Q&B8:Q1m2

10,67

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas

3. El jugador de baloncesto A promedia 16 puntos por partido con una desviacion tipica de 4 puntos, y el
jugador B, 20 puntos con una desviacion tipica de 6. Si se elige una muestra aleatoria de 10 partidos:

A. La media muestral de A se distribuye X, ~ N (u =16, 6% = 0,16).

B. La distribucién de la diferencia de las medias muestrales tiene media 4 puntos y varianza 5,2.
C. La suma de las medias muestrales tiene media 36 puntos.

D. Lo mas probable es que la media muestral del jugador B sea mayor de 4 puntos que la de A.

. L, 42 L
Las soluciones son B y C. La opcion A no es correcta ya que o? = 0 =16 = 0,16. Tampoco es la opcién D, pues

no se indica numéricamente a qué se refiere con que un suceso sea “lo mas probable” y, por lo tanto, no
—_ — 2 2
podemos concluir nada. La B es correcta ya que Y —-X ~ N(;;Yii =20-16=4 o2 ; =f—o+f—o= ,2).

_ _ 2 2
Y también lo es la opcion C yaque X +Y ~ N[ 2.y =16+20=36; 6% =f—0+f—0:5,2j.

4. Se elige una muestra aleatoria de una poblacion con n=25y o=5. Ladistribucién de la media muestral
se puede aproximar por la de una distribucién normal:

A. en cualquier caso.
B. sila distribucion de la variable es normal.
C. si el tamafio muestral es grande.

D. si no se conoce la distribucion exacta.
Las soluciones son B y C. Para poder aproximar la distribuciéon de la media muestral mediante una distribucion
normal, debe darse al menos una de las siguientes opciones: la variable tiene que tener distribucién normal o si

no la tiene, el tamafio de la muestra debe ser suficientemente grande. Por tanto, las Unicas respuestas que se
pueden aceptar como correctas son B y C, descartando asi Ay D.

262 Distribuciones muestrales | Unidad 12 Ew



SOLUCIONARIO

Elige larelacidn correcta entre las tres afirmaciones dadas

5.

Sea X una variable aleatoria.

a) “X no sigue una distribuciéon normal”.

b) “Se toma una muestra de tamafio 15"

¢) “Ladistribucion en el muestreo de las medias muestrales se puede aproximar por una normal”.
A. ayb=c
B. Noa=c
C. c=Noa
D

Nob=c

La solucién es B. En general, se considera n suficientemente grande si n > 30. Por tanto, la opcién b) no puede
implicar nada con lo que descartamos A. Ademas, que el tamafio de la muestra sea distinto de 15 no implica que
el tamafio vaya a ser mayor, por lo que también se descarta la opciéon D. Si la variable tiene una distribucién
normal, la distribucion de la media muestra es también normal; mientras que al contrario no siempre es cierto.
Por tanto, la opcién C no es correcta pero si lo es la opcién B.

Sefala el o los datos innecesarios para contestar

6.

7.

De una poblacion se elige una muestra aleatoria. Para estimar la distribucién de la media muestral de una
determinada caracteristica, debe conocerse:

A. la moda de la variable.

B. la varianza de la poblacién.
C. el tamafio muestral.
D

. la media de la variable.

La solucion es A. La moda no es, a priori, un dato relevante a la hora de determinar la distribucion de la media
muestral mientras que el resto de parametros (varianza, tamafio muestral y media) son necesarios para
determinarla.

El 88 % de los estudiantes que se presentan a las pruebas de acceso a la universidad, supera el examen.
Si se eligen n estudiantes, para calcular la probabilidad de que mas del 90 % de ellos haya superado la
prueba, mediante una distribuciéon normal, es preciso que:

A. la distribucion de los porcentajes sea normal.
B. se conozca la varianza.
C. el tamafio de la muestra sea suficientemente grande.

D. que se conozca la puntuacion media de los estudiantes seleccionados.

La solucién es A, B y D. Este problema se resuelve mediante el estadistico p, el cual es un estimador de la

- 1-
proporcién p. Si el tamafio de n es suficientemente grande se tiene que p ~N (u =p; 62 :Mj Como se
n

sabe que p = 0,88, solo es preciso que el tamafio de la muestra sea suficientemente grande. Por tanto, la opcion
C es el dato que si es necesario.

'_'-I]'i Unidad 12| Distribuciones muestrales

263



