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5 Funciones, limites y continuidad

EJERCICIOS PROPUESTOS

Una empresa fabrica botes de laton de forma cilindrica y sin tapa para almacenar un liquido colorante con
un volumen de 500 cm®. Si x es el radio de la base, encuentra una funcion que dé los metros cuadrados de
latébn necesarios en funciéon de x.

Si h es la altura de la caja, su superficie es S(x) = 2nxh + nxz; como el volumen V = nxzh, entonces la altura de la

1000 2
+ X" .

cajaes h =£(2), y la superficie, S(x) =
X

Encuentra la expresién matematica que nos da el producto de dos numeros en funcién de uno de ellos,
sabiendo que la suma de ambos es 100.

X+Yy=100,y=100-x = xy =x(100-x) . Luego P(x)=x(100-x).

La funcién f(x)=—x2+120x —3200 representa el beneficio, en euros, que obtiene una empresa en la
fabricacién de x unidades de un producto.

a) ¢Cuantas unidades hay que fabricar para obtener el maximo beneficio posible? ¢Cual es este beneficio
maximo?

b) Halla la funcién que expresa el beneficio unitario.

c) ¢Cudl es el beneficio unitario al fabricar 60 unidades?

. . . . o - 120
a) Como es una parabola concava hacia abajo, el maximo lo alcanza en el veértice: x, :7:60. Luego el

méaximo beneficio se obtiene fabricando 60 unidades de producto.
Como f(60) = -602% +120-60 — 3200 = 400, el beneficio es de 400 euros.

f(x) _ —x?+120x-3200

b) B(x)= ” ”

f(60) —60°? .60 —
c) B(60)= (60 ) = 60 +122060 3200 = 6,67 €/unidad. Producir 60 unidades produce unas ganancias de 6,67

euros por unidad producida.
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SOLUCIONARIO

6a0.

. 1 . . .
Dada las funciones f(x) =Vx?-3yg (x) =X2—+4, calcula el dominio y la expresién de las funciones:
X -

a) f+g

D(f)= (—w,—\/§:|u|:\/§,+oo)

b) f-g

a) D(f+g)= (—oo,—\/g:|u|:\/§,+oo) -{-2,2}

Observacion: A pesar de que la expresion de r si esta definida si x = 2 y x = -2, al provenir dicha funcion de
g

un cociente de funciones en las que una de ellas no esta definida en x = 2 y x = -2, estos nimeros no estan en

c) f-g

b) D(f-g)=(-=—3 |U[V3,+)-{-2,2}

c) D(f~g):(—oo,—\/§:|u|:\/§,+oo)—{—2,2}

d) Como f(—@):f(@):o
D(fij — (-e3) U (VB,420)

e) g(-1)=0, pero -1 no pertenece al dominio de f.
D(éj:(am—JgJu[J§+w)—}22}
el dominio del cociente.

Sean:

f(x)=\/xz

Calcula fog y gof ysusrespectivos dominios.

D(f)=(0,+x) D(g)=R-{2}

D(fog) = (2,+)

Ejercicios resueltos.

5 o L
D(g)=R~{-22}
(F+9)(x) =T (x)+g(x) =\ -3+ 3=
(f_g)(x)=f(X)—g(x):\/X27__x>;tt
(a0~ 3)een
[F)oo-r55 -1

<91(><)=X—i2
zj: X-2
WX
1-2d%
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10. Ayudéandote de la calculadora, obtén los siguientes limites.

. . e*-1 . Ix . In(x-1
a) lim (eX +5) b) lim € c) I|mU d) I|mM
x—-3 x—0 X x—0 X x22 X—2
a) lime*+5=e2+5=505
X—>-3
X
by Im&—1-1
X—0 X
c) Iimou. No existe. Si nos acercamos al cero por la izquierda, obtenemos que el limite es -1, pero si nos
x—=0 X

acercamos por la derecha, el limite nos da 1, es decir, los limites laterales no coinciden.

d) IimM=1
x>2 X—2

11. Calculaapara que exista lim f (x), siendo:
X—>

ax +1 six<2
f(x)= .
X—-2 six22

lim f(x) = lim (ax+1)=2a+1y lim f(x)= lim vx-2=0

x—2 x—2 x—2 x—2*

Para que exista lim f (x) debe ser 2a +1=0, es decir, a= —% .

X—2

12. Escribe una posible expresion para una funcion f, definida a trozos, que cumpla que lim f(x)=3 y
X—=1"

limf(x)=-2y f(1)=-2.
x—>1*

Respuesta abierta, una posible expresién para la funcion f seria: f(x) = f; 2 g: i ii

13. Calcula, si existen, lim f(x) y Iimf(x) , siendo f la funcion:
X—>-1 X—4

X+3 six<-1
f(x)={x*+1 si-1<x <4
3-5x six>4

lim (x+3)=2
lim f(x)=4*>1
x—>—1 () lim (x2+1)=2
*x—>-1" L lim f(x)=2
= Luego lim (x)
lim (x2 +1) =17
lim f (x) =1 xo4 = Como los limites a izquierda y a derecha no coinciden, no existe el limite.
x—4 lim (3-5x)=-17
x—4"
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14. Calculalos siguientes limites.

im X_=3% X" —3x x* —3x
a) lim . lim y i
- X— x-1r X=1 x>l x—1
im —3—2x -3-2x 3-2x
b) lim — Im Ty i .
x—>-1 (l— X) x—>-1" (1_ X) x—>-1 (1_ X)
et et e
c) lim—, Iim—y lim—
x—0~ X x50t X x—0 X
i X —3X - 3 o
a) lim =400; lim =—o; lim
x> X—=1 x>l X— x>l X —
by fim o= __ L. gy 8-2x_ 1 3-2x

c) lim—=-ow;

x—0" X x—0" X

. e e .
lim — =+ ; lim— = No existe.
x—0 X

15. Calcula lim f(x), lim f(x)y Iinllf(x) en cada caso.
x—4* x>

X—4"

a) Y

N
4

a) lim f(x)=—0; lim f(x)=+wx; No existe Iim4f (x).
X—>

x—>4~ x—4"

b) lim f = ; lim f = ; lim f =
) an} (x) =00 )(er;+ (X) =00 lim (x) =+

16. Ejercicio resuelto.

b)

N
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190

17. Calculalos siguientes limites.

lim (2x-1)(2+3x)

2 2x* -5
2_
by lim X =3
X—>+0 X+ 2
. x-1
C) Xll>r[‘eoxz_4
6x2+x 2 6.l 2
- (2x-1)(2+3x . 2 i x— . 2 T2 2 NI Y
a) Ilm( ) )=I|m 6XT+x-2 _ i X2 X2 X i x x?>_6+0+0_
X—>+00 2x2 -5 x—+0  2x2_5 xo+0  2x2 5§ X—>+00 2—3 240
P %
3x?> 5
3x2-5 o 3x-
b) lim = lim X—X = |im X — lim 3X =+
X—>+0 X+ 2 X—>+0 5_7 X—>+%0 142 X—>+0
X X
x_ 1 1 1
— 2 2 2 —
¢) lim XL jim XX x x2 _0-0_,
X——0 X< — 4 xe—wxﬁ_i X—>—0 1— 1-0
x2  x2 x?

(ax — x)(2 +ax)

18. Calculalos valores de a para que se cumpla: lim > =2.
X—>—o 3x“+1
(2a-2)
(ax-x)(2rax) | X(a?-a)ex(za-2) (a7-a)+ T T (a2-a)
lim ~——r—2——==1lim 5 = lim = =2
X—>+0 3x% +1 X—>+0 3x% +1 X—>+0 3+i 3

XZ

a’-a=6=a’-a-6=0=a=30a=-2
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19. La poblacién de bacterias de cierto cultivo sigue laley P(t)=
(2t +2)°

indica los dias transcurridos desde su inicio.
a) ¢Qué poblacion habia al principio del estudio? ¢Y al cabo de una semana?
b) Al aumentar el tiempo, ¢tiende a estabilizarse la poblacion?

3:0+2)(5-0+1
= ( hl )( hl ) = % =2 miles de bacterias. Habia 2000 bacterias.

a) P(0)

(3t* +2)(5t +1)

miles de bacterias, donde t

(2:0+1)°
(3-72+2)(5-7 +1) 149.36
P(7)= 3 = +— =1589 33 miles de bacterias. Habra 1589 bacterias, aproximadamente.
(2:7+1)
( , )( ) 15t° +3t2 10t 2
3t°+2)(5t+1 3 2 3 w3 T3 T
b) lim P(t)= lim e S i SN S S
X420 xoto (2t +1) xo+o 8t +12t2 +6t+1  xowe 8t 12t2 6t 1
e ele
15+§+£+33 15
= lim #:—:lws miles de bacterias
X—>+0 12 6 1 8
8+—+ S+
t ottt
El nimero de bacterias se aproxima cada vez mas a 1875.
20. Ejercicio resuelto.
21. Calcula Iimzf(x) en los siguientes casos.
X—>
X+= X2
a) f(x)=—=X c) f(x)=
) f0)=—3 ) 10=372
X_i
X
b) f(x)_x2—7x+10 d) f(x)—x2 4
x*—4 -2
x+i 2+% 5
. T X _ _>
a) ll_rgf(x)_)l(l_rgx_i_z_i_3
X 2
2_ Xx—2)(x-5 x-5
b) limf (x) = lim X=X 10 (X=2)(x=5) _ (x=5) 3
X—2 =2 x2—4 x»Z(X—Z)(X+2) x»Z(X+2) 4
¢) limf(x)=limX=2-9_¢
x—>2 x=>2X+2 4
2_ X+2)(x-2
d) lim x4 da lugar a una indeterminacién del tipo 9 lim f (x) = Iimwz lim(x+2)=4
x—2 X — 0 x-2 X—2 (x—2) X—2
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22. Calcula estos limites.

a) lim
x——0 X +5

b) lim (xz—x)

X—>—00

c) lim (2-x)

X—>—0

d) (5-x)(3+x)

lim
X—>+00

e) lime™

X—>+0

f) Iim( 2 +x)
x—>-o\ 3X +1

a) lim 3 __ lim

b) lim (XZ—X)=+oo

X—> -0

c) XEan(Z —X) =+

d) lim (5-x)(3+x)=-

X—>+0

. _ . 1
e) lime™=Ilim—=—=0
X—>+00 x—+0 @X

f) Iim( 2 +xJ=i—oo=0—oo:_oo
x—>-o\ 3X+1 -0
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23.

Calcula estos limites. Si dan lugar a indeterminaciones indica de qué tipo son y resuélvelas.

3 _ 3 _ 2 _ 2 _ 2
a) lim [7—3) d) lim* -8 g) limX XXy gy WXLV L
X—>+0 X x=>2 X -4 x—1 (X—l) X—>+0 X
2 _ _ _y2
by fim X =X+1 e) limi=Yi=X" h) lim (3x? +x-5)
x>-3 X—-2 x—0 )(2 X—>+00
— 2 —
¢) lim (3x?+x—5) f) lim—tX i Iim(x+2— -3 j
X—>—0 x>lg_[y2 3 x>l x -1 x°-3x+2

a) lim (7—3):7—0:7

X—>+00 X

. x?2-x+1 9+3+1 13
b) lim - B
o3 X-2 5 5

c) lim (3x2 +x—5)= lim x(3x+1—;]=(—oo)(—oo)=+oo

X— -0 X—>—00

X3 — x3_8 (x—2)(x2+2x+4) . (x2+2x+4)

d) lim 8  Indeterminacién tipo O im X =5 _im = lim =3
x>2 X2 — 4 0 x>2x? -4 x>2  (x+2)(x-2) X2 (x+2)
2 VAR (1—\/1—x2)(1+\/1— x2)
e) Iim#. Indeterminacion tipo 9 lim 1-Vi-x = lim =
x—0 X 0

x—0 X2 X—0 X2 (1+ /1_ X2 )

1-(1-x2 2
— lim (-x*) = lim X :nm;:%

H°x2(1+\/jm) HOxz(lJr\/ﬁ) H0(1+\/1—7)
1_x2 (1—x2)(2+M)

Indeterminacion tipo 9 lim X = lim =
0 1y x2.3 Hl(2—\/x2 +3)(2+\/x2 +3)

f) lim

1-x2
212 _x%+3

2 [2
—iim & X)(12+2X +3)=Iim1(2+\/x2+3)=4
_X X—

x—1
o x3-x®-4x+4 o0 xPoxP—4x+4 (X—l)(X2—4) , (X2—4)
g) lim—————— Indeterminacion tipo —. lim 3 =lim 3 =lim 5 = —®
x—>1 (X*l) 0 x-1 (X—l) x—1 (X—l) xal(x_l)

h) lim (3% +x-5) =+

X—>+0

N[ X+2 X-3 L
i) lim - . Indeterminaciéon o — o .
>\ X-1 x°-3x+2
o xP-x-1
5 lim ——————=—
c(x+2 X -3 Lo x“-x-1 x->1 (X —1)(x - 2) . -
lim -— =lm——-—= 2 = Luego no existe el limite.
x>\ x-1 x*-3x+2) x>1(x-1)(x-2) . x“-x-1
lim ——————=+w

x-1" (X —1)(x - 2)

VxZ2+1-+/x% -1
X

i) lim . Indeterminacion tipo o — .
X—>+0
2 2 2 2
NN (\/x +1-vx —1)(\/x +1+x —1) _ )
lim = lim = lim =0
X X Xk x(\/x2+1+ xz—l) X‘”‘”x( X2 +1+ x2—1)
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24 a 27. Ejercicios resueltos.

28. Calculalos siguientes limites realizando en cada caso las transformaciones adecuadas.

x+2]2x_1
X-5

X+5
b) lim [3"‘2]

x—>+0{ X—5

a) lim (

X—>+0

x2+1

(X2 —x+3 ) x3
c) lim|———

x>0 X2 +3x -1

1
d) Iim( 2% )X‘S
x->5"\ X+5

a) Indeterminacion del tipo 1.

_ (2x-1)
s 221 7 2t 1 %5 5 i 14%7
lim = lim |1+ = lim || 1+ =gxowe x5 gl
x—>+0o\ X =5 X—>+00 X—-5 X—>+00 X-5
7
5
. 3x-2 . _(3x =2\
b) Como lim =3y lim (x+5)=+w; lim =40,
x—+0 X —5 X—>+00 x—>+0\ X —5
c) Indeterminacion del tipo 17,
—Ax+4 X%+l
241 X2 +1 x2+3x-1 |x213x-1 X+3
i [XCoXHB (L A s () 1 “axra ~
im | —S—— = lim |1+ 5—— = lim e =
x—>+o| X +3x -1 X0 X“+3x-1 X400 X“+3x-1
—-4xX+4
 4x314x%_4x+4
m —M—
— @x x3+6x2+8x-3 _ e*4
d) Indeterminacion del tipo 1*~.
1
x+5 |xi5
1 1 X5 i L .
. 2X x5 . X —5\x-5 . 1 M X5 i
lim = lim |1+ = lim || 1+ = @x5" X5 — gl0
x5\ X +5 x—5" X+5 x—5" X+5

X-5

X —>+00 X —>—00 X —>+00

X X =X
29. A partir del resultado lim (1+1] =e, justifica lim (1+1J =e. Ayuda: escribe lim (l—i) y opera
X X X

con esta Ultima expresién.

X -X -X X X
lim (1+1j = lim (1-% = lim (X—’lj = lim (Lj = lim (1+ 1 j -
X —>—0 X X—>+00 X X—>+0 X x—+0o\ X —1 X—>+0 X -1
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30.

31.

32.

Ejercicio interactivo.
Ejercicio resuelto.

Estudia la continuidad de las siguientes funciones, especificando en su caso el tipo de discontinuidad.

Xx+1 six<0
c) f(x)=1x*+1 si0<x<1
2x+1 six>1

X+1
2x3 —7x?> —5x+4

a) f(x)=

b) f(x)=In¥x-2 d) f(x)=

X-3

a) Por ser un cociente de polinomios, la funcién es continua en todo su dominio, que son todos los nimeros reales
excepto los que anulan al denominador, es decir, la funcién es continua en R —{—14,%}. Enx=4yx= % la
discontinuidad es de salto infinito y en x = —1 es evitable.

b) Las funciones logaritmo y raiz cubica son continuas en todo su dominio.

Como la funcién esta definida si x — 2 > 0, f es continua en D(f) =(2,+w).
x+1 six<0

c) f(x)={x*+1 si0<x<1
2x+1 six>1

Como las funciones que definen cada trozo son continuas, pues son trozos de rectas y parabolas, basta ver
qué ocurreenx=0yenx=1.

lim (x+1)=1=f(0)

limf(x)=4*2% = Luego limf(x) =1y la funcién es continua en x = 0.
x—0 () lim (x2+1):l g0 (x)=1y
x—0"

lim (x*+1)=2=1(2)

Iimf(x): X1 = Luego no existe limf(x), pues, aunque existen los limites laterales,
x—1 lim (2x +1)=3 x-1
x—1

estos no coinciden. Asi pues, en x = 1 hay una discontinuidad de salto finito.

X - . o
d) f(x)= 3‘ . Comencemos definiendo la funcién como una funcion a trozos:
X —
X X oX ' : e
= , si >0 . Resolviendo la inecuacion tenemos que x € (—,0] U (3,+ ).
x-3| x-3 X-=3
X 3= X 3 si =% 3 < 0. Resolviendo la inecuacion se tiene que x €(0,3). La funcién no esta definida
X - X — X -

en x = 3, luego alli no sera continua.

lim =0=f(0)
lim f (x) = x>0 X =3 = Luego limf(x) =0 y la funcién es continua en x = 0.
Xx—0 . X—0

lim — =0

x—0" X—3

. X

lim — = 400
lim f (x) —Jx>3 X-3 = La funcién tiene una discontinuidad esencial en x = 3. La recta x = 3 es una
X3 lim = +o

x—>3" X —3

asintota vertical.
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33.

34.

Determina para qué valores de ay b es continua la siguiente funcion.

x?-b six<0
f(x)=<ax+b si0O<x<2

x2+b six>2

Six#0yx# 2, lafuncién es continua por ser trozos de parabolas y rectas.

Calculemos los limites lateralesen x =0y en x = 2.

lim (x> -b)=-b=1(0
lim f (x) = Xﬁo’( ) (©)
x—0 lim (ax+b)=b

x—0"

Si queremos que en x = 0 sea continua, entonces -b=b = b =0.

lim (ax +b)=2a+b=f(2)

H _ Jx->2"
ll—rlqu(x)_ lim (x2+b):4+b

x—2"

Si queremos que sea continua en x = 2 debe ser2a+ b =4 +b, y como b =0, debe ser a = 2.

x? six<0

Lafuncidnes: f(x)=42x si0O<x<2

x? six>2

Ejercicio interactivo.

35 a 37. Ejercicios resueltos.

38.

39.

Demuestra que la siguiente ecuacion tiene alguna solucion real.

xP+x%+x+1=0
Aplicando el teorema de Bolzano a la funcion continua f(x)=x>+x%+x+1 en el intervalo [-10], por ejemplo,
como f(-1)=-2 y f(0)=1, se deduce que existe c en (-1,0) con f(c)=0.

Luego x = ¢ es una solucion de la ecuacion.

Demuestra que la ecuacién x3+5x +1=0 tiene alguna solucién real y da una aproximacién correcta hasta
las décimas.

De nuevo se aplica el teorema de Bolzano a la funcion f(x) =x®+5x+1 en intervalos cada vez mas pequefios
hasta obtener la aproximacion deseada:

[-1,0] f(-1)=-5y f(0)=1
[-0,2;-0,1] f(~0,2) = -0,008 y f(-0,1)=0,499

La solucién es x =-0,1, ...
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40. Lafuncién f(x)= 3 5 cumple que f(1)=-3 y f(3)=1y no corta al eje X en ningun punto. ¢Contradice

X
este ejemplo el teorema de Bolzano?

No lo contradice, pues la funcidén no cumple todas las hip6tesis del teorema de Bolzano. La funcién no es continua
en el intervalo [1,3], tiene una discontinuidad esencial en x = 2.

41. Encuentra el maximo de la funcion P(x)=x(5-x).

Como se vio en el texto, la funcion tiene un maximo. Al ser una parabola, sabemos que dicho maximo lo alcanzara

en el vértice V (g%Tsj . Comprobamos que el maximo se alcanza en el intervalo [0,5] .

42 a 45. Ejercicios resueltos.

46. Se define poder adquisitivo, PA, como la cantidad de bienes o servicios (de precio unitario, PU) que

podemos adquirir con una determinada cantidad de dinero, T, es decir: PA=|;r—U. Por ejemplo, si

disponemos de 180 € para la compra de libros que cuestan 15 € cada uno, tenemos un poder adquisitivo de
12 libros.

Calcula el limite del poder adquisitivo cuando Ty PU dependen del tiempo t y este tiende a mas infinito, en
los casos siguientes.

a) T(t)=5t+1y PU(t)=t>+1
b) T(t)=8t°+t y PU(t)=2t"-3

c) T(t)=3t+12 y PU(t)=250

T(t) fim Sl

a) II—I>rPOOPA:lI—I>rPoC PU (t) _l—>+oo t2 +1 0
T(t 2
by lim PA= lim —U__ jim BC+L
t—+o0 t—+0 PU (t) to+0 2t2 3
T(t
& tim PA= lim ) _ i 312

=1
t—+o0 t—+o PU (t) to>+o 250

47 a 56. Ejercicios resueltos.
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EJERCICIOS
Funciones reales

57. Sean las funciones f(x)=x?+ax +b y g(x)=-x*+c . Determina a, b y ¢ sabiendo que las gréficas de
ambas funciones se cortan en los puntos (-2,-3) y (1,0).

Ambas funciones deben pasar por esos puntos, planteamos el sistema y se resuelve:

2
-3=(-2) +a(-2+b (3-4-2a+b=b=2a-7

-3=—(-2)*+c _)3=-4+c=c=1
0=12+a-1+b 0=1l+a+b=0=1+a+2a-7=a=2 b=-3

0=_12+c O0=-1+c=c=1

Las funciones son: f(x)=x"+2x-3 y g(x)=-x*+1

58. Encuentra la parabola que pasa por los puntos A(0,-1), B(1,2) y C(2,3).
La ecuacioén de la paradbolaesy = ax® + bx + ¢. Planteamos el sistema:

-1=c¢
2=a+b+c cuyassolucionessona=-1,b=4yc=-1.
3=4a+2b+c

La parabola es y = —x? + 4x — 1.

59. Expresalafuncion f(x)=|2x +4|-|x —1 como unafuncioén definida a trozos y dibuja su gréfica.

[2x+4|=2x+4 si x=-2 y [2x+4|=—(2x+4)=-2x -4 six<-2
[x-1=x-1si x>1y|x-1=-(x-1)=-x+1six<1

Observa cémo queda la expresiéon dependiendo de los valores de x:

-2

2X -4 —(-x+1)=-x-5 2x+4—(-x+1)=3x+3 2x+4-(x-1)=x+5

La expresion de f como funcién definida a trozos es:

-X-5 six<-2
f(x)=93x+3 si-2<x<1
Xx+5 six>1

Y

N
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60. Calcula el dominio de estas funciones.

a) f(x)=e¥?°

b)

c) f(x)= XX_S

d) f(x):xfz— X—2
@ f00-(1]7

f) f(x)=In(3x-7)

a) D(f)=R
b) Como x* + 16 > 0 siempre, D(f)=R.
c) Debeserx—-5>0, D(f)=(5+x).
d) Por un lado debe ser x —2 =0y por otro x — 2 > 0.
Asi pues, debe ser x — 2> 0y, por tanto, D(f)=(2,+x).

e) Para que la potencia esté siempre definida debe ser 1 >0, es decir, x > 0.
X

Ademas, para que no se anule el denominador del exponente debe ser x — 2 # 0 por lo que
D(f)=(0,+x)—-{2}.

f) Debe ser3x-7>0.
. 7
Asi pues D(f)= (§,+ooj

2X +5

61. Sealafuncion f(x)= 5 4.Ca|cu|a:
X —

a) Su dominio. b) ¢Para qué valores de x es f (x) >07?

a) Como el denominador se anulasix=-20x=2, D(f)=R-{-22}.

b) Estudiamos el signo del numerador y del denominador:

(700,7§j (,;,zj (-2,2) (240)
Signo de 2x +5 - + + +
Signo de x* - 4 + + - +
Signo de f(x) - + - +

f(x)>0 en (—%,—2) U (2,+)
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Operaciones con funciones

62. Escribe las siguientes funciones como composicion de funciones elementales.
a) A(x)=(5x- 2)12
b) B(x)=cosve**"

1
Inx2

c) C(x)=
d) D(x)=em

a) f(x)=5x-2 g(x)=x?=A(x)=(gof)(x)

b) f(x)=x-% g(x)=e*; h(x)=vx; p(x)=cosx=B(x)=(pehogof)(x)
c) f(x)=x* g(x)=Inx; h(x)=%:c(x)=(hogof)(x)

d) f(x)=x% g(x)=senx; h(x)=vx; p(x)=e*=D(x)=(pohogef)(x)

1
14x

63. Sea f(x)=

a) Calcula la funcion (fof)(x).

b) Catalina asegura que (f of)(~1) =0 y Gloria afirma que (f of)(-1) no existe. ¢ Quién de las dos tiene razén?

a) (fof)(X)Zf(

1 )_ 1 x+1
1+x 1 X+2
1+x

b) Gloria tiene razén, pues como D(f)=R -{-1}, x = -1 no esté en el dominio de (f of).

64. Calculalafuncién inversade:

2) f(x)=x>-8
b) f(x)= 2x-5

3

a) fH(x)=¥x+8

~ 3x+5

b) f(x) >
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65. Sean las funciones fy g definidas asi:

f(x)— Ex -7 six<-1
T l1-3x six>-1

g(X)={

3-2x six<2

X+7 six>2
Encuentra la expresion de la funcién suma:
i |
f(x)=5x-7 » f(x)=1-3x 2 f(x)=1-3x
X)=3-2x (x)=3-2x g(x)=x+7
(x)=3x-4 (x)=4-5x s(x)=8-2x

3x-4 six<-1

La expresion de la funcién suma es: s(x)=14-5x si-1<x<2

Limite de una funcién en un punto

66. La funcion f(x) no esta definida para x

razonadamente:

8-2x six=>2

= 1. Observando la tabla de valores siguiente, contesta

X

0,99

0,999

1,001

1,01

f(x)

3,02

3,001

-2,99

-2,95

a) ¢Existe limf (x)?
X!

) . . 2,
b) ¢Crees que existe Llinl[f(x)] .

a) Parece que no, pues a la vista de los datos parece que lim f(x) =3y lim f(x) =-3.

x—>1

b) Parece que si; por lo visto en el apartado a, seria Iiml[f(x)]2 =9.
X—

3

x—1"

67. Lafuncién f(x)= X2 =8 1o esta definida parax = 2. Con ayuda de la calculadora obtén el limite Iim2f (x).
X" = x>
X 19 2,1 1,99 2,01
f(x) 2,925 64 3,075 61 2,992 51 3,007 51
A la vista de los datos, parece que Iirr12f (x)=3.
X—
SIT1
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68. Si Iimf(x)=3 y limg(x)=5, calcula, en cada caso, el siguiente limite.
X—a X—a

a) )I(i_rg[f (x)+g(x)]
b) lim[f(x)-g(x)]

X—a

c) lim[3f(x)-g(x)]

X—a

d) lim[f(x)]

X—=a

&) lim[f(x)+2g(x)]

f) )I(|_>ma,[[f (x):|2 +g(x)+2

o ]

hy lim [f (x) "o

X—a

a) lm[f (x)+g(x)]= lim f(x)+ lim g(x)=3+5=8

b) lim[f(x)-g(x)]=limf(x)-limg(x)=3-5=-2

X—a X—a X—a

c) )I(i_r;na[Bf (x)-g(x)]= Blmf (x)—)l(mg(x) =9-5=4

d) lim[f(x)] :[Iim f (x)]2 -3%-9

X—a X—>a

&) lim[f(x)+2g(x)] = [mf (x)+ 2)I(i_>mag(x)T - (3+2.5) =169

X—a

N im ()] +g(x)+2 =Jl@a([f(x)]2+g(x)+2) ~J915:2-4

o s o] ] (272

2 lim f(x)+ lim g(x)
h) lim (f (X))Zf(x)+g(x) _ |:||m f (X):| x—a x—a _ 32.3+5 _ 311

X—a
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69. Dibuja, aproximadamente, en cada caso una gréfica para una posible funcién que se comporte de la
siguiente manera cercade x = 2.

a) f(2)=1y )I(imzf(x) =1

b) f(2)=1, limf(x)=1y limf(x)=-1

x—2~ x—2"

c) f(2)=2, Iirr;ﬁf(x):ly lim f(x)=3

x—2"

d) f(2) noestadefinida, lim f(x)=1y lim f(x)=1.

x—>2" x—2"

e) f(2) noestadefinida, lim f(x)=1y limf(x)=2.
n

X— x—2"

f) f(2) no esta definida, lim f(x)=1y lim f(x) no existe.

x—2" x—2"

a) Y d) Y
/
T P
1 ] 1 /
1 pJj
1 X ) 0| 1 X
7 //
b) Y e) v
ﬂ )
1 1 r/v
1 o X [E /T X
L
c) Y f) Y|
)
1 I \\
LA
1 N X TN
N
NG ol X
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70. Lafuncion f esta definida a trozos.

2

x2-1
2 - six<-1
f(x)=9 x+1
e six>-1

a) Ayudandote de la calculadora, obtén los limites laterales lim f(x)y lim f(x).

x—-1" x—-1"

b) Decide si existe o no el limite lim f (x).
X—>—!

-1,1 -1,01 -0,9 -0,99
-2,1 -2,01 1,105171 1,010 05

b) lim f(x)=-2y Iim+f(x)=1, luego no existe lim f (x).

x—>-1" x—>—1 x—>-1

a)

71. ¢Existe el limite IimM?
x—)3|X|—3

i H: li —x+3 =-1, lim M: lim X—_3:1, luego el limite no existe.
x—>3'|X|—3 x—>3" X—3 x—3" |X|—3 x—3" X—3

1

72. Calcula lim xx .
x—0%"

0,1 0,01
0,1*° = 0,000 000 000 1 0,01*° = 0,0000...

lim xx =0
x—0"

204 Unidad 5] Funciones, limites y continuidad



Limites infinitos y en el infinito

73. Dibuja posibles graficas para las siguientes cuatro funciones.

a) lim f(x)=+0 y lim f(X)=+0

x—2" x—2~

b) lim g(x)=+w y lim g(x)=—»

x—2" x—2~

c) lim h(x)=—-0y lim h(x)=-+w»

x—2" x—2~

d) limi(x)=—0 y limi(x)=—w

x—2" x—2~

3) Yl

x|

b) Y I

-

x|

c)

d)

-
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74. Las gréficas siguientes corresponden a cuatro funciones que no estan definidas en x = 1. Asocia cada
gréfica con alguna de estas funciones.

1 1 1 1
f(x)= X)= h(x)=—— i(X)=———
()= g(x) P () =17 (x) ()
I v . v
4
J \
0| 1 X
J i\
0| 1 X
Il Y] V. Y]
/
0| 1 — X
[ -.
[
, 0| 1 X
1 1 1 . 1
. f(x)= Il. h(x)=— II. X)= V. i(x)=
(=7 (9=17 8- Sl
Calculo de limites
75. Calculalos siguientes limites.
a) lim (3x2+x+1) d) lim (3x2+x+1)
X—>+00 X—>—0
b) lim (—x2+4x+5) e) lim (—x2+4x+5)
X—>+0 X—>—00
; 2 _ 4 H 2 _ 4
) Jim (- ) m s

a) lim
b) lim
c) lim X2—X4):—oo

(
(
(
d) lim (3¢ +x+1) = 4o
(
(

X—>—0

e) lim —X2+4X+5)=—oo
X—>—00

f)  lim x2—x4)=_oo
X—>—0o0
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76. Calcula estos limites.

m VOx? +3

a,
) x—+0 2X+5

b) Iim( 9x2+4x+1—3x)

X—>+0

JT

3

x2(9+—

2 2
VOx* +3 — i X

a) lim = = lim lim _3
x—>+o 2X+5 X—> +00 ( 5] X—>+00 ( j X—> +00 ( 5) 2+0 2
x| 2+ —
X X X
2 2
. . . (\/Qx +4x+1—3x)(\/9x +4x+1+3x) 0 4 dx 1 9
b) lim ( 9x +4x+1—3x)= lim lim =
X o JOx2 +4x +1+3x o Jox? L ax+143x
1 1
44+ = =
. X( +xj . 4+ 440 2
= lim = lim = ==
P 4 1 x> 4 1 J9+0+0+3 3
X[4/9+—+—5+3 9+—-+5+3
X X X X
77. Calculalos siguientes limites.
a) lim (Jx+3—&)
X—>+00
b) Iim ———
X—>+w4lx+ J 1
(\/x+ x/_)(\/x+3+\/_) X +3—X
a) lim (\/x+3—\/;)= lim lim = lim
X—>+00 X—>+00 \/X+3+‘\/_ X—)+00.\/X+3+.\/_ X—)+00.\/X+3+.\/_

b) lm-—=— — lim Vx+ledx-1
X—’+°°x/x—+1 J—l X_’+°°(\/X+1 Ix - 1)(\/X+1+\/X 1)

— lim VX+1+4x-1 lim VX+1+4Vx-1
X—>+°o(x+1) (x=1) xowe 2
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78. Calcula estos limites. No olvides estudiar, si es necesario, los limites laterales.

2
x+1
a) fim &Y ¢) lim 22X+t
o3 x-3 x>-1 X+1
b) lim dy lim x> —5x+6
x»lxz_]_ x»2x2_4x_4
) | (x+1)
o (x+1 _ =
a) Ilmu.Noemste, pues {73 X3
>3 X-3 (x4
lim ——— = +0
x->3" X-3
. 1
lim ——=-
b) lim—=— . No existe, pues {*>* X" ~1
x—=>1xc -1 . 1
lim ——— =+
x—1F X< -1
lim 2x+1
i 2x+1 i x—>-1" X+1 B
c) lim ———. No existe, pues
x>-1 X+1 i 2x+1
im =
x->-1" X+1
lim (x=3)
2 = 400
. X*-5x+6 . (x-2)(x-3 . (x-3 . o (X —
d) lim = = =|Im( ) > )=|| ( ).NoeXISte, pues { " 2 (x-2)
OAXT-4x+4 o2 (x-2) x>2(X—2) im (x—3):
x—2" (X*Z)

79. Calculalos siguientes limites.

V2+x -1

a) lim ——
>-18-x -3
. V8+ X
b) lim

x4+ X —V2x +2

a) lim N2+x -1 im V24 x-142+x+1+/8-x +3 im (X+1)(V8_X+3) _
x>1,/8-x -3 x> 1J8-x -3 V2+x+1/8-x+3 H*1(—1—x)(\/2+x+1)

V8-x +3 6

=lm Y2 F° 2 _ .3

xa—l_(m_’_l) 2

b) Este limite no existe, pues:

i /8 + x i \/8+X(\/3+X+\/2X+2) y \/8+X(\/3+X+\/2X+2)
XILnlx/3+x—x/2x+2 _XILnl(\/3+x—x/2x+2)(«/3+x +\/2x+2)_"ILnl -(x-1) -
\/8+x(\/3+x +x/2x+2)
lim = 400
_Jxor —(x-1)
\/8+x(\/3+x +x/2x+2)
lim = —o
x—1t —(X—l)
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80.

Calcula los siguientes limites.

a)

b)

c)

d)

e)

f)

a)

b)

c)

d)

e)

f)

lim (20\/;— x)

X—>+0

_(x-3)(2x+1)
lim ———=
x>0 4x2 —3x +1

lim (25x2 +3000x)

X—>—

X242
lim 5
X—>-2 (X + 2)

.5
lim—
x—0 X

1

) (x-12)2
!(lin>1 (x+3)

X—> 400 X—>+0

lim (203x ~x) = lim x(%-1jz_oo

i 0 s

TR s Gar)

—>+o0 2 _ —— ——

x 4x* -3x+1  x $2(a_34 12) x (4_§+i2j 4 2
X X X X

lim (25x% +3000x) = fim x* (25+3°°°)=

X—>—0 X—>—00 X

2

lim - €l numerador tiende a 6 y el denominador, que es siempre positivo, tiene a cero por lo que
X—>-2 (X + 2)

X2 42

lim 5 =+
X2-2(x +2)

.5 . .5 .5
lim = no existe pues lim —=-0w y lim —=+w

x=>0 X x—0" X x—>0* X
1 1
) (x-22 . . ) (x-1?
|Im1(X + 3) . La base tiende a 4 y el exponente tiende a +«, por tanto: Ilml(x + 3) = 400,
X—> X—>
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81. Calculalos siguientes limites.

) I
b) Ilm—
x>0 (14 x)* -1
0 Iimx2+3x
X—2 X2—X
2
d) fim X° +3x
X—>-3 X —X
x2 +3x
e) lim
X—>-1 X —X
2
. X° 43X
0 lm’ x2—x
x? -1
Ilm—
9) x>1x2 —3x +2
h) Ilmx +x-90
X—9 \/_ 3

x-1 x-1 Vx +1
3) !(I—n;ll\/_ 1_!<|—>1\/— 1\/—_,_1_')![?1(\/_4-1):

. X . X 1
b) Ilim >—=lim ==
x>0(14x)7 —1 x20 x(x+2) 2

x? +3x _4+6_10

c) lim
x-2 x2_-x T4-2 2
2 p—
d) lim X“+3x 9 9=
x—-3 X —X 9+3
2 p—
e) lim X +3x_£:_1

x—>-1 x —X 1+1

B lim 23X iy X

g) lim =lim

h) i XCEX-90 L (x-9)(x+10) Jx+3 . (X—9)(x+10)(\/§+3)=

X—9 \/;_3 X—9 \/_ 3 \/_+3 X—9 X—-9

= lim (x+10)(Vx +3) =19-6 =114
X—9

210 Unidad 5] Funciones, limites y continuidad



82.

Calcula estos limites.

a)

b)

c)

d)

e)

f)

a)

b)

c)

d)

e)

f)

. x-1 . x-1
lim > = lim

x—0" X“ =X x>0 X (X — 1)
. x-1 . Xx—-1
lim > =

x>0" X2 =X x-0* X(X—1)
x4 —3x

lim ——=+x

Xt =
lim ——=-w

. (2 3 ]
lim|—=————|=—
x-0"\ X X+1

. X?2+6x+9
im Z—""" =40
x—3" X-3

.1

= lim —=-w
x—0" X
.1

= lim ==+
x—0" X
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83. Calcula estos limites en el infinito.

¢) lim (3x-5vx)

X—>+00

d) lim (x3 -3x%+ 2x)

X+
e) lim (i— 2 )
x40\ 3X  2X+1
f) lim xz(i—ij
X—>-+e0 X X+1
) (1+x 2+x)
g) lim|—-

hy lim (2-x)(8x-3)
Xore (2 — 1)2

. 3x-2 3

a) lim =—

x—>+0 2X+5 2
5-x

b) lim =-1
x—+0 X +5

c) lim (3X—5\/;) = 400

X—>+0

d) lim (x3 —-3x2 +2x) =400

X—>+0

e) lim (i- 3 j:o-o:o

x—>+0\ 3X  2X+1

f) lim xz(l-ijz lim xz[“l‘x ~im X1

xod (X X+1) xou x(x+1)J x>0 X+ 1

g) lim (“—X—2+X)=1-1=0
x>0\ X 1+Xx

hy tim EE3)_
x>ko(2x-1)
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84. Calculalos siguientes limites.

1 2
2% 3x 3 2 3x°+2
a) lim (1+3) ¢) lim ( X ) e) limx*Y g) lim { X"=5 ]
X—>+00 X x—+0\ 2X —7 x—1 x—>+oo| x2 —3x
X X+2 1
= 2 2 _ X“+1
by fim [2FX)° A tm|—2X | H lim(1+x) hy lim [ X
x40\ X =7 X—>+o0 (x—l)(x+1) x—0 x—>+0\ 7 4+ X
3 13 1 T
a) lim (1+—j = lim [1+—J3 = lim (1+—}3 =e®.
X—>+0 X X—>+%0 5 X—>+0 5
3 3/
X 9
X X X7 |5 'x-7 . ox 9
lim =
b) lim (ﬂjs = lim (1+ 9 )5 = lim [1+ ! ] * — o535 _ g5 |
x40\ X —7 X—>+0 X—7 X—>+0 X-7
9
X 3x 1 X 3x
c) lim La base tiende a — y el exponente a + por lo que lim =0
x| 2% — 7 2 x| 2% — 7
X+2
5 X+2 x2-1 |21 lim X+2
d) tim|—>= | =im|[1+ 1 =ex’1=e0 =1,
x| (X —1)(x +1) K40 x2-1
L I 1 Yx1
e) limx*t=lim(1+x-1)x1 =lim| 1+ =e
x—1 x—1 x—1 1
x-1
1
_ 1 1 % X im L Iim_% Iim+% _ o _
f) ""}J(l““ X)xZ = Ilrr}J [l+—] =ex0x  Como e~ * =0 y e~ * = 10, no existe el limite pedido.
X—> X—>
X
2 .3X—5
2_g 3x2+2 3 5 3x%+2 1 x2ax T . x2-3x
g) lim |2 = = lim (1+ X j = lim |[1+— e -
x—+o| X4 —3X X—>+0 X< —=3X% X—>+0 X< —3X
3x-5
(352 +2)(3x-5)
lim 3
= X' — 4o
2 ]_.M
x2+1 x2+1 12 < -12
h) lim (X_S) — lim (1+ _12) ~ lim {1+ L T” -
x—+o\ 7+ X X—>+00 7+X X—>+00 7+X
=12
x2+1)(7+x)
lim —
= @x+® 12 =0
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85. Calcula este limite: IimLoz0001
Xx—=0 X
. x-0,00001 . . " . .
Img)—2 =—oo, pues el numerador tiende a —0,000 01 y el denominador es positivo y tiende a cero. Si este
X X

limite se aproxima con la calculadora, se deben tomar valores de x menores que 0,000 01.

X —>+0

86. Calcula el valor de a para que se verifique que: lim (\/x2 +ax +1- x) =2

. ( 5 ) . (\/x2+ax+1—x)(\/x2+ax+1+x) . ax +1 a
lim (Vx“+ax+1-x/)= lim = lim =—=2
X X ( x2+ax+1+x) H+°°( x2+ax+1+x) 2
Luegoa=4
Continuidad de una funcién en un punto y en un intervalo
87. Estudiala continuidad de las funciones siguientes.
a) f(x)=senx e) f(x)=x*-Inx
b) f(x)=xe* +x? f) f(x)=x+2
X+1 X+1
c) f(x)= f(x)=222=
) 1(X)=5 0) 1(x)=>
X+1 x2+1
d) f(x)= h) f(x)=
) 1) x* +25 Y x*-25
a) f(x)=senx Es continua en todo R .
b) f(x)=xe* +x2 Es continua en todo R por ser producto y suma de continuas.
c) f(x):);Ll3 Es continua en R_{ﬁ,_ﬁ}_
X —
d) f(x): ;(+215 Es continua en todo R por ser cociente de continuas y no anularse nunca el
X+
denominador.
e) f(x)=x*-Inx Es continua en (0,+%).
f) f(x)=x+2 Es continua en todo R .
g) f(x)= x+1 Es continuaen R - {0} .
X
2
h) f(x)zﬁ Es continua en R —{5,-5}.
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2x?—ax +1 six<1 , .
88. Sea f(x) = . Determina los valores ay b que hacen que f sea continuaen x =1y que

-x2+3x-b six>1
f(§)=£_
2 4

lim f(x) = lim (2x2fax+1):27a+1=37a=f(1)

x—-1" x—-1"

lim f(x) = lim (-x* +3x ~b)=-1+3-b=2-b

x—1" x—1

Para que sea continua en x =1 debe ser 3—a=2 - b, es decir,a=b + 1.

2
Como f(ijz—(ij +3-§—b=1,entonces b:—g+g—£=2.
2 2 2 4 4 2 4

Luego para que se cumplan ambas condiciones debe sera=3y b =2.

16-x2 si—-2<x<2

89. Estudialacontinuidad de: f(x)=1" .
X si 2<x<3

La funcién es continua en [-2,2) y en [2, 3] por ser continuas las funciones 16 — X2y X2

Debemos estudiar qué ocurre en x = 2:

lim £ (x)= lim (16 -x) =12

limf(x)={x>2 X—2"
A0 =1 f(x)= lim x? =4 =f(2)
x—2" x—2"

La funcién no es continua en x = 2, pues no existe limf(x) al no coincidir los limites laterales. Es una
X—2

discontinuidad de salto finito.

90. Se consideralafuncion real de variable real definida por:

x2 -

f(x)=1x2-5x+6
3X+m Six=>2

six<2

a) Calcula el valor del parametro real m para que la funcion f sea continua en x = 2.

b) Calcula XIer_]wf(x) y XI|%r7+130f(x).

fim (x) = lim — =4 _ i (X=2)(x+2)

=4
X—>2" X—>2" X2 —-5Xx+6 xX—2" (X—Z)(X—3)

a) limf (x)=
lim f(x)= lim (3x+m)=6+m="f(2)

x—2" x—2"

Para que sea continua debe ser -4 = 6 + m, luego m = -10.

. . x?-4
b) lim f = lm ———=
) xl)n—]oo (X) xl)njoo X2 —Bx+6

lim f(x)= lim (3x+m) =+
X—>+0

X—>+0
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x?-9 six<0

91. Seconsideralafuncion: f(x)=<59x —27 .
33 six>0
X +

a) Estudia la continuidad en el punto x = 0.
b) Calcula el limite cuando x tiende a — y cuando x tiene a +o.

lim f(x)= lim (x*-9)=-9=f(0)

x—0" x—0"

a) 9x — 27 . Luego la funcién es continua en x = 0.
lim f(x)= lim =-9
x—>0" x->0" X+ 3
lim f(x) = lim (x*-9) =+
b) © " ox 27
lim f(x)=lim =9
X—>+00 xo+0 X +3

x+a six<l
92. Se considera la funcion real de variable real definida por: f(x)={x?-2 si1<x <3
X+b six>3

Determinaay b para que f sea continua en todo R.

Como las funciones g(x)=x+a, h(x)=x*-2 y i(x)=x+b son continuas cualesquiera sean a y b, solo
debemos estudiar los limites lateralesenx =1y x = 3.

lim f(x) = lim (x+a)=1+a
x—1"

limf (x)={""" e =l+a=-1=a=-2
x-1 lim f(x) = lim (x —2) =-1=1(1)
x—1" x—1"

lim £ (x) = lim (x*-2)=7=1(3)

lim (x) = {*>% ol =3+b=7=b=4
x-3 lim f(x)= lim (x+b)=3+b
x—3" x—3"

Los valores buscados sona=-2y b =4.

X +a six<0
i V1+x —+1- . ,
93. Calcula los valores de a,b eR para que la funcion:f (x) = % si0< x <1 sea continua en
X
bx six>1

todo punto.

Debemos ver qué ocurre en x =0y en x = 1, ya que en el resto es continua.

lim f(x)= lim (x+a) =a=*f(0)
" X—0"

X—0
lim f (x): , A1+ X —N1-x ol x —1-x 1+ x +41-x . 2X 1
x>0 lim f(x)= lim = lim = lim ==
x—0" x—0" 3x x—0" 3x Vi4Xx +4/1-x x50 3x(\ll+ X +~1- x) 3

. 1
Para que sea continua en x =0, debe sera = 3

. A1+ x —41-x 2
) |Imf(X): im ——M — = — . 2
limf(x):4xor YT 3x 3 = Para que sea continua en x = 1, debe ser b = —.
X1 lim f(x) = lim bx =b =f (1) 3

x—1" x—1"
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94.

95.

96.

X+i six<2

Estudia la continuidad de: f (x)= ;(_2 5
u si X >2

X+2

En (—oo,2)—{l} , la funcién es continua, y en (2,+oo) también, por ser cocientes de polinomios y no anularse los
denominadores. Veamos qué ocurre six =1y six =2:

lim (x) = lim X2~
limf(x):4*>t X1 )’((;% = La funcion tiene una discontinuidad de salto infinito en x = 1.
o lim f(x) = lim = 4o
x—1" x-1" X —1
lim £(x)= lim 22 _4-¢(2)
Iimzf (x):4*7? x>2 X3_x12 o = La funcién tiene una discontinuidad de salto finito en x = 2.
~ lim f(x)= lim ==——"= =2
x—2" x—2t X+2

Asi pues, la funcién es continua en R —{1,2}.

Dada la siguiente funcidn real de variable real:

e six <0
f(x)= 3
( ) X—2+1 six=>0
(x-2)
Estudia su continuidad.
X3

La funcion g (x) =e* es continua en todo R, la funcién h(x) = ——+1no esta definida si x = 2 y es continua

(x-2)

en su dominio, por lo que el dominio de la funcién fes D(f) =R —{2}.
Estudiemos la continuidad en x = 0.

lim f(x)= lim e* =1

x—0" x—0"

limf(x)= NG

x>0 lim f(x)= lim | ——+1|=1=f(0)
x—0" x—0" (X—2)

Asi pues, la funcién es continuaen R - {2} .

Sea la funcioén:

f(x)={ex‘1 six<1

(x+a)2 six>1

¢Para qué valores del parametro a es continua la funcién?

La funcién es continua si x = 1.
lim f(x)= lime**=1
|Imf X): X—>1 X—>1"
e i f(x)= lim (x+a)’ = (1+a)* =f(2)
x—1"

x—1"

Debe ser (1+a)2 =1l,a=00a=-2.
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97. Determina el valor de a para que sea continua en x =-1 la funcién:

ax
f(x)=4x-1
x3-3x%24+6x -2 six>-1

six<-1

lim f(x)= lim 2 -2 R
lim f(X)= Xx—-1" x>-1mX-1 2 =Z=-12 a=-24
X—>-1 . . 3 2
lim f(x)= lim (x -3x +6x—2)=—12:f(—1)
x—-1" x—-1"

Para que la funcién sea continua en x = -1 debe ser a = -24.

98. Determinaay b para que la siguiente funcién sea continua en todos sus puntos:

ax?+b six<0
f(x)=4x-a si0<x<1

a .
—+b sil<x
X

a . . ,
Como —+ b es continua en (l,+oo) , solo debemos estudiar qué ocurreen x=0yen x = 1.
X

lim f (x) = lim (ax* +b) =b

lmf (x): X“—r}(]) f(x) = )(Ii_;r(ii(x _a)=-a=1(0) = Para que sea continua, debe ser b = -a.
x—0" x—0"
lim f(x)=lim (x-a)=1-a
limf (x): 4" >t = Para que sea continua en x = 1, debe ser 1 —a=a + b.
x-1 lim f(x)=lim —+b=a+b=f(1)
x—1" x—1" X

b=-a

Resolviendo el sistema -
l-a=a+b

obtenemos a=1, b=-1.

99. Se consideralafuncion:

X-5 Si X >2

f(X)z{|—x—]1—t six<2

Halla el valor de t para que f sea continua en x = 2.

limf(x)= =>3-t=-3=1t=6
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Teoremas relacionados con la continuidad

100. Demuestra que la ecuacion x° = x*+x - 5=0tiene alguna solucién real.

f(x)= x> —x?>+x-5 es continua en [0,2], f(0)=-5<0 y f(2)=25>0. Usando el teorema de Bolzano

sabemos que hay un nimero c entre 0y 2 con c®—c?+c-5=0.

101. Demuestra que la ecuacién x* + x — 5 = 0 tiene al menos una solucién real menor que 2 y mayor que 1.

f(x)=x%+x-5 es continua en [12], f(1)=-3<0 y f(2)=5> 0. Usando el teorema de Bolzano sabemos que

hay un nimero c entre 1y 2 con +c-5=0.

Sintesis

102. Pon un ejemplo de dos funciones f y g tales que se cumplan las condiciones:

1. No existan leLnlf(x) ni IX|Lnlg(x).

2. Exista le_rpl(f (x)+g(x)).

X+1

Si f(x) =1 y g(x)=¢€" _i—i, se cumplen las condiciones. En general, si H(x) es una funcion tal que existe

F(x)

IimlH (x) y F(x) otra funcién con F (1) =0, las condiciones se cumplen para f (x) =
X—>.

x-1
103. Calculalos limites siguientes.
a) lim 3-x c) lim (x3—3x2+25x) e) Iim(i— 3 ]
x——0 54 X X —>—0 x>\ 1-xX 11— X3
_ 2 x-1
b) lim (V2x+5-vx) ) lim e S LS |im(x+5j
X400 x> (2X +1)(1- 4x) x-3\ x -1
a) lim ~—X__1
x=>-0 54X
b) lim (V2x+5 -+/x) = lim (V2x+5 ) (Vax+5 +3x) _ lim X+S o
s A (e %) A e +95)
c) lim (x3—3x2+25x)=—oo
X—>—0

-12x* +7x+1 -12 3

dy Jim (2x+1)(1-4x) -8 2

e) Iim[i— 3 ):Iim L 3 =lim X*4x-2 =lim (x=1)(x+2) =
I @R D)) [ exd) R e

. X+5 Xt 2
f) lim =4°=16

y g(x)=H(x)-

F(x)

x-1"
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104. Calculalos limites siguientes.

x4 -16 . A3x%+7x-5
a) lim e) lim =227+
x->2 X—2 X—>+00 2Xx -9

b) lim (x—\/4x2+3x) f lim—X=3

X 40 x>1x% 2% +1

) limvx?-9 ) lim XS
X—5 J X240 \J4x? —x +2
X _ 2_
d) Iim5 +3x21 h) IimX 7x +10
x—0 (X+l) X—2 X—-2
4_ X2 +4)(x-2)(x+2
a) lim> 16=Iim( J(x-2) )=Iim(x2+4)(x+2)=8-4=32
x=2 X—2 X2 X—=2 x—2

b) lim (X_m)z im (x—\/4x2+3x)(x+\/4x2+3x) —3x% -3x

= lim = —00

= I P ey Gt 3x)

c) limvx?2-9=+452-9=4
X—5

5 +43x-1_1+0-1_,

d) lim

x50 (x 41)° 1
2 —
o) lim Y FTX=5 V3
X—>+00 2Xx-9 2
f im—>=3 _jimX=3 _
)<»1X2 2X+1 xal(x 1)2
. X+5 1
g) lim NPT
X—>+00 4X2—X+2
2_ X—-2)(x-5
hy tim X =7X+10 e, (x=2)( ) lim (x—5)= -3
x—2 X—2 x—2 X—2 x—2

x2-1 six<2

105. Lafuncién f(x) esta definidaen R por: f(x)={ )
a-x six>2

a) Calcula el valor de a para que f sea continuaen R .
b) Calcula el valor de a para que la funcién tenga en x = 2 un salto de 3 unidades hacia arriba.

c) Calcula el valor de a para que la funcién tenga en x = 2 un salto de 5 unidades hacia abajo.

a) Miremos qué ocurre en x = 2:

lim f(x)= lim (x*-1)=3=f(2)
a_2 = Para que sea continua debesera-2=3 = a=>5.

lim f : 2" 2"
b () HIim f(x)?lim (a-x)=
x—2" x—2"

b) Para que tenga un salto de tres unidades hacia arriba debe sera-2=6 = a=8.

c) Para que tenga un salto de cinco unidades hacia abajo debe sera-2=-2=a=0.
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106.

107.

x?-1

x-1

Estudia si la funcién f(x) = es continuaen x = 1.

La funcién no esté definida en x = 1 por lo que no es continua.

Calculando los limites laterales obtenemos:

2 —
im £ (x) = tim Xt CEVOED iy
x—1" x—1 |X —J.I x—1 —(X—l) x—>1

2_ S1)(x+1
im () = im X CEVCED 2
x—1" x—1 |X —].I x—1 (X —1) x—1"

Luego la funcion tiene una discontinuidad de salto finito en x = 1.

CUESTIONES
. 1 1 o ,
Dadas las funciones f(x)_m y g(x)= vt se verifica que:
1 X—-2
(fo0)()=— =2~

108.

109.

110.

-1

X =2

¢Es correcto afirmar que D(f e g) =R —{3}.

No es correcto decir D(f g)=R—{3} pues 2 no estden D(f-g) ya que no existe g(2). D(fog)=R—-{3,2}.

Determina el dominio de la funcién: f (x)=+vx —1+In(1-x).

Un ntmero x estard en D(f) six-120y1-x>0, es decir: x 21y x < 1. Como esas dos condiciones son
incompatibles, no hay ningln nimero x que esté en D(f).

x?+ax six<1
¢Existen valores de ay b paralos que la funcion f(x) =< bx sil< x <3 seacontinuaen R?
ax +4 six>3

Para que f sea continua en R debe serlo, en particular,en x=1yen x = 3.

La exigencia de continuidad en x =1 nos obliga a escribir lim f(x)= lim f(x), es decir: 1 + a=b y la continuidad
x—1" x—1"
enx=3, lim f(x)= lim f(x) osea:3b=3a+4
Xx—3"

x—3"

Como no es posible que se verifiqguen simultaneamente las ecuaciones 1 + a=b y 3a + 4 = 3b, no hay valores de a
y b que hagan que f sea continuaen R .

Escribe dos funciones f y g, ambas con dominio R, tales que Iim2f (x)= Iing(x) y f(2)=g(2).
X—> X—>

2
XS=-X-2 .
Basta con que una de ellas sea discontinua en x = 2. Por ejemplo f (x) = X —2 Sl x#2 y g(x)=x+1.

7 si x=2
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111.

112.

113.

114.

115.

En la siguiente funcion:

x? -1

f(x)=1{x?-6x+8
1-3x six>3

Six<3
¢Para cuantos numeros reales a se verifica que el Iimite de f(x) cuando x tiende a a por algln lado es
mas infinito o menos infinito?
SixX*-6x+8=0,x=40x=2.
Pero al ser f(x) =1 — 3x si x> 3, el Unico numero a para el que se cumpla lo pedido es a = 2.
Si f es continua en x = 2y su grafica pasa por el punto A(2,0), ¢cudl es el valor de Iim2(3+[f(x)]2) ?
X—>

. .. 2 . 2 2
Al ser f continua en x = 2, lo es la funcién g(x) =3+ (f(x))", por lo que XI|£)n2(3 +[f(x)] ) =3+f(2)"=3+0%=3.

Sean las funciones:

f(x)=1+x1/i2+7 g(x)=1+vV2+7x?
X

¢Podemos afirmar que f(x)=g(x)?

No es cierto que f(x)=g(x) six < 0. Por ejemplo: f(-1)=1-v9=-2 y g(-1)=1+v9 = 4.

. . f / 2 . / . L, P
La razon, esta en que 2+7x% = [x? (—2+7] ,Six#0,noes x %+7 sino |x| %+7 , pero aun siendo asi
X X X

D(f)=R-{0} y D(g)=R.

p(x)

a(x)

Escribe una funcién racional f(x)= tal que p(l) =0 cuyo limite cuando x tiende a 1 por algun lado

sea mas infinito o menos infinito.

(x-D(x+1) _ x*-1
(X71)2 X% —2x +1

f(x)=

Razona si se puede asegurar que la ecuacion f (x)—2=0 tiene alguna solucion en [1,4] sabiendo que:
1. fescontinuaen el intervalo [L4].

2. f()=0y f(4)=3.

Si, se puede asegurar que la ecuacién f(x)—-2=0 tiene alguna solucién en [1,4].

La funcion F(x):f(x)—Z cumple las condiciones del teorema de Bolzano en el intervalo [:L 4] ya que es
continua alliy F(1)=-2<0 y F(4)=1>0 por lo que existe al menos un c en [1 4] con F(c)=0,y, por tanto, ¢
es una solucion de la ecuacién planteada.
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2

116. ¢Hay algun valor de k para el que la funcién f (x) =% 1+ X Stx#-1 sea continuaen R?
k six=-1
XZ
lim f(x) = lim [x - I ]: +o0 por lo que, al no existir el limite lateral, la funcién no es continua en x = -1 sea
x—-1" x—-1" + X
cual sea el valor de k.
PROBLEMAS
117. Una bomboneria elabora diariamente x kg de bombones. El coste diario, en euros, de produccién depende
de dicha cantidad segln la siguiente relacién:
C(x)=5+22,5x
Se estima que si se elaboran x kg diarios, un kg debe venderse a 60 — 0,5x° €. Si cada dia se vende toda la
produccidn, encuentra una funcion que exprese los beneficios diarios de dicha bomboneria si se cumplen
las indicaciones dadas.
Si cada kilo se vende a 60 — 0,5x° €, por los x kg producidos en un dia se obtendran unos ingresos de
x(60 - O,5x2) €. Los beneficios son los ingresos menos los costes de produccion. Asi pues, la funcion que nos da
los beneficios es B(x) = x (60 -0,5x*) - (5 +22,5x) = -0,5x° +37,5x -5 €.
118. EI balance econdémico mensual, en miles de euros, de una compafila vinicola viene dado por
f(x)=3— 5 > x > 0, donde x es el tiempo en afios desde que se fund6 la compaifiia. (A qué valor
X +
tienden sus ganancias o pérdidas a largo plazo?
lim f(x)=3- =3. Las ganancias tienden a 3000 euros mensuales.
X—>+00 X +
119. Una pieza es sometida a un proceso de modificaciéon mediante calor durante 4 horas. La temperatura T en

grados centigrados, que adquiere la pieza en funcién del tiempo x, en horas, viene dada por la expresion:
T(x)=Ax-Bx®> 0<x<4

Se sabe que a las dos horas de comenzado el proceso la temperatura es de 40°C y que al acabar el
proceso (T =4) la pieza esta a 0 °C. Determinar las constantes Ay B.

Sabemos que T(2)=2A-4B=40 y T(4)=4A-16B=0.

Resolviendo el sistema obtenemos A =40y B = 10 y la funcién que nos da la temperatura en funcién del tiempo es
T(x)=40x-10x*, 0<x<4.
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120.

121.

122.

El precio unitario que los consumidores aceptan pagar por cierto articulo depende de la cantidad x de
dichos articulos que salen a la venta, siguiendo este modelo de demanda:

d(x)= 56

X+5
¢Cual es el precio unitario de este articulo en el punto de equilibrio si el modelo de oferta es
o(x)=3x+2?

,con d(x) en eurosy x en miles de unidades.

Se calculan las unidades que deben ponerse a la venta para conseguir el punto de equilibrio:

d(x)=o(x):5—65=3x+2:>56=(3x+2)(x+5):>3x2+17x—46=0:x=2,x=—? (que no tiene
X +
sentido en este contexto.

Luego el punto de equilibrio se consigue poniendo a la venta 2000 unidades

El precio unitario es 0(2)=3-2+2=28 euros.

La concentracion de ozono contaminante, en microgramos por metro cubico, en una ciudad, viene dada
por la funcion C(t)=90+15t —-0,6t%; donde t es el tiempo transcurrido desde el 1 de enero de 1990,
contado en afios.

a) ¢Hasta qué afio esta creciendo la concentracién de ozono?

b) ¢Cudl es la concentracion maxima de ozono que alcanza esa ciudad?

a) Como la funcién de la concentracién es una parabola, crecera hasta el vértice V (12,5;183,75)

Luego ocurrira a mediados del afio 2002 y sera de 183,75 microgramos por metro cubico.

b) La concentracion maxima que alcanza esa ciudad es de 183,75 microgramos por metro cubico.

Un grupo de suricatos huye de una fuerte sequia que asola su habitat y comienza su peregrinaje en busca
de agua en el instante t = 0. El numero de individuos de la poblacion sigue esta ley P(t) =140 - 4t —t2,
donde t se mide en meses.

a) ¢ Cuantos suricatos habia al principio de la huida?
b) Demuestra que la poblacion va siempre disminuyendo.

¢) Finalmente no encontraron zona con agua. ¢,Cuando desaparecio la poblacion completamente?

a) P(0)=140. Al comienzo habia 140 individuos.

b) Al ser la funcién una parébola céncava hacia abajo, a la derecha del vértice que esta en V (-2,144) es siempre
decreciente, luego la poblacién va disminuyendo siempre.

c) P(t) =0=140-4t-t>=0 = t = -14 y t = 10. La poblacién desaparecié a los 10 meses de comenzar el
peregrinaje.
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123.

124.

125.

El coste mensual de las llamadas telefonicas de cierta compafiia se obtiene sumando una cantidad fija (en
concepto de alquiler de linea) con otra proporcional a la duracion de las llamadas. En dos meses distintos
se han pagado 21,14 € por 13 horas y 27 minutos de llamadas y 23,60 € por 15 horas y media de llamadas.

a) Encuentra la funcion que nos da el coste en funcion de los minutos hablados.

b) ¢Cuantos céntimos cobran por cada minuto hablado?

a) C(t) =a-+bt, donde a es la cantidad fija, y b, el precio por minuto. Para hallar a y b resolvemos el sistema:

2114 =a+807b
23,60 =a+930b

La solucion del sistemaesa=5y b =0,02.
C(t)=5+0,02t, con t medido en minutos.

b) Cobran 0,02 céntimos por minuto.

El servicio de traumatologia de un hospital va a implantar un nuevo sistema que pretende reducir a corto
plazo las listas de espera. Se prevé que a partir de ahora, la siguiente funcién indicard en cada momento (t,
medido en meses) el porcentaje de pacientes que podra ser operado sin necesidad de entrar en lista de
espera:

t2-8t+50 si0<t<10
P(t)=138t-100
0,4t

sit>10

a) Confirma que dicha funcién es continua y que, por tanto, no presenta un salto en t = 10.

b) Por mucho tiempo que pase, ¢a qué porcentaje no se llegara nunca?

a) Sit # 10, la funcion es continua por estar definida por un polinomio o un cociente de polinomios con
denominador no nulo en su dominio de definicién.

lim P(t)= lim t*-8t+50=70="f(10)

lim P (t): 47" o0 _ = Luego P (t) es continua en t = 10.
MP O i P(t)= lim 227190 74 ©
t—>10* t—10t 0,4t
b) lim P(t)= lim 30100 _ 38 _og
t—>+o0 to+o 0,4t 0,4

Nunca se llegara al 95 % de pacientes operados sin necesidad de entrar en lista de espera.

En el mar hay una mancha producida por una erupcién submarina. La superficie afectada, en km?, viene

dada por lafuncién f (t) = 11:;220 siendo t el tiempo transcurrido desde que empezamos a observarla.
+

a) ¢Cudl es la superficie afectada inicialmente, cuando empezamos a medirla?

b) ¢Tiene algun limite la extensién de la superficie de la mancha?

a) f(0)= 2—20 =10 . La superficie inicialmente afectada es de 10 km*

b) lim f(t) = lim 11t+20 =11. Con el tiempo la extension se aproximara a los 11 km?.

t—>+0 to+o T4
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126.

127.

128.

Tenemos que invertir en un fondo de inversiéon una cantidad de dinero mayor o igual que 1000 € y menor o
igual que 9000 €. El beneficio B que se obtiene depende de la cantidad invertida x, en miles de euros, de la
manera siguiente:

x -1 sil<x<4
-x24+10x -21 si4<x<9

B(x)= {
a) Estudiar la continuidad de la funcién B en el intervalo (l 9) .
b) ¢Para qué valores de x e [19] el beneficio es positivo?
a) lim B(x)= lim (x-1)=3 y lim B(x)= lim (—x2 +10x—21):3:f(4) por lo que la funcién es continua en
x—4~ x—4~ x—4" x—4"
(19).
b) x-1>0six>1porloqueen (14) lafuncion es positiva.
—x? +10x -21= —(x—=7)(x—-3) es positiva en (3,7) y, por tanto lo es en [4,7)

Los beneficios son positivos en el intervalo (1, 7).

Los beneficios mensuales de un artesano, expresados en euros, que vende x objetos, se ajustan a la
funcion B(x)=-0,5x? +50x —800, donde 20 < x < 60. Demuestra que las funciones beneficio y beneficio
medio tienen un méaximo.

La funcién beneficio es una pardbola céncava hacia abajo y, por tanto, alcanza su maximo en el vértice
V (50,450) .

Como 20 <50 < 60, el maximo beneficio se obtiene vendiendo 50 objetos y es de 450 euros.

— 2 p—
El beneficio medio es 0,5x” + 50x — 800 . Como la funcién es continua en el intervalo [20, 60], usando el teorema
X

del maximo y del minimo, concluimos que en dicho intervalo alcanza el maximo aungue ain no sabemos hallarlo.

Un comercio abre sus puertas a las nueve de la mafiana y las cierra cuando se han marchado todos los
clientes. El nimero de clientes viene dado por la funcién: C(t)=-t*+8t, siendo t el nimero de horas

transcurridos desde la apertura. El gasto por cliente (en euros) también depende de t y decrece a medida
que pasan las horas siguiendo la funcién: G(t)=300- 25t .

a) ¢A qué hora se produce la mayor afluencia de clientes?

b) ¢A qué hora se cierra el comercio?

c) ¢Cuanto gasta el Ultimo cliente que abandond el local?

d) Encuentra la funcién que nos da la recaudacion dependiendo del tiempo.

e) ¢Cuéando hay mayor recaudacion, a cuarta o a quinta hora?

a) Al ser C(t)= —t2 +8t una parabola, su maximo lo alcanza en el vértice, que es V (4,16), luego la méaxima
afluencia se produce a 4 horas de abrir, esto es, a las 13:00, y es de 16 clientes.

b) El negocio cierra cuando C(t) =-t2+8t =0, a las 8 horas de abrir, o sea, a las 17:00.

c) El dltimo cliente abandona el local cuando t =8y gasta G (8) =300-25-8=100 euros.

d) La recaudacion en una hora es el producto del nimero de clientes en esa hora por el gasto de cada cliente en
esa hora. Asi pues, R(t) =C(t)G(t) = (-t* +8t)(300 - 25t).

e) R(4)=(-4+8-4)(300-25-4)=3200 euros. R(5)=(-5°+8-5)(300-25-5) = 2625 euros.

La recaudacion es mayor en la cuarta hora que en la quinta.
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129.

130.

131.

Se ha estimado que la poblacion de un barrio periférico de una gran ciudad evolucionara siguiendo el
modelo: P(t)=% en miles de habitantes, donde t indica los afios transcurridos desde su creacion
+

en el afio 2005.

a) ¢Qué poblacion tenia dicho barrio en el afio 2005?

b) ¢Qué poblacion tendra dicho barrio en el afio 2015?

c) ¢Sera posible que la poblacién del barrio duplique a la poblacion inicial?
d) A largo plazo, ¢la poblacion se estabilizara o no?

a) P(0)= % =15 . El barrio tenia 15 000 habitantes en 2005.

b) P(10)= % =16,923 . En 2015 el barrio tendré 16 923 habitantes aproximadamente.

c) Para ello deberia existir t con M =30 = 240 + 20t = 480 + 30t = t = —24. No, no es posible ya que la

6+t
ecuacion planteada solo tiene una solucion negativa y t > 0.

d) lim P(t)= lim 240+20t 20 . Si, la poblacién se estabilizara en 20 000 habitantes.

t—+00 to+o 16+t

Una multinacional ha estimado que anualmente sus ingresos y gastos en euros vienen dados
respectivamente por las funciones:

I(x)=28x? + 36 000x G(x)=44x? +12 000x + 700 000
Donde x representa la cantidad de unidades vendidas.
Determina:
a) La funcién que define el beneficio anual en euros.
b) La cantidad de unidades que deben ser vendidas para que el beneficio sea maximo.

c) El beneficio maximo.

a) B(x)=1(x)-G(x)=(28x"+36 000x)~(44x" +12 000x + 700 000) = ~16x> + 24 000X — 700 000 .

b) Al ser la funcion de beneficios una parabola, el maximo se alcanzara en el vértice, que es V (750,8 300 000) .

Los méaximos beneficios se obtienen produciendo 750 unidades y son de 8 300 000 euros.

c) El beneficio maximo es de 8 300 000 euros.

3t-6
t+1
empresa (t 20)y B(t) esta expresado en millones de euros. Se pide:

La funcion de beneficios de una empresa es B(t)= donde t representa los afios de vida de la

a) Determinar cuando la empresa tiene ganancias, y cuando, pérdidas.

b) ¢Estan los beneficios limitados? Razona la respuesta. Si lo estan, ¢ cual es su limite?

. . t— . L, . . L
a) Como sit > 0 el denominador de 3t-6 es positivo, la funcién es negativa si 3t — 6 < 0, es decir sit < 2. La

empresa tuvo pérdidas los dos primeros afios de vida y el resto del tiempo tendra ganancias.

b) lim B(t) = lim -6 _4 ycomot>0 31-6 _3t+3-9 5 9 3 por lo que los beneficios no superaran
t—+0 to+o t+1 t+1 t+1 t+1

nunca los tres millones de euros.
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Autoevaluacion

Comprueba qué has aprendido

1.

ax +b
X +

Lagréficade f(x)= corta al eje horizontal en el punto A(3,0) y lim f(x)=2. Calcula f(1).
X —>+0

2X -6
X+2

Al ser f(3) =0, tenemos que 3a+b=0yalser lim ax +2b =2,resultaa=2,asiqueb=-6y f(x) = con

X—>+0 X +

lo que f(l):—%.

2
, . x° - . . I
Considera la funcién f(x)= —— . Escribe otra funcion g(x) que coincida con f(x) en todos los
2-VX“+3

puntos salvo en x =1 (donde f no estéa definida) y calcula posteriormente Iimlf (x).
X=>

F(x) = x2-1 (x? —1)(2+ﬁ) i (x? _1)(2+M)

2.3 4-(x7+3) 1-x2

f(x):g(x):—(2+\/x2+3) six = 1.

La funcién y = g(x) coincide con f en todos los nimeros de D(f).
Entonces Iimlf (x)= Iimlg (x)= —(2+\/12 +3) =—4,

Ix +h —+/x
—

Si x es un namero positivo, calcula lim
h—0

X+ h_\/;i(x/x+h—\/;)(\/x+h+\/;)i X+h-x 1
h h(\/x+h+\/;) h(\/x+h+\/;) Jx+h +/x
sih=0.
Asf pues Iim—M:Iim L L
h-0 h 50 x+h+4x  2x
(2+h)’-8
Calcula lim ———.
h—0
3 2 .3 h(12 +6h + h?
fim (2N -8 _ | 8+12hreh®h®-8 . ( ):Iim(12+6h+h2):12
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
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Calcula lim (\/x2+3x +x).

X—>—0

(\/xz—Sx—x)(\/xz—Sx +x) w2 _ 3% — 2

lim (\/x2+3x +x)= lim (\/xz—3x—x)= lim = lim =
X——0 X—>+0 X—>+0 \/X2 _ 3X + X X—>+0 \/X2 _ 3X + X

. -3x . -3x 3

lim = lim =——

o [x2 3x + x X"+°°\/1_§+1 2
X

] 2% +7 Vax2+x-3
Calcula lim .
x—>+o0\ 2X — 6
4x%+x-3
[ [ 2x-6 | 2x-6
x4+ 7 4x2+x-3 (1s 13 4x%+x-3 s ;3 2)1(36
2X -6 2X -6 26

2%—
13 Jax2 _ 2 _
lim | 14—~ —ey fim YA XT3 iy qg [AXTEXZ3 g
X—>+00 2x-6 X—>+o0 2x-6 X—>+0 (ZX _ 6)2
13 13

Asi que el resultado del limite pedido es e2.

X+1

x| 1? Calcula los limites en mas infinito y en menos infinito.
x|+

¢Es continuala funcién f (x) =

X+1 . . . . .
es continua en R pues es cociente de dos funciones continuas y el denominador nunca

x| +1

La funcion f(x) =
se anula.
Definiéndola a trozos:

X+1
f(x)=<-x+1
1 six=>0

six<0

Asique lim f(x)=-1y lim f(x)=1.

X—>—0 X—>+0
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8. Dadalafuncion f(x)={x2_5x +6 six<2 , calcula el valor de m para que f sea continuaen x = 2.

3X+m six>2

f(2)= lim f(x)=6+m

x—2"

x+2__4

. e (x+2)(x=2)
)= I 3 (x=2) x5

Para que f sea continua en x = 2, debe ocurrir que 6 + m = -4 = m =-10.

e* six <0
9. Enlafuncién f(x)={ a+3x
x?-4x +3

x>0 estudia la continuidad de f en x = 0 para los distintos valores
Si x 2

del parametro a.

10)=F m()=1y m (=3

Asi pues sia=3, fes continuaenx=0ysia=3, fno es continua en x =0.

I six#0

10. ¢Es continuaen x =0 lafuncién f(x)= 2rex
0 six=0

?

Estudiemos limf (x):
Xx—0

1

lim f(x)= lim 1 _1 bues lim ex =0.
x—0" x—=0" = 2 x—0"

1

. . 1 . =
lim f(x)= lim =0 pues lim ex = +x.
x—0" x—0" = x—0"

2+ex

Asi pues dicha funcién no es continua en x = 0 por no existir limite en dicho punto.
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Relaciona y contesta

Elige la Gnica respuesta correcta en cada caso

1.

Se consideran las funciones f, g y h, definidas en R, tales que para todo nimero real x se tiene que

f(x)<g(x)<h(x).

Si ademas lim g(x) =+w , Se puede deducir:
X —>+00

A. xILrTOOf(x):Jroo C. xI|%r£1‘)0h(x):+oo
B. xlmcf(x)2+w D. xIlﬁrrjmg(x):wo

La respuesta correcta es la C porque como f(x)<g(x)<h(x) para todo x entonces

i 100 Jim 9= fim n(x)

Para descartar las opciones A, B y D basta considerar las funciones f(x):l para todo X, g(x):x2 +2 y

h(x)=x*+4

2
Considera la funcién f(x)=e™"** Entonces, lim f(x) esigual a:
X —>—00

A. +oo B. 0 c. é D. No existe.

Sin méas que observar que lim (—x2 + 3) =— Obtenemos que la respuesta es B.
X—>—0

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas

3.

Sea f la funcion definida en (-2,+00) por laférmula f (x)=3+ = 7 Entonces:
X +
A. Lagréficade f corta al eje Y en ’ C. lim f(x)=3
2 x—>-2"
B. f(x)>3 entodo xeD(f). D. lerwa(x):lemwf(x)

A. Es verdadera, pues f(0)=3+ 1 :%.

0+2

B. Es verdadera, pues

L >0 six>-2.
2

C. Esfalsa, lim f(x)=+ow0.
x—>-2"

D. Es falsa, pues la funcion no esta definida si x < -2 y por tanto no podemos calcular lim f(x).

X—>—0

=171 Funciones, limites y continuidad | Unidad 5

231



SOLUCIONARID

232

4. Seag lafuncion definida en (0,+w©) mediante la férmula g(x) ~in2 . Entonces:
X

A. lim g(x)=-wo

X—>+0

B. Lagrafica de g(x) no corta al eje X.
C. Lagréficade g(x) corta dos veces al eje Y.
D. El conjunto de nimeros reales soluciones de la inecuacion g (x) <0 es [2,+oo).

A. Esverdadera, pues lim g(x)= lim |n3: lim (INn2-Inx)=In2—- lim Inx = —o0.

X—>+0 X—>+0 X X—>+0 X—>+0
B. Esfalsa, g(2)=0.
C. Esfalsa, pues g(x)=0 si In2=In(x), cuya Gnica solucion es x = 2.

D. Esverdadera, g(x)<0 In2<Inx y esto ocurre si 2 < x.

5. Seaflafuncion f(x)=vx*=x +x.

A. D(f)=R C. fes continua en todos los puntos de su dominio.
B. XILnjmf(x):+w D. XILTw(f(x)—Zx)zo

A. Esfalsa. X’ ~x>0six<061<xluego D(f)=(~u,0]U[L+»).

B. Es verdadera.
C. Es verdadera pues es suma de dos funciones continuas.

N - x)(4x o4 Y

D. Esfalsa. lim (f(x)—2x)= lim Vx> -=x —x = lim = lim ——=-=

X—>+0 X—>+0 X—>+0 \/ 2 _ X—>+0 ( 1 J
X X +X
X 1/1—— +1
X
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Elige larelacion correcta entre las dos afirmaciones dadas

6. Consideralafuncion f(x)=xg(x):

1. Lagréficade f pasa por el origen de coordenadas.

2. gescontinuaen 0.

A. 1=2,pero 21 C.les2

B. 2= 1, pero 1= 2 D. 1y 2 se excluyen entre si.

La relacion correcta es B. Como g(x) es continua en x = 0, existe g(0) y f(0)=0-g(0)=0. Luego la funcién

{0 six<0

pasa por (0,0). Para ver que 1 no implica 2 basta considerar la funcién g(x) = 1 six>0"
>

Sefiala el dato innecesario para contestar

1

(x—a)(x =b)(x —c)(x —4)2d '

7. Para demostrar si Iirrllf(x)=+oo, donde f(x)= con a, b, ¢ y d enteros
X —>

positivos nos dan estos datos:
1. Elvalordea El valor de c
El valor de b El valor d

Puede eliminarse el dato 3.

o0 & ®

2
A. Puede eliminarse el dato 1.
B

. Puede eliminarse el dato 2. Puede eliminarse el dato 4.

La respuesta correcta es D. Puede eliminarse el valor de d pues solo nos interesa el signo de la expresion.

Para hallarlo necesitamos saber el signo de (x—a), (x-b), (x-c)(x-4)** cuando x se aproxima a 4. Para

. . 2d . ..
saber los tres primeros necesitamos conocer a, by c pero (x—4)~ es siempre positivo por ser 2d par.
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