SOLUCIONARIO

8 Integrales

EJERCICIOS PROPUESTOS

lad. Ejercicios resueltos.

5. Calculalas siguientes integrales indefinidas.

a) J’%dx d) .[(1+%/x_2)dx
b) IWW e) _[V"x%/? dx
c) I(Zx—4)(3x+1)dx f) I(senx—e’%&)dx

2 _ 3 2
a) J‘de=l"‘(xz+3x_1)dx=l X_+3L_X +C
3 3 3

N

Jx —x3 3
b) I#dx:j[x 2—x+£]dx=—2i—%x2+2In|x|+C
X X

c) J(Zx—4)(3x+1)dx=j(6x2—1Ox—4)dx=2x3—5x2—4x+C
d) J‘(1+§/X72)dx:x+%x§/x_2+c
e) .[\3/x2x/;dx=j§/x_5dx=%x?/x_5+c

f) J(senx—ex +x/;)dx =-cosx—e* +§x X +C
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Halla en cada caso la funcion f que cumple la condicién dada.

a) f'(x)=cosx+xvx,y f(m)=0

b) f'(x)=%—ex+e,y f(1)=1

4
c) f'(0)=x3-4.6"y f(0)=—
) 10) y10)=-175
d) f'(x):% y corta a la bisectriz del primer cuadrante en el punto A(11).
X

a) f(x)=I(cosx+x&)dx=senx+§x2&+c
2 > 2 > 2 2
Comof(n)=0,f(n)=senn+§n 1t+C=gn TC+C=O:>C=—§TE\/;
2 2 2
Por tanto, f(x)=senx+g(x X-n \/;)
3 o 3 _ox
b) f(x)=j —-e"+e|dx=-=-e"+e-x+C
X X
Como f(1) = 1, f(1)=—%—e1+e-1+C:—3+C=1:>C:4

La funcién es f(x):—i—e" +e-x+4.
X

1 4
f(x)=|(x®-4-6")dx==x*-——6*+C
c) f(x) I(x )x 2% et
Como f(0)=——2, f(0)=——2 4+C=-2 —C=0
In6 In6 In6
La funcion es f(x)= 1x4 —iex )
4 In6

1 2
d) f(X)=I&+2de=I[x6+2x3]dx=gg/x77+§§/x_5+c

Ix

Comof(l)=1, f(1)=281 + 83 +c=8:8,c-co10c=-- 37
7 5 775 35 35

La funcién es f(x)= g?/x_7+g§/x_5_%_

Ejercicio resuelto.
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8. Calculalas siguientes integrales indefinidas.

a) J‘ t+1 dt
V2 +2t+3

e?s 2%
b J' ds d I dx
) 1+e% ) «/1_ x4

a) J.\/ tHl I 242 G-V +2t+3+4C
12

+2t+3 2212t 43
2s
b) j J'2e :—In 1+e%)+C
1+e% 2
e’ e’
c ds:j ds = arctg(e®)+C
) ,|-1+e28 l+(es)2 g( )

2X 2X
d J' dx = J' dx = 2)4C
) N X \/l_(xz)z X arcsen(x )+
e) J.(x2+1)205xdx:§_.‘(x2+1)202xdx=%(x2+1)21+c

f) jm dt =sen(Int)+C

9. Hallalas integrales indefinidas de las siguientes funciones.
a) f(x)= 2x(sen(x2))(cos4 (xz)) c) i(x)=

(1+tgzx)tgx

b) g(x)= 3

a) J.Zx(sen xz)(cos4 xz)dx = —I(Zx(—sen xz))(cos x2 )4 dx =

J-(1+ tgzx)tgx

_ 1 2 _ 1 2
3 dx_§I(1+tg x)tgxdx_gtg x+C

J- sen 3x+2
3

c) J.tg (3x+2)d dx:—%ln|cos(3x+2)|+c

cos 3x+2

d) Ixzexs dx = %_[3xzex3 dx = %exg +C

10. Ejercicio resuelto.
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e) I(xz + 1)20 -5xdx

f J‘ cost(lnt) g

tg(3x +2)

d) k(x)=x%*

“Licosx?) +c
= (cosx?)
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11. Obtén las siguientes integrales indefinidas.

a) J.(xz—S)cosxdx c) Iarcsenxdx e) Isenxsenxdx

b) Iarctgxdx d) Ixsen(Zx)dx f) Iexcosxdx

Todas las integrales las calcularemos utilizando la integracion por partes:

f(x)=x"-5=1f'(x)=2x

a)
g'(x) =cosx = g(x) = senx

}3 I(xz —5)cosx dx :(x2 —5)senx—J.2xsenxdx =

(x2 - 5)senx - ijsen x dx . Esta dltima integral la calculamos también por partes:

(x)=x=f'(x)=1 }j

f
g'(x)=senx = g(x)=—-cosx

= J.xsenxdx = —XCOS X —I—cosxdx :—xcosx+J.cosxdx =-Xcosx+senx +C

I(XZ —5)cosxdx :(x2 —5)senx—J2xsenxdx :(x2 —5)senx —ijsenxdx =

(x2 —5)senx—2(—xcosx+senx)+C =(x2 —7)senx+2xcosx +C

b) f(x)=arctgx = f'(x) =

1+x2 = arctgxdx:xarctgx—j 2dx:xarctgx—iln(lerz)JrC
1+x 2

g'(x)=1=g(x)=x

f(x)=arcsenx =f'(x) = ! —2x
c) 1-x2 = Jarcsenxdx = xarcsenx —J. - dx = xarcsenx +J.—2 dx =
9'(x)=1=g(x)=x 1-x 2v1-x
= xarcsenx +V1-x2 +C
f(x)=x=1f'(x)=1 xcos(2x

d) zjxsen(Zx)dx:— )+%J.cos(2x)dx=

g'(x):sen(ZX):g(x):—%cos(ZX) 2

- _Xceostex) cosz(2x) + %sen(Zx) +C

f(x)=senx = f'(x)=cosx ) 5 )
:J.sen xdx =—senxcosx+J.cos xdx =—senxcosx+J.(1—sen x)dx =
g'(x) =senx = g(x) = —cosx

—SEenXxcos X +Idx —Isenzx dx = —senxcos X + X —Isenzx dx = 2Isen2x dx = —senxcosXx + X =

X —Senxcosx 4
2

= Isenzx dx = C

f(x)=e*=f'(x)=¢€"
g'(x)=cosx = g(x) =senx
también por partes:

f)

} == Jex cosx dx = e*senx — Jexsenxdx . Esta dltima integral la calculamos

f(x)=e*=>1f'(x)=¢"

= Iexsenxdx =—e* cosx+jeX cosxdx = —e* cosx +|
g'(x) =senx = g(x)=-cosx

e*(senx +cosx
—( )+C

Tenemos pues que | =e*senx — (—ex COSX + I) =2l =e"senx+e*cosx == 5
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12.

13.

Determina las siguientes integrales indefinidas.

a) I&|nxdx b) Ilenxdx o) [te2dt d) I(l—x)e'xdx

Todas las integrales las calcularemos utilizando la integracion por partes:

f(x):lnx:>f'(x):l

a) X2 :I&Inxdx=Ex&Inx—Iﬂdx=Ex&Inx—I&dx=
g'(x)=x/;:>g(x)=§x& 3 3x 3 3

=Ex&Inx—iXx/;+C :Ex&[lnx—gj+c
3 9 3 3

f(x)=Inx=f"(x)= 3
= J-lenxdx =1x3lnx—jx—dx =1x3lnx—lj 2 dx L X1y +C
3 3X 3 3 9

b) 3

X3

Wk X |

g9'(x)=x*=g(x)=

fH)=t=1"(t)=1 t ot I t
c) Tt Tt :Ite2dt:—2te2+2je2dt:—2te2—4e2+C:—2e2(t+2)+C
g'(t)=e 2=>g(t)=-2e 2
f(x)=1-x=f'(x)=-1

9 g(x)=e*=g(x)=-e

} = j(l— x)e ™ dx = (1- x)(—e’x)—J.(—l)(—e’x)dx =(x-1)e"+e*+C=xe+C

Halla una primitiva F(x) de f(x)=xInx? que cumpla F(1)=0.

F (x) = len x2dx = jx -2-Inxdx = ZJ-xInxdx (calculamos por partes esta ultima integral):

f(x):lnx:f'(x):% g'(x)=x:>g(x)=%x2

2
jxlnxdx:llenx—jx—dx=llenx—ljxdx=ilenx—1x2 +C =1x2[2Inx—1]+C
2 2X 2 2 2 4 4

Por tanto, F(x):jxlnxzdx = 2Ix|nxdx = Z%XZ [2Inx-1]+C :%XZ[ZInx—1]+C

Como F(1) = 0, entonces, F (1) :%12 [2In1-1]+C=0= —%+c =0=C :%

La primitiva buscada es F(x)= %xz [2Inx 1] +% = %sz Inx —%xz +% =x%Inx —%xz +%.

14. Ejercicio resuelto.
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15. Calculalas siguientes integrales indefinidas.

a) J‘1+Inxdx
X

C) f

d) I(x3 +5)4 x2 dx

5+x

a) Llamandot=1+Inx, dt =d—x:
X

2
I1+Inxdx=Itdt =1t2 +C =—(1+Inx) +C
X 2 2

b) Llamando t=x3+ 5, dt = 3x*dx:

IJ% J.\/ﬁ dt 2\/—+C— m+c

c) Llamando t =5 + X%, dt = 2x dx:
e e

d) Llamandot=x3+5, dt = 3x*dx:

5+x 5+x

3 5
I(X3 +5)4X2dx=1J‘(X3+5)43X2dx=lj‘t4dt=£+C=(X +5) c
3 3 15 15

16. Calcula la integral indefinida I dx . Para ello haz el cambio t = Vx —1, despeja x elevando al

cuadrado dicha expresion y sustituye lo obtenido en el integrando.

t=Jx-1ot?=x-1=>x=t%+1

t=Vx-1=dt= dx

Jx——1

1 1 1 dt
j dx=I dx=j >
2xVx -1 X 24x -1 t“+1

17 y 18. Ejercicios resueltos.

=arctgt + C = arctgvx -1 +C
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19. Calcula las siguientes integrales indefinidas.

CASO 1. a) j S dx b)J' 3 ux CASO 3. ¢) jx—_ldx f) j L
X—2 2x—1 X2 +3x+2 X2 +Xx
CASO 2. ¢) Ided J' 3 ax CASO 4. g) J‘de h) I 2x+1
x? +6x +25 x2 +4 x2 —6x+9 x2 +8x+16
5
18)  [Sodx=5hnjx-2]+c
X-2
1) | 3 ax=3[-2 _dx=3inj2x-1+c
2x -1 2J2x-1 2
2c) J-dezj. Ax+12 dx—J. 13 dx . Calculamos estas integrales por separado:
X2 + 6% + 25 x? +6x + 25 X2 + 6% + 25
Iﬂdx = Zjﬁdx = 2In(x2 +6x +25)+C,
x? +6x + 25 x? +6x + 25
1
I#dx:l?;j%dx:E ! 2dx=4'13 4 2dx=Earctg(X+3j+C2
X +6X+25 16+(x+3) 16 (x+3) 16 (X+3j 4 4
1+ —— 1+
4 4
Izllx—_ldx:2In(x2+6x+25)—£arctg(x+3)+c
X°+6x+25 4 4
1
2d) J. I = ﬂj;dx = Earctg[ljJrC
x? +4 1 ( ) 4 (XT 2 2
1+ =
2
x-1 x-1 _ x-1 A B A(x+1)+B(x+2)
3e) J.z :J. : - + _
X% +3x+2 (x+2)(x+1) (x+2)(x+1) x+2 x+1 (x+2)(x+1)
:x—l:A(x+1)+B(x+2).Portamto:)(:71372:82'3:72 x1 3 2
X=-2=-3=-A=A=3 (x+2)(x+1) x+2 x+1
sz_l dx:j 3 dx—j 2 dx =3In|x +2| - 2In|x +1 +C
X“+3x+2 X+2 X+1
A 1)+B
3f) J 1 dx:j 1o 1 _A, B _ (x+1)+ X:>1=A(x+1)+Bx
X2 + X x(x+1) X(x+1) x x+1 X(x+1)
Xzfl:>lsz:>Bzfl:> 1 1 1
x=0=1=A=A=1 x(x+1)_x X+1
.[21 dx:Jidx—J- 1 dx =In|x| - In|x +1+C
X< + X X X+1
4g) J'Z 3 dx:j 3 2dx=—3j L _ax=——3_scC
x? —6x+9 (x-3) (x-3) x-3
A 4)+B
4h) J. 2x+1 dX:I(2X+l dx x+1 __A + B _AXx+4)+ =2x+1=A(x+4)+B

x* +8x+16 X +4)° (x+4)2_><+4 (x+4)2_ (x +4)?

X=-3= 5=A+B= 5=A-7T=A=2 -

X=-4=-T=B=>B=-7 } 2x+1 2 7
= 2 - 2
(x+4)" X+4 (x+4)

J.22X+1 dx:J. 2 dx—J. ’ 2dx:2|n|x+4|+ ! +C
X +8x+16 X+4 (x+4) 4
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20.

x3+1
a Jz—dx
X°+2X+4

— = dx
) j4x2—8x+4

9 [3e axrs

6x -8
3x2 —8x+5

Determina las siguientes integrales indefinidas.

d) J‘x +2x+3

2
e) J'Zx—dx
X +2X+5

dx

5
" Jm

x3+1 9 x? o
a) J.Z—dx=J. X=24+—F—— dx:——2x+J-2—dx (esta ultima integral es del caso 2).
X +2x+4 X“+2x+4 2 X +2x+4
1
J.Zde:QJ‘;zdx::%I _dx = 3\/—J' B - 3J—arctg[ 1J+c
X% +2X + 4 3+(x+1) L (x+1 x +1)2 NE)
+
N e
3 2
J.Z)(—+ldx=x——2x+3\/§arctg x4 e
X2 +2x + 4 2 J3
-1
b) Es del caso 4: '[ I = +C
4x? —8x+4 "4 X — 1 4(x-1)
c) Esinmediata:j 26)(_8 dx:ln|3x2—8x+5|+C
3x°—-8x+5

d) J'x +2x+3 J‘[X+4+ 11
X-2

2
e) sz—dX:I[l— 2X+5
X“+2X+5

2—jdx:x—jz—
X“+2X+5 X“+2X+5

X2
jdx =7+4x+11~ln|x—2|+c

2X+5 dx

dx

2X +5 2X +2 3
il b evtal |
X“+2x+5 X +2X+5

integral es del caso 2).

J‘ 1
X% +2x+5

Jiiss
X2 +2x+5
f) Esdel caso 3:

X% +2x+5

FA R N Y B S
4+(x+1) 4 X+1

1+ (—
2

dx = x—In|x +2x+5|——arctg(X;lJ+C

dx = In|x +2X + 5| + SJ. (esta tltima

X% +2x+5

1
2 2dx=1arctg(XJr ]+C1
X 2 2

g

)

> A, B _AUC2BICD g ) (x2)4B(x+1)
(x+1)(x—2) X+1 x-2 (x+1)(x-2) -
X—2-55-3B=>B=> 5 5
3 - > __3,.3
5 (x+1)(x—2) X+1 x-2

x:—1:>5:—3A:A:—§

J-(x +1)5(x—2) dx

21. Ejercicio interactivo.
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22. Ejercicio resuelto.

23. Calculael area de las regiones sombreadas.

a) Y b) Y
f(x) =3 —3x?
/1 \ 1 \g( ) =sen x v
: /

0| 1 X o] [=] '\ X
] S| 2
/ \
| |

a) Sif(x)=3-3x% entonces F(x) = 3x — X’ cumple que F '(x)=f(x) y el &rea de la zona sombreada es:

F)-F(-1)=3-1)-(-3+1) =42

b) Sig(x)=sen x, entonces G(x) = —cos x cumple que G'(x)=g(x) y el &rea sombreada es:

G(n) - G(0) = —(-1) + 1 =2 U2

24. Calcula el areade laregion sombreada.

|

f(x) = x* + 5x3 + 3x2 - 9x

5 4 2
Se calcula una primitiva de f(x)=x* +5x® +3x* - 9x: F(x) :X?+5%+ x3 —9%

El area sombreada es:

F(0)-F(-2)-0-[ {2 TEAL pp L] 62 e

25. Calcula el area de la zona limitada por la gréficadey = x?, el eje Xy lasrectasx=0y x=2.

\L

ury

Area=G(2) - G(0) con G'(x) = x*

Una primitiva de G'(x) es G(x) = %x3 :

El area pedida es: G(2) - G(0) = % ul.
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26. Calculalas siguientes integrales definidas.

a) lex(xz—l)dx d) I03(2x4—3x+\/;)dx
b) I:cosxdx e) Ij1(4ex—x)dx
0) I:(xz—l)dx f) J':"senxdx

a) r x(x2 —1)dx =Il

1
B -1(X3 - x)dx = {XT_X?}_l =0

1
b) j cosxdx =[sen x]é =senl-sen0=senl
0

2 2
c) I (xz—l)dx=[1x3—x} _8.,.2
0 3 s 3 3

3
3 5 2 [.3 25 2 3
d) I(Zx“—3x+&)dx=[2i_3i+2 X ] _238 33 +2 3 =813—O7+2\/§

0 5 2 3 , 5 2 3

~

1 2t
e I(4ex—x)dx== 40 - X =4e—i—(4e‘1—lj=4(e—lj
4 2], 2 2 e

2n
f) J senxdx = [-cos x]s" =-c0s2n—(-cos0)=-1-(-1)=0
0

1
27. Escribe unafuncion continua f parala que I f(x)dx =0.
-1

Como el intervalo es simétrico respecto del origen, cualquier funcién impar lo verifica, por ejemplo, f(x) = x.

4
28. Calculaj [3x|dx .
-1

-3x -1<x<0.

Comof(x)=|3x|={3x Ocx<d’

4 0 4 0 4 0
I |3x|dx=j |3x|dx+J- |3x|dx=J- —3xdx+I 3xdx=[—§x2} +[§x2} =§+§-42=ﬂ
-1 -1 0 -1 0 2 4 L2 2
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2
29. Escribe unafuncién f no constante en [0,2] tal que I f(x)dx =2
0

Hay que obtener una funcién F(x) con F(2) — F(0) = 2.

F(x) = x no sirve, pues f(x)=F'(x)=1 es constante.
Probando con F(x) = %xz y, por tanto, f(x) = x.

Otra forma de resolverlo es dibujando un tridngulo isésceles de base 2 y altura 2.

2X 0<x<1

La funcién que lo define es f(x) = {4 “ox 1ex<?

Y

30. Calculael area encerrada por el eje X, lagraficade f(x)=x (x2 —1) y las rectas verticales x=-1y x = 1.

La funcion es f(x) =x(x* =1) = x(x+1)(x-1). Y /

f
Corta al eje horizontal en los puntos A(-1, 0), O(0, 0) y C(1, 0). 1 /
Y al eje vertical en el punto O(0, 0). 0 X
Piden la suma de las areas de las zonas sombreadas. /
Como la funcién es simétrica respecto del origen, ambas zonas son iguales.

Por tanto el area pedida es:

0 0 a4 27
A:Z-I x( -Ddx=2{ (x*-x)ax=2/ XX | 2 o-(i—lj e
. 4 2, 1 2)|72

-1

b b b
31. Si I f(x)dx =1, I g(x)dx =2y I h(x)dx = -3, calcula, si tienes datos suficientes, el valor de algunas
a a a

de estas integrales.

a) I:(f(x)+g(x))dx c) I:(f(x)~g(x))dx
b) Lb(zf(x)-sg(x))dx d) Lb(f(x)—Zh(x))dx
a) j x)+g(x))dx = I f(x)dx+I g(x)dx=1+2=3

b) J. (2f (x)—3g(x))dx = 2J-f(xdx SI x)dx=2:1-3-2=+4

c) I dx No se tienen datos suficientes. (De ninguna manera debemos caer en el error de pensar

que la integral del producto es el producto de las integrales).

d)j )dxj X)dx — 2j x)dx =1-2-(-3) =7
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32.

33.

34.

35.

36.

1 1
Si f es continuay j f(x)dx =2, ¢cudnto vale I g(t)dt siendo g(t)=f(t)+1?
0 0

Jdg (t)dt = r(f (t)+1)dt = Ilf (t)dt +I:dt =2+[t],=2+1=3

0

1 2 3
Si j f(x)dx =1, I f(x)dx =2 yj f(x)dx =3, calcula:
0 1 0

a) J:f(x)dx b) ij(x)dx c) J;f(x)dx

a) J.:f(x)dx=I:f(x)dx+jlzf(x)dx:1+2=3
b) ff(x)dx=J-03f(x)dx—I:f(x)dx=3—1:2

c) J';f (x)dx = J'ng (x)dx —rf (x)dx =3-3=0

0

Ejercicio resuelto.

Calcula el area de la region limitada por la gréfica de la funcién y =

el eje horizontal y las rectas
+x?

verticales x =1y x =2.

No es necesario dibujar un esbozo de la gréafica. La funcion es claramente positiva en el intervalo [1, 2] y continua,
por lo que la regién en cuestion esta por encima del eje X y su area nos la da la integral:

% x 12 2x o1 2 2 1 2
A= . X2+1dx_5 1mdx_5[ln(x +1)Jl _E[InS—InZ] u-.

Determina el area de la region finita limitada por el eje horizontal y la graficay = X% —2x = 3.

La gréafica de dicha funcién es una parabola concava hacia arriba que corta al eje X en

los puntos A(-1, 0) y B(3, 0).
La region en cuestion esta por debajo del eje X y su area, por tanto, es:

3 3 3
A=—J‘ (x2—2x—3)dx=— X x2-3x =—[—9—§j=2 u?
3 . 3)73

-1
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76

37. Hallael areade laregion encerrada entre las gréaficas de f(x)=2x — x2y g (x)= x? —g.

Los puntos de corte de las dos funciones son: 2x —x? = x? —%: 2x% _2x—2 Z0 = x =—% y X =%
Como en [-1, 3], f(x) > g(x), el &rea buscada es:
\ Y
A\ .|/
\
A X
N
S 3 3 2 3 3 9 9 9 1 1 3 8
A:J‘Z(f(x)*g(x))dx:j2 (72x2+2x+—]dx: S ax e 2x |’ :(——+—+—]—(—+—7—j:— u?
% ,% 2 3 2 |1 4 4 4) \12 4 4) 3
2

38. Calculael areadelaregion limitada por las curvasy=x+5,y=2,y=-1e y2 =X.

Y

\

D

Se calcula el area de cada una de las regiones sefialadas en la figura:
Las rectasy = 2 e y = -1 cortan a y* = X en los puntos A(4, 2) y B(1, —1), respectivamente.

Dividimos la regién limitada por las curvas en las regiones Ai, Az, As:

6+3)-3
A1 es un trapecio de bases 6 y 3, y altura 3. Por tanto, A, = % = % u.

4

Az se calcula con J.

0

(2—\/;)dx :{ZX— ZX&T _8 u?,
3 3

[o]

1 1
A3 se calcula con I (&+1)dx = 2xlx +x| = 2 w2
0 3 N 3

Luego el area es: A=2—27+§+E=£ u’.

3 3 6
39. Ejercicio interactivo.

40. Ejercicio resuelto.
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41.

42.

Halla el valor medio de las siguientes funciones en los intervalos indicados.
a) f(x)=x*-4x+3 en [0,]]

X+2 X<2
b) f(x)= en [-2,4
) ( ) {4 X>2 [ ]

c) f(x):%x+l en [0,3]

En todos los casos se puede aplicar el teorema del valor medio del célculo integral por ser funciones continuas en
los intervalos correspondientes.
1 1
a) I (x2 —4x +3)dx :[ix?’ —2x2 +3x} P :i:f(c)(l—o):f(c):
0 3 o 3 3

. El valor medio de f(x) en el

w| s

intervalo [0, 1] es % .

w| oo

4 2 4 1, 2 4

b) I_zf (x)dx = J._z(x+2)dx+J-2 4dx = {Ex +2x} , +[4x], =8+8=16=f(c)(4—(-2))=6f(c)=f(c)=
El valor medio de f(x) en el intervalo [-2, 4] es g .

c) Isf(x)dx—J-S(lx+ljdx—[lx2+xr 95 (c):>f(c)—§

0 ~Jol3 |6 2 T2

0

El valor medio de f(x) en el intervalo [0, 3] es % .

Halla el valor medio de la funcién:

Y

" \

ol | 1 X
Ioef (x)dx = IOZf (x)dx+ I:f (x)dx + I34f (x)dx + ij (x)dx =

= [Area de un cuarto de circulo de radio 2] — [area de un triangulo rectangulo is6sceles de cateto 1] — [area de un
triangulo rectangulo isdsceles de cateto 1] + [area de un triangulo rectangulo isdsceles de cateto 2] =

2
_n2 —l—lJrizrc+1=6f(c):>f(c):TH:L
4 2 2 2 6

El valor medio de la funcién en el intervalo [0, 6] es m+l .

43 a 48. Ejercicios resueltos.
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EJERCICIOS

Integral indefinida. Primitivas inmediatas

49. Identifica cada una de las primitivas siguientes con una de la tabla dada en el texto y, a continuacion,

resuélvelas.
3 g2
a) ".(14_2)(1)( g) [de
X X
3
b) J' OX_gx h) Iezx-7ezx+1dx
cos* x
c) I(Sx—S)zdx i) Ix~ex2dx
d) Ix3~4x5dx i J-x(x2—1+3x2—l)dx
e) J' X4dx K) J'Zsenxcosx
1+x 1+ sen®x
X
f) Jsen(Zx)dx ) j dx
V1+x2

a) J‘[EJFZJCIX =J‘£dX+J.2dX =In|x|+2x+C . Tipos 2y 1.
X X

3
b) I thX dx :ltg4x+C . Tipo 1.
cos?x 4

c) J.(Sx—5)2 dx = %js(sx—s)2 dx = é(Sx -5)° +C. Tipo 1.

17

d) j x3 - 4/x5 dx = Ix4dx—41x4+C— x34x +C . Tipo 1

1 2 .
e x =—arctg(x“)+C . Tipo 9.
) J.1+x 2J.1+ 2 g( ) P

f

~

Isean dx = %J‘ZsenZde = —%cos(Zx)+C . Tipo 6.

x®-5x%+3
o [£=50ss
X

dx = Ixz dx—SJ‘xdx+3J.1dx =%x3 —%xz +3In|x|+C . Tipos 1y 2.
X

h) I e {e® +1dx = 176 (eZX +1)\/7 e +1+C.Tipo 1.

i) J.xexz dx :%Ierxz dx = %exz +C . Tipo 3.

Ix(xz —1+3/x2 —1)dx :J.x3 dx—jxdx+'|.x3 x% —1dx =%x4 —%xz +g(x2 —1)\/3 x?-1+C . Tipo 1.

J‘ 2senxcos X
1+ sen®x

—
~

k) dx = In(1+ senzx)+C . Tipo 2.

dx:j 2X_ gx =1+ x2 +C . Tipo 1.

231+ x2

‘[\/le2
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50. Calculalas siguientes integrales.

a) j[Z\/— > ]dx c) j,l(1+ex)3exdx

J‘ sen 3X

\/1 cos? 3x

b) I(sen(Zx) —cos(3x)+2cos xsenx)dx

a) J. i dx = \/;—l—i+c
2\/— x2 X x2
1 1 2
b) I(sean—cosSx+Zcosxsenx)dx:—ECOSZX—gsen3x+sen x+C

c) J‘«/(1+ex)3eX dx :E(lJrex)g +C :3(1+ex)2 JVi+e* +C
5 5

q sen(3x) sen(3x) sen(3x)
: '[\/l cosz(Sx) J-\/sen 3x) .[sen(Sx)

:J.dx:x+c

51. Hallala primitivade f(x)=x +i2 quevale5en x =2.
X

2 2
F(X)=J(X+izjdxzx_—i+c.ComoF(2)=5,F(z)zz__i+c 5-C=5
X 2 X 2 2

X2

Entonces, F(x)= 7,i+ 5.
X

52. Determina la ecuacion de la funcién polinémica f que pasa por los puntos A(0,1) y B(11), y tal que
f(x)=6x+4.
x):j(6x+4) dx =3x?+4x+C vy f(x):J‘(3x2 +4x+C) dx =x3+2x? +Cx+D

Como y = f(x) pasa por A(0, 1), debe ser f(0)=D =1, y como pasa por B(1, 1), f(1)=1+2+C+1=1=C =-3.

La funcion buscada es f(x)=x®+2x*-3x+1.

53. Encuentra dos funciones cuya derivada sea f (x) = 1 1+e2X tales que en el punto x =0 una tenga doble
X +
valor que la otra.
1 2X 1 2x 1
F(x):'[ ——+e¥ ldx=In|x+1+=e* +C F(0)==+C
x+1 2 2

Si C =0 para una de ellas, y para la otra, C = % :

Las funciones son F(x)=In|x +:Ij+%e2X y G(x)=In|x +:Ij+%e2x +%, cumpliéndose asi que F(0) :% y que

G(0)=1.
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80

Integracion por partes

54.

*Calcula las siguientes integrales.

a)

b)

a)

b)

c)

d)

e)

f)

J-xe‘zxdx c) I(x2+x)e‘2“1dx e) J.x/;Inxdx %) J‘Inx i) J-xlnxdx
J.Zixdx d) jsenzxdx f) Iln(x+1)dx h) Jx3e‘xzdx i Iexcos(3x)dx

f(x)=x=f'(x)=1

= Ixe‘zx dx = -2 e +lje—2x dx=—Xe2 _ Lo oo
2 2 2 4

—2X

g'(x)=e =g(x)= —%e
1 -2X
= —Ze (2x+1)+C

f(x)=x=f'(x)=1

X —X 1 1 —X 1
(x) = 27 1 1= )=y 2+EI7dX22X| 2 > ma  C
9'(x)=2"=9(x)=-5 n n2 2%(In2)

f(x)=x"+x=f'(x)=2x+1

1 1
2 2l gy = L (g2 2x+l J' ox +1)e-2* g
:g(x):—%-e’zm :j(x +x)e X Z(X +x)e s (2x+1)e X

—2x+1

g'(x)=e
Esta Ultima integral se ataca también por partes:

f(x)=2x+1=1f'(x)=2

g '(X) _ e—2x+l =g (X) — _%.e—2x+l

= .[(XZ +x)e > dx = —l(x2 +x)e >t —E(Zx +1)e 2t +lJ.e’2”1dx =
2 4 2

= —i(x2 + x)e’2X+l —E(ZX +1)e 2+ e oo —ie’zx*l(x2 +2X + 1) +C= —le’zx*l(x +1°+C
2 4 4 2 2

f(x)=senx = f'(x)=cosx }:
g'(x)=senx = g(x) =—-cosx

J.sen x dx ——senxcosx+Icos x dx ——senxcosx+J.(1 sen x)dx ——senxcosx+Idx J.sen xdx =

X — SENX COS X
= —Senxcosx + X —Isenzxdx = ZIsenzxdx = —-SenxcosX + X = Jsenzxdx =f+c

f(x)=Inx=f'(x)=

g'(x)=x/;:>g(x)=—x«/_

o X e

:IJ—Inxdx——xJ—lnx I \/—

=§x&lnx—%x\/§+c =§x\/;(lnx+§j+c

f(x)=In(x+D)=f'(x)=
g9'(x)=1=>9g(x)=

Xx+1-1
X+1

dx =

1
x+1 :>IIn(x+1)dx = xIn(x+1)—J.L1dx = xIn(x+1)—J.
X +

=x|n(x+l)—x+j dx = xIn(x+1)—x+In(x+1)+C =(x+1)In(x +1) - x +C

X+1
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) g =me= 1 jln—xdx —m—X+I— dx=—--=—+C 7_Inx_+1+c
@9 1 - N X
g (X):X—:g

h) J.x'&e‘xz dx = J'xz-xe"‘2 dx

f(x)=x*=1f'(x)=2x , , L i )
(x) 2 (x) 1 e :ije’X dx=-|.x2~xe’X dx:—Exze’x +Ixe*" dx =
g'(x)=xe" =g(x)=-—€"
2

= —lxze"‘2 —ie‘xz +C= —le‘X2 (x2 +1)+C
2 2 2

f(x)=Inx=f'(x)= 2

2 2 2
= lenxdx =X—Inx—1J.X—dx :X—Inx——+C
2 2J x 2 4

H><||—\

g'(x):x:>g(x):5x2

f(x)= f'(x)=—

) ) cosx(sx) - (X)X Ssen(sx)} = Jex cos(3x) dx =e* cos(3x) + 3Jexsen(3x)dx
g'(x)=e*=g(x)=¢e
De nuevo, por partes:
f(x)=sen(3x) = f'(x) =3cos(3x)

() = e (x) = &* }:jexcos@x)dx—e"cos(3x)+3e"sen(3x)—9J.e"cos(3x)dx
g'(x)=e*=g(x)=e

e” cos(3x)+3e*sen(3x)
10

+C

Despejando: J.e cos(3x)dx =

Integracion por cambio de variable

55. Calculalaintegral Iezxsen(ex)dx mediante el cambio t = e

t=e" dt = e’dx; jezxsenex dx = Jexexsenex dx = Itsentdt

ft)=t=1f'(t)=1

Ahora integramos por partes:
g perp g'(t)=sent = g(t)=-cost

jezxsenex dx = '[tsentdt =-tcost + Icostdt =-tcost +sent +C =-e*cose* +sene* +C
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56. Calcula:
a) '[sen(senx)cosxdx b) J.(e—gdx

cos(Inx)
dy [——"d
e” +1) .[ X X

a) t=senx; dt =cos xdx = J.sen(senx)cosxdx = J.sent dt = —cost +C = —cos(senx)+C

b) t= e dt_edx:j dx:_[ L gt-—= _sc-——1 _ic
e +1) (t+2) 2(t+1) 2(ex+1)

c) t=e? dt=-2edx

—2X
a=—dt_d J. © dx = J.Li = —lj.i = —larctgt +C = —larctg(e’zx) +C
—2e -2t 1re ™ 1+t -2t 2J14t2 2 2

I
d) t=Inx; dt:d—X:IMdX:Jcostdt:sent+C:sen(lnx)+C =
X X

Integracion de funciones racionales

57. Calculalas siguientes integrales indefinidas previa descomposicion en fracciones simples.

2x 1 dx dx
a dx c J.— d I
) .[2x+5 b) .[ ) x? +2x -3 ) x2 —x

a).[ 1 dx:l 2 dx:iln|2x+5|+C
2X+5 2J 2x+5 2

2x -1 A B _A(x-2)+B(x- 1)

(x—l)(x—2) —1'% 3 D(x-2) =2x-1=A(x-2)+B(x-1)

b)

X=2=3=B=B=3 2x-1 -1 . 3
x=1=1=-A=A=-1 ~ (x-1)(x-2) x-1 x-2

2x -1 -1 3
‘ - = _ | -2
(X )(X )dX .[X dX+IX dx an ]j+3n|x |+C

1 1
©) J.x2+2x—3dx_.|.(x—1)(x+3)dx

1 A B  A(x+3)+B(x-1)

(x—l)(x+3) X—1 x+3 (x—1)(x +3) =1=A(x+3)+B(x-1)

_ _ __1 1 1
X=-3=1=-4B=B= 2 . 1 B Z ) Z _1( 1 ) 1 j
Kol 1o 4A3A_% (x-1)(x+3) x-1 x+3 4{x-1 x+3
1 1
J. ( )dx_ I[ —]dx:—(ln|x—]j—|n|x+3|)+c
X% +2x — 3 x+3 4)\{x-1 x+3 4
d)J. 1 x:J. 1 1 _A,B =A(X_1)+BX:>1=A(X—1)+BX
x? - x x(x-1) x(x-1) x x-1  x(x-1)

X=1=1=B=B=1 1 -1 1
- -4 = I dx = J-—dx+
Xx=0=>1=-A=>A=-1 x(x-1) x x-1 x2 —x

X =—In|x|+In|x -1 +C
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Area bajo una curva. Teorema fundamental del célculo

58. Calcula el area del recinto plano acotado limitado por la gréafica de la funcion g(x)=x3 -9y el eje X.

X - =x(x*-9) =x(X+3)(x-3)=0,six=-3,x=00x=3 \Y
/\“ I

Se forman dos recintos, uno sobre el eje X para x en el intervalo [—3,0] y | |
[0} 2] X

otro bajo el eje X para x en el intervalo [0,3]. TN
V]

A
l

El area buscada es:

4 2

o 4 2

0 3 0 3
'[ (x379X) deJ‘ (x379x)dx=[lx4fgx2} f[lx“fgxz} _ 8.8l (81 81):§ T
0 4 2 3 L4 2

-3

59. Calcula el area de las siguientes regiones.
b)

U'I.<

a) Y ]
|y=¢ ’

y=x(1-x)

! X X 1_ 2

a) J.Oe dx_[e Jo_e—lu
1 1 1

b) J x(l—x)dx:j x—xzdx:[lxz—lxs} —1—1:% u
0 0

4-x2si-2<x<0 ; o
y halla el area de la regién

60. Representa gréficamente la funcion dada por f(x)={4 0<% <4
-Xx si0<x<

limitada por la grafica de fy el eje de abscisas.

Y
f
/4
ol 1 X
El area es:
4 0 4 0 2 4
fxdx:J. fxdx+j f xdx:J 4-x dx+j 4 —x)dx =
[ r0gax= [ segace [ fogax= [ (a=x)ax+ [ (4-x)
0 4
:[4x—1x3} +[4x—1x2} _g-8,16.106_140
3 2 2 0 3 2 3 U2
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61.

Dada la funcién f(x) = x*+acon a> 0, calcula el valor de a para que el area determinada por la grafica de la

funcion, el eje de abscisas y las rectas x =0y x =3 valga 27.

Como la funcién es siempre positiva, el area de 27 se puede calcular con la integral: Y

3 1 3
J (x2+a)dx:{—x3+ax} =9+3a=27 U2
0 3 0 2

>
|

Por tanto, 9 + 3a =27 sia=6.

Integral definida. Regla de Barrow

62.

63.

64.

7
Si f' es continuay f(1) =2, ¢cudl es el valor de f(7), sabiendo que I f'(x)dx =37
1
;
Al ser f' continua, por la regla de Barrow: I f'(x)dx =f(7)-f(1)=f(7)-2=3=f(7)=5
1

X
x2 -1

Considera la funcion f(x)=

a) Calcula una primitiva de f(x).
b) Demuestra que si x > 1, la funcion f(x) es siempre positiva.

c) Calcula el area encerrada por la grafica de f(x) entre las rectas verticales x =2 y x = 3.

a) F(x):IXZX_ldx = In|xZ—1|

b) Si x > 1, entonces el numerador es positivo y el denominador también, pues x®>-1 es positivo en
(—o0,—1) U (1,+0) . Por tanto, la funcién es siempre positiva si x > 1.

INn8-In3 >
= Uu".
2

c) Como f(x) es positiva en [2, 3] y F(x) es una primitiva de f(x), el area buscada es F(3)-F(2)
Sealafuncion f(x)=(x-1)(x +1)(x -3).

a) Calcula una primitiva de f(x).

b) Justifica que F(x) = x*+2x—4noes primitiva de f(x).

c) Halla el area limitada por f, el eje X y las rectas x =0y x = 2.

X4 2

a) G(x)= I(x—l)(x+l)(x—3)dx :J.(x3 —3x” - x+3)dx :T—x3 —X?+3x

b) Si lo fuera, deberia cumplir que F'(x)=f(x), pero F'(x)=4x®+2#(x —1)(x +1)(x - 3) (para justificar esta
desigualdad, no es necesario calcular el producto, basta ver que no valen lo mismo en x = 1).
¢) Como la funcién cambia de signo en [0, 2], es positiva en [0, 1) y negativa en (1, 2], el area es:

J.:f(x)dx—J.lzf(x)dx =(G(1)-G(0))-(G(2)-G(1)) =2G(1)-G(2)-G(0) = 2-%—0—0:% u’
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65.

Calcula los valores de las siguientes integrales definidas.

a)

b)

C

~

d)

e)

a)

(¢]
~

d)

e)

f)

9)

h)

i)

)

1

J. (x3—2x2+5)dx

-3

2(3 2 1
32 o

L(xg‘ x2 Xj

f (% - 3&} dx

2n
J. cos(3x - 2)dx

0

f) j 2% dx
)
1

9) je-2x+1dx
1

h) J‘ Inx

i) I_lxe dx

) .[Tr xzsen(x3)dx

1
} __56
,3 3

jg dx
01— x2

J-l (x —2x2 +5)dx—{ﬁ—zi +5x
4 3

%jdx:Lz[S

J'z[i_iJr
1\ x?
1

Ils(%—sﬁde - J.j(x3

J._zncos(3x -2)dx = [%sen(3x - Z)TK = %[sen(Gn -2)-sen(-3n-2)]= %[sen(—2)+sen(—2)] =

1
=[arcsenx]2 = —

J‘E dx

0 41-x2

_[ 2%dx =| — 3
In2 4In2

1 e 21T g3 _g1

J.ez”ldx—{ } _

-1 2 » 2

e Inx)? °

j'“_xdx: (nx)” 1 _1

1 X 2 X 2

J.1 xe*dx = [(x —l)exll1 :S

-1

T

J.; x?sen(x°)dx = {—%cos(x?’)} -0

—T

—2x 72+ de { 5
2x

~3x 1]dx [ ¥ - 2f} =——6\/_+3\/—

J.
o [;
m [:

dx
X +2X

dx

X
> dx
3x“+1

sen(2x —1)dx

1

n) J' dx
114 %2
ks
2 senx

0) |*=——=—dx
0 cos?x

3 2
——+—+
X

2
In|x|} :1+In2
, 8

2x+1

p)j

x +x+1

dx

Io 1+ 2e*

dx

r

ol+x?

2sen(-2)
3
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1 1
K .[ dx:j dx
) X2 + 2% X(x+2)

1 :A+ B :A(X+2)+BX:>1:A(X+2)+BX
X(x+2) x x+2 X(Xx+2)
_ _ __1 1 1
X=-—2=1=-2B=>B= > 1 _2_ > _l(l_ 1 )
x(x+2)_x x+2 2\x x+2

x:O:>1:2A:>A:%

I 21 dx=1J‘[i—i}ix=l(ln|x|—ln|x+2|)+C
X<+ 2X 2J\x x+2 2

> 1 1,(3
dx = { -(In|x| = In|x +2|)} ==(In2-In4-In1+In3) =—~In[—j
2 2 2 |2

.[1 X2 + 2x

) 033x 1 dx = {—In|3x +]” -In(28)

m) J.Esen(Zx -1))dx = [—%cos(Zx —1)}2 = —%cos(n -1) +%cos(—2n -1)= %cos(—l) +%cos(—1) =cosl

-7

1 5 1 (n ch 5n
dx =|5arctgx| . =5-(arctgl-arctg(-1)=5:| —+— |=—
" J111+x2 [Sarctgx]., =5-(arctgl-arctg(-1)=5-{ 74 |=

ki nl4
U S

o cos?x COSX g f V2
2
p)J- 2x+1 _[ -1 ]Z_E
x +x+1 x2ax+1ly 7
Q)I 1 dX={t:eX, dt = e*dx, dx:ﬂzﬂ}zj‘ dt
1+ 2eX et (1+2t)t
A(1+2t) + Bt
LA, B AM2O)Bt ) ps2t)+Bt

t(l+2t) t 1+2t  t(l+2t)

2 t(1+2t) t 1+2t

t=0=1=A=A=1

1 1 2
dx = || == —=— |dx = (In|t| - In|1+ 2t|) + C
.[t(1+2t) X I[t 1+2t] X (nltl nl " t|)+

t——lél——lBDB——Z} 1 1 2
2 = =

_ 3_ 3
dx_[ JO—B—In(1+2e )+In3

e* —In|1+ 2e*

J.o 1+ 2e*

1 1
r '[ X dx :l 2—de :%[arctg(xz)ﬁ —-(arctgl— arcth)—% (——O]

T
0l+x* 2 01+(x2)2 8
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Propiedades de la integral

66. Sealafuncion cuya gréafica es la de la figura, que consiste en segmentos y cuartos de circunferencia.

67.

Y

~

13
f

Calcula I:Sf(x)dx,f (x)dx y Ll3|f(x)|dx.

1

Identifiquemos cada trozo de la figura y su area:

1.° Triangulo rectangulo de catetos 1y 3: A = % = % u?,

2
2.° Cuarto de circulo de radio 3: A, = T 43 = % u’.

3.° Cuarto de circulo de radio 3: A, = % u’.

4.° Tridngulo rectangulo de catetos 5y 3: A, = 5—23 ECT:

13 15
f(x)dx = -A, = ——
.[s (X) X 4 2

13
f

:f(x)dx+J‘8 (x)dx=A1+A2—A3—A4=E_7

13 2 5
J. f(x)dx=j f(x)dx+J. f(x)dx+j
1 1 2

9n 15 _9n+30

13 8 13
L |f(x)|dx=I5|f(x)|dx+I8 If () |dx = A + A = :

Razona la veracidad de las siguientes afirmaciones.

a) J.:f (x)dx +J.:f (x)dx = J.:f (x)dx

b

f(x)dx~j g(x)dx

b
a a

b) J-abf (x)g(x)dx = I

b
c) Si I f(x)dx =0, entonces a=b.

a

b
d) Si J f(x)dx =0y f(x)>0 para todo x, entonces a = b.
a
b

e) J.:[f (x)+g(x)]dx :J. f (x)dx +J.:g (x)dx

a) Verdadera, es la propiedad 3 de integrales.

315=6

1 1 1 1 11 1 1 1 1
b) Falsa. Por ejemplo: I xzdx=§,peroI xdx-J. xdx:E--E:Z,Iuegoj. xzdx;t.[ x dx J. x dx
0

0 0 0 0

1
c) Falsa. Por ejemplo: J‘ xdx =0
1

d) Verdadera por la propiedad 6.

e) Verdadera, es la propiedad 1.

0
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4 4
68. Seaf continuaen [-14] y g(x) =f(x) + 2. Si I f (x)dx =5,ca|culaj g(t)dt.
-1 -1

I4g(t)dt :I4(f (t)+2)dt :Ef (t)dt+J:2dt =5-[2t]*, =5+(8-(-2)=15

Area de recintos planos

69. Halla el area del recinto limitado por la parabolay = x?-1 y larecta horizontal y = 3.

xX*-1=3,six=-2yx=2
Como la recta esta por encima de la parabola, el area buscada es:

\\ ’ I/
[ - o [ (oo [ (oo ax-2] -
\,| 1/
R U e e

70. Halla el area de la regién del plano limitada por las curvas y = 1 =, Y= -1
(1+x) (1+x)

> Ylasrectas x =0y

x=1.

Y
|
R El area buscada es:

L Lf

o X 1 _ 1 11 _

J‘ : 2 12 dXZZJ. 1 2 dXZZ[—1:| =2£—1+1j=1 U2
\1] ol M+x)° (A+x) ol (1+Xx) 1+x |, 2
2
71. Calculael area del recinto limitado por las curvas y =+/2x e y=X7.
2
_Xx 4 x=0 x=0
V2x = > = 8x =X :>{X3_8:O:>{X:2

\ Y / 2 2 / 312 .

\ / Eléreabuscadaeszj Vox - X |gxo| 20X XD 42 4 4 .

0 2 3 6 o 3 3 3
\ /
L~
4] A
NV /
0| 1 X
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2 —
72. Dada la funcién f(x) =w, calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, larectax =5, la

X -3

rectax =9y lagréfica g(x)=

En el intervalo [5, 9] ambas funciones son continuas ya que el punto x = 3 no pertenece a dicho intervalo.

¢ Qué funcion va por arriba?

2 _ _ 2 _ _3)?
_X'-6x+5 -4 X 6x+9:(x )=X—3>OSiX€[5,9].

Calculamos: f(x)-g(x)

x-3 x-3 x—-3 x-3
Y|
/f Es decir, f(x) va por encima de g(x) en el recinto pedido.
‘ Su area es, por tanto:
0| 2 X
s [ (r00-a00ax= [ (x-zjax | 5 s} S22 1s]-16
(1] 5 5 2 s 2 2 '

73. Halla el area que encierra el recinto limitado por las gréficas de f(x) =xe*,y=0yx=0.

El recinto (situado por debajo del eje X), en realidad, es ilimitado como se
aprecia en el dibujo, pero, aln asi, podemos calcular su area ayudandonos
de los limites.

_L.<
~—

Tomamos n < 0 y procedemos asi:

A= lim (—onexde= lim (—[e"(x—l)}o)= lim (—[eO(O—l)—e”(n—l)})= lim (—[—1—e”(n—1)])=

n——o n n——o n n——w n——w

= lim (-[-1-e™"(-n-1)])= lim (—{—1— _Zn_lD:—[—l—O]:l >

N—+w0 nN—+w0

74. Enuncialareglade Barrow y aplicala a la funcion f (x)=e*(x +1) en el intervalo [0, 1].

Regla de Barrow: Si f es continua en el intervalo [a, b] y F es cualquier primitiva de f, F (x) =f (x) entonces:
b b
[ 10)a=[F (0] =F (0)-F (a)

Como f(x) es continua, se calcula una de sus primitivas, F(x)= Iex (x+1)dx.

f(x)=x+1=f'(x)=1
Trabajamos por partes: g'(x)=e*=g(x)=e
F(x):J.eX(x +1)dx = (x +1)e" —J.ex dx =(x +1)e* —e* = xe*

Por tanto: J:f (x)dx=F(1)-F(0)=e
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90

75.

76.

77.

Halla el area del recinto acotado por estas tres fronteras:
La parabola de ecuacion f(x)=-x”+5x -4

Larectatangente a la parabola en el punto de abscisax =3

El eje horizontal
Hay que calcular la recta tangente a la parabola en el punto A(3,f(3))=A(3,2).

Como f'(x)=-2x+5, f'(3)=-1,ylarectatangentees:y =-1(x-3)+2 =>y=-X+5

En el primer trozo (desde x = 3 hasta x = 4), la recta va por encima de la parabola y el segundo trozo (desde x =4
hasta x = 5) esta por encima del eje X. Por tanto, el area buscada es:

5

14((—x +5) —(—x2 +5x —4))dx +LS(—X +5)dx = J':(xz - 6X + 9)dx +I (-x+5)dx =

3 4

3 4 2 5
={X——3x2+9x} +{i+5x} =
3 3 2 4

3 3 g2 42 / \
N A OISO/ U A DI 0 U =003 N e -3 B )
3 3 2 2 32 6 ,

u

~h

-

1
Calcula j x(x2 —1)dx y explica mediante un gréafico el significado geométrico del valor obtenido.
-1
Y|
1 1 1
J. x(xz—l)dx=J‘ (x3—x)dx=[1x4—lx2} =0 ¢/
-1 -1 4 2 1 . /
1
La funcién es simétrica respecto al origen O(0, 0) y, por tanto, 0 X
el area de la derecha es igual al area de la izquierda. /
1

Jix(xz fl)dx = fJ‘O(xr& - x)dx

Considerando la curva de ecuacién y = x> + 8x:
a) Calcula las coordenadas del punto en el que la recta tangente a la curva es paralela a la recta y = 2x.

b) Calcula el area del recinto plano acotado limitado por las graficas de la curva dada y de la recta de ecuacion
y=x+8.

a) Como la pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x = a es f'(a) y la pendiente de la recta y = 2x
es 2, hay que calcular un punto A(a, f(a)) con f'(a)=2.

f'(a)=2a+8=2,sia=-3

Y
El punto buscado es A(-3, f(-3)) = A(-3, —-15). II
b) X*+8x=x+8,six=-80x=1 | | A
Ve
El area buscada es: 7\ 0] ¢ X
\L/
1 1 3 1
j ((x+8)—(x2+8x))dx=j (—x2—7x+8)dx= X Txeigx| = /
-8 -8 3 2 s

—{i—zlz+8--1]_[L8)3_1(_8)2_,_8,(_8)]_% W2
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78.

79.

80.

81.

Representa graficamente y obtén el area de laregion acotada limitada por las graficas de las funciones:

f(x):%xz, g(x):%(5x+20) y h(x)=%(—5x +20)
5 | 1Y /1]
Punto de corte de la funcién con cada una de las rectas: \ [
5 . 1 , , \ Il
szz—(5x+20) =5x"-10x-40=0=Xx"-2x-8=0=>x=-20x=4 \/1\
JANWAY.
%xzzl(—5x+20):5x2+10x—40:03x2+2x—8:03x:—4ox:2
2 X
p+

Los puntos de corte que limitan nuestro recinto son x=-2y x = 2.

Observando la simetria del recinto respecto del eje Y, el area pedida es:

2 2 2 52
A=2J (—§x+10—ix2de=2 X x| —2 | 22 10020323870 2
o\ 2 4 4 12 0 4 12

Representa graficamente y halla el area del recinto ABC, donde A(0, 0), B(0, 2), C(1, 1), las lineas AB y BC
son rectas, y lalinea AC tiene por ecuacién y = 2x — X2,

La ecuacion de la recta que une los puntos B(0, 2) y C(1, 1) esy = —Xx + 2.
B
El recinto esta limitado superiormente por la recta e inferiormente por la parabola.
Su area es: G
/
1 1 1
A:I(—x+2—(2x—x2))dx:j(x2—3x+2)dx:{lx3—§x2+2x} 2 A { X
0 0 3 2 0 6 / \

Calcula el valor de m, m >0, para que el area encerrada entre las lineas y =x” e y = mx sea 36.

Puntos de corte de las funciones: x? = mx = x = 0 yX=m.

En el intervalo [0, m], mx > x2, y como m > 0, el area entre la recta y la parabola es:

m m 1" m m® md
j (mx—xz)dx: —x?-Z| =— m?’-—=—=36=>m=6
0 2 3 0 3 6

Calcula, por geometria y utilizando el célculo integral, el area del tridangulo de vértices (0,10), (20,10) y
(20,0).

La base del triangulo mide 20, y la altura, 10, luego su area es 100 u Y
Con célculo integral, el area del tridngulo entre las rectas
0O
y=10, y = —%x +10, x=0, x =20, nos la da la siguiente integral: e
20 0 10 X

20 20 2
J' 10—(—1x+1o) dx:J. Liax=| X Z100 &2
0 2 0o 2 4

0
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82. Determina el area de la figura ABCDA sabiendo que la curva ADC es parte de la grafica de una funcién
polinémica de segundo grado.

Y|

A2,0)

D, 4)

Como es simétrica respecto del eje Y, es suficiente con calcular el area que esta a la derecha del eje vertical y
multiplicarla por 2.

Esa area esté limitada por la parabola que pasa por los puntos A(-2, 0), C(2, 0) y D(0, —4).

Como corta al eje en x = -2 y en X = 2, su ecuacion es f(x) = a(x + 2)(x — 2) y como pasa por D, vale -4
six=0,a=1.

Con estos datos, la ecuacién de la parabola es f(x) = x? — 4. La ecuacién de la recta que pasa por By C es

1
=-—Xx+1.
y 2

El area de la derecha es:

2 2 2 2 2
J. (—1x+1—(x2—4)jdx=j (—x2—1x+5)jdx= L X ey ol 2 55|18
o\ 2 0 2 3 4 3 4 3

u
Area buscada: 2-E _38 u?,
3 3
) 0 Six <0
83. Dadalafuncion f(x)=1, , ) .
|x —2x| six 20
a) Dibuja su gréfica. ¢) Estudia su derivabilidad en x = 0.
b) Estudia su continuidad en el punto x = 0. d) Calcula el area del recinto limitado por la gréafica de la

funcién y la parte positiva del eje X.

a) Y /
/
JF
Jo
0] 1 X

b) La funcién es continua en x =0, pues lim f(x)= lim f(x)=f(0)=0.
x—0" x—0"

0 six <0 0 Six<0 0 six<0
c) f(x)= f(x)={-x?>+2x si0<x<2.Luego f'(x)={-2x+2 si0<x<2
) 1(x) {|x2—2x| Six>0 (x) ! i < 90 f(x) _
X°—2X Ssix=>2 2Xx—-2 Six>2

lim f'(x)=0=2= lim f'(x). Por tanto, la funcién no es derivable en x = 0.

x—0" x—0"

2 X3 2 4 5
d) J. (Zx—xz)dx: xX2-2—| == 2
0 3 3

0
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84. Dibuja la gréfica de la funcion f(x)=x-x?. Encuentra el intervalo [a,b] para el que I (x —xz)dx
a

alcanza el maximo valor.

-

b

Como I (x - xz)dx mide la diferencia entre las areas limitadas por la curva
a
. . . . 7 P . 1 X
por encima y por debajo del eje horizontal, se obtendra el maximo valor cuando

se abarque toda la region de la curva que esté sobre el eje horizontal, esto es, en [0, 1].

1

(xfxz)dx=1.

Asi pues, el maximo valor de la integral es J. 5

0

85. Calcula el area de las regiones nombradas como A, B, C, Dy E en el siguiente dibujo.

Y
\ /
\ .
Y= X
\ /
\ /| y=x
\ /
c
\ . / yE4-3
6| | 1 X
Empezamos por las mas sencillas:
C es un triangulo de base 4 y altura 2: A, = %2 =4 U2

D + E es un triangulo de base 4 y altura 2: Ay + As =4 u?.

D es el area entre una parabola y una recta:

Luego A :4—%:% u?.

A + B es un trapecio de bases 6 y 4 y altura 2:

A +A, =%=10 u.

A es el area entre el eje de abscisas, la parabola y

0 3P
la recta x = —-2: Alzj Leeax=| X :_1(_2)3 A2
22 6|, 6 3
Luego: B=10-2-28 2
3 3
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Teorema del valor medio del calculo integral

86. Encuentra el valor medio de:
1 1
a) f(x)=x, f,(x)=x2y f;(x)=x3 sobre el intervalo [0,1] .
1
b) Conjetura, a partir del apartado anterior, el valor medio de f, (x)=x" en dicho intervalo.
1
c) ¢A qué nimero se aproxima el valor medio de f,(x)=x" cuando n es grande? ¢Se puede explicar este
resultado a partir de la gréafica de dicha funcion?

. 1 x2 1
a) Valor medio de fi(x): j xdx = {?} =5 =f,(c)(1-0)=f,(c)
0 0

3
11 2
Valor medio de f(x): I X2 dx = 2x2 :E:f2 (c)
0 3 3
L 40
47 1
11 3x3 3
Valor medio de f3(x): I x3 dx = ===f;(c)
0 4 4
L 40
n
b) f(c)=—
n+1 v
—
c) Seaproximaal, lim ——=1. o
no+oN+1 1
7
/
En las graficas de f(x) se observa que a medida que n crece, 0 X
el area parece cada vez mas un cuadrado de lado 1.

87. Dos autores de este libro hicieron en el verano de 2008 la travesia a pie de los Carros de Foc por el Pirineo
catalan empleando 95 horas, a lo largo de las cuales fueron anotando la altitud a la que se encontraban en
diversos momentos y, después de aproximar y redondear los datos, obtuvieron la siguiente tabla.

Tiempo (h) 3 15 30 25 20 2

Altitud (m) 2000 2200 2300 2400 2500 2600

¢ Cudl fue la altitud media ala que se movieron?

La altitud media es el valor medio de la funcién altitud en el intervalo [0, 95].

Como no se conoce la expresion de la altitud, sino solo una tabla de valores, se aproxima dicha integral con la
suma de las areas de los rectangulos, es decir, el numerador de la siguiente fraccion:

Altitud media = 3-2000 +15-2200 +30-2300 +25-2400 +20-2500 +2-2600 _ 234947 m.

95
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Aplicaciones de la integral definida en las ciencias sociales

88. Una empresa quiere producir c(t) = 200 + 10t unidades de un producto que pretende vender a
p(t) =200 - 2t € unidad, siendo t el numero de dias transcurridos desde el inicio de la produccion.
a) Halla, dependiendo de t, la funcién beneficio B(t).

b) Halla el beneficio acumulado durante los primeros 90 dias.

a) El beneficio de un dia es B(t)=c(t)p(t)=(200 +10t)(200 —2t) = 40 000 + 1600t — 20t* = 20(2000 + 80t —t2)

euros.

b) Para saber el beneficio acumulado se calcula:

0

90 90 90
I B(t)dt = 20J' (2000-+ 80t ~t?)it = 20| 2000 + 40>~ | =
0

=20(180 000 + 324 000 — 243 000) =5 220 000 €.

89. Una inmobiliaria esta interesada en adquirir unos terrenos que pueden ser representados en un
determinado plano como la superficie encerrada entre la pardbola f(x) =—x2+2x +4 ylarecta g(x) =2X .

a) Halla la representacion simultanea de estas dos funciones.

b) Si una unidad del area de este plano equivale a 1 km? y el precio del kilbmetro cuadrado es de 30 millones de
euros, ¢qué importe debe pagar la inmobiliaria por esos terrenos?

a) Y|

N
|t
x

[ \

b) Las funciones se cortan en los puntos: —x? +2x+4=2x = -Xx>+4=0=>x=-2 y x=2

-2

2 3 2
Su area: j (—x2 +2x+4—2x)dx: X ax| =2k
s ], 3

El precio del terreno: 30 % =320 millones de euros.
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90. Una empresa estima que la tasa de variacion de gastos de mantenimiento de sus equipos informaticos
viene dada por la funcion:

m(t) = 10 + 10t + 4t
donde t se mide en afios, y m, en cientos de euros por afio. Se pide:
a) Dibujar la grafica y hacer una interpretacién de la misma.

b) Hallar el area entre la curva anterior y el eje de abscisas, entre los valorest = 0 y t = 5. ¢ Qué representa el

resultado?
a) m@| |/
/ La tasa de variacion de los gastos de mantenimiento
aumenta con el paso del tiempo.
5
0| 1 t

5 37
b) _[ (1O+1Ot+4t2)dt=[10t+5t2+%J :%:341,67
0

0

El area representa el dinero total gastado en mantenimiento de equipos los 5 primeros afios y es de 34167 €.

CUESTIONES

91. Un estudiante de 2.° de Ciencias Sociales, que no maneja muy bien el método de integracion por partes,
tiene que calcular la siguiente integral indefinida:

Ixex dx

Un compaiiero le dice que la primitiva que busca es de la forma F(x) = Axe* + Be* siendo Ay B nimeros
reales.
¢Como podra obtener la integral que busca?

F'(x)=xe*
Asi pues, derivando la expresion F (x) = Axe* + Be*, obtenemos que A[eX + xeXJ +Be* = xe*, es decir:
(A+B)e* + Axe* = xe*

siendo esta igualdad valida para todo X, que ocurrird sélo si A =1y B = -1, por lo que las primitivas de f(x) = xe*

son las funciones de la forma F(x)=xe* -e* +C.

92. F(x)= x2—1_1esuna primitiva de:
X

A. f(x):2x+x—12 B. f(x):2xfx—12 C. f(x):gx “Z

Si F(x):xz—i—l, F'(x):2x+i2 por lo que F es una primitiva de f(x):2x+i2,
X X X

Por tanto, la respuesta correcta es A.
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93.

94.

95.

Una primitiva de f (x)=e***" pueden ser:

x+e*

e
1+e*

A.

B. (1+ex)ex+eX C. el*® D. e**® E. e°

Analizando las respuestas, vemos que Si F(x):eex, entonces F'(x)=e® -e*=e**® =f(x), es decir, la

respuesta correcta es E.

¢;Son verdadera o falsas estas afirmaciones?
a a

a) Sifes continuay par, entonces I f(x)dx = ZI f(x)dx .
-a 0

7
b) Si f' es continua, entonces j f'(x)dx =f(7)-f(0).
0

c) j xsenxdx = 2x
0

! 2 _ ! 2
d) J. (ax +bx+c)dx_2J.o(ax +c)dx

-1

3
e) J- x(x —1)(x —3)dx mide el area de la regién encerrada por la curva f(x) = x(x —1)(x —3) y el eje horizontal.
0

a) Verdadera ya que, al ser f es simétrica respecto del eje de ordenadas por ser par, se cumple que
o] a a 0 a a
J. f(x)dx:J. f (x)dx yentoncesj f(x)dx:J. f(x)dx+J f(x)dx=2J. f(x)dx .
-a 0 -a -a 0 0

b) Verdadera pues f es una primitiva de f'.

T
c) Falsa, porque la integral definida I xsen xdx es un ndmero.
0

1 1

d) Verdadera, puesj

-1

(ax2 +bx+c)dx :J.

-1

1
2
(ax +c)dx +J._lbxdx

1
Por un lado, I bxdx =0 ya que y = bx es simétrica respecto del origen de coordenadas.
-1

1
Por otro lado, J

1
(ax2 + c)dx = ZI (ax2 + c)dx yaquey = ax’ + ¢ es una funcion par, simétrica respecto del
-1 0

eje vertical.

e) Falsa, ya que y = x(x — 1)(x — 3) no tiene signo constante en el intervalo [0, 3].

Halla dos numeros Ay B tales que dx.

6x -1 A B ) 46x —1
: = + y calcula posteriormente >
x“—-1 x+1 x-1 2 x°-1

6x-1__A B _A(x-1)+B(x+1) (A+B)x+B-A

x2-1 x+1 x-1 x? -1 x? -1
Asi que: A+B=6
~A+B=-1

46x —
Por tanto, B:g, A=L yJ. de=[%ln(x +1)}

+ EIn(x—l) L5 L n3+2.n3="In5-In3.
2 x*-1 2 2 2 2 2
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2
96. Calcula, de dos formas diferentes, I [x +1dx .
-2

Esbozando la grafica de f (x) = |x +]j , vemos que la integral pedida es el area sombreada, es decir:

2
I |x+dex=1-12+l-32 =5 u?
-2 2 2

-(x+1) si x<-1

, tenemos que:

Definiendo f(x) a trozos, como f(x) = f (x) ={ L ) X
X + si X >—

J.722|X +1dx = J.::(—x -1)dx +jz(x +1)dx :[—%xz - x}l +[%x2 + xIl =

-1 5

:(_%+1j—(—2+2)+(2+2)—(%— j:%+4+%=5 u.

2
97. Si f(x)=(x5—x3)15,calculaj. f(x)dx .
-2

15 15 0 2 2
Como f(—x)=(-x*+x*) " ==(x*~x*)" =—f(x), resulta que J f(x)dx = —I f(x) dx , asi que I f(x)dx=0.
-2 0 -2

1
98. Si [f(x)|<x?+1, ¢qué nimero de los siguientes no pueden ser I f(x)dx ?
-1

A. -25 B. -1 C.0 D. V7 E. -2V2
1 1 1
Si [f(x)| < x* +1, tenemos que —I (x* +1)dx sj f(x)dx sj (x® +1)dx.
-1 -1 -1
1 1 1
Asi pues, como J‘ (x2+1) dx=[lx3+x} =i_(_ij=§, resulta que —gsj f(x)dxsg, por lo que no
) 3 L, 3 U 3) 3 37 )4 3

puede ser la respuesta E: —2v/2 ya que —24/2 < _?8 pues 22 >§ yaque 8 > % :

Las demas respuestas si estan comprendidas entre —g y 8 .

3

1
99. Sifes continuay creciente en [-1,2] con f(-1)=-1; f(0)=0y f(1) =2, justifica que —25-[ f(x)dx <4.
-1

La grafica de f es algo asi, como se muestra al margen.

f(x)dxgj

0

1 1 1

f(x)dx<2 vy J'if (x)dx sj f(x)dx , es decir: L/

-1

Asi pues, I

-1

1 1
—1£I f(x)dx , por lo que, claramente, -2 SJ. f(x)dx<4.
-1 -1

o
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e+l

1
100. Justifica que I f(x)dx < siendo f(x)=e*" |
0 ol -1
/
En [0, 1] la funcién f es creciente siendo f(0) = 1y f(1) = e. //
Asi pues su gréfica es algo asi, como se muestra al margen. I
. 2 x2 1, 1
Por otra parte, si0 <x <1, x“ <x, por lo que € <e* conlo que I e* dst e*dx . 0 1 X
0 0

1 2
Pero al ser y = €" concava hacia arribaen R, j e* dx representa el area sombreada, que es menor que el area
0

del trapecio de bases 1y e y altura 1, cuyo valor es eT+1 .

1 1
Asi pues J- exzdx<J exdx<e—+1.
0 0 2

e
101. Observando que la funcién inversade f(x)=Inx es g(x)=e*, calcula I Inxdx .
1

Las gréficas de f(x)=Inx,y g(x)=e* son, como se muestra en la figura, simétricas Y [/
respecto de la bisectriz del 1°" cuadrante, asi que las zonas sombreadas tienen igual o /
e 1 1 T/
area, por lo que I Inx dx :1-e—J e*dx =e—[ex] —e-(e-1)=1. =
1 0 0 1 —
= }
ol e |X

102. *Justifica las siguientes afirmaciones sobre la funcién polinémica f (x) = x?.

a) El area limitada por f, el eje X y las rectas verticales x = -3 y x = 3 es la mitad del area limitada por f y la recta
y=9.

b) El valor medio de f en el intervalo [1, 4] es igual a 7.

a) Larectay =9 corta a la parabola en los puntos de abscisa x = -3 y x = 3. Por tanto:

3 3 27 27
= [ (9-x2)dx =[ox]. -| X :54—(— —j:54—18:36
A fo-cjoc-lo, - 5| —sa-(F2

3
El areaes: A; = J- x2dx =

. 1
== 4+ =18, es decir, =—
. 3 3 Ao =hA

3 3
X} 27 27 54
3 3

4 64 1 21
b) [ dx=t(c)(4-1)= -2 =1()-3=1(c)= 5 =7
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PROBLEMAS

103. Un publicista disefia un cartel publicitario que tiene la siguiente forma: base horizontal de 10 m de longitud
y resto del contorno limitado por la funcion

9(x) = -x?+6x si0<x<5
-x+10 si5<x<10

Dibuja el contorno correspondiente al cartel publicitario y calcula su éarea.

Y
5 10 X3 5 X2 10
A:I (—x2 + 6x)dx +J. (-x +10)dx = {——+3x2} +{——+10x} =
0 5 3 R 2 5 / g
2
=(—12—5+75j+(—50+100)—(—§+50):@+2—5=E m? o1 X
3 2 3 2 6 .

104. Una fébrica arroja diariamente material a una balsa segin un ritmo dado por la siguiente funcién:
m(t) =0,01t%-0,02t%2 +t +1, siendo m la cantidad de material en kg, yt,lahoradel dia.

a) Esboza la grafica de esta funcion en el intervalo [0, 24].
b) ¢Qué representa el area bajo esa curva y sobre el eje X?

c) Calcula el material que se arroja al dia.

a) m(@

\\,.

o
N

5 t

b) El area bajo la curva representa la cantidad de material arrojado en un dia.

001* 02 t2 [ 00124* 02243 242 .
—_ ———+—+t| == - +——+24=219,84 kg al dia.
4 3 2 4 3 2

24
) J' (0,02° 0,262 +t+1)dt =
0

105. *Un estudio estadistico permite establecer que en cierta ciudad, el nUmero miles de hogares en los que hay
0,1t
el

m, donde t mide los afios transcurridos desde el 1 de
+e”

ordenador viene dado por la funcién f(t)=

enero de 2004.

Calcula la media de hogares en los que hay ordenadores entre el 1 de enero de 2006 y el 1 de enero de

2010.
" e dt =10{In(2+e%" 6~J,71—f 6-2)=f ~l71~o435 Es decir, 430 hogar
L S goadt= [ ( +e )L_ =f(c)(6-2)= (C)_T_ ,43S . Es decir, ogares.

106. El nimero de personas afectadas por una enfermedad contagiosa viene dado por N(t)= 1000(1—e‘°*2‘),
donde t representa el numero de dias transcurridos desde la aparicion de la epidemia. Se acepta que el
valor medio de la funcién N(t) en el intervalo [0, 30] es una buena aproximacién del numero medio de
enfermos por dia en un periodo de 30 dias. Calcula esa media de enfermos por dias.

3 ~25012,39
30

1000(1- 02 )dt =1000[ t + 5e % | ** = 25012,39 = 30f (c) = f (c) =834 enfermos al dia de

0
media.
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107. a) Sea la curva de ecuacion f(x) = px® +2x +q . Calcula los valores de p y g, para los que la curva pasa por el

108.

109.

punto (2, 15) y tiene un maximo para x = 1.

b) Esboza la gréafica de la funcion f(x) y halla el area limitada por dicha funcion y el eje X.

a) f(x)=px®+2x+q=1'(x)=2px+2
La funcién pasa por el punto A(2, 15) = f(2)=15=4p+4+q=15=4p+q =11.
La funcién tiene un méximoenx=1= f'(1)=0=2p+2=0=p=-1.
Concluimos pues que, p=-1y q=15.

b) Lafuncion es f(x)=-x*+2x+15.

Es una parabola concava hacia abajo que corta al eje X

en los puntos B(-3, 0) y C(5, 0).

——
T

El area pedida nos la da la integral: \\

-

5 3 5
_ 2 | X e 256
Afjls(—x +2x+15)dx{—?+x +15x} = uc. [ ol 1 X
-3

Lacurvay = a(—x2 +5x —4), a> 0 limita con el eje de abscisas un recinto de 9 cm?. Halla el valor de a.

Dicha familia de curvas son pardbolas céncavas hacia abajo que cortan al eje X.

en los puntos A(1, 0) y B(4, 0). La condicion del enunciado dice que: Y|

PERTAN) A4
y={(x"+8x—4)
4 4 4
9:I a(—x2+5x—4)dx:aj. (—x2+5x—4)dx:a{—lx3+§x2—4x} _%8 o 1
1 1 3 2 , 2
ol A X
Por tanto, 9= 22 —a-2. / \
2 / \

Dada la funcién f(x)= 2 , se pide:
X

a) Encontrar la primitiva F de f que verifica que F (1) =2.

b) Representar la funcion f y calcular el area limitada por la curvafy el eje Xentre x=ey x = e?.

a) F(x)= jf (x)dx = J.E dx = 2In|x|+C
X
Como F ha de cumplir que F(1) = 2, entonces, F(1)=2In1+C=2=0+C=2=C=2.

La funcion buscada es F(x)=2In|x|+2.

b) En el intervalo [e, ez] la funcién es continua (el punto x = 0 no pertenece a dicho intervalo) y siempre positiva.

Por ello, el area pedida es:

LA
2 2
A=J.e f(x)dx:J-e de:z[ln|x|]ez =2-(ine’ ~Ine) =2 u?
e e X € 1 | f
o[ 1 ® 2 X
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110. Dadas las parabolas f(x)=2x*+2x -12 y g(x)=-x*-x +6 cuyas gréaficas se presentan a continuacion,
halla el area del recinto acotado encerrado entre ambas.

\ Y /
\| T/
0| 1 X
\\ /
g | 7 fx)
/ \

El &rea pedida nos la da la integral:

r (g(x)-f(x))dx =Ji(—x2 ~x+6-(2x’ +2x—12))dx =

-3 _

2 2
= I (—3x2 -3x +18))dx = [—xa 3 +18x} _125 2
-3 2 2

-3

111. Se considerala funcidén real de variable real:
f(x)=-8x>+24x -10
a) Calcula los maximos y minimos locales de f y representa graficamente la funcion f.

b) Determina el area del recinto cerrado comprendido entre la grafica de la funcion fy las rectas x =1, x =2 e
y =4.

a) La funcion f es una paradbola céncava hacia abajo. Y /\f

Su maximo absoluto es su vértice V(%,S) y corta al eje X en los puntos A(0,5; 0) y

B(2,5; 0).

b) El area del recinto es:

-

I
l
|
2 |
l
l
l

2
A=J. (f(x)—g(x))dx:J. (—8x2+24x—10—4)dx= 1 X
1 1
2 2 8 2 2 10 2
=I (-8x +24x714)dx=[7—x3+12x 714x} ==
1 3 , 3
112. Sean las funciones reales de variable real f(x)=x?-6x y g(x)=x-10.
c) Representa graficamente las funciones fy g.
d) Calcula el &rea del recinto plano acotado por las gréaficas de las funciones f y g. Y
0] 2 X
a) La funcién f es una parabola céncava hacia arriba que corta al eje X en los 2

puntos C(0, 0) y D(6, 0).

La funcién g es una recta creciente que corta a los ejes en los puntos E(0, -10) y

F(10, 0). I
Los puntos de corte entre ambas funciones se obtienen al resolver f(x) = g(x) y
son A2, -8) y B(5, -5). f

b) Como en el recinto la recta se sitla por encima de la pardbola, el area es:
5 5 5
A= .[ (x —10—(x2 - 6x))dx = I (—x2 +7x —10)dx = [—lxa‘ LAV, —10x} 2
2 2 3 2 , 2
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113

114.

115.

116.

. Si la derivada de una funcion real de variable real f viene dada por f'(x)=3x?+2x, calcula la expresion

de f(x) sabiendo que su gréfica pasa por el punto A(1, 4).
f(x)= jf "(x)dx = I(3X2 + 2X)dX 3 X2 4 C

Como f pasa por A(1, 4), entonces, f(1) =4, esdecir, 1 +1+C=4,C=2.

La funcion buscada es f(x)=x>+x*+2.

1
Calculaj 5
o(x+1)
1 1
(el
0(x+1) X+1],
X+1

Dada la funcion f(x) = ———— calculael area delimitada por la gréfica de f(x), el eje X y las rectas x =1y
X< +2X

X =3.

En el intervalo [1, 3] la funcion es continua (los puntos x = -2 y x = 0 no pertenecen a dicho intervalo) y siempre
positiva. Por ello, el &rea pedida es:

Asz(x)dx

X+1

x2 + 2x

Encontramos primero una primitiva de f, funcion racional: I X =I x+1 dx
X(x+2)
x+1 A B

_ A(x+2)+Bx
X+2

X(x+2)

X+1=A(X+2)+Bx
X(x+2) x =X (x+2)+

-1 .
X(x+2)

x:—2:>—1:—ZB:>B:%

x N

1
) :1(3+ 1)
X+2 2\{x XxX+2

jdx = 2 (x| + e+ 2) +C

X:O:l:ZA:A:%

1 1 1 1
[t an-2f(L
X° +2X 2J\x x+2
1
1 X% 4+2x

A=

1 3 1
dx =E[(In|x|+ln|x+2|)]1 =E-In5 u?

Una funcién f(x) tiene como primera derivada f (x) =ax + 3. Halla el valor del pardmetro a si f(x) pasa por

3
los puntos A(1, 0) y B(2, -3). Indica también la expresion de la funcién f y calcula I f(x)dx .
1
f(x):J.f(x)dx :J(ax+3)dx :%XZ +3x 4 C

Como f pasa por A(1, 0), entonces, f(1) = 0, es decir, %+ 3+C =0 .Como f pasa por B(2, -3), entonces, f(2) = -3,
es decir, 2a+6+C =-3. De estas dos ecuaciones deducimos que a=-4y C=-1.

La funcion buscada es f(x)=-2x*+3x 1.

3 3 3 2 3
J f(x)dx:j (—2x2+3x—1)dx:[—zi+3i—x} )
1 1 3 2 1 3
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. ‘s ; L 2x -1 5f
117. Se considera la funcion real de variable real definida por f(x)= X(;l) calcula j (—Xz)dx .
X = 2 X

If(z)dx:f[x(zx_l):ijdX=J' 2x-1 dx:J.ZX_ldx:In|X2—X|+C
X

X x-1 (x-1) x? - x

J‘;fi’z‘)dx =[in[x? - tz =In20-In2u? =In10

118. Dada la funcién real de variable real:

2 .
—X“=3x+5 six<1
f(x)={x2 six>1

a) Estudia la continuidad de la funciénen R .

2
b) Calcula j £ (x)dx
0

a) Lafuncién es continua en R ya que en el Unico punto problemético (x = 1) se cumple que:

Lliﬁnllf (x)= lim (-x* -=3x +5) =1} =[XIET+f (x) = Xlij}(xz) =1} =[f(1)=1]

X—>1"

2 1 2 1 2
b) I f(X)dX=J. (7x2—3x+5)dx+J‘ xzdx=[flx3f§x2+5x} +[ix3} . r u
0 0 3 2 o L3 1, 6 3

1

119. Para estudiar la capacidad de memorizar de un nifio se usa el siguiente modelo: si x es su edad en afos,
entonces dicha capacidad viene dada por f (x) =1+2xInx,con 0<x<5.

Calcula el valor medio de la capacidad de memorizar de un nifio entre su primer y su tercer cumpleafios.
Aplicando el teorema del valor medio, se tiene que existe ¢ e [],3] que cumple:

J‘3(1+ 2xInx)dx =f(c)(3-1)

1

Se calcula el valor de la integral y después se halla f(c):
I(1+ 2xInx)dx = jdx + ZJ-xInxdx =X +2J.xlnxdx

2

Esta Gltima integral se calcula por partes: f(x)=Inx = f'(x) :% g (x) =X=0 (x) = X7

x2 1 x? x2 x? X2 1
lenxdx:—Inx—j—-—dx:—lnx——:— Inx ——=
2 X 2 2 4 2 2

Por tanto:

3 3
J (1+2xInx)dx _|:X+X2 (Inx—lﬂ :§+9(In3—1] :>§+9[In3—l) =f(c)-2=
2 2 2 2 2

1 1

=f(c) =%+%(In3 —%) = 3,94 es el valor medio de la capacidad de memorizar de un nifio entre su primer y

tercer cumpleafios.
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120. En un examen se ha pedido a los estudiantes que calculen las primitivas de la funcién f(x)=2senxcosx .

I. Gemalaresolvié con el cambio de variable u = sen x.
Il. Fernando utilizé el cambio y =cos x.
Ill. Ivan lo hizo usando la férmula 2sen x cos x = sen (2x).

Aunque los tres alumnos dieron respuestas distintas, el profesor les dijo que los tres habian calculado
correctamente la primitiva.

Encuentra las tres respuestas dadas y explica por qué todas eran correctas sin ser iguales.

2
La primitiva de Gema: |, = jZSenxcosxdx = Zju du = ZU? =u® =sen’x+C

2

La primitiva de Fernando: I, = J.Zsenxcosxdx = —ZJ.y dy = —2y7 =-y%=—_cos?x

La primitiva de Ivan: I, = j25enxcosxdx = jsen(zx)dx = f%COS(ZX) = f%(cosz x —sen?x)+C

1 N . ,
Como I, -l,=1el,-1,= Px las tres primitivas se diferencian en una constante.

121. Se trasplanta un arbol y se observa que su tasa de crecimiento a los x afios, medidos desde el trasplante,

1 ~ . ~ . . p
es de Lﬁ metros por afio. Si alos 5 aflos media 5 metros, ¢cuanto media al ser trasplantado?
X+1

2
Se calcula una primitiva: I 1- L 5 |dx = XTax+l_ F(x)
(x+1)

]dx:F(S)—F(O):>§=5—F(O):>F(O)=5—2—65:0,83 m media

5
Aplicando la regla de Barrow: I [l— 5
0

(x +1)°
al ser trasplantado.
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122. Seaf la funcion definidaen R por f(x) =(x2 +1)e‘X+2 . En el dibujo se muestra un trozo de la gréfica de f,

. 5
asicomo delarectar:y =EX .

-

x|/

1 2

a) Comprueba que el punto Q(2, 5) esta en dicha recta y en la gréfica de f.
b) Calcula el area de los triAngulos OPQ y ORQ.

c) Determina el area encerrada por las gréaficas de f, el eje vertical y la recta r, y comprueba que el nimero
obtenido esta comprendido entre los dos numeros del apartado b.

a) Estaen larecta, pues y(2)= 2-2 =5,y también en la curva, pues f(2) = (22 +1)e’2*2 =5,

b) OPQ tiene base 5y altura 2, su area es 5 u?,

ORQ tiene base e?y altura 2, luego su area es e? = 7,389 u%.

2 2 2
c) J. ((x2 +1)e'x+2 —ngdx = {—e‘“z (x2 +2X + 3) —5% =3e?-16 = 6,167, que esta comprendido entre los
0

0
valores obtenidos anteriormente.

123. Dos hermanos heredan una parcela que tiene la forma de la regién limitada por la parabolay = x? y larecta
y =1. Deciden dividirla en dos regiones de igual area mediante la recta horizontal y = a. Calcula el valor de
a.

Larectay =1 corta a la parabola en los puntos de abscisax=-1y x =1, ylarectay = ala corta en los puntos de

abscisa x = —/a y x=+a.

Como se ha de dividir en dos partes de igual area mediante la recta y = a, tiene que ocurrir que:

Ifg(a— xz)dx :%J‘:(l— xz)dx :é-

. \\ 14 //
Ja 3
Al resolver la integral primera se obtiene: I (a— xz)dx =|ax X = 4ava f
—Ja 3| & 3 \ /
2 . 1
Igualando el resultado a = y despejando:
g 3 y pej \_F
i . o] 11 [x
dava _2_ [ _logsl_oagl :—2:0,63
3 3 2 4 4 2
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124. * La gréfica de la funcién y =f(x) es la que tienes debajo. Ordena, de menor a mayor, los siguientes
nameros.

a) f'(1 Y]

—_

b) El valor medio de f(x) en el intervalo [0, a]

c) Elvalor medio de la funcién f'(x) en el intervalo [0, a] \

d) I:f (x)dx ‘ \

f (1) es la pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x = 1.
El valor medio de la funcion f'(x) en el intervalo [0, a] es la pendiente de la recta que une los puntos

A0, f(0)) y B(a, f(a)).

f(a)-f(0
Trazando ambas rectas se observa que la f'(1) es menor que f(2)-7(0) Y
a

y que ambos ndmeros son negativos. \

a - \
El valor medio de f es f(c) con I f(x)dx =f(c)(a-0), ycomo a es mayor que 1, \\

° 0 1\Va X

a

entonces I f(x)dx>f(c).

0

Ademas, ambos nimeros son positivos, pues claramente el rea sobre el eje horizontal es mayor que el area por
debajo del eje.

Luego f'(1)< w <t(e)< [ "rxax.
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108

AUTOEVALUACION
Comprueba qué has aprendido

6
1. Si f(x)=2—i—lnx , calculala derivada de la funcién G(x)=x —xInx y obtén I f(x)dx .
X 1

Si G(x)=x-xInx, G'(x):l—(lnx+1):—|nx:f(x)+%—2.
Asi pues f(x) =G‘(x)—%+2 , con lo que J.lef (x)dx = .[IG(GI(X)—%-FZJdX = [G(x)]i3 +[2x —Inx]f =

=[x -xInx]} +[2x ~Inx], =6-6-IN6 ~1+12-IN6 - 2=15-7-In6

1

1 X e
2. Obtén I (x2+1)7xdx,j Xe dx y I Inx 4y
0 oe” +1 1 X

g1
1 1 (X2+1) 1[28 1]_@

8 8]

J.:(x2+1)7xdx:%jo(x2+l)7 2xdx ==|~——2 | = o

2 8 2

e* H”j) =In(eX +1)—In2

1 X
j ¢ dx:[ln
oe*+1

JAem_XdX: (InX)Z ezl
1 X 2 X 2

. . . 1
3. Calcula el area encerrada entre las gréficas de f(x)=i, g(x)=|nx +1 y las rectas verticales x =— vy
e

X
x = 2. (Utiliza el ejercicio 1 para obtener una primitiva de g).

En el ejercicio 1 vimos que si G(x) =X —XxInx , entonces G'(x) =-Inx, asi que una primitiva de g(x) =Inx+ 1 es
T(X) = -G(x) + X, es decir:
TX)=—X+xInx+x=xInx.

La region de las que nos piden el &rea es la de la figura, siendo P(1, 1):

a
©

El area pedida es:

1 2
I[l—lnx—ljdx+j (Inx+1—1jdx=[lnx—xlnx]ll+[x|nx—|nx]i=—In1+l~lni+2-ln2—ln2=1—1+In2.
1\ x 1 X g e e e e
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4. Calculael valor del numero positivo a en los siguientes casos:

31 a 1 31 s 1
a) J—dx:a b) I—dx:3 0) dx =5 d) I—dx:l
0o X+1 o X+1 o X+a a X+1
a) J'Bidx:[ln(x+1)]3zln4:a.
0o X+1 0
b) aidx:[ln(x+1)]a:In(a+1)=3:>a=e3—1.
o x+1 0
3
c) I 1 dx:[ln(x+a)]§:In(3+a)—|na=|n3+a=5, asi que =2 _ % por lo que 3 = a€® - 1) y
0o X+a
a= 3
e’ -1
3 —
d) Jidx:[ln(m—l)]s=In4—|n(a+1)=Ini:1:i=e:a=4 ©
a X+1 a a+l a+1 e
) . x3—2x 2
5. ¢Sepuede asegurar que si f(x)=#,entoncesj‘ f(x)dx=0?
XT+x°+1 -2

B —x3 +2x - i 2 - 0 2 o 2 2 -
f(X)= g7 =1(x), asique Iﬁzf(x)dx_'[izf(x)dXJrJ’Of(x)dx_ .[Of(x)dx+jof(x)dx_0.

2
6. ¢Cudl es el signo de I e*Inxdx ?
1

2
Como en [1, 2] se verifica que f(x) = " In x > 0 y f es continua en dicho intervalo, tenemos que I e*Inxdx >0.
1

4
7. Sifescontinuay I f(x)dx =7, explica por qué f(x)z 3,5 paraalgun valor de x en ese intervalo.
2

Si f(x) < 3,5 para cualquier valor de x en [2, 4] su grafica estaria por debajo de la rectay = 3,5.

4
Por tanto, J' f(x)dx <35-(4-2)=T.
2

Y Y|
8. Calcula I |2x|dx si b es un nimero negativo.
b 125]
La integral pedida corresponde al area de la regiébn sombreada:
Su valores A= l|b||2b| =b?.
2 b 0 X

1 2 4 4 1
9. Sifescontinuay j f(x)dx =2, I f(x)dx:lyj f(x)dx =7, obtén I f(x)dx y I f(x)dx .
0 0 2 0 4

4

I:f (x)dx = j:f (x)dx +J. f(x)dx=1+7=8

2

Llf (x)dx = _ff (x)dx = —U:f (x)dx -j:f (x)dx} - _[8-2]-—6
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) SOLUCIONARID

Relaciona y contesta

Elige la Ginica respuesta correcta en cada caso

1. En economia, el coste marginal se identifica con la derivada de coste total. En una empresa, un estudio
concluye que el coste marginal Cn(g) en miles de euros es funcidon del nimero g de articulos fabricados en

la forma C, (q) =392 -12q —17 . ¢(Cudl es el coste total Cr(q) en miles de euros si para 5 articulos es de

20 000 €7
A. C(q)=9°-69°-17q C. C;(q)=69-12
B. Cr(d)=09°-60°-17q+5 D. C;(q)=q°-6q%-17q+130

La respuesta correcta es la D. Una primitiva de Cm(q) = 3% — 129 — 17 es Cr (q) = ¢° — 6g° — 17q + C. Como
sabemos que Cr (5) =20, podemos hallar la constante C, Cr(5) = 5° - 6:5% — 17:5 + C = 20.

Por tanto, C = 130y Cr(q) = q° - 6¢° — 17q + 130.

2. Sea S el conjunto de puntos (X, y) del plano tales que a<x<b y 0Ly sf(x). Si el area de S vale 1,
¢cuantas de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

a) a=-1,b=0yfx)=e™ c) azl,b:eyf(x):1
X
b) a:O,b:%yf(x):tgx d) a:O,b:gyf(x):senx
A. Ninguna B. Solo una C. Solo dos D. Solo tres

La respuesta correcta es C: solo ¢ y d son verdaderas. Calculemos dichas areas:

0 e

a) I e’xdx=[—e’xJol=e—1.FALSA c) j iolx:[lnx]j:lne—|n1=1.VEDADERA
-1 - 1 X

b) jztgxdx:[—ln|cosx|]oz:—In%;&l. FALSA d) Izsenx dx =[-cosx]2 =1. VERDADERA
0 0

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas

2

3. Seal =I 1(x2 —1)dx )

1
A. | mide el area de la regién limitada por y = x* — 1, C. 1 :J. (1— xz)dx
)

lasrectasx=-1,x=2ey=0.

2
B. 1=0 D. |sL (x* - 1)x

A es incorrecta. La funcion f(x) = x* — 1 es una pardbola que va por debajo del eje X entre -1 y 1, asi pues, | no
mide el area entre -1y 2.

2

C es correcta ya que I X

2 3 2
Bes correcta:J. (xz—l)dx: Z x| =o0.
-1 3 5
1 37t
(1— )dx:[x—x—} =0.
2 3],
2

D es correcta ya que I

3 2
4 i . . .
(x2 —1)dx = {X—— x} = 3 Entre 1y 2 la funcién va siempre por encima del eje X.
1

3 1
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SOLUCIONARIC

La graficade la figura es la de una funcion f derivable en [0, 10] Y[ A

A. £'(0)=9 II / ~
B. f'(5)>0 1 /

C. Cualquier primitiva de f se anula en x = 0,5. 0 ’ 1 X
D. Cualquier primitiva de f decrece en el intervalo [O%j .

5-(—4
A es correcta. La pendiente de la recta tangente en el punto A(0, -4) es #

=9, porloque f'(0)=9.
B es incorrecta. La funcion en el punto de abscisa 5 es decreciente y por tanto, f (5) debe ser negativa.
C es incorrecta. Al ser f(%) =0, cualquier primitiva de f tendrd un minimo relativo en x :% y este minimo puede

ser distinto de 0.

D es correcta. Al ser f negativa en el intervalo [O, 5} sabemos que sus primitivas son decrecientes en dicho

intervalo.

Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas

5.

Sea f una funcién continua en el intervalo [0, 4]:

4
1. I f(x)dx >0 2. fx)>0en |0, 4]
0
A 12 C.2=1,pero 12
B. 1=2,pero 21 D. 1y 2 se excluyen entre si.

4
La respuesta correcta es C. Si f es estrictamente positiva en [0, 4] entonces J. f(x)dx debe ser positiva ya que
0

dicha integral mide el area entre la curva y el eje X. La otra implicaciéon no es cierta ya que la integral definida
puede ser mayor que cero sin que la funcién sea siempre positiva.

Sefiala el dato innecesario para contestar

6.

Sea f(x)=asenx +be”* +c«/;, de la que se sabe que en el punto de abscisa d su gréfica presenta

d
tangente horizontal. Para calcular j f"(x)dx se dispone de:
1

1. Elvalordea 2. Elvalordeb 3. Elvalordec 4, Elvalorded
A. Puede eliminarse el dato 1. C. Puede eliminarse el dato 3.
B. Puede eliminarse el dato 2. D. Puede eliminarse el dato 4.

La respuesta correcta es D.

d
Como f'(d)=0 ya que la tangente en d es horizontal, se obtiene: J. fr(x)dx =f'(d)-f'(1)=0-f'(1)=—F"(1).
1

Ademas la derivada de fes f'(x)=acosx + be* =

2Jx

d

Por tanto, para calcular I f"(x)dx =—f'(1) no hace falta el valor de d.
1
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