SOLUCIONARIO

10 Vectores

EJERCICIOS PROPUESTOS
1. Ejercicio resuelto.

2. Indica dos vectores equipolentes para cada uno de los siguientes CB, MH y AC:

Ca— n E
B D2z
~ 0 N
K/Ab\ r
L tlk 17 N
AL | &M _»G
J N
1 |H

Vectores equipolentes de CB: @, E, G, ﬁ, ﬁ, MI y GH .
Vectores equipolentes de MH : LP y DN .

Vectores equipolentes de AC: JD y PE .

3. Expresa GH y JK en funcién de (ﬁ, OB y ocC.
E L F

1

GH -GE+EL+LA=2CE+2EF-OC - 10B +20A-0OC - 20A + ~0B - OC
2 6 2 6 6 2

ﬁ=JT/|+W+(%+CT<:—%(TA—%(%+(T+%(TA:§(TA—%@+(%

4y 5. Ejercicios resueltos.
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Escribe, si es posible, el vector 0 =(-5,-1,-22) como combinacién lineal de los vectores vV =(0,1,-3) y
w=(112).

Se debe intentar calcular L y p tales que U =AV +puw .
(-5,-1-22) = 1.(0,1,-3) + n(11,2)

S5=p
Siel sistema {-1=A+p es compatible, se podra escribir U como combinacion lineal de V. y w .
-22=-3\+2u

En este caso se obtiene la solucion A =4,u=-5 y, por tanto, U =4v —5w .

Comprueba, en cada caso, si los vectores u, v .y w forman o no una base de Ve

a) i=(-342),v=(21-3),s" =(0-30)

b) U=(13-2), V=(2-22), w=(-517,-14)

c) G=(48-8), V=(30-10), W =(-3,0,3)

-3 4 2
a) |2 1 -3=-12+27=15+0= Siforman base.
0O -3 0
1 3 =2
b) |2 -2 2|=28-68-30+20-34+84=0= No forman base.
-5 17 -14
4 8 -8
c) |3 0 -10/=240+72=312=0= Siforman base.
-3 0 -3

Calculalas coordenadas del vector & =(-7,-13,8) en labase {U =(2,-4,4),v =(0,0,-2),w = (—9,—9,6)} )

Se debe comprobar que, efectivamente, u, v y w forman una base de V>,

2 -4 4
0 0 -2/=-72-36=-108= 0= Siforman base.
-9 -9 6

(~7,-13,8) = A, (2,-4,4) + 1, (0,0,-2) + A5 (-9,-9,6) =

20 -9y =7
-4, -9%; =-13 = Resolviendo el sistema se obtiene su Gnica solucion A, =1, A, =1, Az =1.
4k, -2k, + 6Ly =8

Portanto; a=U0+V +W

Las coordenadas de a en esta base son (11,1).
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130

10.

Calcula las coordenadas de los vectores de la base candnica en la
{i=(2,-4,4),V =(0,0,-2) W =(-9,-9,6)} .

i =(10,0) i=(010) k =(0,0,2)
2 -4 4
U,V yw forman base porque |0 0 -2/=-72-36=-108=0.
-9 -9 6
1=2), -9, . . ,
(10,0) =1,(2-4,4) + 1,(0,0,-2) + 15 (~9,-9,6) = 1 0 = —4k, — O, =2, :g”‘z :5% -
0=4%, — 21, + 61y
Por tanto, (J,o,o):ll]+l\7_ivg .
6 9 27
0=2), -9, . . .
(0,10) =2,(2,—4,4)+ %, (0,0,-2) + &5 (-9,-9,6) = (1= -4k, — 90, == *gxkz _ 75’;@ -
0=4%, — 2%, + 61y
Por tanto, (0,1,0) = —~i - 2v - L .
6 9 27

0=2% -9, )
(0.01) =7,(2-4,4) +2,(0,0,-2) + 15 (-9,-9,6) = 10 =4k, =g =4 =0, =—~,h3 =0
1= 4%, — 21, + 614

Por tanto, (0,0,1) = —%\7.

Calcula el valor o valores de a, si es que existen, paraque U, Vv y W sean linealmente dependientes.

i=(2a3) V=(124a) w=(5-24)

Para que sean linealmente dependientes, el determinante formado con sus coordenadas debe ser nulo.

2 a 3
1 2 al=16-6+5a>-30+4a-4a=0=5a>-20=0=>a=2,a=-2
5 -2 4

Luego los valores de ason 2y -2.

11 a 13. Ejercicios resueltos.
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14.

15.

16.

Dados los vectores U =(2,-2,4) y V =(-1-2,3) calcula:
a) (20+3v)-(20-3v)
b) (U+2v)-(U—-3V)+(3u+V)-(3i-2V)

c) (i-27) (i+3V)-(3G-V)-(30+2V)

a) (20+3v)-(20-3v)=[(4,-48)+(-3,-6,9)]-[(4-48)-(-3,-6,9)]=(1-10,17)-(7,2-1) = -30

b) (U+2v)-(G-3V)+(3h+V)-(3i-2v)=
=[(2-24)+(-2,-4,6)]-[(2-2,4)-(-3,-6,9) | +[ (6,-6,12) + (-1—2,3)]-[ (6,~6,12) — (-2,—4,6) | =
=(0,-6,10)-(5,4,-5) +(5,-8,15)+(8,-2,6) = ~74 + 146 = 72

c) (U-2v)-(U+3v)+(3U-V)-(3u+2v)=
=[(2-24)-(-2-4,6)]-[(2-24)+(-3,-6,9) | -[(6,-6,12) - (-1—2,3) | -[ (6,~6,12) + (—2,—4,6) | =

=(4,2,-2)-(-1,-8,13)—(7,-4,9)-(4,-10,18) = —46 — 230 = -276

a) Comprueba si los vectores U =(1-2,3) y vV =(-4,1,2) son o no perpendiculares.

b) Calcula un vector perpendicular a U = (2, -2, —2) cuya primera coordenada sea O.

a) u-v=(1,-23)-(-412)=-4-2+6=0= Sison perpendiculares.

b) (0,1,-1).

Calcula, en cada caso, el valor de la incégnita para que los vectores U y V sean perpendiculares.
a) U=(2x,-15) v =(xx+1-1) c) U=(2%X,—x,x+2) V =(x+3,1-4x)

b) u=(2x+1-3x-1) Vv =(1x,X) d) u=(3x,-14x+2) V =(x-3,3,-3x)

a) UV=0=(2x-15)-(x,x+1-1)=2x*-x-1-5=0=2x*-x-6=0=

1+vJ1+48 1£7 3
X = = =>X=2X=——
4 4 2
- 2 2 Zi 4—4
b) G-Vv=0=(2x+1-3x-1)-(1X,X)=2x+1-3x+Xx*-x=0=X _2X+1:03X:T:1

) U-V=0=(2%-XX+2)-(Xx+31-4x)=2x* +6Xx—Xx—4x* —8x =0 = -2x* -3x =0 =
3
:>x(72x73):0:>x:0,x:75

d) U-V=0=(3%x-14x+2) (x-3,3,-3x)=3x"-9x-3-12x* -6x =0 = -9x* -15x -3 =0=

X_—5+x/§ X_—5—x/§

6 6
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17. ¢Existe algun valor de m para que los vectores J=(1+m)r+f—2lz y V:ZT—mT+IZ sean
perpendiculares? ¢Y paralelos?

Si existe algln valor de m para que los vectores U y vV sean perpendiculares, entonces su producto escalar ha de
ser cero.

U-v=0=2+2m-m-2=0=>m=0
Si existe algun valor de m para que los vectores U y vV sean paralelos, entonces debe cumplir:

1+m 1 -2

2 -m 1
Luego:
1+m -2 1 -2 1
= m=-5 —_—=— =M=
2 1 y —m 1 2

Por tanto, no existe un valor de m para que los vectores U y v sean paralelos.

18. Calcula el valor de |0 —V| sabiendo que |J+\7|=\/E y G-v=10.

B i A
G-V = = |d
2
|2

P+ N[ =i+ - 207
[ -5 )
2

R v
u-v =

= [d]* + |* = 26 -V +[i [

= [0+ V" 20V =20V + |6 V" = |G +V]* |0 -V =4d -V

2
(\/45) —|i V[P =4-10=|i -V[" =45-40=5=[i -V| =5 .
19. Sean U y V dos vectores ortogonales de modulos 4y 3, respectivamente. Calcula el moédulo de G +V y de

u-v.
=(U-V)- (G -V)=[d]* —2a -V + [

|a+V[" = (G +V)- (G +V)=|d]* +20 -V + [V
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20.

21.

Los vectores U y vV definen el paralelogramo de la figura. Se sabe que:

a)

b)

a)

b)

|i|=5 V| =~13 U-v =15

Expresa los vectores que definen las diagonales como combinacion lineal de U y V.
Calcula la medida de las dos diagonales.

D=ii+V d=u-v

B i i TR 5 Jes
U-v = > = |d+V]" =i + ]| +2u-v=25+13+30:68s|D|: 68

B v v T R T
u-v = :>|U—V| :|U

2
> |

+|V[* - 20V =25+13-30 =8 =|d| =8

Desarrollay simplifica las siguientes expresiones.

a)
b)

c)

d)

a)

b)

c)

d)

22a25

26.

(6-9)-(3-7)

=(G-V)-(G-V)=|d] —2d-v + [

4G -(20 V) = 40 - 20 ~ 40 -V = 8|d[* 44 -V

(20 -3V)-(G+V)=20-G+20-V -3V -G—-3V-V =20-G+20-V -3V -3V -V = 2" - G-V - 3u[*

Ejercicios resueltos.

Calcula el angulo que forman los vectores G =(—«/§,«/§,0) y v =(\/§,\/§,—1) .

cosa =

u-v -24+2+0

|ﬁ|'|‘7| :\/2+2.\/2+2+1:0:>Ot=arccosozgoo

Los vectores son perpendiculares.

_.'IE!-

W
= A

Vectores | Unidad 10
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27. a) Calculatodos los vectores unitarios que sean paralelos al vector X = 4 + 4T ~7K .

b) Calcula todos los vectores que sean paralelos a ﬁ:(l—4,—8) y que tengan por moédulo el triple que el

moédulo de AB .

a) Todos los vectores paralelos a X son de la forma (4k,4A,~74).

k_ij[ii_lj
V1602 41602+ 4912 =1 V8lZ =122 =L ) 9 999
81 1 ( 4 4 7)
R e L
9 9 9’9

Obligando a que su médulo valga la unidad:

b) Todos los vectores paralelos a AB son de la forma (A, —42,-8%) .

Obligando a que su médulo valga 3-+1+16+64 =3-9=27:

27
229 |*= 5" 3=(3,-12,-24)
VAZ +16A% + 6402 =27 = 812 =27 = A2 TR .

h=- =32 (-31224)

28. Calcula dos vectores linealmente independientes y que sean ambos perpendiculares al vector

29. Calculalos valores de k para que los vectores U = (k,—k,O) y V= (k,—k,—\/i) formen un angulo de 45°.

2 2 2
cos45°:%: k“+k 2k V2 k =2 2K 42 =42 k- 2>

W2k A2 +k2+2 k2 A2k2+2  2k? 42

? 5 k=1
= 2k2+2:2k:2k2+2:4k2:>k2:1:>{k_ 1

30. Comprueba que no existe ningtin valor de k para el cual los vectores U = (k,Ll) yv= (—L\/E,k) formen un

angulo de 45°.

cos450= 2V _ K2k 2 =£:>\/k2+2 k2+3=2=(k?+2)(k? +3)=4=
|ﬁ||‘7| \/k2+1+1\/1+2+k2 \/k2+2\/k2+3 2

= k*+3k*+2k* +6-4=0=k* +5k* +2=0= Npg tiene solucion.

Por tanto, no existe ningtin valor de k para que los vectores U y v formen un angulo de 45°.
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31. Dado el vector U =(-12,3):

a) Calcula el angulo que forma con cada uno de los tres vectores de la base | ' y k.

b) Calcula la medida de las proyecciones de U sobre cada uno de los vectores de la base T ] y k.

i =(10,0) i =(0,20) k =(0,0,2)
a) cosa:cos(ﬁ,f): i L == arccos( L j 105°30"
|G|.| | J1+4+9 J—4 J14
] 2 2 2 J :
cosf=cos|u,j|= — = = = B =arccos| —— |=57°41
b cos(il) =TT Tars vaa N
_ -k 3 3 3
cosy=cos(u,k|= — = = = y = arccos| — | = 36°42'
! (k) |G|-|k| Jirdio s ! [\/EJ
b) |proy,u| i ||—I 1=1 |proy u| |ﬂ|1| =]2|=2 |ﬁlgﬁ|= |u|lzl|(| =13[=3
J
32 a 34. Ejercicios resueltos.
35. Calcula las coordenadas de un vector que sea ortogonal a los vectores U =(-1,2,0) y V =(-1-2,2) y cuyo

moédulo sea la unidad. ¢ Cuantos vectores de estas caracteristicas existen?

i
102
-1 -2

Uxv =

N O X

= 4i +2] + 4k = (4,2,4)

Por tanto, todos los vectores perpendiculares a U y V a la vez deberan ser de la forma: (4}», 2\, 4?»)

Obligando a que este vector tenga por médulo 1, se obtiene los valores de A:

V1612 + 402 +160% = /3602 = 1= 6L = +1=> h = = A = ——

6

6’
- 212 - 2 1 2
Los vectores buscados son W; =| —,—,— | Y Wy, =| ——,——,—— | .
333 3 3 3

36. Calcula los valores de x e y para que el vector J=(1+ x)T+yT—2IZ sea ortogonal a los vectores

V=2i—]+Kyw=2]+3k.

ik L

VxW=[2 -1 1/=-50 -6] +4k =V xW =(-5-6,4). El vector U debe llevar la misma direccién que
0 2 3

V xW =(-5,-6,4) y, por tanto, debe ser proporcional a él. Luego:

H_X:L:;ijzg’y:?,
-5 -6 4 2
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37. Dados los vectores i =(3,1,-2) y V =(-3,a,2).
a) Calcula el valor de a para que los vectores sean paralelos.

b) Calcula el valor de o para que los vectores sean perpendiculares. Para este valor, calcula UxV .

a) Para que sean paralelos deben ser proporcionales:

3 1 -2
== f =1
-3 a 2

b) Para que sean perpendiculares, su producto escalar debe ser nulo:

3:(38)+0-2:2=0=>-9+a-4=0=>0a=13

S B
UxV=[3 1 -2=28+42k=UxV=(28042)
3 13 2

38. a) Calcula las coordenadas de los vectores U y v de la figura en la base canénica {f,j,k} .

b) Calcula el area del paralelogramo determinado por U y Vv .

a) i=(122),V=(231).

(=}

N

cy

X

<i

I
N
W N—|
=N X

I

—4i +3] —k = UxV =(-4,3,-1)

Por tanto, el area del paralelogramo es:

A=|ixV|=+16+9+1=+26 u’.

39y 40. Ejercicios resueltos.
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41.

42.

43.

Dados los vectores U =(-13,6), Vv =(-1-8,5) y W =(3,4,-5), calcula:

a) [av,w] c) [UxV,uxww]
b) [d+V.0—V,3] 0 |Li+3v20-Lvaxw
25 3
-1 3 6
a) [Gvw]=|-1 -8 5|=-40-24+45+144+20-15=130
3 4 5
-2 5 11
b) [U+V,i-V,3W]=|0 11 1 |=330-45-1089+24=-780
9 12 -15
I A
c) UxV=-1 3 6|=63i —j+11k = UxV=(63-111)
-1 -8 5
ok
UxwW=|-1 3 6|=-39i +13] —13k = Ui xW = (-39,13,-13)
3 4 5
63 -1 11
[UxV,0xwW,W|=|-39 13 -13|=-4095-1716 +39 429 + 3276 + 195 = -2730
3 4 -5
i 38
10 10
d) Emgv,za_%v,axw}: 5 % ;|-
3 3 3
-39 13 -13

Calcula el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores U =(2,-3,7), V=(-12,0,5) y

W =(13,-2,-7) .

2 -3 7
-12 0 5| =[168-195+ 20+ 252| = 245u°
13 2 -7

Vo =[GV ] =

Calcula los valores de k para que los vectores AB =(Lk,-3), AC =(k,1,4) y AD =(-3,0,2):

a) Determinen un paralelepipedo de volumen de 11 unidades cubicas.

b) Determinen un paralelepipedo de volumen de 39 unidades cubicas.

1 k -3
a) [AB,AC,AD]: k 1 4|=2-12k-9-2k?®=11=2k?+12k+18=0=k?+6k+9=0=
0 2

-3

=(k+3)°=0=>k=-3

1
k =2-12k-9-2k?=39=2k?> +12k +46 =0 =

- k -3
b) [AB,AC,AD]: (1) 421

-3

. No existe ningun valor real de k para el que se cumpla la condicién.

6 £+-56
2

=kZ+6k+23=0=>k=—
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44. Calcula los valores de k para que los vectores AB = (2,k,4), AC = (5.1-k) y AD = (7,6,-1) no determinen
ningun paralelepipedo. ,Cémo deben ser estos tres vectores?

Los tres vectores deben ser linealmente dependientes. Su producto mixto debe ser nulo:

2 k 4
[AB, c,AD]zs 1 —k|=-2+120-7k?-28+12k +5k =0 = 7k?2 —17k —90 =0
7 6 -1
k:17ix/2809:l7i53:k:5’k:_g
14 14 7

45. Si los médulos de los vectores 0, V. y W son 12, 14 y 15 respectivamente, ¢entre qué valores esta
comprendido el valor absoluto de su producto mixto?

(6.0 ]= G- (7 x ) = [G][7 xW|cos GV xW ) = [i] V] | sen (7. ) cos 5.V x .

El valor méximo absoluto del producto mixto [d,v,w | se obtiene cuando sen(\7,vT/) y cos(l],\Y va/) toman su valor
maximo, es decir, uno. Por tanto:

[G,V,W]=|t]|v|W]| =12-14 -15 = 2520

El valor minimo absoluto se obtiene cuando sen(\7,V\7) o} cos(ﬁ,\Y va/) toman su valor minimo, es decir, cero.

Por tanto:

El volumen del prisma sera:

0 25 0
[[(0,25,0),(-15,0,15),(~2,0,10)] = |-15 0 15| =|-750+3750| = 3000
-2 0 10

La altura es el cociente entre el volumen y el area de la base:

3000 3000 8
h- - =— =42
|(0,25,0)x(-15,0,15) /281250 2

47. Ejercicio interactivo.

48 a 54. Ejercicios resueltos.
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EJERCICIOS

Vectores libres en el espacio

55. Observalafigura:

H I
G_—
2 LT |B C
L
A N ¢ J
F| T~_|~
E D

a) Indica un vector equipolente de cada uno de los siguientes: FL, FE y EB.

b) Compara el médulo direccion y sentido de las parejas de vectores:
i) AF y BE iy FE y BA

¢) Indica dos vectores del mismo mdédulo y direcciéon que EJ pero con diferente sentido.

a) Vectores equipolentes de FL: AG , gﬁ, a, FJ, EK
Vector equipolente de FE : LK
Vectores equipolentes de EB: KH, JI, DC
b) i) AF y BE tienen igual direccion e igual sentido y sus modulos son diferentes y verifican que BE = 2AF .

i) FE y BA tienen diferente direccion y, por tanto, no tiene sentido comparar sus sentidos.
Sus modulos son iguales.

C) Ey@.

56. Dados los vectores U, Vv y W cuyas coordenadas respecto de la base candnica son U =2i +3j -k,

V=-3i + 2T+ 3k y W= i+ T—ZIZ, calcula las coordenadas de los siguientes vectores referida a la misma

base:
a) 20+3V-w o 25+1y_24
3° 3 3
1. . 1. [ T
b) Zi-4v-= d — = -
) 2u 4y 5W ) 2(u v)+2(2u+3v 3w)
u=(23-1) vV =(-323) W =(11-2)
a) 20+3vV-w=(4,6-2)+(-969)-(11-2)=(-6,119)
o Looav-da-(12 1) (om0 (L L2) (%O 12
2 5 2 2 5 55 5 10 10

2. 1. 2_ (4, 2 23 2 24 1,5
€) Si+ V-SwW=|—2-2 |15 2|+ 522 =222
3 '3 3 373 3’3 3 3’3 373

) 2(d-37)+ (20 +37-3W) - (zz,-e,-zo)+(-4,%,13) - [18,—3,-2—7j
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57. Calculalos valores de a, b y ¢ para que se verifique laigualdad: ad + bv +cw = %(—3,2,0)—%(2,—2,2) si se

sabe que U0 =(-3,0,-2), V =(2,-14) y W =(3,-1,-1).

ali + bV + oW = =(-3,2,0) ~ £ (2,-2,2) = aii + by + cW = [_z,i,_ij — (-3a+2b+3¢c,-b—c,2a+4b—c)= [-2,3-%
2 4 2 2 2 2
Por tanto:
-3a+2b+3c=-2
—b—c:i :a:—ﬂ,b:—g,c:—ﬁ
2 34 17 34

—2a+4b—c:—1
2

58. Decide si los siguientes trios de vectores G, V y W son linealmente independientes o linealmente

dependientes. ¢ En qué casos los tres vectores U, Vv y W forman una base de \Vard

a) U=(11-1), V=(1-11), w=(-112)
b) u=(12-3), v=(2-13), w=(50,3)
c) U= G,—%,—z), V= (o,%,—zj , W =(1,0,-10)

Tres vectores linealmente independientes de V2 forman base. Si son linealmente dependientes, no forman base.

1 1 -
a) |1 -1 1|=-1-1-1+1-1-1=-4+0= Siforman base de V°.
-1 1 1
1 2 -3
b) 2 -1 3|=-3+30-15-12=0 = No forman base de V.
5 0 3
1.3 5
2 4 5 3
c) 1 =-—+—=+1=0= No forman base de V°.
0 E -2 2 2
1 0 -10

59. Calcula la relacién que ha de existir entre a y b para que los vectores U=(a,—2,b), Vv=(3,2,a) y

W =(2,4,0) sean linealmente independientes.

a -2 b a’+a
3 2 al=12b-4a-4b-4a®=0=a’+a-2b=0=b=
2 4 0

a’+a

Por tanto, la relacion entre a y b para que los vectores U, V y w sean linealmente independientes es: b =
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60. Calcula el valor o los valores de k para que los vectores U, V y W no formen una base de Ve,
a) u=(22-5) v=(417) w=(k5-3)
b) 0=(1k,3) V=(24,-6) w=(k,—59)

C) =(1-23) V=(4-1k) W =(k+1—k11)

2 -5

2

a) |4 1 7 _19k-152-0=k -2 _g—k-8
k 5 -3
1 k 3

b) |2 4 -6/=-6k?-30k-24=0=k=-4k=-1
k -5 9

1 -2 3
c) | 4 -1 k|=-k®-1k+80=0=k=-16k=5
k+1 -k 1

61. Paracada caso, comprueba silos vectores G, V y W forman una base de Ve y, en caso afirmativo, expresa
el vector a =(-12,-30,4) como combinacion lineal de los vectores de esa base.

a) i=(10-2), V=(-13-2), Ww=(-5-9,2)

b) G=(-23-1), V=(1-12), w=(-122)

1 0 -2
a) |-1 3 -2/=6-18-30-18=-60 =0 = Siforman base de Ve,
-5 -9 2

(-12,-30,4) = 1, (10,-2) + &, (-13,-2) + 15(-5,-9,2) =

Ay —h, =5y =—12
= 13h, -9y =-30 =i =24, =-1k; =3
“2hy 2k, + 20y =4

Por tanto, a =20 -V +3w .

Las coordenadas de a en esta base son: (2,-13)

b)

_2 3 _
1 -1 2]‘:2—2—6+1+8—3:0:>Noformanbasedevs.
-1 2 1

62. Se sabe que los vectores U, Vv y W son linealmente independientes. Estudia, para cada caso, si los

vectores, a, b y € son o no linealmente independientes.

a) a=20-4V+w b=—0-2V+3w C=-30-V+3W
b) a=i-vV+Ww b =—{i—2V+4w C=U—4V+6W
2 -4 1
a) |[-1 -2 3|=-12+1+36-6+6-12=13 = Si son linealmente independientes.
-3 -1 3
1 -1 1
b) -1 -2 4{=-12+4-4+2+16-6=0= Sison linealmente dependientes.
1 -4 6
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63.

64.

a) Comprueba que los vectores U =(2,-1,-2) y vV =(1,-3,2) son linealmente independientes.

y w, sean linealmente independientes. ¢ Formaran los tres una base de V32

<i

b) Indica un vector w, tal que U,

<

c) Indica un vector w, tal que U, V y w, sean linealmente dependientes. ¢Formaran los tres una base de V32

a) Dos vectores de V? son linealmente independientes si no son proporcionales:

2,71 .72 sonlinealmente independientes.
1 -3 2

b) Cualquier otro vector que, con los dos anteriores, determine un determinante no nulo hard que los tres sean
linealmente independientes. Por ejemplo, W, =(1,0,0):

2 -1 -2
1 3 2|=-2-6=%0
1 0 O

c) Cualquier otro vector que, con los dos anteriores, determine un determinante nulo hara que los tres sean
linealmente dependientes. Por ejemplo, W, = U +V =(3,-4,0):

2 -1 -2
1 -3 2(=8-6-18+16=0
3 4 0

No forman base porque son linealmente dependientes.

a) Comprueba que los vectores U =(1,-1,-3), V =(1,-2,2) y w =(—15,-17) son linealmente dependientes.

¢Se puede escribir cualquier otro vector a como combinacion lineal de U, v y w ?

b) Intenta escribir a =(4,-6,-2) como combinacion linealde U, Vv y w .

1 -1 -3
a [1 -2 2|=34-15+2+6-10-17=0
-1 5 -17

Al no formar base U, v y w, no es posible que cualquier otro vector de Ve pueda escribirse como
combinacion lineal de ellos. (Eso no quiere decir que algunos particulares si se puedan escribir).

b) (4,-6,-2) = A, (L-1-3)+ 2, (1-2,2) + A5 (~15,-17) =

1 1 -1 |4 11 -1 |4 1 1 -1 |4
1 2 5 |6]—— 5l0 1 4 |2|—— /o 1 4 |2
3 2 17 |-2) fSsEA o 5 20 o) ®7R™ o o o0 |o

Sistema compatible indeterminado. Como, por ejemplo, una solucién es i, =2,1, =2,A; =0 el vector a si se

puede escribir como combinacion linealde U, V. y W: a=20+2V + 0w .
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65.

a) Calcula los valores de k para que los vectores U =(-1k,2), Vv =(k + 2k -1k) y w =(4,-3,4) sean linealmente

b)
c)

d)

a)

b)

d)

dependientes.

Para k =0 , intenta escribir a =(6,-4,4) como combinacion lineal de u,vyw.
Para k =0 , intenta escribir b = (3,2,0) como combinacién lineal de U, Vv .y w .

Para k =1 , intenta escribir b = (3,2,0) como combinacion linealde U, V. y w .

-1 k 2
k+2 k-1 k|=-4k+4-6k-12+4k?> -8k +8-3k-4k> -8k =—29k =0=k =0.
4 -3 4

Para cualquier valor k = 0, los vectores U, Vv y W son linealmente independientes.

6 -1 2 4

-16 0O 0 O

(6,~4,4) =%, (-10,2) + 1, (2,-10) + A5 (4,-3,4) =

-1 2 4
0 -1 -3
2 0 4

6 -1 2 4
4|——>| 0 -1 -3
4 F3 »>-2F —Fg 0 -4 -12

Sistema compatible indeterminado.

Como, por ejemplo, una solucién es A, =2,A, =4,k, =0, el vector a si se puede escribir como combinacion

linealde U,V y W :
a=2u+4v
(3,2,0) = A4 (~10,2) + %, (2,-10) + 1 (4,-3,4) =

-1 2 4
0 -1 -3

2 0 4

3 -1 2 4
2|— |0 -1 -3
0 F3 >-2F -F3 0 -4 -12

3 -1 2 4
2 W}O *1 *3

—6 0 0 O

6
2
14

Sistema incompatible.
El vector a no se puede escribir como combinacion linealde u, Vv .y w .

(3,2,0) =7, (-112) + 1, (3.0,1) + 5 (4,-3,4) =

13 4 3 1 3 4 |3 13 4 |3
10 -3 )———5l0 3 1 [5—— 50 3 1|5
2 1 4 o) 252 o -7 12 |6] *"% o o0 29 |17

Sistema compatible determinado con Unica solucién:

7 54 17

A=—, zzzv 3=

29
El vector a si se puede escribir como combinacién linealde U, V. y w :

7 . 54_. 17 _
—U+—V-——WwW
29 29 29

Q,

6

0

_4J
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66.

67.

68.

Calcula el producto escalar de los vectores G y V .

a) i=(-35-10) V =(-1-212)

a) U-V=(-35-10)-(-1-2,12) =3-10-120 = 127

- (1 31}(2 llJ 1.1, 1 287
b) Uv=|2 -2 2| E -2 = |=C4or==".
2" 4'5)\3 6'10) 3 8 50 600

Dados los vectores U =(-3,5,-10) y V =(-1,-2,12), calculalos productos escalares.

a) 20-(-37)
) [ o- )
o [

2) 20-(-3)=(-610-20)-(3,6,-36) = 18 60+ 720 = 762

(1. . L1 13 37 101 16 23 38 26 851 1919 8319
b) |Z|=SU-4V || |U+=V |=| = —-—— || ————|=——+—+—"=—
2\ 4 5 8 8 4 5 5 5 5 40 10 40

(&)]

0) K%J-\?j(&]ﬁ&?]\?_[—%(—9,15,—30%(—3,—6,36)}-(—1—2,12)_

49 281

= [%,_%,194]} . (—l—2.12) =

Calcula el valor o los valores de k para que se verifiquen las siguientes igualdades:

a) (2-34)-(k1-k3)=-5

b) (-12k)-(k+2kk-4)=-2

a) 2k—3+3k+12:5:>5k:—4:k:—%

b) -k-2+2k+k?®-4k=-2=k?-3k=0=k=0k=3

c) —+—+k2:g:kz+L—£:O:16k2+k—l7:0:k:],k:—E
16 16 8 16 16 16
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69. Se considera el tetraedro regular ABCD de la figura de arista a.

b)

a)

b)

B

Calcula los productos escalares AB-AC y AB-AD.

Calcula el producto escalar AB.CD. ¢ Qué puedes concluir?

. I 2
AB-AC = |AB|-|AC|. cos60°= aa% :a7
. . 2
AB - AD = |ABJ-|ADI- cos60°= aa% - a?

2 2
AB~CD:AB-(CA+AD):AB-CA+AB-AD:—AB-AC+AB-AD:—a?+a7:O

Las aristas AB y CD son perpendiculares.

Aplicaciones del producto escalar

70. Dados los vectores U =(1-12), V =(-1,2,3) calcula:

a)
b)
c)
d)

a)

b)

c)

d)

Los médulos de U yde v.

El producto escalar de u-v .
La medida del angulo que forman u y v .

La medida de la proyeccion de v sobre U .

il 2 6 i 2 F —Td

GV=1(-1+(-12+2-3=3

e u-v 3 3 — 3 .
cos(u,v): |G||\7| = \/E\/ﬂ = \/871 :(u,v):arccos EZYOO 53'36
Proyeccién de v sobre U : |ﬁgﬁ|=%=%
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71. Los modulos de tres vectores U, V y W son 4, 4y 2 respectivamente. Los vectores siguen las direcciones
y sentidos de los vectores de la base candnicay, por tanto, son perpendiculares dos a dos.

a) Halla las coordenadasde U,V y W yde U+V+W .
b) Determina el médulo del vector suma.

¢) Calcula el valor de los angulos que el vector suma forma con cada uno de los vectores U, V. y W .

a) Se puede tomar las direcciones de los ejes coordenados como las de los tres vectores dados:
i

u=4i

b) [U+V+W|=V4?+4%+2° =36 =6.

,V =4, W =2k y el vector suma vendra determinado por las coordenadas § = +V +W = (4,4,2).

c) cos(ﬁ):%:%:gs(é\ﬁ):amcosé:48011'23"
cos(?ﬁ):i:ﬁ:z:(é\\?):arccosz:48°11'23"
Is|v| 6-4 3 3
cos(gﬁ)z S:VEI =i=l:(ﬁ):arccoslz7003l'44”
Is|w| 6.2 3 3

72. Hallael valor o los valores de o para que los vectores i =(3,-2,5a) y V =(1-1-a) sean perpendiculares.

Para que dos vectores no nulos sean perpendiculares es necesario y suficiente que su producto escalar sea nulo:

3,-250) (L-1-0)=3+2-502=0=0a=1a=-1
( ) ( )

73. Se consideran los vectores de coordenadas a=(12,-1), b =(x,1y) y c=(2,x+y,0).

a) Calcula los valores de x e y para que el vector a sea perpendicular al vector b —C y para que el vector b sea
perpendicular al vector C —a.

b) Demuestra que, para los valores de x y de y hallados, el vector ¢ es perpendicular al vector a —b .

a:(b-¢)=0 =(12-1)-(x-21-X-y,y) (-x-3y=0 3 1
= = —

> X=—y=—=
)=0 = (x1y)-(Lx+y-21) x+y=1 2 2

o
—
o
|
D

b) (2,10)-[—%,1— 1] =-1+1=0=¢C es perpendiculara a—b .
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74. Calculalas coordenadas de todos los vectores que lleven la misma direccion que G =(l,2,—1) y tengan por
modulo 15 unidades de longitud.

Todos los vectores paralelos a U son de la forma (7\,,2}\.,—}\,) . Obligando a que su mddulo valga 15:
=B :[ N /g}
W2+ 402 422 =15 = V612 =15 = A2 zgj
_ }75 ( /75 _ /5o, /75]

75. Calculatodos los vectores unitarios que sean paralelos al vector G =(1, 2, -1).

Todos los vectores paralelos a U son de la forma (%,2%,—) . Obligando a que su médulo valga 1:

by
Jx2+4x2+x2=15:>\/6x2=1:x2=1:>
® __\/1: ﬁ\ﬁﬁ
6 6" V3'\6

76. Calcula el angulo que forman los vectores:

a) U=(4-47)yV=(1-8-4)

4+32-28 = a:arccos%:84°20‘

a) cosa=-—

u-v
li]-N| V16+16+49 V1+64+16 81
1,11 1 /o3
b) cosa=—Y - 4 6 12 — 3 — a-arccos Y22 _ 51053
|d]- V| \/1 1 1\/1 1 1 7 NI
B LY [ S —
4 4 4\a 9 3 \2
1,1 2
¢) cosa=2V 6 2 3 =0 = a = arccos 0 = 90°
|d]- V] \/1 9 \/1 1 100
B B
47" 25 Vo 16 " 81

77. Calculael valor de k para que los vectores y U =(2,-2,0) y v =(0,k,2) formen un &ngulo de 60°.

v —2k :1:—4k:\/32+8k2:16k2:32+8k238k2:32:
‘M Jeark® 2

= k = 2(FALSA) k = -2

cos60°=

Sl

Por tanto, el Gnico valor de k es -2.
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78. Calculalas coordenadas del vector proyeccion de i =(6,-6,17) sobre el vector vV =(-6,10,15).

U-v=-36-60+255=159>0
Por ser proy;u de la misma direccién y mismo sentido que Vv , sera de la forma:

proy,U = (~61,101,151) para algin A positivo. Obligando a que el médulo de proy,;u valga:

| v | = 159 _159 , se obtiene el valor de 1:
| V]| V36+100+225 19
|proy\76 — 3612 110002 + 22502 =129 193 =199 199
19 19 361

L, — 954 1590 2385
El vector proyeccion buscado es proy;u =| -———,——,—— |.
361 361 361

79. Calculalas coordenadas del vector proyeccion de U =(-4,4,7) sobre el vector v =(1,2,-2).

U-v=-4+8-14=-10<0
Por ser proy;u de la misma direccién y diferente sentido que v , serd de la forma:

proygUi = (1,21, -21) para algin A negativo.

u-vi_ % , se obtiene el valor de A:

Obligando a que el médulo de ﬂvﬁ valga |_|
\

[proy,t| = VaZ? + 422 + 422 _10_ 5 10, 10
3 3 9
o — 1 20 2
El vector proyeccion buscado es proygu = (_?O_FO?OJ

80. Dos vectores U y V verifican que [i|=15, f|=12 y |i-V|=25.
a) Calcula el producto escalar U-V ¢De qué tipo es el angulo que forman U y v ?
b) Calcula el angulo que forman U y v .
¢) Calcula el &ngulo que forma U -V con el vector v .
[+ —ji-v[" _225+144-625 _

N 7]
a) u«v:| =-128
2 2

Al ser el producto escalar negativo, los vectores U y v formar un angulo obtuso.

b) cos(ﬁ/,\V) = |§| \\77| = % =-0,7111=> (G/\\?) = arccos(-0,7111) = 135° 20

((-V)-v G-V
li-v]-v]  25-12

¢) cos(i-V,v)= = -0,9067 = (i —V,V ) = arccos(~0,9067) = 155°3"
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81.

82.

Los moédulos de dos vectores valen 40 y 30 unidades de longitud, respectivamente. El modulo de la suma
de dichos vectores es 50 unidades de longitud. Calcula el angulo que forman los vectores suma y
diferencia de los dos considerados.

] L Y O G G

2 2

2

0

[+ [
2

g.v- 0 0= |- V[? =[[* +|v[? =502 = |i ~v| =50

(G +V)- (G -V) = d* ~|v|* = 40% 302 = 700
(G+v)-(i-v) 700

cos(ﬁm): — = :0,28:(Gm):arccos(0,28):73°44'
|0+v]-Ji-v] 50-50

En fisica, se define el trabajo de una fuerza constante sobre una particula como el producto escalar de
dicha fuerza por el vector desplazamiento de dicha particula. Con esta informacién, calcula qué trabajo ha

ejercido una fuerza, F =(2,—3,4) (N) sobre una particula que se ha movido entre los puntos A(1,0,-3) y
B(2,2,2) (m).

Vector desplazamiento: AB = (2,2,2)-(10,-3)=(125)

Por tanto, el trabajo de la fuerza F sobre la particula es: F - AB = (2-3,4)-(1,25)=2-6+20=16 J.

Producto vectorial de vectores

83.

84.

Calcula el producto vectorial de los vectores U = 2T+3T—2E y V= —4?+3T—5I2.

i ] ok S
Uxv=2 3 -2/=-9i +18] +18k = Ui xV ==(-9,18,18)
-4 3 -5

Expresa los vectores MN y PQ como combinacion lineal de los vectores de la base canénica {TIIZ} y

calcula su producto escalar y su producto vectorial.
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85. a) Calcula el producto vectorial U xV de los vectores i =(0,-2,4) y V =(-13,3).

b) Calcula el médulo de U xV .

c) Calcula el seno del angulo que forman u y v .

T
a) GxV=|0 -2 4=-18—4]-2k
13 3

b) [lixV|=+324+16+4 =+/344

C) sena:laxgl 344 \/g
Jdf-v| J4+1e J1+9+9 “V3so Vs

86. Calcula el producto vectorial de los vectores U y v y demuestra que el vector resultado es perpendicular
alos dos dados:

a) U=(1-35)yV=(-3-24)

ik ~
a) Uxv=1 -3 5/=-2i -19j -1k = U (-2,-19,-11)
3 -2 4
(UxV) U=-2+57-55=0=UxV LU (UxV)-V=6+38-44=0=UxV LV
[T
o~ 11 1 1~ 1- - 11
b) uxv== = —-H=-=i-Zj+—k=uxv=|-—-=—
2 2 2/ 4 3 12 3'12
111
2 3 6
(@xv) =2+t L _osixvia (@xv)v=-tsiet vy
8 6 24 8 9 72

87. Dados los vectores 1 =(1,2,-1) y Vv =(-2,10):
a) Demuestraque U y vV son perpendiculares.
b) Escribe, con ayuda de parametros, todos los vectores X tales que verifiqguen que Ux X =V .

c) ¢Qué hubiera ocurrido si U y v no hubieran sido perpendiculares?

a) u-v=(12-1)-(-210)=-2+2=0=>Uy Vv son perpendiculares.
2c+b=-2
:(2c+b)f—(a+c)17+(b—2a)lz:—Zi—+j7:> a+c=-1 =
b-2a=0

b) X=(abc)=uUxX=

o .=

QD = =
T N—1I

—Sa=-1-Lb=-2-2c=A=X=(-1-%-2-24})

¢) No habria ninguna solucién, ya que el producto vectorial de dos vectores es perpendicular a cada uno de ellos.
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Aplicaciones del producto vectorial

88. Calculalas coordenadas de un vector que sea perpendicular a los vectores U =(-12,3) y Vv =(0,-12) y tal

que su modulo mida 9v/6 unidades de longitud. ¢ Cuéntos vectores de estas caracteristicas existen?

—_

Uxv=|-1 =7i + 2]7 +k = Todos los vectores ortogonalesa U ya v son de la forma (7)», 2%,7») .

0 -1

N —-i
N WX

Como el médulo debe ser 96 , entonces: V4932 + 432 +22 = /5407 = /486 =1 =3 0 L =-3.

Existen dos vectores con las caracteristicas requeridas: (21,6,3) y (-21-6,-3).

89. Calcula todos los vectores unitarios que sean perpendiculares a los vectores J=2T+3T—2IZ y
V=-4i +3] -5K.

K - - -
—2|=-9i +18] +18k
-5

UxVv =

W W—-

2
-4
El vector (-9,18,18) tiene la misma direccién que el vector (-1,2,2).

Todos los vectores ortogonales a U y a v son de la forma (-A,21,21) .

Como el médulo debe ser 1, entonces: VA2 + 4232 + 402 =92 :1:&:% 0 k:—%
Existen dos vectores con las caracteristicas requeridas: (—lgzj y (E_E_E]
333 3 3 3
90. Calcula el &rea del paralelogramo determinado por los vectores:
a) u=(1-10)yv=(01-1)
b) a=(1—2,JE)y\7=(J§,1—1)
. (1 .3 ~ 1
c) u=|—,-1— v=|2—-1
) (2 l4j y ( 2 j
Pk
a) Uxv=[1 -1 0|=i+]+K A=[ixV]=V1+1+1=43 v
0o 1 -
i ]k o ) - -
b) uxv=|1 -2 J—:(Z—\/E)i+3j+(l+2x/§)k A:|Gx\7|:\/(2—\/§) +32+(1+2\/§) =24
V2 1
]k
c) Gxv=|E -1 3:—ET+I+3|Z A:|Gx\7|:4/£l+l+ﬂ:—509 u?
2 4 8 4 64 16 8
2 1
2
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91.

92.

93.

Calcula el area del triangulo determinado por los vectores U =(2,-1,3) y V =(4,4,-10).

L
UxvV=2 -1 3 |=-2i +32j+12k A=l|ﬁx\7|=ix/4+1024+144=\/293 u?
4 4 -10 2 2

Calcula los posibles valores de a para que el area del paralelogramo determinado por los vectores
i=(2a-3) y vV=(4-15) valga V633 u.

gk o :
Uxv=2 a -3=(5a-3)i —-22j—-(2+4a)k
4 -1 5

J(58-3)7 +22% +(2+ 4a)’ =633 = (5a-3)° + 484 + (2 + 4a)’ =633 = 41a® 142136 =0 =

14 +150 68
a=———=a=2a=——
82 41

La fuerza de Lorenz es la fuerza que sufre una particula con carga eléctrica q cuando se mueve con una
velocidad U dentro de un campo magnético B y viene dada por la expresién F =qv xB . Un proton cuya

carga es de 1,6:107*° C, entra un campo magnético uniforme I§=(—L2,3) (T). Determina el valor de la
fuerza sobre el protén en el instante en que su velocidad es:

a) v=(315) (ms™)
b) vV =(20) (ms™

c) V paralelaa B y con un valor de 5 ms ™.
a) F=16-10"°(315)x(-123)=10"(-112,-224,112) (J)
b) F=16-107°(20)x(-123)=10"2°(48,-96,80) (J)

c) Como v es paralela a I§, entonces qv también es paralelo a B , luego q\7x§ =0. Por tanto, F=0.

Producto mixto de vectores

94.

Calcula el producto mixto de los vectores G,V y W .

a) U=(24-5),Vv=(-2-25), w=(-24,6)

o a=(22-2) vo (2 L) w-(-21o)
2’2" 2 2" 4 24

2 4 5
a) [U,V,W]z—z -2 5(=-24+40-40+20-40+48=4
-2 4 6
11
2 2
- - 1 1 1 1 1 1 3
b) [uﬂ !W]: E _Z - :_E+Z+E+§:§
1 1
2= 2 0
2 4
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95. Calcula el producto mixto de los vectores G =—i +3] —4K , V=—10i +3] —=2K y W =-4i +2] —4K .
-1 3 -4
[GVW]=|-10 3 -2/=12+80+24-48-4-120=-56
4 2 -4

96. Dados los vectores i =(21-1), V=(-2,-21) y w=(1-2-3), comprueba que se verifica la igualdad

[G.,w]

[G.V.]-

[V.W,0].

2 1 -1 -2
-2 2 1|=12-4+1-2+4-6=5 [V.w,i]=|1
1 2 -3 2

Aplicaciones del producto mixto

97.

98.

b) [0.V.w]=

a) Calcula las coordenadas de los vectores U, V y W .

a) i=(103), V=(053) y Vi =(150)

1 0 3
0 5 3
15

=-15-15=-30=V =|[t,v,w]|=|-30| = 30 u’.
0

-2
-2
1

Calcula el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores:
a) uU=(02-2), v=(-30-1), w=(3-80)
b) G=(200), V=(-2-12,24), w =(10,-22,-36)
0o 2 -
a) Vp=[uvw]=|-3 0 -1=|-48-6/=54 u’.
3 -8 0
2 0 0
b) Ve =[Uv.w]=[-2 -12 24| =[1920/=1920 u’.
10 -22 -36
Dada la figura:

b) Calcula el volumen del paralelepipedo determinado por los tres vectores.

1
-3
-1

=-4+1+12+4-6-2=5

Vectores | Unidad 10
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99. Calcula los valores de a para que el volumen del paralelepipedo formado por los vectores U =i +aj + 5k,

V=8 +]-9k y W =-ai +3] valga 173 unidades cubicas.

. | a s ) ) ) 5131 13
[u,v,w]: 8 1 -9 =120+9a°+5a+27=9a°+5a+147=173=>9°+5a-26=0=a= 15 :a:?,a:—z
-a 3 0

Sintesis

100. Se considera el vector de coordenadas U =(-111).

a) Escribe, con ayuda de los parametros necesarios, la expresion de todos los vectores ortogonales a U .

b) Descompon el vector a = (—3 - 0,3) como suma de dos vectores, uno de los cuales sea paralelo a U y el otro
ortogonal a U .

a) Los vectores seran de la forma (a,x,p) pero debe verificarse que su producto escalar sea nulo:
(-111) - (aAp)=0=>-a+r+p=0=0a=A+p
Los vectores pedidos son de la forma (A +wA,p).

—X+A+p=-3
b) (-3,0,3) = (X %X)+ (A +pAp)=X+1=0 = -X-X+3-x=-3
X+pu=3

=x=2h=-2u=1=(-3,03)=(-222)+(-1-2,1)

101. Dados los vectores G =(-2,1,-3), V =(2,-2,-1) y W =(-1,2,0) :
a) Calcula el producto escalar 2u-3v .
b) Calcula el producto vectorial 2u x 2w .

c) Calcula el producto mixto [G,V,w ].

a) 20-3v=(-4,2-6)-(6,-6,-3)=—24-12+18=-18

i oK S
b) 20x2W=|-4 2 -6=24i +12] 12K
2 4 0
2 1 -3
) [dvw]=| 2 -2 -1|=-9
1 2 0
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102. Dados los vectores i =(1,-10), v =(3,-2,3) y w =(-113), calcula:
a) El area del paralelogramo determinado por u y v .
b) El volumen del paralelepipedo determinado por U, V. y w .

c) La medida de la altura del paralelepipedo sobre la cara determinada por U y v .

N lz B B B
a) UxV=1 -1 0|=-3i -3j+k=UxV=(-3-32) A:|l]><\7|:1/(—3)2+(—3)2+12 =19 = 4,36 U2
3

3 2
1 -1 0
b) [Gvw]=|3 -2 3=3 V,=[Gv,w]=3u’
-1
c) h:\i:i u.
A 419
103. Calcula:

a) El valor de x para que los vectores U =(1x,0) y vV =(x+3,2,—8) sean ortogonales y, para ese valor hallado,
calcula el area del paralelogramo determinado por los dos vectores.

b) Todos los valores de y que hacen que los vectores ortogonales del apartado anterior junto con el vector
W =(y,-1y +1) determinen un paralelepipedo de 20 unidades clbicas de volumen.

a) Dos vectores no nulos son perpendiculares cuando su producto escalar es nulo. Entonces:

U-Vv=0&ex+3+2x=0=>x=-1=10=(1-10),Vv =(2,2,-8)

I .
A=[ixV|=[1 -1 0|=[8i+8]+4k|=64+64+16 =12 *
2 2 -8
!
1 -1 O 12y -4=20 si y>==>y=2
b) [tv.w]=|2 8 |=12y-4=12y-4-20= f .
y -1 y+1 4-12y=20 siy<==y=——
3 3
CUESTIONES

104. Se consideran U y V vectores de Vv no nulos, no iguales y no opuestos. Demuestra que se verifica la
siguiente propiedad.

U] =N| < G+V y u-v son perpendiculares.
=) (G+V)-(0-V)=[d V[*=0=G+V Li-V
&) Como U+V Lu—-V entonces (i+V)-(i-v)=0.Por tanto:
|2

|a]* ~G -V + -V - N|* =0 = |d* =|v[* = |d| = |¥|
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105. Se consideran U y V vectores de v® no nulos, no iguales y no opuestos. Demuestra que se verifica la
siguiente propiedad.

|i+V|=|i-V|]<d y Vv son perpendiculares.

Por el ejercicio 104 sabemos que dos vectores tienen el mismo mddulo si y solo si su suma y su diferencia son
perpendiculares.

Considerando los vectores a=U+V y b=U-V, entonces, [a| = |b| sa+bla-b.

Por tanto:

|G+V] =i —V] € G+V +G -V LG+V —((-V) 20 L2V <G LV

106. Dado el vector G =U,i +U,] +UzK :

u L
a) Demuestra que ﬁ €s un vector unitario.
u

b) Calcula los cosenos de los angulos que forma U con los vectores i , | y k de la base canénica.

a) E=M=1
lafl - ful
b) U= (uyup,u;) i=(100) j=(010) k=(001)
YU u oy
cos(u")_|g||.‘| [al-1 [dl
T L Y
C°S(“”)‘|a||j‘| a1 Tl
—~\ G-k u, u
K == -3
cos{i) lGllk| lal-1 Gl
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107. Indica, razonadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a)

b)

c)
d)

e)

a)

b)

c)

d)

e)

Si U,V yWw son tres vectores no nulos de V® tales que UG y vV son linealmente dependientes, entonces U , V
y w también son linealmente dependientes.

Si U,V yW son tres vectores no nulos de V® tales que U y vV son linealmente independientesy V. y W son
linealmente independientes, entonces U, v y W también son linealmente independientes.

jui+V] =[d]+ V]

Siuv=u-wyuz0=>v=w

SilixV=UxW ylUz0=V=wW

Verdadero.

U y v son linealmente dependientes = U =AV = U =Av +0W = U,V y W son linealmente dependientes.
Falso.

Por ejemplo, ¥ = (£0,0).V =(0.10),W =(110)

Falso.

Por ejemplo, si U =(10,0),V =(0,10) , entonces, i +V = (11,0),|i +V| = \/§|G| +|V] =2
Falso.

Por ejemplo, si U =(1,10),v =(10,0),w =(0,1,0), entonces U-V =U-W =1y V #W
Falso.

Por ejemplo, si t =(1,0,0),v =(0,10),w =(11,0), entonces:

=k, UxW =

= O
oo X
=
P O—
oo X

Il

>

<|

H

=

i
Uuxv=|1
0
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PROBLEMAS

108. Un avion viaja en direccién Este—-Oeste partiendo del punto A y con una velocidad de 800 km/h.

a) Calcula la velocidad verdadera si en ese momento hay un viento de 100 km/h que sopla en direccién
Norte-Sur. Determina dicha velocidad verdadera dando su modulo y el dngulo que forma con la direccion
Este—-Oeste.

b) Calcula la velocidad verdadera si en ese momento hay un viento de 100 km/h que sopla del Noreste al
Sudoeste (La direccién del viento forma 45° con el Oeste y 45° con el Sur)

a)
N
w E
)
La velocidad del avién es v =800 km/h.
La velocidad del viento es v, =100 km/h.
El médulo de la velocidad verdadera sera:
v, = /8002 +100% =100+/65 = 806,225 km/h
La velocidad verdadera formaréd un angulo o con la direccion Este—Oeste:
cosa = ﬂ = i =>a= arccos(ij =7°8'
100465 /65 \/65
b)
N

La velocidad del avién es v =800 km/h.
La velocidad del viento es v, =100 km/h.
El médulo de la velocidad verdadera sera:
v? =800° +100° —2-800-100- cos135°= 763137,085 = v, = 873,577 km/h
La velocidad verdadera formara un angulo o con la direccion Este—Oeste:

100 873,577

= 1350 = sena =0,081= a =4°39'
sena.  sen
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109. Un barco se dirige hacia el este con una velocidad propia de 12 km/h en un
momento en que la corriente es de 3 km/h en direccion al SW. Encuentra la
velocidad verdadera del barco.

110.

111.

La velocidad propia del barco es v =12 km/h.

La velocidad de la corriente es v =3 km/h.

El médulo de la velocidad verdadera sera:

vZ =12%+3%-2.12.3-c0s45°= 102,088 = v, = 10,104 km/h

La velocidad verdadera formara un angulo o con la direccion W-E:

Dos remolcadores arrastran hacia el puerto un petrolero segun el
esquema de la figura. Si cada uno tira del barco remolcado con una
fuerza de 10° N, calcula el angulo que forman los dos cables entre si
sabiendo que la resultante tiene un valor de 1,5:10° N.

Llamando o al angulo formado por la resultante y uno de los dos
remolcadores, y utilizando el teorema del coseno, se obtiene:

3 10,104
seno  sen45°

=sena=0,21= o =12°7"

10'° =10'° +15.10%° - 2-10°-1,5-10° - cos a

Operando resulta:

cosa =0,75 = a = 41°24'

Multiplicando por 2 se obtiene el angulo entre los dos remolcadores: 82°48"

Se considera el octaedro regular ABCDEF de la figura y la base de V2 formada A
por {ﬁﬁﬁ}

a)
b)
c)

a)

b)

c)

Indica los angulos que forman los vectores de la base.

Escribe los vectores BD | AD y AF en funcién de los vectores de la base. B b
Calculando el producto escalar AF -BD demuestra gue las rectas AF y BD son

perpendiculares. Recuerda que un octaedro regular esta formado por ocho

triangulos equilateros. 2

(§6,§|§) - 90° (§6,§R) - 60° (§E,§/§) - 60°

BD =BC +BE

AD = AB +BD = -BA + BC + BE = BC + BE - BA

AF = AB+BF = AB+AD = -BA+BC + BE - BA =BC +BE - 2BA

Suponiendo que los lados del octaedro miden todos a unidades de longitud.

AF -BD = (BC + BE - 2BA)-(BC + BE = BC - BC + BC - BE + BE - BC + BE - BE - 2BA- BC - 2BA-BE -

=a?+0+0+a?-2acos60 - 2a’cos60°= 2a’ — 4a> %:Zaz —2a%=0
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PARA PROFUNDIZAR

160

112. Las coordenadas del vector & respecto de la base de vV {i,V,W} son &=(8,4,1) Halla las coordenadas de
- o7

113.

a respecto de la base canénicasi G=2i +3j-K, V== +2] —K y W =2 +2] +K .

é=80+4\7+w:8(2T+3I—|Z)+4(—f+2I—|Z)+(2i"+2]+|2)=

=16i +24] —8K —4i +8] —4K +2i +2] +K =14i +34] —11k

Las coordenadas del vector & respecto de la base de V° {i,U,l,} son &=(10,-8,3). Halla las
coordenadas de & respecto de la base {V,V,Vy} si V,=0,-30,+20;, V,=20+0,-20; y

Vi =U;—2U, +3U;.

Se supone que a =10u,; —8U, +3U; = XV; + YV, + 2V, .

Entonces:
100, — 8U, + 3l = XV; + YV, + 2V5 = X (Uy — 30, + 2l ) + y (20, + U, — 25 ) + z (U, — 20, + 3 ) =
=(X+2y +2z)Uy +(-3x+y —2zZ)U, +(2x — 2y +32)Us

Por tanto, se resuelve el sistema:

X+2y+z=10

-3x+y-2z=-8

2x -2y +3z=3
1 2 1 |10 1 2 110 12 1 |10
-3 1 2 |[-8}————0 7 1 |22 |——— |0 7 1 |22
2 2 3 [3) 275 lo 6 1 |-17) "B o 0 13 [13

El sistema es compatible determinado con solucion Unica:

x=3,y=3z=1.

Por tanto:

a=3v;+3v, +V;.
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114. a) Demuestra que:

115.

(@ -v)? +d xvl* =[Gl -l

b) Calcula los mddulos de los vectores U y vV sabiendo que son iguales y que sus productos escalar y vectorial

valen:

-V =-208 i xV = (~85,-6,10)

a) Sea o el angulo que forman los vectores U y V , entonces:
O ~ = 2 = 2 — — — —
(G -V)? +1i xvl* = (Idl-Nl-cosa)” + (Il Wl - sena)” =Gl - NI - cos? o+ [l - I - sen? o =

= ld* -NI? (cos? o+ sen? or) = il - W[

2
b) (G- +1d VP <[22 = [ [P = (-208)? + (\(—85) + (—6)* +10?) =50 625 =
= [ul* =50 625 = |iil = Nl = 4/50 625 =15

Se consideran los vectores de V*:

i =(uy,0,0) vV =(V,,V,,0) W

(wywyp,wy)
a) Calcula Gx(Vxw).

b) Calcula (u ~vT/)\7 —(U-v)w.

c) Calcula el valor de tx(Vxw) si Gi=(1-23), V=(-14,-2) y w=(-33-1).

Pk L §
a) VxW=|v; Vv, O[=Vwsi —vw,j +(vw, —vowy )k
W, Wy Wy
i i k - ~
Ux(Vxw)=| u 0 0 = (—UV W, +UV,W, ) | — UV W,k

VoW, —V Wy VW, —VoW,

b) (U-W)V —(U-V)W =UWV — UV W = ulwl(vlf +v2f) - ulvl(wlf W, +W3IZ) =
= (UWV; = UV W, )T+ (UWV 5 —UVW, ) | = UV WK = (UWV, —UNVW, ) | —Uv,wak

Se deduce que U x (V xW)=(U-W)V —(U-V)W .

c) G=(1-23), V=(-14,-2) y Ww=(-33-1).

<y

x (V xW) = (i -W )V — (U -V )W = (-3 -6 -3)V —(~1-8 - 6)W = —12(-14,-2) +15(~3,3,-1) = (-33,-3,9)

ﬁ Vectores | Unidad 10

161



SOLUCIONARIO

AUTOEVALUACION

Comprueba qué has aprendido

1. En el tetraedro ABCD de la figura se consideran los vectores U =AB V=AC y W= AD que forman una

base del espacio V2. Escribe, en funcién de los vectores U, V y w el vector BM donde M es el punto
medio del segmento de extremos Dy C.

B
A
(o]
M
D
DC=DA+AC=AC-AD=V -W
AM = AD + DM = AD + ~DC =W + =(V ~W) = =V +
2 2 2 2

m:ﬁ+m:_ﬁ+m:_a+%m%w

2. Dados los vectores U =(1,-10), V=(2,-1-2) y W =(0,-3,3):
a) Prueba que son linealmente independientes. ¢, Forman base de V32

b) Escribe a=(8,7,-18) como combinacion lineal de U, v y w . ¢Cudles son las coordenadas de a respecto de

u,vyw?

a) Tres vectores son linealmente independientes si el determinante formado por ellos no es nulo:

1 -1 0
2 -1 -2{=-3-6+6=-3%0
0 -3 3

Los vectores U, V y W si forman una base de V.

A +20, =8
b) &a=2,(1-20)+%,(2-1-2)+215(0,-33) =1 A, ~%, ~3h; =7
—2), +3L, =18
1 2 o0 |8 1 2 0 |8 12 0 |8
-1 -1 3 |7 |—=5—0 1 -3 |15 [——=—+—0 1 -3 [15
0 -2 3 |-18) *"*7?% |o -2 3 |-18) *7*"* |0 0 -3 )12

El sistema es compatible determinado con solucién Gnica A, =2,A, =3,A; =-4.
Por tanto:
a=2u+3v-4w.

Las coordenadas de a respecto de la base B = {i,v,w} seran (2.3-4).
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3. Dados los vectores U =(1,-10), V=(2,-3,-1) y W =(6,-7,-1).
a) Prueba que son linealmente dependientes. ¢ Son base de V32

b) Escribe W como combinacién linealde U y V.

a) Tres vectores son linealmente dependientes si el determinante formado por ellos es nulo:

1 -1 0
2 -3 -1|=3+6-7-2=0.Losvectores U, Vv yw no forman una base de V2.
6 -7 -1
A+2%, =6
b) (6,-7,-1)=24,(1-10)+%,(2,-3,-1) = {-A, -3k, =7
A, =-1

El sistema es compatible determinado con solucién Gnica: A, =4,%, =1

Por tanto: W =40 +V .

4. Calculalos valores de a para que los vectores U =(a,a,5) y V =(a+7,1,a) sean perpendiculares.

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es nulo:
i-v=a(a+7)+a+5a=a’+7a+6a=a’+13a=a(a+13)

i-v=0=a(a+13)=0=>a=0a=-13

5. Dados los vectores G =-2i +] -3k, V=-2 +2]+2Kk y W =3i +4] -5k :
a) Calcula el producto escalar (20 +3V)-(3V -W).
b) Calcula el producto vectorial 3ux(-2w).

c) Calcula el producto mixto [U,V,W |.

i=(-21-3) V=(-222) W = (3,4,-5)

a) (20+3V)-(3V-W)=(-10,8,0)-(-9,211) =90 +16 = 106

i ] kK o
b) 3ux(-2w)=|-6 3 -9|=-42i+114] +66k
-6 -8 10
-2 1 -3
c) [Uvw]=-2 2 2|=20+24+6+18+16-10=74

3 4 -5
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6. Dados los vectores i =4i =5k , V =—4i +3] y W =—2i —3] +5K , calcula:
a) La medida de la proyeccién de U sobre v .
b) El &rea del paralelogramo determinado por U y V .

c) Elvolumen del paralelepipedo determinado por U, Vv y W .

i =(4,0,-5) v =(~4,3,0) W =(-2,-35)
2 cov gl il 18 16
provsl= S = s = s
S
b) ixv={4 0 -5=15i +20j+12k
-4 3 0

4 0 -5
c) Vp=[[ivw]=[-4 3 0=|60-60-30/=30 u’.
-2 -3 5

7. Halla las coordenadas de todos los vectores paralelos a J=(6.—6,—7) y que tengan moédulo igual a 33
unidades de longitud.

Todos los vectores paralelos a U son de la forma (6%,-61,-71).

Obligando a que su mddulo valga 33 se tiene:

V3612 +3602 + 4902 =33 > 1212 =33 =42 =9
Si A =3, entonces (18,-18,-21).

Si A =-3, entonces (-18,18,21).
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Dados los vectores U =(1-12,12) y V =(-8,9,-12), calcula:

a) El angulo que forman.

b) Un vector unitario y perpendicular a ambos.

c) Las coordenadas del vector proyeccion de U sobre v .

LGV -8-108-144 _ -260
[d]-V]  Vi+144+144/64+81+144 289

a) cos (lﬁ )

k

i I
b) uxv=| 1 -12 12 |[=36i —84j-87k, es decir, todos los vectores ortogonales a U y a v son de la
-8

9 -12

forma:

=-0,8997 = (CT\?) =15407"

(361,-842,-871) . Como el médulo debe ser 1, entonces: V36712 +842).% + 87742 = V159212 =1 . Luego:

1 1

——— 0L
V15921 V15921

84

Por tanto, existen dos vectores: ( , - y —
J15921°  15921° /15921

c) U-v=-8-108-144=-260<0

Por ser proygﬁ de la misma direccion y diferente sentido que Vv , sera de la forma:

84 87} [ 36
y

87
V15921 V15921 \/15921J

proy;U = (-8,91,~121) para algin A negativo.

e u-v
Obligando a que el modulo de proy;u valga | | 260

oo,

— 6422 + 8102 + 14412 =F:>17x=7—:>x=

2080 2340 3120)

El vector proyeccion buscado es proy.u = , ,
proy Proyy (289 289 ' 289

Relaciona y contesta

Elige la Gnicarespuesta correcta en cada caso

1.

Sil,V yw son tres vectores no nulos:

A. Elvector Ux(Vxw) se puede escribir como combinacion lineal de
B. Elvector u ><(\7 ><V\7) se puede escribir como combinacion lineal de
C. Elvector tix(vVxw) se puede escribir como combinacion lineal de
D. Nada de lo anterior es verdad.

La respuesta correcta es la C porque el vector Gx(\? va/) es perpendicular a Vv xW que, a su vez, es perpendicular

av yaw alavez.

Por tanto, el vector Gx(\? va/) es combinacion linealde v .y w .

—_  —
Tvxw

w
—
u
—_ —_
Ux(vxw)
=
v

V[  Veareir1ad 17

17 289

u

u

v

260

——, se obtiene el valor de A :

260 260 260

yde v.
yde w .

yde w .
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2. En el paralelepipedo de la figura el producto escalar GM -JK vale:

A. 0 B. 25 C. 61 D. 72

La respuesta correcta es B.

CTM=€|§+§6+6K+m:—66—6§+67A+§66:CTA—6§—%66
= e = == 1o o B o 1o
JK:JO+OA+AE+EK:—ZOB+OA+OC+ZOB:OA+EOB+OC
—_ e = 1 = = — ]l = = ]l — 1= — 1l-—= ——
GM-JK:OA-OA+EOA-OB+OA-OC—OB-OA—EOBOB—OBOC—§OC~OA—€OC~OB—§OC~OC:

1 1

=|cTA|2 —%|c73|2 —%|cf|2 =62 —5-42 —5-32 -36-8-3=25

3. Sesabeque UxV =W yque U,V y W no son nulos:

A. Losvectores U y V son perpendiculares.

B. Losvectores U y w son perpendiculares.

C. Losvectores lixV y -V xU tienen diferente sentido.
D

Los vectores UxV y VxU tienen el mismo sentido.

La respuesta correcta es B. porque la direccion de w =UxV es perpendicular a los dos vectores U y v . En
particular es perpendicular al vector U .

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas

4, Seconsideran los vectores U = —i,—],ﬁ y V= —ﬁ,—L—i :
J2©i T2 2 V2

Los vectores tienen el mismo maodulo.
Son ortogonales.

Forman un angulo de 60°.

Llevan la misma direccion.

©Oo0w»

Las respuestas correctas son A. y C.

|l]| = %+1+% = \/5 |\7| = %+1+% = \/E es decir, los vectores tienen el mismo médulo.

— 1 . .
(u,v) = arccos = arccosz =60°, es decir, forman un angulo de 60°.

1
V2 2
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SOLUCIONARIOD

5. Sabiendo que [G,V,VV] =0, se puede afirmar con seguridad que:

Por lo menos uno de los vectores U, V. y W tiene modulo cero.
Los vectores son linealmente dependientes.
El vector w se puede escribir como combinacion lineal de los vectores U y v .

O o w>»

Por lo menos dos de los vectores U, Vv y w llevan la misma direccion

La respuesta correcta es B.

Sefala el dato innecesario para contestar

6. Sequiere calcular el angulo que forman los vectores U y V . Para ello se dan los siguientes datos:

1. |d+v|=+314 2. |i-v|=v154 3. |v|=5]d| 4. G-V=40
A. Puede eliminarse el dato 1.
B. No puede eliminarse el dato 2.
C. Pueden eliminarse los datos 1y 2 a la vez.
D. Todos los datos son necesarios

La respuesta correcta es A., es decir, se puede eliminar el dato 1.primer dato:

|i-V|=+154, |v|=5|i|, G-V =40

gy Y Ji| =0 =3¥|=53=15

P+ -|d -v[* 20— 26if -15
2 - 2
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