SOLUCIONARIO

12 Propiedades metricas

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Ejercicio resuelto.

2. Calculael angulo que forman las siguientes rectas.

=2
X A 2Xx+y =-3
r:qy ==2+43 S: ox —723
z=-A -
) ik
G, = (11-1) G-z 100/=(-12-2)

[ (-1)+1-2+(-1)- (-2)| _ 1 5404

\/12 +22 4 (—1)2 -\/(—1)2 +22 4 (_2)2 J3

cosa =

3. Hallalos vectores directores de las rectas y el angulo que forman.

|2x -4y +z=-5 3x+z=1
|l-x+y-4z=3 "|-2x +3y =—4
ol ok i gk
ur=(2 -4 1|=(157,-2) us={3 0 1/=(-3-29)
-1 1 -4 -2 3 0
15-(-3)+7-(-2)+(-2)-9
cosa = | ) (2)+(2) | — = a=61°33"'16"
\/152 +72+(-2) .\/(—3)2 +(-2)% +9? 26132
4. Ejercicio resuelto.
5. Calculael angulo formado por los planos:
a) m:2x+3y-z+6=0y n':2y-z+5=0 b) n:2x-3y+2z2-6=0y n':3x+6y+6z-1=0

a) Vectores normales de ny de n' son nx =(2,3,-1) y nx =(0,2,-)

. |nzng _
cos(n,n')=|ﬁn ﬁn,|=\/ﬂ7.\/§=\/;_o :(nn')=arccos%:33°13'

b) Vectores normales de ty de n' son ny = (2-32)y Ne = (3,6,6)

Ne Nw=2-3-3.6+2-6=0

Dado que el producto escalar de dichos vectores es nulo, deducimos que los planos son ortogonales.
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OLUCIONARIO

6. Calcula el valor de m para que los planos:
m:2x -3y +z=1 T iXx-2y+mz=0

a) Sean perpendiculares. b) Formen un angulo de 60°.

a) Los planos seran perpendiculares si sus vectores normales lo son:

Nz =(2-31) y ne =(4-2,m)

N Ne=2+6+m=0= m=-8

— ﬁn 'ﬁT[' + A/
b) cos(n,n'): —— = 8+m :1 = 70+14m2:16+2mém:u
Ne|lne| V14 -V54+m? 2 S
7. Ejercicio resuelto.
8. Calculael angulo formado por r y @ en los siguientes casos.
a) P X-1 vy _2-10 n:2x-y =0
1 1 -2
) y+2 )
b) rix-1= =z-3 n:22-3=0
V2
X=1+A 1
C) riiy=» n:x—5y+z:0
Z=2+A
a) Vector normal de © N =(2-10) Vector director de r: Uy =(11-2)
—~ |ﬁn Gr| 1 1 —~ 1
sen|mr)="—=——= = = (m,r)=arcsen—— =10° 31’
( ) ns|jur| V56 30 ( ) J30
b) Vector normal de w: n- =(0,0,2) Vector director de r: ur =(J,x/§,1)
—_ ﬁn l-j —_
Sen(n,r):__j:i:l :>(n,r)=arcsen1:300
Nx ur| 2.2 2 2
¢) Vector normal de = Nr =[lf%,1j Vector director de r: ur =(111)
|a - 3
—_— nT[ u A —
sen(n,r)z = ar =L=i :(n,r)zarcseni:35°l6'
Nz |[Ur E\/g 3 \/5
2

S1TH Propiedades métricas | Unidad 12 209



SOLUCIONARIO

9.

10.

11.

210 Unidad 12| Propiedades métricas

Calcula el &ngulo formado por larectar y el plano «.

m:X+y—-22=3

. 2x -3y +z=0
X-z=0

_ 0k

Vector normal de ©: nx =(11,-2) Vector directorde r: ur =[2 -3 1{=(3,3,3)](111)
1 0 -
., |nz-u _ -
sen(n,r):_—ﬂ: 1+1-2 =0 > (n,r) =arcsen0 =0°
Nx Ur| \/g\/g
Por tanto, la recta es paralela al plano.
. . X =2+mz

Calcula el valor de m, si es que existe, para que larecta r :{y 142 yelplano m:x -3y -32-2=0:
a) Sean paralelos. b) Sean perpendiculares.

a) Los vectores nr y ur deben ser perpendiculares, es decir, su producto escalar debe ser nulo:
N -Ur=mM-3-3=0= m=6.
b) Los vectores n: y u; deben ser paralelos, es decir, proporcionales:

1.3 1

m 1 1 3

Calcula la proyeccion ortogonal de P(2,—2,0) sobre el plano wm:y+2z=3 y sobre la recta

[3x+4y =8
“Ix +4z=-20

Para la calcular la proyeccion ortogonal de P sobre el plano t. Como -2+0#3 =P ¢ .

X=2
Vector normal de mi: ny = (0,1,2) Recta perpendicular a & que pasa por P: r :qy =-2+X
z=2\

Se obtiene P,_, la proyeccion ortogonal del punto P sobre el plano = resolviendo el sistema formado por la recta r y
el plano .

2+1+41=3=%=1=P (212)

Para calcular la proyeccion ortogonal de P sobre la rectar. Como 3-2+4- (—2) =-2#8=>Per.

Se calcula el plano perpendicular a r y que pasa por P.

= (16,-12,-4) || (4-3,-1)

O ph—
»hOXI

i
i =3
1

4x-3y-z+D=0=8+6-0+D=0=>D=-14=>7n:4x-3y-z-14=0

3x+4y =8
Se resuelve el sistema {x+4z=-20 y se tiene la proyeccion ortogonal del punto P sobre la recta r
4x -3y -z =14

p (30 297 145
(13" 26" 26



12. Halla el simétrico de P(11-2) respecto del plano m:x -3y +4z-16=0 y respecto de la

. 24x - 36y = -7
"l2z=1 '

Para calcular el simétrico de P respecto del plano n
Sea P’ el punto simétrico de P respecto del plano =.

Como 1-3-8-1620=>P¢n

Se calcula el punto P_, proyeccion ortogonal de P sobre n: ?P
X=1+A i
PP':qy =1-3) i
*P
z=-2+4)n m
m
X=1+\ i
=1-3)% i
P =nnPP' =’ =A=1=P, (2-2.2) P
zZ=-2+4)\

X—-3y+4z-16=0

Se supone que el punto P' buscado es P '(a, b,c) y se obliga a que P_ sea el punto medio de Py de P':

aTﬂzzjazs b+l_ 5 . p--5 c-2

Por tanto, P'(3,-5,6).

Para calcular el simétrico de P respecto de la recta r:
Sea P’ el punto simétrico de P respecto de la recta r.

Como 2-(-2)=-4#1=Pgr

Se calcula el punto P_, proyeccion ortogonal de P sobre r:

v

ur =(3,2,0)3 El plano = perpendicular a r y que pasa por P es:
3X+2y+D=0=>3+2+D=0=D=-5=m:3x+2y -5=0

24x —-36y =7 83 47 1
P.=nnr=<2z=1 SF’K(%,Q,EJ
3x+2y-5=0

R

[ TTap- SRy
~

\Y

Se supone que el punto P’ buscado es P ‘(a, b,c) y se obliga a que P, sea el punto mediode Pyde P"':

a+l 83 44 b+1 47 21 c-2
=—=a=— - = = bhb=—
2 78 39 2 52 26 2

=1:>c=3
2

Por tanto, P'(ﬂ E 3].

39’26’

13a16. Ejercicios resueltos.
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SOLUCIONARIO

17. Comprueba si el triangulo de vértices A(2,-1,4), B(13,-4) y C(-3,-13) es equilatero, isésceles o
escaleno.

Los lados del triangulo miden:

IBCl =42 + 42 +(=7)% =9
[AC|=V(=5)? + 0% + (- =+/26
|ABl = (-1)? + 42 +(-8)? = 9.

Se trata de un tridngulo isésceles.

18. Calculala distancia del punto P al plano &:

a) P(1-26) n:2X+y-22+3=0
1 2
b) P|=,-1-= -3x-y-2z-16=0
) (2 1 3j T y
c) P(4,-13) niX+y-2z+3=0
2:1-2-2-6+3 9
a) d(P,x :l—:—:3u
(P.m) V4+1+4 3
3 4
2 e 13y
b) d(P,n)= = = u
Vo+1+4 6v14 12
4-1-6+3
c) d(P,n :|—=0:>Pen.Ladistanciaes cero.
( ) V1+1+4

19. Calculalos valores de m para que la distancia entre los planos paralelos:
n:3Xx -4y -12z+m =0 n':%x—Zy—62+3=0

sea de 2 unidades de longitud.

El punto P(-2,0,0)en’.

d(P,n)= |—6+m| =|—6+m| :2:{—6+m:26:>m:32

Jo+16+144 13 6-m=26=m=-20

20. Ejercicio interactivo.
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OLUCIONARIO

21.

Calcula la distancia del punto P(—2,3,5) alarectar en los siguientes casos.

2X — z=2 — _
a) r: y+ c) r:X 2:¥:Z—1
X+2y+6z2=9 3 4 -3
X=2-\ )
b) r:qy=2+2x d) r:{x: )
7=2+3) y=-

a) Se obtienen un punto y un vector de direccion de r:

i Tk
u =2 -1 1/=(-8,-115) Q(112)
1 2 6
_ I R S
PQ=(3-2-4),ur xPQ=|-8 -11 5|=(54,-17,49), |u, x PQ |=V54% +17% + 49 = /5606
3 2 -4

urxPQ| /5606 J5606  [2803
d (P’r) = — = = = u.
il Vez4iss2 210 105

b) Se obtienen un punto y un vector de direccion de r:

ur =(-1,2,3) Q(2,2,2)

- B N T
PQ=(4-1-3), urxPQ=|-1 2 3|=(-39-7),
-3

Ur xPQ| = y/(-3) + 92 + (-7)? =139

4 -1
Ur xPQ 39
d(P,r):| - |19 YE=
|Ur| V1+4+9 14
c) Se obtienen un punto y un vector de direccion de r:
ur =(3,4,-3) Q(2,01)
. I T 3 S
PQ=(4,-3,-4), urxPQ=[3 4 -3=(-250,-25), |ur ><PQ|:x/252+252 =25\2
4 -3 -4
u xPQ| 25y2 2517
d(P,r)="— = = u.
Ur V3417

d) Se obtienen un punto y un vector de direccion de r:

ur =(0,0,2) Q(2,-2,0)
. ik I
PQ=(4,-5-5), urxPQ=[0 0 1|=(540), urxPQ|:x/25+16:\/H
4 -5 -5
Ur x PQ
d(P,r):M—|=ﬂ=m u.
o] 2
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SOLUCIONARIO

22. Comprueba que las rectas r y s se cruzan y calcula la distancia entre ellas.

r_x—1_y—l_z—1 s 2X+3y +z=-2
T2 a1 “Ix+y=0
. P A r
ur =(2-11), P(111) >
I d(r, s) d(r, s)
us=[2 3 1=(-11-1), Q(0,0,-2) =
110 //:////f%f///§
u
" m
2 -1 1
M:(ﬁ_]} ﬂ),Mu:—l 1 -
- - 1 1 3

rg(M)=2, [M|=6-1+1-1+2-3=4=0=rg(M')=3

Por tanto, las rectas se cruzan.

Se halla el plano © que contiene a sy es paralelo ar.

X y z+2
2 -1 1 |=0=n:y+z+2=0.
-1 1 -

1+1+2
d(r,s)=d(P,n)=w=i=2x/§u

Jziz 2

X-3 y+2 z+1
-4 -1

23. Comprueba que la recta r: es paralela al plano n:x +2z=4 y calcula la distancia

gue los separa.

Se comprueba la posicién relativa de la recta y el plano:
Ur =(-4,-12) - =(10,2) P(3,-2-1)

COmo Uy ‘Nx=-4+4=0=U; Ln.=r =

d(P, m)

—2-4
Se calcula la distancia: d(r,n)=d(P,n)= M -3 ﬁ u

Jzi22 5 5

24. Ejercicio resuelto.
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25.

26.

27.

Comprueba query s se cruzan y halla su perpendicular comun.

X=2\1+2 1 1
r:qy =a-1 s;xz_ =y+1 =§
zZ=A -
X=2A+2 X=1+2p
Las ecuaciones paramétricasry s son: r :<y =A -1 Siqy=-1-p

zZ=X z=2u

El vector (—l+ zp—zx,—p—x,zu—x) debe ser perpendicular a ur y Us:

2+4p—4h—p-A+2u-1=0 6r+p=2_ . 8 2
“244p—-Ah+p+A+4u—-21=0  |-5A+9u=2 29 M9
. , , 42 37 8 33 31 4
La perpendicular comun sera la recta que pasa por Al—-—,—— B| ——,—
29 29 29 29 29 29
42 37 8
X—— Yt+—r Z4—
t 29 _ 29 _ 29
-9 6 12

Determina si las siguientes rectas se cruzan y, en su caso, halla su perpendicular comun.

X—-y+2z=0 z-1
: S:IX=y=—r
2X+y+z2=6 -1
X=2-pn X =2
Las ecuaciones paramétricasrysson: r:qy =2+p sy =X\
Z=u z=1-X

Elvector (A +p—-21-p—21-i—p) debe ser perpendicular a Ur y Us:

A-pu+2+A-pu-2+1-A-p=0 —K—sz—ljk_7 1
MAp-24h-p-2-1+h+pu=0 _ |3h+p=5 a0 hTTg
. , . 97 1 77 3
La perpendicular comun sera la recta que pasa por Al —,—,—— B| ——,—|:
Perp quep P (44 4]y [44 4]
9 7 1
X== y—-— z+=
t 4 _ 4 _ 4
1 0 1

Calcula el plano mediador del segmento de extremos Ay B.
a) A(-24,5); B(-4,6,5)

b) A(-12-3); B(-3,-4,2)

a) M(-35,5) AB =(-2,2,0) que es paralelo a (-110) .

-X+y+D=0=3+5+D=0=D=-8=-x+y-8=0

b) M (—2, —1,—5 AB =(-2,-6,5)

—2X—6y+5Z+D:0:4+6—2+D:0:D:—%:—2x—6y+52—%:0

S1TH Propiedades métricas | Unidad 12
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SOLUCIONARIO

28. Calculala ecuacion de los planos que dividen a los diedros determinados por los planos ©:2x +y -2z =1
y n':2x +2y +z =5 en dos partes iguales.

Sea P un punto genérico del espacio.

2x+y—22—17+

d(Pm)=dP.m)= Ja+1+4 Jaras1

2x+?_y+z—53 2X+y—-2z2-1=2x+2y +z-5 y+3z-4=0
2X+y—-2z2-1=-2x-2y -z+5 4x +3y-z-6=0

29 a31. Ejercicios resueltos.

32. Escribe la ecuacion de las siguientes superficies esféricas.

a) De centro el punto C(-2,1,2) y de radio, r = 4.

b) Uno de sus didmetros es el segmento de extremos A(2,-13) y B(4,-11).

a) (x—c)’+(y—c,) +(z-c;) =r2=>(x+2) +(y -1 +(z-2)°=4*=>
S>xX2ry? + 22 +4x -2y — 42 +4+1+4-16=0=> x> +y? +2° +4x -2y -42-7=0

b) El centro estara situado en el punto medio del segmento AB: M (3,-1,2).
El radio ser4 la distanciade M a A: r =+1+0+1=+/2
2
Laesferaes: (x—3)° +(y +1)* +(z-2)* :(JE) = x> +y?+2°—6x+2y-4z2+9+1+4-2=0=

=>x2+y2+72 -6x+2y-4z+12=0

33. Hallael centroy el radio de la superficie esférica x?+y2+2z2-2x +4y -6z +11=0.

C(1-23)

r=+3

(x-17 -14(y+2)" -4+(z-3)*-9+11=0= (x-1)* +(y +2)* +(z-3)° :33{

34. Halla la ecuacion de la superficie esférica de centro P(2,-2,0) y tal que el plano que pasa por los puntos
A(0,1,-1), B(-10,-1) y C(L11) es tangente a ella. Calcula las coordenadas del punto de tangencia.

X y-1 z+

Plano m que pasapor A,ByC: n:|-1 -1 Oi‘_O:Zx—Zy—z+1_0

1 0 2
Radio de la esfera: r =d (P,n) = w =3
Jo

La ecuacion de la esfera es: (x —2)° +(y +2)° +22 =9
El punto de tangencia es:

2 2 2 2 2 2 11—
{(x_z) +(y+2) +z _9:{x +y©+2z° -4x+4y 1_03x2+y2+22—22+1:03x2+y2+(z_1)2:0:>

2x -2y —-z+1=0 —A4AX+4y =-27+2
= x=0,y=0,z=1. El punto de tangencia es el Q(0,0,1).
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35. Hallala ecuacion de la superficie esférica de radio 4, tangente a los planos XY e YZ y que pase por el punto

A(L2,4+ﬁ) . Calcula los puntos de tangencia con dichos planos.

Siendo el radio r = 4 y siendo la superficie esférica tangente a XY e YZ, el centro debera ser de la forma C (4,b,4) .

Por tanto, d(C,A)=4=19+(b-2)"+7=4=(b-2)’=0=b=2=C(4,2,4)

La ecuacion de la superficie esférica sera (x —4)° +(y —2)° +(z - 4)2 =16.

El punto de tangencia con XY es (4,2,0), y el punto de tangencia con YZ ,(0,2,4).

36y 37. Ejercicios resueltos.

38. Calcula el &rea del tridngulo ABC, siendo:

a) A(3-23), B(311) y C(3-1-1).

b) A(31-1), B(4,-3,0) y C es el punto interseccion de las rectas: r : X13 =7 _211 = 215 s :{
a) AB=(03-2) AC =(0,1-4)
B [ B 02
ABxAC=|0 3 -2[=(-10,00)=S = 107 52
01 -4 2
2x+y =17
y+2z=1 — .
b : -2 AB =(1-41 AC =(3,4,-1
) € x+y—22:15:>C(6'5' ) (t-49) (3.4-1)
X-y=1
gk [42  1g2
BxAC=|1 -4 1 =(0,4,16):>S:%=«/§ u’.
3 4 -

39. Dados los puntos A(2,0,-2), B(3,-4,-1), C(5,4,-3), D(0,1,4), calcula:

a) El area del triangulo de vértices A, By C.

b) El volumen del tetraedro determinado por los vértices A, B, C y D.

a) AB=(1-41) AC =(3,4,-1)

i g ok [z a2

ABxAC=[1 -4 1|=(0416)=s="2"1 _ Jog 2,

3 4 - 2
b) AB =(1-4,1) AC =(3,4,-1) AD =(-2,1,6)
1 -4 1
vyl 4 _ :1|24+3—8+8+1+72|:@ u.
6l2 1 6| © 6

40. Ejercicio interactivo.

41 a 46. Ejercicios resueltos.
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SOLUCIONARIO

EJERCICIOS
Angulos

47. Calcula el angulo que forman las rectas ry s.

1 3 1 X =142t
a) r:X; :y+1 =Z; sily=1-t
- z=2-t
=4 -2y =1
b) r: X+y S: x-2y =10
2y-z=4 y+z=0

a) Vectores directores de ry de s: u, = (1-12) y Us = (2-1-1)

—~ |l3r Us 1 1 [~ 1
cos(r,s|==——=7=——+—==—=|(r,s|=arccos— = 80°24'
)]~ T 6 s = (Fe)mereeess
Tk i 7k
b) Vectores directoresderydes: ur =|1 1 0|=(-112)yus=|1 -2 O|=(-2-
0 2 - 0O 1 1
.\ |ur-us 31—~ 1
cos(r,s)=—=—=—7= =—=|(r,s)=arccos— = 60°
( ) Ur|[Us \/E\/g 2 ( ) 2
48. ¢Cuéanto mide el &ngulo que forman los planos ny n'?
a) n:2x+3y-z+6=0 n':2y-z+5=0
b) m:2x-3y+2z-6=0 n':3X+6y+6z-1=0
C) m:x-2y+z-1=0 n':i2X+2y+z2-3=0
a) n.=(23-1) N =(0,2,-1)
p2-1(y 7 7
cos(m,m') = = = (m,n') =arccos—— = 33°12'39"
( ) Jar9+1.ar1 70 ( ) J70
b) n.=(2-32) N =(3,6,6)
[2-3-3-6+2-6]
cos(m,n') = =0= (n,=n')=arccos0 = 90°
Va+9+4.9+36+36
¢) ne=(1-21) ne =(2,21)
cos(m,n') = [L2-2-2+14 =i3(n,n‘)=arccosi:82°lo'44"

JE (2P +2 NP2 4224 V54 V54
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49.

50.

Calcula el &ngulo que forman larectar y el plano .

_x—l_l_z—lo oy v —
a) r: T -1° n:2X-y =0
b) rix=y=1z n:2X-y+2z=0
X =1+3t
C) r:qy=1-t n:X—-2y+3z+8=0
z=t
a) Vector normal de ©: N =(2-10) Vector director de r: Uy =(11-2)
P T 1 1 —~ 1
sen(n,r): — = = :(n,r):arcsen—:lO"Sl'
Il V546 30 V30
b) Vector normal de w: n- =(2-12) Vector director de r: Uy =(111)
sen(E,\r):lr_]“'L_jr| :i:—gs(ﬁ):arcsen£:35°16'
Inlucl 343 3 3
c) Vector normal de m: nx = (1-2,3) Vector director de r: u; =(3,-11)
sen(mr) == drl_ = = (mr)=arcsen = 40°8'24"
Inllue|  V11.v14 154 J154

Halla el angulo que forma la recta que une los puntos P(2,-1,0) y Q(-2,0,3) con el plano

m:-2X+y-z-3=0.

Vector normal de m: Nz =(-21-1) Vector director de r: ur = PQ =(-4,13)
Sy _Ineu] _[2(-4)+1143- (-1 6 (= 6

senln,r)=—=——=—= = = (m,r)=arcsen =28°42'38"
() Inzlur | J6 26 J156 (rr) 156

Proyecciones ortogonales. Puntos simétricos

51.

Calcula la proyeccion ortogonal de P sobre el plano =.

a) P(L-21) yn:2x+y-z=0

. 2y —z=0
b) P(-12,3) y = es el plano que contiene a la recta r : X+ey-z y al punto Q(O,2,—3) .
2x-y+3=0
X=1+21
a) Elvector normal del plano = es un vector director de la recta buscadar: r:qy =-2+2
z=1-\

P,[:rmn:>2(1+2k)—2+%—1+X:0:>X:1:>P,E(i,—E,Ej
6 3 66

~(-1-2-5)

o |, =i

i
b) Laecuacionde res: ur =1 2
2 -1

X+2y-2+A(2X-y+3)=0=4+3+A(-2+3)=0=>A=-T7=n:-13x+9y-z=21

Xx=-1-13)
El vector normal del plano = es un vector director de la recta buscadar: r :<y =2+ 9
zZ=3-L
P, =r Am=-13(-1-181)+9(2490) ~(3-2) =21 A = —— = p, [ 220 439 760
251 251 251 251
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52. En los siguientes casos, calculala proyeccion ortogonal de P sobre larectar.

X—-2y—-2z=0

a) P(-2-49)yr :{2x7y+3z:1

b) P(-1-5,6) yres larecta que pasa por los puntos A(0,-8,4) y B(1,-4,12).

S R
a) Plano perpendicular ary que pasa por P: ur =n;=|1 -2 -2|= (—8,—7,3) = -8x-7y+3z+k=0
2 -1 3

Como -8(-2)-7-(-4)+3-9+k=0=k=-71=n:-8x-7y +3z-71=0

Xx-2y—-2z=0
P.=rnn=:2x-y+3z=1 3Pn(

1294 765 118)
—-8x-7y+3z=71

3 6 61

X=A
b) r:qy=-8+4x
z=4+8\

Plano perpendicular ary que pasa por P: x+4y +8z+k =0.

Como -1-20+48+k=0=>k=-27=>n:x+4y +82-27=0

X=A
P orArm Y~ 814 —8h-27=a=2=p 1 2020
z=4+8\ 3 3 3 3

X+4y+8z2-27=0

X=1_Y¥Y+2_2-3 Sipre el plano = de

53. Halla la proyeccién ortogonal de la recta r de ecuacién r:

4 1 -1
ecuacion w:x +y —z=4.
X =1+4n
rom: y=-2+x =P E EE
z=3-L 3 33
X+y-z=4
Se calcula la proyeccion del punto Q(1,-2,3) de r sobre m
x=1tn 8 1121
Siqy=-2+A P.=snn =21+A-2+A-3+A=4 =A=— :Qn(—,—,—j
S _3_9. 3 333

Larecta r', proyeccion ortogonal de r sobre =, sera la recta que pasa por Py Q,:

NS S
3_7 3

2 -1 1

r':
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54.

Calcula el simétrico del punto P respecto del plano w en los siguientes casos.
a) P(2-56)yn:x+y-5z2+6=0.
b) P(1-4,3) ynes el plano que pasa por los puntos A(10,-2), B(0,1,-3), C(-10,0).

c) P(10,2) y mes el plano perpendicular al eje X y pasa por el punto B(4,1,-2).

a) Se calcula la proyeccion de P sobre T

X=2+A
r:qy=-5+2x
zZ=6-5\
27
P.=rnn 32+7»—5+?»—30+25X+6:O:X:EzlzPK(S,—4,1)
2+a:33a:4
Suponiendo que el simétrico buscado es P'(a,b,c) = S+b _ -4=>b=-3=P'(4,-3-4)
6+cC

=1l=>c=-4

Xx-1 'y z+2
b) -1 1 -1[{=0=n:2X+4y+22+2=0=x+2y+z+1=0
-1 -1 3
Se calcula la proyeccién de P sobre r:
X=1+A
r:qy=-4+2\
z=3+\
P.=rnn =>1+A-8+4A+3+A+1= Ozx—%:P( ]
1—:§ a=2
2 2
Suponiendo que el simétrico buscado es P'(a,b,c) = —4+b _ =>b=-2=P'(2-24)
3+c:Z:>C:4
2 2
XxX-4 y-1 z+2
c) n:| O 1 0 |=0=m:x-4=0
0 0 1
Se calcula la proyeccion de P sobre T
X=1+A
r:qy=0
z=2
P.=rnn =(1+1)-4=0 =i1=3=P_(4,02)
1ﬁL—a:4:>a:7
2
Suponiendo que el simétrico buscado es P'(a,b,c) = +b =0=b=0=P'(7,0,2).
2+cC

=2=>c=2
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Distancias

55. Calcula el perimetro del tridngulo de vértices A(4,-5,-2), B(-6,10,3), C(14,0,3) y comprueba que es
rectangulo en A.

AB =d(AB)=(-6-4) +(10+5)° +(3+2)? =350

AC =d(AC) =14 4) +(0+5) +(3+2)° =150

BC=d(B,C)= \/(14 +6)” +(0-10)* +(3-3)* =500
Perimetro: v/350 ++/150 ++/500 u.

2 2 2
El triangulo es rectangulo en A porque aplicando el teorema de Pitadgoras se tiene: (\/350) + (\/150) = (\/500)

56. Halla el valor de a sabiendo que el segmento que tiene por extremos A(-2,3,1), B(—L—La) tiene una
longitud de nueve unidades. ¢Hay una Unica solucién?

9=(-1+27+(-1-3) +(a-1} = a=9,a=-7,

57. Calculala distancia entre el punto Py el plano =.
X=A+p
a) P(1,-23) n:2X+y+z2+3=0 b) P(2-24) niy=1-A+2u
Z=-2+2h+p

):|2'1+1'(_2)+1'3+3|:i:\/§u

V22 12 47 V6

a) d(P,TE

X y-1 z+2 -5.2-2+4-3+5
b) n:1 -1 2 |[=0=n:-5x+y+3z+5=0 d(P,n):| Mndbd |: > :\/ﬁ u
1 2 1 V52 112 4 32 V35 7

58. Hallala distancia entre el punto Py larectar.

X=1+A

a) P(10,-3) rily=2-2 b) P(-2.10) r:{”y”‘zzo
2x-z=0
z=>

a) Punto de larecta: A (12,0) Vector director: u; =(1-11)

. AP xu 5,3,-2 J

AP =(0,-2,-3) ol(F>,r)=|Ar i _[is3-2) Va8 i

|Ur| \/5 \/§ 3

b) Se calcula un punto y un vector director de r:

Punto de la recta: A (0,2,0) Vector director: ur =(-1,3,-2)

o ﬁxl]r 2,-4,-7
Eotaa0) )] - K - )UE_ 5,
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59.

60.

61.

X+y+z-2=0

Calcula la distancia del punto P(-2,1,0) al plano que contiene a la recta r :{Zx 220

y al punto

Q(-12,6).

El plano tiene como vectores de direccion a ur y A—(j . Su ecuaciénes n:18x +8y +3z-16=0.

[18-(-2)+8-1-16] 44

d(P,n) = u.
Jig? 182 132 /397
Dadas las rectas paralelas:
1 Xx=1+%
r:i:L:—z_ S y=1—2}\.
1 -2 1
z=X

Halla la distancia entre ellas.

Vectores directores de r y de s: Ur :(l—2,1), Us =(:L—2,1). Al ser iguales, las rectas seran paralelas o

coincidentes. Como el punto A(0,0,1) pertenece a r pero no a s, se comprueba que, efectivamente, r y s son

paralelas.
_l1-2-3) V14 _ ﬁ !
@23 Ve V3

Estudia la posicion relativa de las rectas r y s y calcula la minima distancia que las separa.

|ﬁxﬁs
Sea P(1,10) unpuntodes: d(r,s)=d(As)=

Us

a) r £=y__2=ﬁ s:x—lzy—lzz—Z
1 2 3 -1 1 2
x=1-t 1
b) r:qy=t s X; :llziz
z=-1+2t T
_0 X=1+t
c) r:{x+y— s:dy =1+t
X+z=0
z=t
a) ur=(123) us =(-112) P, (0,2,3), P,(112) PP, =(1-1-1)
rg(ur,Us) =2 y rg(ur,us,P Py ) =3 = rys se cruzan.
‘det(ﬁl;s,l]r,as) I3| 3 335
d(r,s)= — = = = u
Ur xUs l1-53) 35 35
b) Son rectas paralelas. d(r,s):izﬁ u
J3 3
©) ur=(1-1-1) us = (111) P.(0,0,0), P(110) PP, =(110)

rg(ﬁr,ﬁs):Z y rg(ﬁr,ﬁs,ﬁ)::S: ry s se cruzan.

d(r,s): |det(|i’r—Ps',l—Jr,as) 3 |2| _i:g u

Ur X Us “|(0-22)] 8
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62.

63.

64.

Calcula la distancia entre los siguientes planos paralelos.

a) n:X+y+z=0y n':2x+2y+2z2+3=0

b) n:3x-y=0y n':—2x+§y=5

a) Los vectores normales a los planos son proporcionales; por tanto, los planos son efectivamente paralelos, ya
gue no son coincidentes. Sea O(0,0,0) uno de los puntos de

0+2:0+2.0+43 3 3

V22 0% 402 iz 2

b) Los vectores normales a los planos son proporcionales; por tanto, los planos son efectivamente paralelos, ya
gue no son coincidentes. Sea O(0,0,0) uno de los puntos de .

d(mn)=d(0) - 2

2
-2-0+=--0+0-0-5
, , ‘ T3 ‘ 5 15 340
d(ﬂ:,ﬂ:)zd(O,n): = = = u.
) 22 ) 40 /40 8
2 +[—) +0 9
3
Dadoslarectar:x+:L y

z
=——=—yelplano n:2x+y-z=2:
) 1y p y

a) Demuestra que la recta es paralela al plano.

b) Calcula la distancia que separa la recta del plano.

a) Vector normal de ©: n, = (21-1) Vector director de r: u; = (1-11). Como el producto
escalar de ambos vectores es nulo, deducimos que son ortogonales y, por tanto, la recta es paralela al plano.

b) Sea A(-10,0)er d(r,m)=d(Amr)=
( ) (r.m)=d(A) Va+1+1 6 3
X =1+t
Dadas las rectas r:i=L=iys: y =
1 1 - -

a) Demuestra que se cruzan.
b) Calcula la ecuacion del plano © que contiene a sy es paralelo ar.

c) Demuestra que P(2,2,72) es un punto de r y calcula la distancia que separa a P de n. ;COmo sera esta
distancia en relacion a la distancia que separa a las rectas r y s?

a) ur=(11-1) us =(111) P, (0,0,0), P,(10,0) PP, =(10,0)
rg(ﬁr,ﬁs) =2y rg(ﬁr,ﬁs,ﬁ) =3 = Lasrectasry s se cruzan.

b) Plano que contiene a sy es paralelo ar: P, (10,0), ur =(11-1), us = (112)

x-1vy z
n:| 1 1 -1=0=n:x-y-1=0
1 1 1
2 2 - -1 V2
—=—=— P d(r,s)=d(P,1)=—L—-o—==— 1.
c) 111 7 er (r,s)=d(P,n) T o 2 u
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Perpendicular comun

65. Calculalas ecuaciones de la recta que corta perpendicularmente a las rectas:

pX_y _z-1 s X _y-1_z
1 -2 3 -1 1 2
ur =(1-2.3) Us =(-112) A (0,01) A,(0.10)
I S
Urxus=| 1 -2 3|=-7i-5j-k=(-7,-5-1)
-1 1 2

Plano que contiene a r y que tiene a Ur xUs como vector de direccion:

X y z-
1 -2 3 |=0=17x-20y -192+19=0
7 5 -1

Plano que contiene a s y que tiene a ur xus como vector de direccion:

X y-1 z
-1 1 2/=0=>3x-5y+4z+5=0
-7 -5 _

17x -20y -192+19=0
3x-5y+4z+5=0

La perpendicular comdn es t :{
66. Dadaslasrectas r:x —-1l=y=zys:x=y=-z+1

a) Comprueba que ry s se cruzan y escribe las ecuaciones de la perpendicular comin a ambas.

b) Halla la distancia que separa ar de s.

X=1+A X=u
a) riqy=» Siqy=p
z=X z=1-p
Puntoder: P,(10,0)  Vectorder: u, =(112) Punto de s: P, (0,0) Vector de s: Us =(11,-1)
11 1 11 1
A:(1 1 ) B=[1 1 - rg(A)=2, rg(B) =3 = Las rectas se cruzan.
- 1 0 -

La perpendicular comln ary s es la recta que pasa por el punto P, dery P, des.
Un punto genérico de r: (1+A,A,1) Un punto genérico de s: (p,p,1—p)

El vector determinado por estos dos puntos genéricos es (u—l— Ap—2A1- p—k). Debe ser perpendicular a

los dos vectores de direccién U y us. Por tanto:

“_szozﬂuzl u=§:> punto de r: P(EEEJ punto de s: Q(EEEJ Luego @:(1,—1,0).
3u-r=2 4 4 4'4°4 4'4°4 2" 2
5 1 1
a4 V4 Vs
La perpendicular comin es t: = = .
1 -1 0
b) d(r,s)= l+1:£ u
4 4 2
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67. Dadas las rectas:

y_z+2 x-1 y-1_ 2z
2 -1 2 2 -1

r:x-1=

a) Comprueba que ry s se cruzan y escribe las ecuaciones de la perpendicular comin a ambas.

b) Halla la distancia que separa a r de s.

z+2 x=-1 y-1 z
-1 S 2 2 -1

a) rix-1=Y =
2

Punto der: P, (10,-2) Vector de r: ur = (12,1

Punto de s: P,(110) Vector de s: Us = (2,2-1)
1 2 1 2 -

A= B B=2 2 - rg(A)=2, rg(B) =3 = Las rectas se cruzan.
22 - 01 2

La perpendicular comin ary s es la recta que pasa por el punto P, dery P, des.
Un punto genérico de r: (1+4,2%,-2-1) Un punto genérico de s: (1+ 2p,1+ 2p,—p)

El vector determinado por estos dos puntos genéricos es (2u—A,1+2p—2i,—u+ 2+ A) . Debe ser perpendicular a

los dos vectores de direccién ur y Us.

Por tanto:
Tu—61=0 S
Ou_ T3 =0 =A=p=0= puntoder: P(10,-2), punto de s: Q(110). Luego PQ =(0,1,2)
H —_ =
x=1
La perpendicular comines t:<{y =t
z=-2+2t

b) d(r,s)=d(P,Q)=v1+4 =5 u.

Lugares geométricos del espacio

68. Calcula la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los puntos

A(-1-1,4) y B(3,-3,0). Identifica este lugar geométrico.

Sea P (x,y,z) un punto cualquiera del plano. Se obliga a que P verifique la propiedad que define el lugar:

d(P,A)=d(P,B) =y (x+ 12+ (y + 1 +(2—4) =/(x=3)7 +(y +3/° +2* =

Sx2 42X +1+y2+2y +1+22-8z+16=x2-6X+9+y2 +6y +9+2>2 = 8x -4y -82=0=2x-y -22=0

Se trata del plano mediador del segmento de extremos A y B. Es decir, el plano perpendicular a ese segmento y
que pasa por su punto medio.



69.

70.

71.

72.

Calculala ecuacién del lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los planos:

X =2
My =p n':X-y=0
Z=A+p

Identifica este lugar geomeétrico.

La ecuacién implicita del planontes x +y —z=0.

Sea P(x,y,z) un punto cualquiera del lugar. Se obliga a que P verifique la propiedad:

Xty-z _X-y cx:(x/g—x/i)x—(x/g+\/§)y+\/52=0
Vs T2 (Ve eN2)x—(Va -V2)y 2z -0

d(P,n)=d(P,n)=

Se trata de los planos o y B bisectores del diedro que forman ny ='. Son dos planos perpendiculares y tales que
dividen al diedro en dos partes iguales.

Calcula la ecuacion del plano mediador del segmento de extremos A(L-2,3) y B(5,0,3).

Sea P(x,y,z) un punto cualquiera del lugar.

d(P,A):d(P,B):>\/(x71)2+(y+2)2+(273)2 :\/(x75)2+y2+(273)2 =
=S x2-2X+1+y? +4y +4+2° —62+9=x?-10x+25+y? +7° -62+9=8x+4y —-20=0

La ecuacién del plano mediadores n:2x+y -5=0.

Calcula las ecuaciones de los planos bisectores de los planos &, que pasa por los puntos A(LLZ),
B(2,20) y C(-13,2),y n',de ecuaciéon 2x +2y —z+5=0.

X-2 y-2 z

Plano n:| 1 1 -2/=0=>n:Xx+y+z-4=0.Sea P(x,y,z) un punto cualquiera del lugar.
-1 1 0
d(P,n)=d(P,n'):X+y+Z_4=i 2X+2y —z+5 :>x+y+z—4=12x+2y—z+5
VES 2+ 22422 4 (-1 V3 3

Los planos bisectores seran:

{\/g(x+y+z—4)=2x+2y—z+5 N a:(Z—\/g)x+(2—

V3(x+y+z-4)=-2x-2y+z-5 B:(2+\/§)x+(2+

)y—(1+\/§)z+5+4\/§=0
Jy+(v3-1)z+5-4y3 =0

@ &

y=0

Calcula el lugar geométrico de los puntos del espacio que distan 3 unidades de larecta r :{z _o

Larectar es el eje X. Sea P(x,y,z) un punto cualquiera del lugar.

3=d(P,r)=3=\y*+2*> > y*+2°=9
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73.

74.

Calcula el lugar geométrico de los puntos del espacio que distan 3 unidades del plano n: x +y =0.

Se trata de dos planos paralelosa n:x+y =0. -

Sea P(x,y,z) un punto cualquiera del lugar. S n

d(P,n)=X+y i3 aix+y =32
V2 B:x+y=—3x/§

*Calcula las ecuaciones de las rectas cuyos puntos equidistan de las rectas r y s y estan contenidos en el
plano determinado por ellas.

X-y+2z=4 X+y+3z=3
a) r: S:
2x+3y =-1 2x-3z=-1
X=1+A cy <1
b) r:ly=-2 s:{ZX yz_—5
z=2-3)\ -
X=2+A X=-2+A
C) r:iiy=» Sy =-31
z=12+3\ zZ=4-\

a) Las rectas son secantes, ya que las dos contienen al punto P(1-11) y sus vectores de direccién son:

I S Tk
ur =1 -1 2/=(-6,45) us=1 1 3|=(-39,-2)
2 3 0 2 0 -3
El vector | | lf—s es un vector de direccién de una de las bisectrices.
Ur Us
El vector | | lfs es un vector de direccién de la otra bisectriz.
Ur US

N

(e]

ERCRE Gz a st

Las ecuaciones de las bisectrices son:

b, - x-1 _ y+1 _ z-1
6 3 4 9 5 2
NN SN N YN BT
b, - x-1 _ y+1 _ z-1
6 3 4 9 5,2
77 o4 77 Jea V77 Joa
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b) Las rectas son secantes, ya que las dos contienen al punto P(2,—:L—1) y sus vectores de direccién son:

=(1-1-3), us =(1-12).

u . L . .
El vector —— + —> es un vector de direccién de una de las bisectrices.
5] P
u u o . .
El vector |— — = es un vector de direccién de la otra bisectriz.
Ur| Us

Uur Gs(l 1 3

Ur Us

Las ecuaciones de las bisectrices son:

b, : X-2  y+l1 z+1
1,10 1 10 11
NN N T N N TN
b X-2 y+1 z+1
1 1 1 1 3 2

Vil 6 Vi Ve Vil e

c) Las rectas son secantes, ya que las dos contienen al punto P(—l—3,3) y sus vectores de direcciéon son:

=(113), us =(1-3,-2).

a_f+u_s_[L_L_ij EL_LLJ_EL+L_L_L_L+LJ
arl sl W11t Vi1t Va1 6 6 6 11 6 V11 V6 V11 e

RS et i vy N e e BC e o o

El vector| | lfs es un vector de direccién de una de las bisectrices.
Ur Us
El vector| | lfs es un vector de direccién de una de la otra bisectriz.
Ur US
Ur Gs[l 13}[1 3 1](2_2 2J~(1,—1,1)
G Jus] (Vir'viz'var) \Virl Vil it 11" V11'v11
Ur _ Us ( 113 j [L 3 _LJ_[O,L,LJQ(OAD
G| Jus] \W11'vi1War) (Wit Virl Vit 11'V11

Las ecuaciones de las bisectrices son:

x+1 y+3 z-3
bl; = =
1 -1 1
x+1 y+3 z-3
b2; = =
0 1 1
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La superficie esférica

230

75.

76.

Calculalas coordenadas del centro y la medida del radio de las siguientes superficies esféricas.
a) x2+y2+z2-2x+4y-62-2=0

b) 4x?+4y? +4z?> —-4x -8y -4z+5=0

a) Sea C(a,b,c) el centro de la esfera y r el radio. Se verifica:

D=-2=-2a

E=4=-2b 4 16 36
=1b=-2c=3r= = C(1-23) r=, |-+ 4+2 02—

F - —62—2c —a=1b=-2c=3r=V16=4= C(1-23); r 4+4+4+2 4

G=-2=a’+b*+c?-r?

b) La ecuacion de la esfera se puede escribir como x2+y2+zz—x—2y—z+zzo.

D 1=-2a

E=-2=-2

st caclpiold  [T_1 1,1y, [1,4. 15 1

e 2’ 2 N4 2 272) 4 4 2

Dada la superficie esférica de ecuacion x?+y?+z?2-2z-3=0:
a) Calcula las coordenadas de su centro y la medida de su radio.

b) Calcula la ecuacion del plano tangente a la superficie en el punto P (0,0,3).

a) C(0,02), r= /%+3=JZ=2 u.

b) El vector CP = (0,0,2)11(0,0,1) es un vector normal al plano tangente. Por tanto, dicho plano tendra por
ecuacion z + D = 0. Ademas, el plano debe pasarporP:3+D=0=>D=-3=2z-3=0.

77. Determina la posicion relativa de los planos wn:3y +5z2=22, n':y+2z=3 y n":z=4 respecto de la

Unidad 12| Propiedades métricas

superficie esférica de ecuacion x?+y2?+z2-4x +2y —4z+5=0.

El centro de la esfera es el punto C(Z,fl 2) y el radio mide r = {%+%+% -5= JZ =2.

d(C, n) =———=>r =2 = El plano = es exterior a la esfera.

0 . .
d(C, n')=———=<r1 =2 = Elplano n es secante a la esfera. La corta en una circunferencia.
V12 + 22
dC, n") = 2 =r =2 El plano = es tangente a la esfera en el punto P(2,—:L4).

=



78. Se considera la superficie esférica de centro C(1,11) y tangente al plano de ecuacion 9x — 2y + 6z = 2.

a) Calcula la medida del radio.

b) Calcula la ecuacion de la superficie esférica.

c) Escribe la ecuacién del plano tangente a la superficie que pasa por el punto P (12,1) .

, , 9-2+6-2/ 11
a) La medida del radio sera: r:d(C,n):l—:—:l
8l+4+36 11

b) (x-*+(y-2"+(z-)*=1=>x2+y2 +22-2x -2y -22+2=0
c) Vector normal del plano ﬁnzc?z(o,lo) =>y+D=0=2+D=0=>D=-2

Por tanto, la ecuacién del plano tangente es:y —2=0
79. Hallala ecuacién de la superficie esférica de radio 1 concéntrica con 4x? +4y? +4z? —4x +16y +1=0.

4x2+4y2+422—4x+16y+1=0:>x2+y2+22—x+4y+%=0

Centro c(l,—z,o ,radio r = E+E—i=2
2 (R

La esfera concéntrica de radio 1 seré:

2
(x—%] +(y+2)2+22:12:xz+y2+22—x+4y—%:0:>4x2+4y2+422—4x+16y—13:0

Areas y volumenes

80. Calcula el &rea del tridngulo ABC en los siguientes casos.

a) A(4,-6,2), B(-3,4,-2), C(0,-8,0)
o (3-ad)ole ) o342

a) AB=(-7,10,-4), AC = (-4,-2,-2)

T L ABxAC| 3704
ABxAC=|-7 10 -4 :(_28,2’54)35 :| |: 3704 L|2
4 2 2 2 2
b) AB=[-22-2] ac-[1.1
2’2" 4 474
e 75 5]3 R9 23 1 25 |ABxAC| ag17
ABxAC=|-> 2 _J_[22 = ) . g_ _ 2
2 2 4 (816" 8 2 32
1 1
— 1 -
4 4
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81. Calcula el area determinada por el tridngulo de vértices A(1,-3,-2), B(-113) y C(4,0,3) y halla la
medida de la altura de dicho triangulo que parte del vértice A.

AB =(-2,4,5), AC=(3,35), ABxAC =(5,25,-18)

2 2. [ 1a\2
Area ABC: A= |AB ZACl - W _ V9274 2

d(B,C)h N
Altura que parte del vértice A: A= w = hge = 2A = o974 = 487 u
2 d(BC) 26 V13

82. Calculael volumen del tetraedro determinado por los vértices A(2,-1,2), B(1,2,2), C(0,1,0) y D(L11).

[AB,AC,AD]| I-2| 3
6

V=-~©>r— - = 1 u
6 3
83. a) Demuestra que los puntos A(-2,1,0), B(-2,-1-1), C(0,-1,0) y D(1,2,2) pertenecen a un mismo plano.

b) Calcula el area del cuadrilatero ABCD cuyos vértices son los puntos del apartado anterior.
a) AB=(0,-2-1), AC =(2,-2,0), AD=(3,12). Luego rg(ﬁ,ﬁ,ﬁ) =2= A, B, C, D son coplanarios.

b) Sasco =Sasc +Scoa :%|K§XK6|+%|66X6K|=\/€+\/§=3\/E u’

CUESTIONES
84. Dadaunarectary un punto P exterior a ella, indica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
c) Existe una Unica recta que pase por P y que sea paralelaar.
d) Existen infinitas rectas que pasen por P y que sean paralelas a r.
e) Existe una Unica recta que pase por P y que sea perpendicular a r.
f) Existen infinitas rectas que pasen por P y que sean perpendiculares a r.

g) Existe una Unica recta que pase por P, que sea perpendicular a r y que sea secante con ella.

a) Verdadera.
b) Falsa.
c) Falsa.
d) Verdadera.

e) Verdadera.
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85. Dadaunarectary un punto exterior P a ella, indica:
a) Un método geométrico que permita calcular la distancia de P ar.

b) Un método algebraico que permita calcular la distanciade P ar.

a) Se calcula el plano & que es perpendicular a r y pasa por P.
Se calcula el punto Q interseccion de r y del plano =.

Se calcula la distancia de P a Q.

b) Se calculan las ecuaciones paramétricas de r y se toma un punto X genérico de ella.

Se obliga a que el vector PX sea perpendicular al vector de direccién de r y se obtiene el valor del parametro y

las coordenadas del punto Q.

Se calcula la distancia de P a Q.

PROBLEMAS

86. Dados los puntos del espacio:

A(1-12) B(0,3,-2)

a) Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por Ay B.

b) Escribe la ecuacion general del plano & que pasa por A, By C.

C(4,0,-3)

c) Escribe la ecuacion del plano ©' que es perpendicular a n y que contiene ar.

d) Halla la distancia que separa a C de «' y la distancia que separaa C de .

x=1-A
a) riy=-1+41
z=2-4)\

b) AB=(-14,-4), AC =(3,1-5).

x-1 y+1 z-2
-1 4 -4
3 1 -5

=0=>mn:16x+17y +13z2-25=0

Xx-1 y+1 z-2
-1 4 -4
16 17 13

=0=>n':40x-17y -272-3=0

_|4o-4—3~(—27)—3|_ 238

u.
Jag? 1172 1277 2618

d) d(C,')=d(C.r)
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87. Dadas las rectas que tienen por ecuaciones:

88.

Unidad 12| Propiedades métricas

r_x—3_y+1_z+l S_{x+2y—z=3

4 2 m "|-2x+y+nz=4
a) Halla los valores de my n para que r y s sean paralelas.
b) Para los valores calculados de m y n, calcula la ecuacién del Unico plano que contiene a las dos rectas.

¢) Halla la distancia que separa las dos rectas.

B 77k
a) ur=(42m), P(3-1-Y)er,us={1 2 -1=(2n+12-n,5), Q(-120)er
-2 1 n
- ~ . 2 m 8-4n=4n+2 3
Los vectores ur y us deben ser proporcionales = = =—= =>n=— m=8.
2n+1 2-n 5 10 =2m -nm 4
X+1 y-2 z
b) | 2 1 4/=0=n:11x+18y -10z-25=0
4 -3 -
c) Se calcula el plano =" que pasa por P y es perpendicular a las dos rectas paralelasry s:
2X+y+4z+D=0=6-1-4+D=0=>D=-1=n":2x+y +4z-1=0
Se calcula la interseccién de =’ con s:
X+2y-z=3
2 2 2 /
—2x+y+§z=4 =R —Eﬁi =d(r,s)=d(P,R)= 82 + 64 + 25) _yil44s u
4 21 21 21 21 21 21 21
2X+y+4z-1=0
Se consideran los puntos:
A(L1-2,4) B(2,2,-1) C(-10,2)

a) Calcula las coordenadas del punto D de forma que ABCD sean los cuatro vértices de un paralelogramo.
b) Calcula el area del paralelogramo.

c) Calcula la medida de la altura del paralelogramo correspondiente a la base de extremos Ay B.

a) Sea M el punto medio de Ay C: M(0,-13)
M debe ser también el punto medio de B y D. Por tanto, D(-2,-4,7).

b) El area del paralelogramo coincide con el médulo del producto vectorial de AB = (14-5) y AD = (-3-2,3)
i Kk
4 -5/=(21210) S=+4+144+100 =~248 v’

-2 3

o P~

c) W31=\/1+16+25=m: alturazﬂz Eu
Jz 2



> ____SOLUCIONARIO

89. Dado el punto A(-3,0,—4) ylarecta s :{

90.

a)
b)
c)
d)

a)

X—-y=-2

y+z=2

Calcula las coordenadas de la proyeccion ortogonal de A sobre s.
Calcula la distancia del punto A a la recta s.

Calcula el punto simétrico de A respecto de s.

Comprueba que la distancia del punto simétrico de A a s coincide con la distancia de A a s.

Plano & perpendicular a s y que pasa por A:
i
El vector de direccién de s es el vector normal de n: |1 -1
0 1

(-4-10)

= O x|
Il

n:X+y—-z+D=0.ComoD=-1,entonces n:x+y-z-1=0

A, eslainterseccion de nydes: A (—%%éj

64 25 169 /258
b) d(As)=d(AA)=,—+—+—=——1U
) d(As)=d(an)= (S0 22, 20 X2
c) A, eselpuntomediode Ay A': A(Zl—ﬂj
33 3
B daa)- 2,25, 109 2
9 9 9 3
Dada larecta r : 2 2_ = —% =1-z y el punto P(-2,0,3):
a) Calcula la ecuacion del plano & que es perpendicular a r y que pasa por P.
b) ¢Cuantas rectas hay que sean perpendiculares a r y que pasen por P?
c) Calcula la ecuacion de la recta s perpendicular a r, que pasa por P y de forma que r y s sean secantes.
d) Calcula la distancia que separaa P de r.
- . x-1 vy z-1
a) La ecuacion de la recta en forma continuaes r : > = ) = —
El vector de direccion de r es perpendicular al plano. Por tanto n:2x -2y —-z+D=0. Como, ademas,
Pen=-4-3+D=0=>D=7=n=2Xx-2y-z=-7
b) Hay infinitas: todas las rectas contenidas en n y que pasan por P.
c) El punto de interseccion de r y s coincidira con el punto de interseccion de r y . Este punto seré:

2(1+2t)-2-(-2t)+t-1=-7 =t =—g

7 16 17
=rns=|-——,
e-roe 55 )

9
X=-2+11t
La recta buscada pasa por P y por Q. Entonces: s:{y =16t
z=3-10t

B d(P)-d(p.Q)- 12,20, 10 5,
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91. Se considera la superficie esférica de ecuacion x? +y2+z?-3x-11y -92+2=0.
a) Calcula las coordenadas de su centro y la medida de su radio.
b) Comprueba que los puntos A(0,-12) y B(1,1,-1) pertenecen a la superficie.

c) Calcula la longitud de la cuerda que tiene por extremos las intersecciones de dicha superficie esférica con la
y+z=20

recta r :
Vi

d) Calcula el valor, o los valores, de m para que el plano n:3x +13y +5z+m =0 sea tangente a la superficie
esférica.

a) x2+y?+72-3x-1ly-9z+2=0

D -3 3 E -11) 11 F -9) o9 3119
C=——=—F"=— C,=——7=—|—|=— CG=——=—-|—|=—=>C| = ——

2 2 2 2 2 2 2 2) 2 2'2'2

D? E?2 F? 9 121 81 203 +/203
r=4y—+—+——6G=,|—-—+—+—-2=,—=——

4 4 4 4 4 4 4 2

b) Al sustituir las coordenadas de los puntos en la ecuacion de la superficie esférica, esta se verifica. Por tanto,
ambos puntos pertenecen a la superficie:

A(0,-12)=1+4+11-18+2=0 B(11-1)=1+1+1-3-11+9+2=0

c) Al resolver el sistema formado por las ecuaciones de la superficie esférica y las de la recta, se obtienen los
puntos P (1119) y Q(2119).

Longitud de la cuerda: L=d(P,Q)=1

d) Para que el plano = sea tangente a la superficie esférica se debe verificar que la distancia del centro de la
superficie al plano sea igual al radio:

3 11 9 197 203 197
3-—+13-—+5-—+m — |——+m —_— = =
324132 452 2 v203 i;?’:_lg%_mzm:_zoo

Por tanto, los valores son m =3y m =-200.

92. Calculala ecuacién del plano =' que pasa por C(LLZ), que es paralelo a la recta que pasa por A(-10,2)
y B(0,2,1) y que es perpendicular al plano m:2x +y —z=1.

¢, Cuénto mide la distancia de C al punto de corte de larecta AB y el plano =?

El plano =' tiene como vectores de direccion los vectores AB =(12,-1) y n. =(2,1-1).

x-1 y-1 z-2
1 2 -1|=0=>n":Xx+y+3z-8=0
2 1 -1
X=-1+A
y =2\
El punto de corte de la recta AB con n es: PN =1=1=P(0,21)
2x+y-z=1

La distanciade CaPes: d(P,C)=v1+1+1= J3u
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93. Los puntos A' y B' son las proyecciones ortogonales de los puntos A(2,-11) y B(1-3,0) en el plano
n:2x-y-z-3=0.
a) Calcula las coordenadas de A'y B'.
b) Comprueba que A, B, A' y B' son cuatro puntos coplanarios.

c) Calcula el area del cuadrilatero de vértices A, B, A"y B'.

a) Recta AA:X=2_Y*L _Z-1 hi ppmno a0 57 B
2 -1 -1 6 66 _-*
ReﬂaBB':X_1=Y+3:—Z—,B'::BB'mn:B'['l:——s-,-l A
2 -1 -1 3 33 4 1
b) Lasrectas AA' y BB' son, evidentemente, paralelas. L 2
j——
Por tanto, A, B, A' y B' son coplanarios. m A

c) SABA'B' = SAA'B' + SB'BA :%|A—'AX m'| +%|B—'A>< ﬁ| =

T2

36’ 3636

36’36 36

1‘(6 18 30)‘ 1‘( 12 36 60]‘_x/£+\/£_«/£ /2

2 12 6 4

y los puntos A(-10,2), B(-12,2), C(10,1) y P(-10,1):

A
0
-2

X
94. Dadalarectar:qy =
z

a) Calcula la ecuacién del plano & que pasa por A, By C.
b) Calcula la ecuacion de la recta s que pasa por P, es paralelaany cortaar.

c) Calcula las coordenadas de un punto que pertenezca a r y que equidiste de n y de s.

o 2 O
2 0 -1

a) =0=>mn:x+22-3=0

b) El punto Q es la interseccion de la recta r con el plano

paralelo a n y que pasa por P:

X+z=1
y=0 :>Q(J,0,0)
X+2z-1=0 m
X =1+2A
Larectas pasaporPyporQ: s:qy =0
Z=-A

c) Sea X (t,O,l—t) un punto genérico de r:

g (x,n) - 221

V5 =>t=0= X(0,01)
d(X,s):lt;5
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95. Calcula las coordenadas de los vértices del tridngulo A'B'C' que se obtiene al proyectar ortogonalmente
el tridngulo ABC sobre el plano =. Calcula las &reas de ambos triangulos.

A(1,2,1)
B( 1,2,-2)

(*1 2, 3)

X=1+2\

AA': Sy =2+) 2A'=AA'mn=(§,E,E)
z=1-)\ 66
X =-1+2A

BB':iy=2+L =B'= Ban—(—lZ,—zj
72 3. 33 3
X ==-1+2\

CC':qy=2+1 =C' CCmn-(ﬁ—gl—j
-3, 6 6 6

Sec = %|ﬁ X E| = %|(—2,o,—3) x(-2,0,2) = %|(o,1o,o)| =5 U

10 1 19

6'6 6

6

e o oe o L 1
SA'B'C' =E|A B'x A C | —E‘(—g — —? (0,1,1)‘ _E‘[_

20 E_Ej‘_sx/é 2

96. ¢A quédistancia se encuentran estos dos individuos?

13x-z=1

s.{2x—y=—2

Hay que calcular la distancia de dos rectas que se cruzan.
Punto de r: P(0,10) Vector director de r: ur =(2,3,4)
Punto de s: Q(0,2,-1) Vector director de s: Us =(12,3)
X y-2 z+

1 2 3 |=0=>mn:x-2y+z2+5=0
2 3 4

Plano que contiene a s paraleloar: «:

d(r,s)=d(P.n) _P-21+0+5_3 V6

JZi22i? 6 2

Por tanto, la distancia entre los dos individuos es @ u.
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97. Dado el tetraedro de vértices A(-3,-1,3), B(2,-1,0), C(0,0,-2) y D(1,-2,-1):

b)
c)
d)

a)

b)

d)

e)

Calcula su volumen.
Calcula el plano & que contiene la base determinada por los vértices B, C y D.
Calcula las ecuaciones parameétricas de la recta m que pasa por Ay por el baricentro G de la base BCD.

Halla el plano =' paralelo a & que pasa por el punto medio del segmento AB. Comprueba que también
contiene a los puntos medios de AC y AD.

Halla el punto P de m que pertenece a n'. ¢Cual es la relacion entre las distancias de P al vértice Ay P a la
base BCD?

El volumen del tetraedro ABCD se puede calcular hallando el valor absoluto del producto mixto de los vectores
AB, AC y AD.

|5 o -3
AB =(5,0,-3), AC =(31-5), AD =(4,-1-4), [ AB,AC,AD |=|3 1 -5/=-20+9+12-25=-24
4 -1 -4

, 1
Por tanto, el volumen del tetraedro serd V = E|_24l =4 3

El plano = tiene como vectores de direccion BC = (-224-2) y BD = (-1-1-1) y pasa por el punto B(2,-10) v,
por tanto, tiene por ecuacion:
XxX-2 y+1 z

-2 1 —]J=O:n:22—x+2+2y+2—2x+4—2y—2+z=03n:—3x+32+6:0:>n:x—z—2:0
-1 -1 -

El baricentro de la base BCD es el punto G[Z +§ + 1, _1+: -2 , 0 _: _1j =G(1-1-1)

La recta m tendra como vector director el AG = (4,0 - 4) paralelo al vector (10,—1) . Por tanto, sus ecuaciones

X =1+t
paramétricas seran m:qy =-1
z=-1-t

El punto medio de AB es (—%,—lgj y, por tanto, el plano =" es:

n':x—z+D:O:>—%—§+D=O:D=2:>n':x—z+2:0

Este plano también pasa por (—%—%%) punto medio de AC, ya que —% —%4— 2=0.

Asi mismo, también pasa por (flf%,lj punto medio de AD, yaque -1-1+2=0.

~2+2=0
P-mAm={" %" S1+t+14+t42=0=1t=-2=P(-1-11)
X=1l+ty=-1z=-1-t

La distanciade PaAes d(P,A) = \/(—3 +1)2 +(-1+ 1)2 +(3 —1)2 -+/8 =22 . La distancia de P a la base BCD

es d(P,BCD)=d(P,G) = \/(1+ 1)2 +(-1+ 1)2 + (—1—1)2 =+/8 =242 . Las distancias son iguales.
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98. Dados los puntos A(10,0), B(0,2,0), C(3,3,0) y D(112): D

a) Calcula el area determinada por el triangulo de vértices A, By C.

b) Calcula la medida de la altura h que parte del vértice A en el triangulo ABC. H

A
c) Calcula el volumen del tetraedro determinado por A, B, Cy D. B L h/

d) Calcula la medida de la altura H que parte del vértice D en el tetraedro ABCD.

1= — 1 1 7
a) Spsc = E|AB x AC| = SI-12.0)x(23,0) =2 [0.0,-7) =2

d(B,C)h
b) S:%:h:dzs _ 7 _ 7
(BC) 32,12,02 10
o 12 0
c) VABCDzi‘det(—B,AC, D)‘:1 2 3 0|=1|6-8=_
6 6l o0 1 2 6 3
v-H_opy-¥_ 77,
3 S 2

X -2y =3
y_ con el plano

99. Calcula el valor, o los valores, de m para que el angulo que forma la recta r :{

X+2y +mz+5=0 seade 30°.

_ Cfid K
Vector normal de mi: nx =(1,2,m) Vector directorde r: ur =|1 -2 0|=(211)
0o 1 -
Syl jaem L V30 6
sen(n,r): 1= =sen30===2[4+m|=v30+6m’ > m=17, m=-1.
Ny Ur| \/5+m2 \/g 2
100. Calcula el valor, o los valores, de m para que la distancia del punto P(L2,m) alarecta r: x =y_—6= z-2

seade /6 unidades de longitud.

Se obtienen un punto y un vector de direccién de r:

ur =(1-12) Q(0,6,2)

o I Y

PQ=(-142-m) uyxPQ={1 -1 1 |=(m-6m-33)
-1 4 2-m

|UrxPQ |= y(m-6)° +(m—-3)? +9

- 2 2
d(P,r):'”’XPQ|=‘/(m_6) +(m=-3) +9 —J6 = (m-6)° +(m-3)°+9=-18= m=6,m=3

u V3

[ur|
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Xx=1+A
2X+5y+z=-6 .
101. Halla el valor de m para que las rectas r:qy =4-7\A Yy s: {Sy +zy— 10 sean coplanarias y calcula,
zZ=-24+mA\ T

en este caso, la distancia que separa a su punto de corte del origen de coordenadas.

ur =(1-7,m) P(14,-2)er

i gk

us=[2 5 1/=(0,-210)|/(0,-15) Q(2,-2,0)es
05 1

Las rectas no pueden ser paralelas. Por tanto, para que sean coplanarias deben ser secantes:

1 -7 m
A= L —-r-m B=|{0 -1 5 |.Paraque sean secantes debe verificarse que |B| =0=> m=7.
0 -1 5 1 6 2

El punto de corte de las rectas es R(2,-3,5) . La distanciade Ra O es d(R,0)=v4+9+25 =38 u.

102. Calcula el valor, o los valores, de m para que el area del triAdngulo que se obtiene al cortar el plano

n:2X+3y +z=m con los ejes coordenados valga % u?,

Los puntos de corte son:

2x+3y+z=m

A:ly=0 :A[m,o,oj
2
z=0
2X+3y+z=m
B:<x=0 :B[O,E,OJ
3
z=0

2Xx+3y+z=m

C:ix=0 = C(0,0,m)
y=0
T ] R 2 2 2
@:(_m,m,oj E:[_m,o,mJ ABxAC_|-M m gl_{m? m® m"
2 3 2 2 3 3 2 6
m
-— 0 m
2

4 4 4
g lfm' m' m' Jia_ oo 5
2 4 36 6
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103. Calcula la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del espacio que distan 5 unidades de la recta

=3 . - .
r {; _a Comprueba que el eje Z esta incluido en ese lugar.

Sea X(x,y,z) un punto genérico del lugar, entonces d(X,r)=5.

Se obtienen un punto y un vector de direccién de r:

i ~(003 Q(3.40) oK = (x-3y-42)

RO Y o

urxQX=| 0 0 1f=(4-y,x-30) [Gr xOX |= (4= y)? + (x —3)2
Xx-3 y-4 z

JurxQX | _(4-y) +(x-3)

- 1
[ur |

d(X,r) =5=x*+y?-6x-8y =0

- . x=0
El lugar geométrico x? +y? —6x —8y = 0 contiene a la recta { 0’ ya que todos los puntos de esa recta
y =

verifican la ecuacion del lugar.

PARA PROFUNDIZAR

104. Dados los puntos A(-5,0,0) y B(5,0,0):

a) Calcula la distancia d que los separa.
b) Halla la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano que distan d unidades de Ay de B a la vez.

c) ldentifica el lugar hallado.

a) d(AB)=v10* =10 u.

b) Sea P(x,y,z) un punto genérico. Entonces d(P,A)=10 y d(P,B)=10.

(x+5)* +y®+2” =10 X2 +y?+2° +10x-75=0  [x®+y2+22+10x-75=0 _ [y2+z2-75=0
= = =
x?+y2+22-10x-75=0 [x=0 x=0

(x-5) +y?+22 =10

c) Se trata de la circunferencia que se obtiene al cortar la esfera de centro C(0,0,0) y radio r =+/75 contenida en
el plano x = 0.
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105. Dado el plano m: x +2y —2z +18=0 y la superficie esférica de ecuacion x> +y?+2? -2x +4y -4=0:

m ™ m

a) Calcula el haz de planos paralelos a .

b) Calcula las ecuaciones de los planos tangentes a la superficie esférica y que son paralelos a =.

a) Haz de planos paralelosa n:x+2y -2z+D =0.

b) Los planos buscados deben pertenecer al haz anterior y ademas deben verificar que la distancia del centro de
la esfera a ellos coincide con la medida del radio.

Centro: C(1-2,0). Radio: r =v1+4+4 =3

4(Cn) [1-4+D| 3 D=12 = n:Xx+2y-2z+12=0
) =—F—=
Ji+4+4 D=-6 = n':x+2y-22-6=0

106. Calcula la ecuacién de la superficie esférica cuyo didametro es el segmento de extremos A(-2,0,3) y

B(0,2,1). Calcula el valor o los valores de k para que larecta r : x —k =y =z sea tangente a la superficie
esférica.

Centro de la esfera: C(_Z +0 , 0+2 , 3 +1] =C(-112). Radio: r = 1|ﬁ| = 1,[22 +22 4 (—2)2 = Q -3
2 2 2 2 2 2
La ecuacion de la superficie esférica es:
(x+)*+(y -2 +(z-2)" =3=>x? +y? +22+2x -2y -4z +3=0

Para hallar el valor o los valores de k se estudia la interseccion de r con la superficie esférica.

X=K+A
rijy=r =37 +(2k-4)r+k*+2k+3=0
z=X

Para que la recta sea tangente, la ecuacién anterior debe tener solucion Gnica. Por tanto:

54415 |, _ 5115
k=

2

A=-8k?-40k-20=0=k =
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SOLUCIONARIO

107. Un rayo parte del punto P(1,0,-2) y sereflejael plano m:x +y =2.
Q
P

m

Calcula el punto donde el rayo toca al plano sabiendo que el rayo reflejado pasa por Q(-1,-2,0).

Sea Q' el simétrico de Q respecto del plano =. La recta que pasa por Py Q' cortara al plano = en el punto T

buscado.
o
X=-1+t 31
QQ': y=—2+t:>M=QQ'mn:>M(—,—,O).
720 22

Como M es el punto medio de QQ'=Q'(212). PQ'=(114).
X =1+t

PQ':iy=t :>T=PQ‘nn:>T(%,%,OJ
z=-2+4t
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Autoevaluacion

Comprueba qué has aprendido

1. Calculael angulo que forman los planos =, :2x -3y +2z2-6=0Yy 7, :3x +6y +6z-1=0.

Vectores normales de ty de n': ny = (2-32)y N = (3.6,6).

— ﬁn 'ﬁn' —
cos(n,n'): — :O:>(n,n‘)=arccosO:900
Nz||Nx

2. Calculael dngulo que formalarectar:x =y =z conel plano n:2x -y +2z=0.

Vector normal de m: nx =(2,-1,2) Vector director de r: U, =(111)

sen(mr)=

:_:ﬁ = (r?\r) = arcsenﬁz 35°16'
3 3

3. Comprueba que el tridngulo de vértices A(3,4,5), B(9,4,-1), C(1,2,-3) es equilatero.

Los lados del triangulo miden:
a:|ﬁ| =82 +22+22 =72, b:|A—c’| =22 + (22 + (-8 =72, ¢ =|ﬁ| = 6% + 0% +(-6)2 =72

Se trata de un tridngulo equilatero.

4. Estudiala posicion relativa de las rectas r y s y calcula la minima distancia que las separa.

a) r:izy—zzz—B S:x—lzy—lzz—z b) r: 5x+y+2-22=0 s X+y+z-6=0
1 2 3 -1 1 2 X-y+z-12=0 X—4y -16=0
a) ur=(123) P(0,2,3) us =(-112) Q(112)
1 2 3 1 2 3
Mz(_l 1 2) M'= —11 _11 _2 rg(M)=2, |[M|=3=#0=rg(M')=3= las rectas se
cruzan.

Se halla el plano & que contiene a sy es paralelo ar:

x-1 y-1 z-2 10+9-2
1 2 3 |[=0=>n:x-5y+3z2-2=0 d(r,s):d(P,n):| i |= 3 =3\/£
-1 1 2 J2ys2432 V35 35
S
b) ur=5 1 1=(2-4,-6)|(1-2-3) P(0,5,17)
1 -1 1
I
Us=[1 1 1|=(41-5) Q(16,0,-10)
1 -4 0
1 -2 -3 1 -2 -3
M= M'=|4 1 -5 rg(M)=2, [M|=0=rg(M')=2= las rectas se cortan
41 -5 16 -5 -27

en un punto. Por tanto, la minima distancia que las separa es 0.
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SOLUCIONARIO

5. Dadoelplano ©:2x+y -z =0 y el punto P(1,-2,1):
a) Calcula las ecuaciones de la recta perpendicular a & y que pasa por P.

b) Elpunto P, es la proyeccion ortogonal del P sobre el plano n. Calcula sus coordenadas.

a) Vector normal de m: nx =(2,1-1)

X=1+21
Recta perpendicular a n y que pasa por P: r:qy = -2+ 1
z=1-%

b) Se obtiene P_ al resolver el sistema formado por la recta r y el plano n:

2+4x72+x71+x=0:>x:1:>pn(_,,_,_
6 366

6. Dadalarectar:x =y =z, calculalas ecuaciones de larecta que es perpendicular ar, que cortaary que
pasa por el punto P(1,0,0).

Se calcula el plano perpendicular a r y que pasa por P:
ur =(111) X+y+z+D=0=1+0+0+D=0=D=-1=n:X+y+2z-1=0

Se obtiene P, al resolver el sistema formado por la recta r y el plano

x=y=z  _pf111
X+y+z-1=0 333
La recta s buscada es la recta que pasa por P y por P, :

. y z x+2y =1
-——=—=|= (2 — === :
j 219 S 1 =S {y—z:o

7. a) Demuestra que los puntos A(-3,0,-1), B(-3,-2,-2), C(-1-2,-1) y D(0,1,1) son coplanarios.
b) Calcula el area del cuadrilatero cuyos vértices son los puntos A, B, Cy D.
a) AB=(0-2-1), AC=(2-20), AD=(312). rg(AB,AC,AD)=2= A, B, Cy D son coplanarios.

b) Sasco =Sasc +Scoa = %|A—B X E| +%|C—D x(ﬁ| =

8. a) Demuestra que los puntos A(3,0,1), B(1-21), C(2,13) y D(3,-11) no son coplanarios.

b) Calcula el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A, B, Cy D.

a) AB=(-2-20), AC =(-112), AD =(0,-10). rg(AB,AC,AD)=3= A, B, Cy D no son coplanarios y forman

un triedro.
2 20
b) veilgl o1 g=2
6llo -1 of 3
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10.

11.

Comprueba que las rectas r y s se cruzan y calcula su perpendicular comun.

I’:£=L=Z_1 5:L=¥=E
1 -2 3 11 2
ur =(1-2,3) us =(-112) A =(0,01) A, =(0,0,0)

I
Ur xus =| 1 -2

=-7i-5] -k =(-7,-5,-1)
-1 1

N WX

Plano que contiene a r y que tiene a ur xuUs como vector de direccion:

X 'y z-
1 -2 -3|=0=17x-20y-192+19=0
-7 -5 _

Plano que contiene a s y que tiene a ur xus como vector de direccion:

X y z
-1 1 2|=0=>9x-15y+12z=0
-7 -5 _—

17x-20y -19z+19=0

La perpendicular comin es t:
9x -15y +12z2 =0

Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los planos:
m:2X -y +22-6=0 ®':3X+6y+62-1=0

¢Qué nombre recibe dicho lugar?

Sea X(X,y,z) un punto genérico del lugar.

|2x -y +2z-6] [3x+6y+62-1 -
22 4 (-1)° + 22 V3?2 1+ 6% + 62

d(X, @) =d(X, )=

2X-y+22-6 3x+6y+6z-1
3 9

=3x-9y-17=0

2Xx-y+2z-6 = 3x+6y+6z-1
3 9

=9x+3y+122-19=0.

El lugar esta formado por los dos planos bisectores.

Dada la superficie esférica de ecuacion x2+y?+22-2z-3=0:
a) Halla su centro y su radio.

b) Calcula la ecuacion del plano tangente a la esfera en el punto P (0,0,3) .

a) x2+y?+22-22-3=0=x2+y2+(z-1)° =4= Centro: (0,0,1). Radio: r =2
b) El vector normal del plano ser& n. =CP =(0,0,2)/(0,0,1).

z+D=0=3+D=0=>D=-3=2z-3=0
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SOLUCIONARIO

248

Relaciona y contesta

Elige la Gnica respuesta correcta en cada caso

Para que el triangulo de vértices A(2,-3,5), B(3,2,-2) y C(-1-3,m) tenga area de %\/1526 u?, el valor
de m puede ser:

A. 0 B. 1 C. -1 D. Ninguno de los anteriores.

AB =(15,-7) AC =(-3,0,m-5) AB x AC = (5m - 25,26 —m,15)

Spsc = %\/(Sm - 25)2 +(26 - m)2 +225 = %\/1526 . La solucién de esta ecuacion es m = 0.

Por tanto, la solucién correcta es la A.

. . 2x -y =0
Se quiere calcular una recta perpendicular a r:{ y 1 que se cruce con ella y que pase por
X+z2=
P(—LS,—Z).
A. Existen infinitas soluciones. C. Existen dos soluciones diferentes.
B. Existe una Unica solucion. D. Todo lo anterior es incorrecto.

Como el punto es exterior a la recta, ya que -2 -3 = 0, existiran infinitas rectas perpendiculares a ella y que se
crucen con ella y que, ademas, pasen por P. Por tanto, la solucién correcta es la A.

El lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los puntos A(10,2) y B(-12,-2) es:

A. Larecta que pasa por el punto M (0,],0) y tiene direccién perpendicular al vector AB .

B. El plano que contiene a los puntos A y B y tiene como uno de sus vectores de direccién el vector AB .

C. Elplano m:x-y+2z+1=0

D. Elplano n:-x+y -2z=0

La solucion correcta es la C.

Sea X(x,y) un punto genérico del plano.

d(X,A):d(X,B):\/(xfil.)2+y2 +(z-2)? :\/(x+1)2 +(y-2P2+(z+2? >

SXP+1-2X+y? + 2% +4 -4z =x3 +1+2x+y? +4 -4y +Z2® + 4+ 47> i x -y +22+1=0

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas

4.

La recta r es secante con el plano = y el punto P es exterior a la recta y al plano. Se quiere calcular la
ecuacion de larecta s que es paralela a n, que pasa por Py que cortaar.

A. Un vector normal de & es de direccién de s.

B. Un vector normal de = es perpendicular a un vector de direccion de s.
C. Cualquier vector de direccion « también lo es de s.
D

. Larecta s esta contenida en el plano paralelo a = y que pasa por P.

Son correctas By D.
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OLUCIONARIO

Sefiala el dato innecesario para contestar

5. Parahallar el radio de la circunferencia que se obtiene al cortar el plano ny la superficie esférica:
xZ+y?+z2=1
se da:
La ecuacion del plano «.
La distancia del plano & al origen de coordenadas.
. Cualquiera de los dos datos es innecesario si se conoce el otro.

1
2
A
B. 1 es suficiente por si solo, pero 2 no.
C. 2 es suficiente por si solo, pero 1 no.
D

. Los datos son necesarios.

La solucién correcta es la A.

Si se conoce la ecuacién del plano, se puede obtener la ecuacion de la circunferencia y, por tanto, su centro y su
radio.

Si se conoce la distancia d del plano al origen de coordenadas, el radio de la circunferencia se puede obtener
mediante r =vR? —d? , siendo R = 1 el radio de la esfera.
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