SOLUCIONARIO

2 Derivadas

EJERCICIOS PROPUESTOS

ly2. Ejercicios resueltos.

3. Aplicando la definicion de derivada, decide si las siguientes funciones son derivables en los puntos
indicados y calcula, si existe, la derivada.

a) fo=x*enx=1 c) f(x)=xIxl enx=0
b) f(x)=vx+2 enx=2 d) f(x)=senx enx=0
3 2
a) 1@ fim A= o Arh) ~1_mhh?+3n+3) o
h—0 h h—0 h h—0 h

b) (2)=lim

feem-f@ . Ghea-2)(hras2) h 1
h h—0 h(vh+4+2) hon(Vha+2) 4

c) Se expresa f(x) como una funcién definida a trozos:

f(X)z{x(—x) six<0:>f(x):{—x2 six<0

XX six>0 x2 six>0

. —h?
F(h)=1(0) _ am - =0
h

f'(O):rI]ing) . Luego f'(0)=0.

d) (0= lim

f(h)-f(0) . senh
h =lim =1

4, Estudiasi las siguientes funciones son derivables en el punto en el que se cambia su definicién.

2 Gy < 2 .
a) f(x):{x SI-X_O b) f(x): x3+2 S.IXSl
3x six>0 X°—X+3 six>1

En todos los casos se comienza estudiando si la funcion es continua en los puntos donde cambia su definicion,
porque si no lo es, no sera derivable.

a) La funci6n es continua en x = 0 porque lim f (0+h)=0=7(0) = lim f(0+h).

h—0 h—0"
F-f0)  |amm el
f'(0) = Iim+: h—0 h2 — Luego no existe el limite, por tanto, la funcién no es derivable.
h—0
lim h— =0
h-o- h

b) La funcién es continua en x = 1 porque lim f(1+h)=3=f(D = lim f(1+h).
h—0*

h—0~
lim 1+h)?+2-3 _ im h(h+2) 5
(1) = |imw =0 ? hooo h = Luego f'(1)=2
h-0 h _1+h)’-@+h)+3-3  h(h?+3h+2)
lim = lim =2
h—0* h h—->0* h
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5. Calculalas ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva f(x) =+/X +1 en el punto de abscisa 0.

La ecuacion de la recta tangente a la curva en el puntox=0es y —f (0) =f'(0)(x - 0).

vy oo JO+h)+1-vo+1 o Jhyr-1 o (Vhr1-1)(h+1+1) h 1
rO=m h TR MY h(WneieD | "On(heieD 2

Luego la recta tangente es y —lzéx =Yy :%x +1lylarectanormales y -1=-2x =y =-2x +1.

. s . . 1
6. Calcula el &rea del tridngulo formado por el eje vertical y las rectas tangente y normal a la curva f (x)=—
X

en el punto de abscisa 1, previa deduccién del nimero f'(1).

1, (AP

f(l+h)-f(1 B - i

f'(1) = lim () R o e | B \r=x
h—0 h h-0 h h—0 h(1+ h)
La recta tangente tiene pendiente m = -1y pasa por el punto A(1 f (1) = A(1 1), \ V%
luego su ecuacion es y =-x +2 y la recta normal en A(1, 1) 1
tiene pendiente m’ = 1, luego su ecuaciones y = x . ~ =
y=—x—2
Hay que calcular el area del triangulo rectangulo cuyos - %
1

vértices son 0(0,0), A(1,1) y B(0,2).

Por tanto, el area es 1 u®.

1

7. Latangente alacurva y =f(x) en el punto p(2 f(2)) pasatambién por el punto Q(-3,0). Si f'(2)= >

calcula f(2).

- . 1 1 )
La ecuacion de la recta que pasa por Q con pendiente 5 es y :EX +g. Ademas, como la recta pasa por el

punto P(2,f(2)) , entonces f(2):%~2+%:g.

8y9. Ejercicios resueltos.
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10. Paraunafuncion f :(0,+0) —> R cuya gréfica es la de lafigura, Y ||
7
y ~ f
esboza las graficasde y =f'(x) y y =f"(x). v
0 / 5 X
|
Y| Y|
1
0 1 X
f"
[
fl
\
1
0| 1 X
11. Si f(x)=|x-3|(x —3), ¢existen los nameros f"(0) y f"(3)?
() {(—x+3)(x—3) six<3 [-(x-3) six<3
X)= . =
(x=3)(x-3) six>3 |(x-3)" six>3
Se estudia que ocurre con f'(3):
—h?
. lim —=0
—-2(x-3 3 - .
f'(X)= (X )SI.X< 2f'(3)=|lmf(3+h) f(3)= h»o- h
2(x-3) six>3 h—0 h . h?
lim —=0
h—0o" h

— — i < .
2(x-3) six=3 = 2|x — 3| que, como ya se sabe, no es derivable en x = 3, pues

Asi pues, fI(x)z{Z(x—B) si x>3

lim =2 _ 5
f"(3)=Iim—fl(3+h)_fl(3)= o ho
h—0 h 2h
lim —=2
h-o" h
-2 six<3
i £"(x) = : "(0)=-2.
Si x =3, f"(x) {2 Six>3 Luego f"(0)=-2
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x2+2x -1 six<0

12. Sealafuncién f(x)={2 L s 0
X — si x >

. Calcula, si existen: f'(-2), f"(-2), f'(0), f"(0), f'(3) y f"(3).

im (x+h)?+2(x+h)—1-(x2 +2x-1)

fx+h)—f(x)
) -

Six<0, f'(x)=lim i Cxiay
h—0 h—0 h
fr(x) = lim { (x+h)-f'(x) _ lim 2(x+h)+2-(2x-2) _5
h—0 h h—0 h

Se sabe que f'(-2)=-2 y f"(-2)=2.

f(x+h)—f(x) 2(x+h)-1-(2x-1)

Six>0, f'(x)=}|1|_)rrz) o =t!|_n)1o - =2 vy, por tanto, f"(x)=0
2x+2 six<0

Asi f'(x)= f(3)=2y " (3)=

si pues, f'(x) {2 Cins0" (8)=2yf"(38)=0

Para calcular las derivadas en x = 0 se observa primero si f y f son continuas alli y se calculan los limites laterales:

—_— 2_ — — —
im T -f(0) . h*-2h-1-(-1)
f'(0): *Hoff o hf o h—0" oh_1 h 7 , asi pues, f'(0)=2
jim F=TO) iy 202120 _,
h—0* h—0*
im F()=F0) . 2he2-(-2)
f"(0): 40 . h ‘ h—0" h , asi pues, no existe f"(0).
lim ()-f(0) _ im 2=2 _¢
h—0" h h-ot h

13. ¢Es la siguiente funcion derivable en x = 0?

x2+x six<0

f(x)=1y2
() X7+1six>0

h—-0" h—-0~ h—-0"
h2
AL |
f'(o+): lim f(h)-f(0) _ lim -2 ’ —im Moo
h—>0* h h—>0* h h->0* 2

Luego la funcién no es derivable en x = 0.
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14. ¢Esfderivableenx=-2,x=0y x=2?

2

X SiXx<-2
(%)= -4(x+1) si-2<x<0
3x2-4  si0<x<2
12x +1 Six>2
f'(—2’):|imf( 2+h)—1( 2):Iim( 2+h) 4:Iimh 4h:_4
h—0" h h-0~ h>o- h
£(Z2") = Jim f(—2+h)—f(—2): im —4(—2+h+1)—4: im —4h _ 4
h—0" h—0* h h»o~ h
Luego la funcién es derivable en x=-2y f'(-2)=-4.
(0)  tim FO+M-f© . -4Q+h+D-(-4) -4 _
h—0~ h h—0~ h h—0~ h
_ 2 _ 2 _(_ 2
£(0") = lim f0+h)-f(0) _ jim M =4 -4 _ |im£:o
h—0* h h—0* h h-0~ h

La funcién no es derivable en x = 0.

lim f(x)=8

X—2"

lim f(x) =25

x—2"

Por tanto, la funcién no es continua en x = 2 y, en consecuencia, no es derivable en x = 2.

15a18. Ejercicios resueltos.

19. Calculala derivada de las siguientes funciones.

5

f(x)=8(7x% = x?) +6(-x+4 d) f(x)e—=x
3 10 ( XX )+ ( X+ ) ) (X) x*+x?+1
b) f(x)=(x-D(3x*-x+4) e) f(x):(xsz)(xfl)
X“+1
c) f(x)=(4x+2)(x?-2x+1) - x*(6x? -3x -3) f) f(x)=(x*+3x%+2x-D(2x+D(x2 -3x +4)

a) f'(x)=8(35x"-2x)-6=280x" -16x -6
b) f'(x)=(3x?—x+4)+(x-1D(6x-1 =9x> -8x+5

c) f'(x)=4(x?—2x+D+(4x+2)(2x—2)-3x2(6x> —3x —3) — x® (12x — 3) = —30x* +12x> + 21x? —12x

d) f,(X)_5x4(x4+x2+1)—x5(4x3+2x)_ x® +3x° +5x*
(x* +x2+1)° x® +2x% +3x4 +2x2 +1
&) '(x)= [2x(x =D+ (x* =3)](x? + D - 2x(x* =3)(x -1 _ x* +6x> -8x -3

(x2 +1)° x*+2x% +1
f) £'00=(4x3+9x2+2)(2x +D(x? =3x+ 4) + 2(x* +3x% + 2x -1 (x® —3x + 4) +

+(x* 433+ 2x—D(2x + D(2x —3) = 14x° + 6x° —50x* + 92x° +30x + 3

52  Unidad 2| Derivadas m



SOLUCIONARIO

20. Calcula, sin usar la derivada del cociente, la derivada de las funciones siguientes.

3 2
:2x+1 b) f(X):Sx —6X°+7x

a) f(x) 3 <

Q) fO0=2(2x+D = (x)=2
3 3

b) f(x)=5x>-6x+7=f'(x)=10x—-6

21. Calcula la derivada de la funcién f(x)= X 1 ¢Hay algin punto en la grafica de f(x) en el que la

X2

tangente sea horizontal?

(x*-D-x2x  —x*-1
2 - 2"
(x2-1) (x2-1)
La tangente en un punto es horizontal si la derivada se anula. Es decir, buscamos valores de x tales que
2
-x“-1

(x2-1)°

La derivada es f'(x) =

=0, como -x?-1=0 no tiene soluciones reales. Por tanto, no hay ningtin punto con tangente horizontal.

3
22. Calcula la derivada de f(x)=x?—x2+x+1 y halla la abscisa de los puntos de la curva en los que la

tangente es paralela a la bisectriz del primer cuadrante, y = x.

La derivada es f'(x) = x? —2x+1.

Se buscan los puntos en los que la pendiente de la recta tangente sea 1. Para ello se igual la derivada a 1.
x> -2x+1=1=x=0,x=2
Luego la abscisa de los puntos buscados es x=00 x = 2.
23. Demuestra que, para cualesquiera numeros reales a y b (no simultdneamente nulos), la grafica de

_ax+b
ax —

no tiene ninguna tangente horizontal.

La derivadaes y'= ibz .
(ax-b)
S . , —2ab
Si tuviera tangente horizontal, entonces y'=0. Luego ﬁ =0=a=0,b=0.
ax—b

Sia=0,b # 0, entonces y = -1, recta paralela al eje X.

Sia # 0, b =0, entonces y = 1, recta paralela al eje X.

2x+1 y g(x)=X_+i tienen la misma derivada. Sin calcular las

24. Comprueba que las funciones f(x)=

derivadas, ¢sabrias deducir que iban a ser iguales?

2(x-D-(2x+1D -3 , (x-D-(x+2) -3
= g'(x)= =

f1(x) = - _
X (x-1? (x-1? (x-1? (x-1°

2x+1 x+2 _ x-1

= =1.Luego, f(x)=g(x)+1.
Xx-1 x-1 x-1

Si se podria deducir que iban a ser iguales porque f(x)—g(x) =

Por tanto, sus derivadas son iguales.
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25a27. Ejercicios resueltos.

28. Copiay completa la siguiente tabla.

x f(x) 9(x) fr(x) 9'(x) (fea)(x) (fog)(x)
] 1 0 1 0 cee cee

0 3 2 ) 1 cee cee

2 ] ] 0 2 cee cee

X f(x) 9(x) f(x) 9'(x) (feg)(x) (fe9)'(x)
-1 1 0 1 0 3 0

0 3 2 -2 1 -1 0

2 -1 -1 0 2 1 2

29. Sean f(x)=(x2+1)3 y g(x)=;. Calcula.

2) t(x)=(f=g)(x) y t'(x)
b) f'(g(x)) y g'(x)

c) Comprueba que el resultado del apartado a) coincide con el resultado del producto de las funciones del

apartado b).

a) t(x)=(feg)(x)=f(g(x)) :f[EJ:[(;)Z +1J3 :[ZSZXZ T

X X

2\2 5.3 2 22
t,(x)::{zszx ] 2x —2x£25+x ):3[25+zx ] (—530)
X X X X
2
b) 10 =3(x2 +1" 2x . Luego f‘(g(x)):3(§+1] % y g'(x):;—g.

c) f'(g(x))g'(x)=3[7+ N - n =t'(x)

2 2 2
25 1] 10 (—5):3£25+x ] (-50)
X

30y 31. Ejercicios resueltos.

32. Calcula, utilizando la derivada de la funcién inversa, la derivada de la funcién:

f(x)=Yx

Elevamos a n, tenemos que [f (x)]" = x y derivamos ambos miembros.

1 1 1

n[f ()] f'(x) = 1. Despejando obtenemos f'(x) = =

nlf O™ ) n(5)"™ ntxnt
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33. Calculaladerivada de las siguientes funciones.

a) f(x)=¥x*-1 c) f(x)=o2

b) f(x)=V1-vx d) fox)=—2X*2

2X
R(x2 -1)°
by £1(x) = 1 () __ 1
Aoyt % gl yx)

Yoxil-x 2
c) f'(x)= 3m _ 4% +3
(M)Z 3(2x+D¥2x+1

2V (2x +D°  4Vx%+1

a) f'(x)=

d) £(x)= nx2 11 _3§/2x+1: 6x(2x+1)-8(x2+1) _ 2x%+3x—-4
Jox+1* 6(2x + DVX2 +13(2x + D% (6x+3)Vx2 +13(2x +1)?

34. Calculaen cadacaso, el valor de a:

a) f'(2)=3 f10)=2 ()0 =a
b) f'(-D=4 f1(4)=-1 (f)'(@=a
c) f'(®)=a f1(3)=5 (t1)@3)=6
1))t 1 1
a) (f )(0)‘f-(f—1(0)) "3
1 1 1

b) (f1)(4)= = _=
) @ f'(f(4) f'CD 4

1 1
c) f'(5)=f(13)= ==
) (@) =@ "5

35. Calcula la ecuacion de la tangente a la curva y =%x enel punto de abscisa 32, previa deduccion de la

derivada de dicha funcién.

Como f1(x)=x%y (f1)'(x)=5x*, se tiene que x =(fof)(x). Derivando se obtiene:

1=(Fo1)'(0) = (F ) (%% () = 5Yx* (%) , luego 1=5Yx* (%) por lo que f'(x)=

Por tanto, la ecuacién de la recta tangente buscada es y =f'(32)(x-32) +f(32) = 0T

36. Calculala derivada de x =-1 de lainversa de la funcién f (x)=x?3.

La funcion inversa de f es f1(x) = ¥/x . Teniendo en cuenta que f'(x) = 3x2, se obtiene:

1 1 1

(F1)(-D = = =
frft-n) f'-D 3.(-1?

1
3

S

1

8
5

1

s¢/x*
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37y 38. Ejercicios resueltos.

39. Hallala derivada de las siguientes funciones.

a) f(0)=eX" b) f(x)=(3x2—2x+1e'**2 o) f(x) =79
a) f(x) = 3x2eX+4
2x 2Vx

‘:’/x—3+x _ elnﬁﬁ*x (5/;+le”7

=e

2 2
b) f'(x)=(6x—2)eV*"2 ere&+2 = {6x - 2+wje&+2

c) Escribimos f(x)=7

+1]e(§/x?+x)ln7 _|n7( 3 +1j7%+x
5%x?

3
f'(x)=In7
(55’/72

2x+1

. - . 1
40. Obtén la ecuacion de latangentealacurva y =e en el punto de abscisa -3

f (-%j = 2e2(%]+1 =2y f(—%) -1.

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente es: y = Z(X + %) +1=2x+2.

41. Determina si existe algin punto con tangencia horizontal en la curva:

_ x34+x+1

y=¢€

X3 +x+1

Igualando la derivada a cero: f'(x) = (3x2 +1)e =0. No obstante, como la derivada no se anula nunca, ya

X3 +x+1

que tanto 3x*+1 como e son positivas, la curva no tiene tangentes horizontales.

eX -1

42. Obtén la ecuacion de latangente alacurva y =e en el punto de abscisa 0.

f'(x)= eXe® f'(0)=1y f(0)=1, luego larecta tangente es y = x +1.

43 a 45. Ejercicios resueltos.
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46.

47.

48.

49.

50.

Calcula la derivada de:

a) () =In[(x®+1D(x2-3)] c) f(x)=v4x*-3xInVx+2
by () =Inl(x2+ 1] d) f(x)=log, [(x* + 2x? + DI’

32 (x2-3)+(x® +1)2x  3x* —9x?+2x* +2x  5x* —9x? + 2x

a) f'(x)=

(x*+D(x?-3) x°-3x3+x2-3 x*-3x3+x2-3
2 2
b) f'(x):3(x +])32X = ?X (si se escribe f(x)=3In(x?>+1) se obtiene la derivada con mayor facilidad).
(x?+1) x“+1
_ N _ [4y2
c) f'(x)=Llnx/x+2+ AxTo3x  _ 8x-3 !nx/x+2+4x—3x
244x? - 3x Vx+22Vx+2  2ax? _3x 2(x+2)
4 2 2
d) Se escribe f(x)=2|n(x +2x +1):4In(x +1) , entonces 0 =X
In3 In3 (x? +1In3

Calcula la ecuacion de la tangente ala curva y =Inx trazada desde el origen.

L, 1
La ecuacion de la recta tangente a la curva por el punto (a,f(a)) es y ==x+Ina-1.
a

. . . X
Si pasa por el origen debe ser 0 =Ina—1, entonces Ina=1, a=e ylaecuacion buscadaes y =—.
e

¢Hay algun punto de la graficade y =In con tangente horizontal?

1-x

Como D(f)=(-11) y f'(x)= > no se anula en ese intervalo, por tanto, la grafica no tiene tangentes

1-x
horizontales.

X
Calcula, simplificando al maximo, la derivada de la funcién: f (x)= |n(ex + lj
e” -1

ex_l] ex(ex—l)—ex(e“rl) _—2e

eX+1 (ex_l)z Ce o1

Derivando directamente obtenemos f'(x) —(
Si antes de derivar usamos las propiedades de logaritmos para reescribir la funcién: f(x)=In(e* +1) -In(e*-1),

X

e e® —2e*

entonces se obtiene también: f'(x) = - ==
e*+1 e*-1 e“*-1

Calcula la ecuacion de larecta tangente a la curva f (x) = senx en el origen.

f'(0)=cos0=1y f(0)=0.

Asi pues, la recta tangente es y = x.

Derivadas | Unidad 2
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51. ¢Hay algan punto de la grafica de f (x) =tg2x en el que la tangente esté menos inclinada que la bisectriz
del primer cuadrante?

f'(x)= > 2, luego las tangentes a la curva siempre tienen pendiente mayor que 2. Por tanto, no existe un

cos? 2x

punto donde la tangente a la gréafica de la funcién esté menos inclinada que la bisectriz del primer cuadrante.

52. Obtén la derivada de las funciones:

a) f(x)=sen(x?+eZ—x) b) f(x)=y/senx
a) f'<x>=cos<x2+ezx-m(zmguﬁj 0y 100 -—CEX

53. Encuentra los puntos con abscisa en [0, 2r] para los que la tangente a la curva f(x)=senx +cosx es
horizontal.

. b 5n
f'(x) =cosx—senx =0 si cosx =senx, luego X:Z 0 X=T.
Los puntos buscados son P(%\Ej y Q(ST: —x/Ej

. . . senx
54. Pon tu calculadora en grados y obtén, con ayuda de la misma, lim
x—>0 X

. Compara el resultado con el

obtenido en radianes y justifica la ventaja de utilizar radianes en Analisis.

X 0,1° -0,1° 0,01 0,001°
f(x) | 0,017453283 | 0,017453283 | 0,017453292 | 0,017453292

El limite es —— .
180

55. Hallalas derivadas de las funciones:

1

f(x)=sen®(x? -x) b) f(x)z=—————
3) 10)=sen™{x® —x ) flx cos® (3x2 +2x)

a) f'(x)=3sen?(x?-x)cos(x?—x)(2x -1

3cos? (3x? + 2x)sen(3x? + 2x)(6x+2) _ (18x +6)sen(3x? + 2x)
cos® (3x2 +2x) cos* (3x? +2x)

b) f'(x)=

56. Calculaladerivada de las siguientes funciones.

a) f(x)=arcsenvx c) f(x)=arccose*
b) f(x)=arctg(inx) d) f(x)=arcsenx-arccosx
1 1 e*
a) f'(x)= = ¢) f'(X) =
) 2Ux1-x  2x(1-x) : 1-e*
1 1 -1 2
b) f'(x)=——5— d) f'(x)= - =
) Tlx x(1+1n% x) )T Vi-x? J1-x®  J1-x2
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57. Deriva f(x)=arcsenx +arccosx y explica el resultado.

U S S
e Ji-x?  1-x?

La razdn de este resultado es que arccosx + arcsenx

0

T

(arccosx +arcsenx)'=0

58. Derivalas funciones:

a) f(x)=arctg(arctgx)

~ 11
1+arctg® (x) 1+x?

a) f'(x)

59. Ejercicio interactivo.

b) f(x)=arctg(tgx-arctg(x))

b) f'(x)=

60. Calcula, mediante derivada logaritmica las derivadas de:

a) f(x)=x* conx>0

f'(x)
f(x)

a) In(f(x)) =Inx* =xInx =

b) In(f (x)) =In(x?%") = (2 + senx)Inx = 00 _ cosxinx+

f(x)

61. Si f y g son funciones positivas y derivables, deduce la derivada de fg y r mediante derivacion
g

logaritmica.

(fg)_f
fg

In(fg) = Inf +Ing , derivando, se obtiene:

In(f—j =Inf —Ing , derivando se obtiene:
g

1

=5 y al derivar ambos miembros se obtiene:

1+ tg?x-arctg? (x)

b) f(x)=x*"*"* conx>0

=Inx+1=f'(x)=x*(nx+1)

g

+==(fg)' =f"
g

S

2+senx

g+fg’

E

= f'(x) = xZ+senx (cosxlnx +

arctgx  tgx
2 + 2
cos“ X 1+X

2+senxj
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62. Calcula mediante derivacion logaritmica la derivada de las siguientes funciones sin preocuparte del
dominio de las funciones que aparecen ni de su signo.

a) f(x):(l+%j c) f(x) = x)
b) f(x)=(arctgx)” d) f(x)= vx -1
§/(x+2)2\/(x+3)3

a) In(f(x)= In(lJré)X = xIn(XTJrlJ =x(In(x +1 =Inx)

fr(x)
f(x)

X , 1\* X 10 x+1 1
=In(x+D—-Inx+ — 1= ={1+=| |[In(x+D -Inx + —-1|={1+=| |In -
X+1 X X+1 X X X+1

b) In(f (x)) =In((arctgx)*) = xIn(arctgx)

f'(x)
f(x)

X

=In(arctgx) + = f'(x) = (arctgx)” {In(arctgx) ;j

—_ +
(1+x?)arctgx (1+x?)arctgx
c) In(f(x)= In(x*)) = x*Inx

Por el ejercicio 60 a) sabemos que (x*) = x*(Inx+1)

£ = (x*) Inx +£= (N + DInx + x5 = £:00 = x¥ (XX (Inx + Dinx + x* 1)
f(x) X
d) In(f(x)):ln[ x-1 J:lln(x1)Eln(x+2)§In(x+3)
3/(x+2)2\/(x+3)3 3 2
fOO_ 12 3 x—1 ( 12 3 j
f(x) 2(x-1 3(x+2) 2(x+3) 7g/(x+2)2\/(x+3)3 2(x-1 3(x+2) 2(x+3)

63. Obtén, en P(n, 1), la ecuacion de latangente a la curva:

n’y3cosx — x%y +2n°.

Derivando la expresion, se obtiene: —r’y3senx + 3n’y2y'cosx —2xy —x%y'=0, six=m, y = 1 y se obtiene:

—3n’y'-2n-n’y'=0, luego y' = _t y la ecuacion de la recta tangente es y = —i(x -n)+1= —L+§ .
2n 2n 2n 2

64. Obtén la ecuacion de latangente alacurva x2+y? =13 en P(2, 3) de dos formas: utilizando la derivacién
implicitay despejando y.
Derivacion implicita: 2Xx+2yy'=0 enx =2,y =3 setiene y' = ,é .
Despejando y (observa que esta cerca de y = 3, luego y es positivo):

X .
y = 13-x? >y '=——,enx=2, y':,Z.AS| pues la recta tangente es y:,E)HE.

13- x? 3 3 3
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65. Calcula, derivando implicitamente, la derivada segunda en cada punto de la circunferencia x? +y%=9.

Derivando una vez tenemos: 2x +2yy'=0, luego y'= X Derivando de nuevo tenemos: 2+ 2(y')2 +2yy"=0.
y

2 2 2
Por tanto, y" = — oy yexr 9 9

y y y (o-x) '

66. Usa la derivacion implicita para calcular la pendiente de la recta tangente a la curva dada en el punto de
abscisa x.

a) x%y*=27,six=1

b) x?y —-2xy®+6=2x+2y,six=0
a) Se deriva: 2xy® +3x?y?y'=0. Six =1, entonces y = 3. Por tanto, y'=-2.
La ecuacion de la recta tangente es y = -2x+5.
b) Se deriva: 2xy +x?y'—2y® —6xy?y'=2+2y'. Six =0, entonces y = 3. Por tanto, y'=-28.
La ecuacién de latangente es: y = -28x + 3
67. Usaladerivacion implicita para calcular f"(x) si:
3x%-2(f (x))* =12.

3x 3X

T2A(X) Jayaxt 12

Se deriva una vez la expresion: 6x —4f (x)f'(x) =0=3x - 2f (x)f'(x) =0=f"(x)

Se deriva esta expresion: 3 - 2[(f (X)) +£(x)f (x)} =0= (f'(x)* +F(x)F"(x) = % =f"(x)= %{%— (f (x))z}

2
Por tanto: f"(x) = V2 {3 9x }

Jax_12|2 2(3x*-12)
68y 69. Ejercicios resueltos.

70. Las aproximaciones lineales son utiles solo si Ax es pequefio. Justifica esta afirmacién obteniendo con la
calculadora +/117 considerando 117 como cercano a 100 en lugar de a 121.

Con la calculadora obtenemos v117 =10,81665.
NP . 1
Con la aproximacion lineal tomando f (x) = vx como f'(x)=——.
2Vx
V117 =£(117) = f (100) + f '(100)(117 — 100) = 10 + % =10,85

Sin embargo, si hacemos la aproximacién con 121 obtenemos:

V117 =f(117) = f (122) +f '(121)(117 - 121) = 11—2;42 =10,81
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71. Utiliza las diferenciales para aproximar el valor de 2,001" +3-2,001* —5-2,001° y compara el resultado con
el numero obtenido directamente con la calculadora.

Se considera f(x)=x" +3x* —=5x*, f'(x)=7x® +12x® -10x . Por tanto, f(2)=156 y f'(2)=534.
Valor de la aproximacion lineal: L(2,001)=f(2)+f'(2)-0,001=156 +0,534 =156,534 .

Con la calculadora se obtiene: 156,5247396.

72 a 83. Ejercicios resueltos.

EJERCICIOS

Derivada de una funcién en un punto. Interpretacién geométrica

84. Calcula, usando la definicién, las derivadas de las siguientes funciones en los puntos indicados.

a) f(x)=3x*-4x enx=1 b) f(x)= enx=-1

X+3

_ 2_ 2
Iimf(1+h) f(1):Iim 3(1+h)"-4(1+h)+1 . 3h*+2h

a) ()= fim h h->0 h = = im(3h+2)=2
11
b) f'(—l):Iimf(_1+h)_f(_1)=limh+2 2 1 ___ 1
h—0 h h—0 h h—0 2h (h + 2) 4

85. Explica por qué no existen las derivadas de las funciones siguientes.

a) f(x)=

Xzenx:z b) f(x):|x2—7x+12 enx=4

a) La funcién no es continua en x = 2 (tiene una asintota vertical) y, por tanto, no es derivable.

b) = ) . Luego no existe la derivada porque no existe lim
-h-1 sih<0 h—0

f(4+h)-f(4) |°+h fhs1 sinso f(4+h)—f(4)
h h _{ T h
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86. Estudiala continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones en los puntos indicados.

x2-3x+2 . 1
a) f(x)= X —1 SIX# L enx=1
-1 six=1
7 -3 Six<2
b) f(x)=1, _ enx=2
X“—-7x+11six>2
x2-2x-6 six<3
c) f(x)= enx=3
() X six>3
2-X
o e (x=2)(x-1 L .
a) Continuidad: lim X 3X+2:I|m( I ):—1:f(—1).Luego la funcién es continua en x = 1.
x—1 X-1 x—1 X -1

(1+h)* -3(1+h)+2

~ +1 2
Derivabilidad: f'(1)=r|1irT})f(1+h3 ie! ho>0 h h—0h
- - -

enx=1y f'(1)=1.

b) Continuidad: lim f(x)= lim (7-3x)=1, lim f(x)= lim (x2 - 7X +11)=1 y f(2)=1. Por tanto, la funcién

x—2" x—2" x—2" x—2"

es continua en x = 2.

i 732+h)-1
Derivabilidad: f'(2)= Iimw: o ? . Por tanto, la
h—0 h __(2+h)"-7(2+h)+11-1  _ h(h-3)
lim = lim =-3
h—0* h h—0* h

funcién es derivableenx =2y f'(2) =-3.

. . X
c) Continuidad: lim f(x)= lim (x2 —2x —6):—3, lim f(X): lim (—ij—S y f(3)=-3. Por tanto, la funcién

x—3~ x—3" x—3" x—3"

es continua en x = 3.

2 _ 2
i (3+h) 2(:+h) 6+3: im h ;4h:4
_ h—0~ h—0~
Derivabilidad: ~ f(3) = Aimow - 3+h . - Por
- +
I|m —1— h — I|m i = 2
h—0" h h—0" h(—l_ h)

funcion no es derivable en x = 3.
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87. Calculala ecuacioén de la recta tangente a cada grafica en el punto indicado. Comprueba a continuacion tu
respuesta representando, con ayuda de una calculadora gréafica o un ordenador, la grafica de la funcion y
la recta tangente.

a) f(x)=x>+1en A(3,f(3))
b) g(x)=vx+1 en B(3,9(3))

1
X+1

c) h(x)=

en C(0,h(0))

a) f'(x)=2x, 1'(3)=6y f(3)=10

Recta tangente: y =6x -8

b) g‘(3)=|img(3+h)_g(3)=lim h+4-2 _im h ~lyg@-2
h—0 h h—0 h haOh(/h+4+2) 4

Recta tangente: y = ix + E
4 4

1
c¢) h'(0)=lim M)=0(O) st =t h(0)=1
t—0 t t50  t t>0t(t +1)
Recta tangente: y = —x +1
\ oYl Y 4
4 I~ \
1 9
| y=gxs g \
\ f/ — 4
|y=6x-8 — A
/ - i . |0] 1 X
I / 0| 1 X
of 1/ X \[ y=-x+1

88. Halla los puntos de interseccién de las funciones y =x e y =i. Comprueba que en dichos puntos la
X

1 .
tangente a y = — es perpendicular ay = x.
X

X = 1 = x? =1= x =1 0 x = —1. Calculamos la pendiente de la tangente en los puntos x =1y x = -1.
X
I
£ = tim W@ bl N
h—0 h>0 h h—>0 h(h+1)
1 1
f(-1+h)-f(-1 -

PR ) e e T M e |

h—0 h h—0 h h—0 h(h —1)

Luego las rectas tangentes son y =-x+2 e y = -x —2, ambas perpendiculares ay = x.
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89. Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la gréfica de y = x” trazadas desde el punto P(1-2).
Representa graficamente la pardbolay las dos tangentes obtenidas.

f (a) =a’ yf'(a) = 2a, la ecuacion de la recta tangente a la parabola por el punto A(a,az) es y=2ax-a’.

Si se quiere que pase por el punto P (1,—2) debe ser -2 =2a - a® cuyas soluciones son a =1+ NE) ya=1- NE) y
las tangentes buscadas son y = 2(1+ \/§)x - 2(2 + \/g) yy-= 2(1—\/§)X - 2(2—\/5) .

\L Y

_;
=
-
—

90. Sea f(x) =x?+ax+b . Hallalos valores de ay b para que la recta y =2x sea tangente a la gréfica en el
punto P(2,4).

Como la parabola pasa por P(2,4) debe ser 4+2a+b=4.

Ademas, como la tangente en ese punto tiene pendiente 2, debe ser f'(2)=2-2+a=2,luegoa=-2yb=4.

91. Hallatodas las tangentes ala curva y = x* que pasen por P(2,0).

La tangente a la curva por el punto de abscisa x = a tiene ecuacion y = 4a®x —3a* . Para que pase por P(2,0)

debe ser 0 =8a® —3a* cuyas solucionessona=0y a :g .

3
Luego las tangentes buscadasson y =0 e y = (%) (4x-8).

92. Halla el area limitada por la rectay =4, lanormal ala curva y =—-x2? +5x en el punto de abscisax =2y la
tangente a la pardbola y = x? + 2x + 3 en el punto de abscisax = 1.

Se representa graficamente dicha area. Y y=4x+2
Para ello se halla la normal a la curva y = —x? +5x en el punto de abscisa x = 2: /r‘

f'(2)=1, y=-x+8

4 2 j B
Y latangente a la pardbola y = x“ +2x+3 enx=1es y =4x+2. TA V=4
Se hallan los puntos de interseccion de las tres rectas:
4 ==X+
1 6 34 /
Al=4|,B(44)yC|——
[2 j (44) ¥ [5 5 ) Pl
El area es A=l 4—l %—4 =4,9U°.
2 2)U5
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93. Halla el valor de los numeros reales a y b sabiendo que la pendiente de la recta tangente a la curva de
ecuacién y =ax” +bx en el punto P(2,2) vale 5.

Sabemos que f(2)=2y f'(2)=5, esdecir 4a+2b=2y 4a+b=>5,luego b=-3ya=2con lo que la ecuacién

de la pardbolaes y = 2x? —3x .

Funcién derivada. Derivadas laterales

94. Aplicando la definicion, calcula la derivada de las funciones siguientes en los puntos en los que estén

definidas.
a) f(x)=+v12-4x b) f(x):%
a) f(x)=+v12-4x six<3

f,(X):“mf(x+h)—f(x):”m J12-4(x+h) -12-4x _

h—0 h h—0 h
_J12-4(x+h)-v12-4x J12-4(x+h)+12-4x _4h 2
= lim - = lim =
hs0 h J12-4(x +h) +v12 - 4x IH(’h(\/12—4(x+h)+\/12—4x) V12 - 4ax

b) f(x)=% six>0

Sxen
0 -y gy bkt (B
_ lim (x+1\/x+h—(x+h+1)\/;.(x+l)x/x+h+(x+h+1)\/;_
o0 h(x+h+1)(x+1) (x+D)Vx+h +(x+h+1)Jx

h[(x+1)2—2x(x+1)—hx} _ x+1

_*l‘im’h(x+h+1)(x+1)((x+1)ﬁ+(x+h+1)\/;) 2(x +1)°Vx

95. Demuestra que la segunda derivada de una funcién polindmica de segundo grado es siempre una funcién
constante. ¢ Cuanto vale esa constante?

P(x)=ax”+bx+c; entonces P'(x)=2ax+b y P"(x)=2a que es constante. La constante es el doble del
coeficiente principal.

96. Encuentra un polinomio f(x) sabiendo que f(1)=2; f'(1)=4; f"()=10; f"()=12,y fV(x)=0 sin>
3.

Como las derivadas son cero a partir de la cuarta, el polinomio es de tercer grado: f(x) =ax®+bx?+cx+d ysus

derivadas sucesivas son: f'(x)=3ax’ +2bx+c, f"(x)=6ax+2b y f"(x)=6a.

6a=12
6a+2b=10
3a+2b+c=4
a+tb+c+d=2

Utilizando los valores de la funcion y las derivadas en x = 1 se plantea el sistema

Resolviendo el sistema se tiene que el polinomio buscado es f(x)=2x> - x? +1.
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97.

98.

Calcula las derivadas laterales de la funcion f(x)=

en dicho punto? Esboza su gréfica.

4-x sSix<?2

Se escribe la funcién a trozos: f(x) = {Sx 4 Six»2

#(27)= lim fR -2y 4=2-h-2

h—0~ h h—0"
f-(2+)= im f(2+h)—f(2)= lim 6+3h—4—2=3
h—0~ h h—0~ h

La funcién no es derivable en x = 2

Calcula las derivadas laterales en x =1 (si existen) y decide si las funciones son derivables en dicho punto.

a) f(x Ji-x?

x-1)° six<1

b) f(x)= {

X — 1) six>1

) f x? six<1
2x six>1

d) f §|x£1
six>1

|2x —4|+ x en el punto x = 2. ¢Es la funcién derivable

-

a) La funcion esta definida en [-1,1], luego no existe la derivada lateral derecha.

V—-2h —h?

f ‘(1’) = lim ————— = -0 . La funcién no es derivable en x = 1.

h—0 h

3 2
b) f‘(l’)= lim h—=0, f'(l*)= lim h—=0. La funcién es derivableenx=1y f'(1) =

h—0*

c) f'(l’): lim T2=2, f'(l*): lim 2h+h2—1=

h—0~ h—0"

es derivable en ese punto.

d)

h—0~ h h—0*

()= lim 1+2h+h®-1_, £(1) = tim 1+h-1

S

+o0 - La funcién no es continua en en x = 1y, por tanto, no

=1. La funcién no es derivable en x = 1.

Derivadas | Unidad 2
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f(x) six<1

, calcula:
g(x) six=>1 !

99. Dadas las funciones f(x)=x?+2x-1, g(x)=-x*+6x+2y F(x)={
a) f'()yf(x)y XIirrl17f'(x)
b) ¢'(1) y g'(x) y limg'(x)
) F(1)yF(1)
¢Es F(x) derivable en x = 1? ¢Es F(x) continua en x = 1?

a) f'(x)=2x+2,f'()=4y limf'(x)=4

X—->1
b) g'(x)=-2x+6, g'(})=4y Iin}g'(x)=4
X—>

c) Observaque F(1)=g(1)=7

_ 2 _1- 2 _
F'(l’): lim F(1+h) F(l): fim (1+h)"+2(1+h)-1 7_ lim h? + 4h 5:+oO
h—0~ h—0~ h h—0~ h
2
F'(l*): lim F(l+h)—F(1): lim —-(1+h) +6(1+h)+2—7: fim h(—h+4):
h—0* h—0" h h—0*

d) Como F'(l*) y F'(l’) no coinciden, la funcion F(x) no es derivable en x = 1 a pesar de que

lim f'(x) = lim g(x). El problema es que F(x) no es continua en x = 1 pues lim F(x)= limf(x)=2y

x—1 x—1" x—1 X1
lim F(x)=lim g(x)=7=F(1).
x—1" x—1"

Derivadas de las operaciones con funciones

100. Dadas las funciones f(x)=x*+2x +1y g(x)=3x -1, calcula:

a) f'(x)y g c) (f+g)'x e) (f2)'(x) g) (%) )
b) (5f)"(x) d) (2f-3g)"(x) f (fg) ) " [fiGJ(X)

a) f'(x)=2x+2y g'(x)=3

b) (5f)'(x)=5f"(x) =10x +10

c) (f+g)x)=f'(x)+g'(x)=2x+5

d) (2f -3g)'(x)=2f'(x)~3g"(x) = 2(2x +2) -9 = 4x -5
e) (£2)'(x)=(ff)'(x) =2f GOf'(x) = 2(x? + 2x + DV (2x + 2)

) (fg)' 0 =F'00g(x)+f(x)g'(x) = (2x+2)(3x =D +3(x? + 2x + 1)

9) (gj(x) _9'00f(x)-gGIf'(x) 3(x2 +2x+1) - (Bx -1 (2x +2)

f (f(x))? (x2 +2x+1)°
h) (i)l(x)_—(f+g)'(x) _ f0+g'00 _ 2x+2+3 _ 2x45
f+g ((F+ g)(x))2 (FO+g0))°  (@+2x+1+3x-1"  (x2+5x)°
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101. Sealafuncion:

VxZ+1

X+1

f(x)=

Represéntala con la calculadora grafica o el ordenador y halla aproximadamente los puntos en los que su
grafica admite una tangente paralela a la bisectriz del segundo cuadrante.

En la gréafica hay dos puntos en los que la tangente es paralela a la bisectriz del

Y|
segundo cuadrante. l|
Como se quiere f'(x)=1, se calcula: \\
x(x2+1)_ [Z 1 i 1
frx) =Xl _ x-1 —_1si (x+1) Vx*+1+x-1=0 0 X
(x+1) (x+1)2\/x2+1 N
, , . AN
La solucion x = 0 es facil de encontrar por tanteo. La segunda solucion \ y=-x
se aproxima con ayuda de la calculadora. En la gréafica se observa que esta \

entre -3 y -2 mas cerca del -2.

Haciendo una pequefia tabla de valores:

-2 -2,2 -2,16 -2,15 -2,1
0,34164 | 0,08044 | 0,01338 | -0,0045 | -0,10148

Se observa que x —1+(x+1)°Vx2+1>0 six>-2,16y x—1+(x+1)*Vx? +1<0 six <-2,15.

Luego el punto buscado tiene abscisa x = -2,15...

Derivada de la composicién de funciones

102. Calcula la derivada de las siguientes funciones compuestas.

a) f(x)=(Vx +x) b) f(x)= 2);:1 ©) f(x):[§+gj3

a) f'(x)= 5(\/;+ x)4 (%+1}

, 1] x®* -4x-3
b) f(x):E 2x+1 x*

c) f'(x):S(iiZ’T.( -8 __8(X+3)2
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103.

104.

105.

Sabiendo que f(2)=1; f'(2)=3; g(2)=2; g'(2)=5y g'(1) =0, calcula:
a) (fog)'(2 c) (f2g)(2 e) (Vo)@

b) (gof)(2) d) (flog)-(z) B ()@

a) (fog)'(2)=f'(g(2)g'(2)=f'(2)5=15
b) (gof)(2)=g'(f(2)f'(2)=g'(M3=0

c) (f2og)'(2)=2f(g(2)f'(g(2))g'(2) = 2f(2)f'(2)5=10-1-3=30

9 GW}(Z):(%)I(Q(Z))g'(z)z_—f'(g(Z)) g(2)-- 1@

> - ~5=-15
(f(g(2)) (f(2)

f) (f")'(2) =nf"(2)f'(2) = 3n

1-x3

3
Obtén la derivada de f (x) = 12+—X y, a partir del resultado obtenido, escribe la derivada de g(x) = 5 .
- X + X

F(0) = 3x*(2-x)+1+x>  -2x>+6x° +1
(2-x)? (2-x)?

—2x3 -6x% -1

Como g(x)=f(-x), se tiene que g'(x) =—f'(-x) = 5
(2+x)

Sea f unafuncién derivable que cumple f (x +3) =8x —12 cualquiera que sea el valor de x. Calcula:

a) f(f'(D) b) f'(f(D)

Derivando la expresién f(x+3)=8x—-12 setiene (f(x+3))'=(8x-12)'=f'(x+3)-1=8, para todo x.
a) Como f'(1) =8, entonces f(f'(1))=f(8)=f(5+3)=8.5-12=28.
b) f'(f(D)=f"(f(-2+3))=f'(-28)=8

Derivada de la funcién inversa

106.

Calcula en cada caso, el valor de b.

a) f'(=-5 f1(0) =1 (f1)'(0)=b
b) f(0)=1 f1(5)=0 (f1)'(-5) =b
c) f'(-D=b (f1)(6)=-1 (f1)(6)=8
Qe+ 1 1
a) (f )(O)‘f-(f—l(o)) D=5
b) (1)'(5)= 1 _ 1 _
) (F71)(-5) i) ST 1
freD=f(F16) et -1
) f(-D=f(i"*(6)) EIORG
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107. Si f(x)=x%+x-10, calcula (f)(0).

Como f'(x)=3x*+1y f*(0) =2, entonces (f’l)'(0)=l—='—=—

Derivadas de las funciones exponencial y logaritmica

108. Calcula las derivadas de estas funciones.

2

2) f(x):ln[sgxzj b) 1(x) =€

2X
3+ x?

a) f'(x)= b) f'(X):2xe3+X2

109. Calcula las derivadas de las siguientes funciones en los puntos en los que existan.

2 X x? X
a) f(x):izlr_])i b) £ (x) = 0) f(x)= d) f(x)= 2

X || @
|
=
£y
x
w
|
x
N

(2xInx + x)(x2 —1) —2x%Inx

a) f'(x)= 5
(x*-9)

exlnx——x e*(xInx -1

b) :(x)= n2x (xlnzx !

e’ (vax —-1- L

2 x—1j e’ (4x(x-1)-1)

c) f'(x)= =

) x-1 2(x-1)x -1

e* W+ )¥x® -x*  Vxe* (3x* —2x)
3

, 2Vxe* ahe —x2) 2@+ x)(x? —x)—e*(3x2 - 2x) e*(2x? - 3x)

d) f (X)Z = =
Jx® —x2 alxe* (x2 - x)¥x3 - x? alxe* (x-DYx® -x2
110. Calcula las derivadas sucesivas de las siguientes funciones y escribe la expresién general de la derivada

enésima.
a) f(x)=e” b) f(x)=Inx

a) fM(x)=7"e™

b) £ (X) _ (_1)n71(n _1)!

Xn
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111. ¢Para qué valores de x se anulan las derivadas de las funciones siguientes?

a) f(x)=e* —4e* c) f(x)=xInx-x
b) f(x):ln[:j;) d) f(x)=exxfs

a) f'(x)=2e> -4de* =e*(2e*-4)=0=2e* -4=0=x=In2

b) f'(x) =m no se anula nunca.

c) f'(x)=Inx=0=x=1

x2 = 6x

( )2=0:x2—6x=0:x=0 0x=6.
X-3

d) f'(x)=e&-

Derivadas de las funciones trigonométricas y sus inversas
112. Calcula las derivadas de estas funciones.

a) f(x):sens(xz)
b) f(x)=3arcsen(x—12j
c) f(x):(senx2+cos3)3

a) f'(x)=6xsen’ (xz)cos(xz)

) )=

c) f'(x)= 3(sen(x2) + cos3)2 (2XCOS(X2))
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113. Calcula las derivadas de las siguientes funciones en los puntos en los que existan.

senx
f(x)= f(x)=In(x* +1t
a) f(x) arctox e) f(x) n(x +)gx
b) f(x)=ecosx+e*senx f) f(x)=sen(\/x2+4)
2n2In(x3+x)
c) f(x)=sen(sen’x® +1)’ f(x)z— "/
) 1(x)=sen ) 9 (9=
2 2 X
d) f(X)zsen (2x) + 2senxcosx + cos? (2x) h) f(x)= arcsinB
sen(2x) X COS (ex)
senx
cos xarctgx — 5
a) f'(X)z 2l+X
(arctgx)

b) f‘(x):ex(cosx—senx)+e‘x(—senx+cosx)=(cosx—senx)(ex+e‘x)
c) f'(x)= cos((sens(x3)+l)3)3(sen3 (x3)+1)2 3sen” (x*)cos(x*)3x® =
= 27cos[(sen3 (x®)+ 1)3J(sen3 (x®)+ 1)2 sen” (x*)cos(x*)x?

d) Se escribe la funcién como:

¢ B sen? (2X)+23enxcosx+cos2 (2x) _ 1+2senxcosx 1+ sen(2x) B 1
() = sen(2x) ~ sen(2x)  sen(2x)  sen(2x)
(o) —2cos(2x)
(sen(2x))2
In(x?+1
&) f'(x)= xzziltgx i ntgc):sz; )
xcos(\/x2 + 4)
f) fl(x):?
X +4
21:2(3x2 +1)tg(nx) 2n® In(x3 + x)
) ()= X +Xx  cos?(mx)
’ (t9(mx))°
| 3 3 X 3)(
" (XCOS (e )) —arcsen(sx)(coss(ex)—Sxex cosz(ex)sen(ex))
\/1_32X
hy f'(x)=

(x cos?’(ex))2

114. Calcula las derivadas sucesivas de las siguientes funciones y escribe la expresiéon general de la derivada
enésima.

a) f(x)=senx b) f(x)=cos(3x)

a) ' (x)=senx, f*"?(x)=cosx, f*""?(x)=-senx y {**¥(x)=-cosx

b) %V (x)=3""cos(3x), f*"(x)=-3""*'sen(3x), f*"*?(x)=-3"""2cos(3x) y f*"*¥(x)=3*""* sen(3x)
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115. La funcion f(x)=x/; no es derivable en x = 0, y la funcién g(x)=senx, si. ¢Es derivable en x =0 la

funcién p(x)=+xsenx ?

Como D(p):[0,+oo), solo se puede calcular la derivada lateral a derecha. Dicha derivada, si existe, y para

. L . . senh
calcularla observa que existen los limites lim Jn y lim ——=1.
h—0* h—o* h

x/ﬁsenh _ Iim \m im senh _

h—0* h h—0* h—0*

0-1=0.

116. ¢Para qué valores de x se anulan las derivadas de las funciones siguientes?

COS X 1+senx tgx
D 100= s b) f(x):'“{\/m] ©) 109 = T cenx

, -senx(1-senx)+cos” x 1
a) f'(x)= 5 = no se anula nunca.
(1-senx) 1-senx
1( cosx COS X —Senxcos X
b) f'(x)== - = =-tgx=0=x=kn, keZ.
2
2{1+senx l-senx Cos” X
2 2
c) f'(x)= l+senx—senxcos”x _sen"x—senx+1 oo oqulanunca.

cos?x(1+senx)?  cos®x(1+senx)

. 3m
=<
117. Estudia la continuidad y la derivabilidad en x = 3n de lafuncion: f(x)= Senx St—ms X <3m

X—-3n si3n<x <12

lim f(x)=sen(3n)=0= lim f(x)=f(3n). Luego la funcién es continua en x =3r.

x—>3n~ x—3n"
Calculemos la derivada a izquierda y a derecha:

f'(3n*)= lim (3n+h)-3n 1 f'(3n’)= lim sen(3n+h) i Sen3ncosh+cos3rsenh . -senh _

h—0* h h—0" h h—0" h h»o0- h

-1

La funci6n es derivable en x =3n y f'(3x) =1.

x2+1six<0
118. Estudia en qué puntos es derivable la funcion: f(x)=41 si0<x <2
X=1 six>2

2x six<0
f'(x)=40 si0O<x<2.Se estudiala derivabilidad en x =0y enx = 2.

1 six>2

2 — -

£'(07) = lim ho+1-1_, £:(0%) = lim =1,

h—0" h h>ot h

; - . (2+h)-1-1
f'(2)=im 20 f(2t)= tim G717,

h—»o- h h—0"

Asi pues, f es derivableenx =0y noloesenx=2.
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Derivacién logaritmica e implicita

119.

120.

Calcula las derivadas de las siguientes funciones.
a) f(x)=x"" c) f(x):(x+senx)&
b) f(x)=x* d) f(x)=(senx+cosx)>" "

X

a) f'(x)=x"* (—Inx 41 Xj

' _ et ax 1
b) f'(x)=x%e (Inx+xj

v &[In(x+senx) x(1+cosx)
c) f'(x)=(x+senx) { oTx + T senx ]

(cosx —senx)?

d) f'(x)=(senx+cosx)>" % [(cosx +senx)In(senx +cosx) —
senx + cosx

Dadalacurva x?y +xy?+sen(x +y)+x=m:
a) Comprueba que el punto P(r, 0) pertenece a dicha curva.

b) Calcula la ecuacion de la tangente en dicho punto.

a) n°-0+mn-0°+sen(n+0)+n es, efectivamente, m.
b) Calculemos y'(n): 2xy + X%y '+y? +2xyy '+ (1+y')cos(x +y)+1=0.
Sustituyendo x = ey =0: n’y'(n)+(1+y'(n))cos(n)+1=0= n’y'(n)-y'(n) =0.

Luego y'(n) =0 y larecta tangente en P(x,0) esy =0.

Diferencial de una funcién. Aproximacion lineal de una funcién en un punto

121.

Sabiendo que In2=0,69315:

a) Obtén la aproximacion lineal de la funcion f(x)=log,x en x = 2 y utilizala para obtener los valores

aproximados de f(x) en x = 2,01; x = 1,9 y x = 2,9. Compara estos resultados con los obtenidos con la
calculadora.

b) ¢Qué ocurre a medida que nos alejamos del 2?

X—-2

a) L(x)=In2+

L(2,01)=In2+ % =0,69315 + 0,005 = 0,69815 . Con la calculadora se obtiene L(2,01) = 0,698134722 .

L(19)=In2 —0—2‘1 =0,69315- 0,05 = 0,64315 . Con la calculadora se obtiene L(1,9)=0,641853886 .

L(29)=In2+ % =0,69315 + 0,45 =1,14315 . Con la calculadora se obtiene L(2,9)=1,064710737 .

b) A medida que nos alejamos del 2 la aproximacion lineal va empeorando.
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122. Realiza una estimacion lineal de la variacion de la siguiente funcién al incrementar lax de 2 a 2,1.

2
X
f(x)=1+
( ) X+1
7 8 7 8 7 8 7 4
f(2)==, f'(2)==; L =—+—(x-2) y L(2D) =—+—(21-2) = —+—
(2)=3. F'(2)=3 3o Y LY=o+ @1-) = o+ o
., 4
Por tanto, la variacién es —.
45
Sintesis
2
X six<1
123. Dadalafuncion f(x)=
1 .
-—+k six>1
X
¢Hay algun valor de k para que f sea derivable en x = 1?
Continuidad en x =1
2
lim £ (x) = lim X2 12£(2) tim f(x) = lim (—i+kj=—1+k
X1~ PEN x—1" x—1" X
Luego -1+k=1=k =2
Derivabilidad en x =1 para k = 2
(1+h)2+1 1 1+h?+2h+1-2
f(1+h)-f(1 - h(h+2
£(1)= fim @) -1 _ oy 2 — lim 2 ~iim M0*2)
h—0" h—0~ h h—0~ h h»o-  2h
. +2-1
f(1+h)-f(1 - -
£(1) = tim @) -F@ _ ppy “1eh — i h___
h—>0* h h->0* h n-o" h(1+h)

Por tanto para k = 2 la funcién f es derivableenx=1y f'(1) =1.
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124. Estudiala continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones en los puntos indicados.

3 .
a) f(x)_{x - §|x<(()) enx=0
-X  six>

2senx —2 Six #
b) f(x)=

T
en x=—
. 2
cos X Si X =

Nl Na

2 .
o) f(x):{x +2 SIX<0enR

v4-x six=0

a) Continuidad en x =0:

f(O*) = lim (-x)=0=f(0) y f(O‘) = lim (x3 - x) =0. Asi pues, la funcién es continua en x = 0.

x—0" x—0"

Derivabilidad en x = 0O:

f'(O*): lim — =1 f*(07) = lim “N _jim 2 "7 _ 1. Luego f es derivable en x = 0.
h—o* h h»o- h h—>0"

b) Continuidad en x = g:

f [Ej =cos= =0 y lim (2senx —2)=0. Asi pues, la funcion es continua en x = I
2 2 K 2
2

Derivabilidad en x = %:

T
i Zsen(—+h)—2 2sen’cosh + 2cos ~senh - 2
f = lim = lim 2 2 =2 lim cosh-1_ 2cos'(0)=0
h—0* h h—0* h h—0" h
_ Zsen[g+ h}—z ho1
f‘[l ] —lim——2 /om0 2c0s'(0) =0 . Luego la funcion f es derivable en x = r
h—0~ h—0~ 2

c) Basta con estudiar la continuidad y derivabilidad en x = 0, porque en otro caso la funcién es continua y
derivable.

Continuidad en x = 0:

f(O*) = lim v4-x=2=f(0) y f(O’) = lim (x2 + 2) = 2. Asi pues, la funcién es continua en x = 0.

x—0" x—0"

Derivabilidad en x = 0:

f'(o+ Cim Y42 ( 4_h_2)( 4_h+2)— fim ———n 1
)_ h—0" h ~hosor h(\/ﬁ+2) ~hosor h(x/ﬁ+2) 4
(o) im P m -0

Luego la funcion f no es derivable en x = 0.
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125. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) f(x)=(x*-3x")Ax*-2 c) f(x)=e> sen(x+3)
b) f(x)=% d) f(x)=arcsen(x* -1) - arctg(x” 1)
X

4 2 4 2
a) f'(X):(4X3—6x)§/H+2X(X 3x2):2x(7x 24X 2+18)
3 SVXZ—Z) 3(3x2—2)

2()(2):r_)(3—1)_|n(2)(_3)(3)(2+ ) 2(x +x-1)- (3x + ) (2x - 3)in(2x - 3)
b) f'(x)= . - -
(x3+x—1) (2X—3)(x3+x—1)

c) f'(x)= e3xz’1(6xsen(x +3)+cos(x +3))

d) f'(x): 2X B 2X

\/1_()(2 _1)2 1+ (x2 —1)2

3_ 2
126. Sea la funcién f(x)=%.
X%+

Comprueba que la recta tangente en el punto de corte con el eje Y es paralela a la asintota de dicha
funcidn.

La funcion corta al eje Y en A(O,f (O)) luego A(O,gj y la pendiente de la recta tangente en ese punto es f'(0).

(3x2 —2x +3)(x2 +3) —2x(x® = x? +3x +5)
2 2
(x2+3)

fr(x)= =f(0)=1

32
_ XX +3XH45 , la asintota es y = x —1 que también tiene pendiente 1.

Como f(x) -1+—;

x?+3 x?+3
127. Dadala curva 2xy +y —x —-6=0, se pide:

a) Calcular la segunda coordenada del punto P (5, ), que pertenece a dicha curva.
b) Calcular y'(5) utilizando la derivacion implicita.

c) Calcular y'(5) despejando previamente la y y derivando posteriormente la funcion obtenida. (Los valores
obtenidos deben coincidir).

a) Sustituyendo x por 5 se tiene 10y +y =11. Luego y =1=P(5,1)
b) Derivando se obtiene 2y + 2xy '+ y'-1=0 y sustituyendo x por 5 e y por 1:
2-1+10y'+y'-1=0

Luego y'(5) = —1—11
X+ 6 -11 1

ey=—"—-=y(B)=-"
2x+1 (2x+1° Y 1

c) (2x+1)y =x+6.Luego y =
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Cuestiones

X2+ x six <0 .
se verifica que:

senx +x%+1 six>0

128. Si f(x) ={

i 2x +1 six<0
f (X)= 2 o
cosX +3x° six>0

¢ Coinciden las derivadas laterales de f en x =07?

Aunque lim f'(x)= Iim+f '(x)=1, las derivadas laterales en x = 0 no coinciden, pues, en caso de hacerlo, f seria
x—0" x—0

derivable en x =0y no lo es, puesto que no es continua ya que lim f(x)=0y lim f(x) =1.
x—0" x—0"

Las derivadas laterales son:

_ 3 _
£(0%) = lim f()-F(O) _ j, senh+h®+1-0

h—0* h h—0* h
_ 2
£1(07) = lim FO=FO) _ P40y (h+1)=1
h—0~ h h—0" h—0"

129. La funcién f(x)=|x| no es derivable en x =0y la funcién g(x)=senx silo es. (Es derivable en x =0 la

funcion p(x)=f(x)g(x)?

Veamos si existe lim
h—0

p(0+h)-p(0) :
h

Como p(0+h)-p(0) _ |h|sr¢]anh p(0+h)-p(0) i |h|senh _ Iim|h||im%=0-l=0

, entonces lim
h h—0 h h>0 h h—0' 'h-0

Luego p(x)= |x|senx es derivable en x =0, y su derivada es O.

-x2-x six<0
, cuya gréafica es la de la figura no es derivable en x = 0 como puedes

130. La funcion f(x)= .
X six20

observar. ;Lo es g(x)=xf(x)?

-

—x3-x? six<0

La funcién g(x) es: g(x) =
90 es: 8(x) {xz six>0

_ _h3 _Rh2
g'(O‘): lim 9(0+h)-g(0) _ im == m (_hZ_h):o
h—0~ h—0~ h—0~
_ 2
g'(07) = lim 9(0+N)-9(0) _ i M _ i hoo
h—0" h h—o* h h—0"

Asi pues, g(x) es derivable en x = 0 y su derivada es 0.
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131. Sif es unafuncién par y derivableen R, ¢es f'(0) =0 necesariamente?

#(07) = tim 1OEM=FO) o F(0)-F(O) ) F(=N)-F(0)
( ) thg* h th(?’ h erg+ —h

Como f es par, f(-h)=f(h), asi que f'(O‘) =thLrQ+L;](((J):7f '(O*)

Al ser f derivable en x = 0, debe ser f'(07) =f(0"), es decir, f'(0)=0.

132. Si la funcién f verifica que para cualesquiera numeros reales a y b se cumple que

f
f(a+b)=f(a)+f(b)+2ab yque Iimoﬁ= 2 ,demuestra que f es derivable en todos los nimeros reales.
x>0 X

f h)-f
Veamos si existe Al%w sea cual fuere x.
—

f(x+h)-f(x) _f(x)+f(h)+2xh—f(x) f(h)+2X
h h h

Asi pues, lim w = lim [@+ ZX} =2+2x, es decir, f es derivableen R y f'(x)=2+2x
h—0 h—0

133. Si f(x)g(x):eX , ¢puede haber algun numero real para el que se anulen simultaneamente las derivadas

defyg?
(f(x)g(x))' =e* =f'(x)g(x)+f(x)g'(x) no se hace cero nunca, por lo que no puede haber ningtin ndmero x para

el que se anule simultaneamente f' y g', puesto que, de ser asi, se anularia la suma.

134. La funcién f(x)=x"*+x? es una funcién par (f(-x)=f(x)) y su derivada f'(x)=4x>+2x es una
funcién impar, (f'(-x)=—f'(x)). Justifica que esto ocurre siempre; en concreto: si f derivable en R es
una funcién par, entonces f' es unafuncién impary si f es impar entonces f' es unafuncién par.

Sifes par, f(-x)=f(x)=[f(—x)]'=[f(x)]'=-f'(-x)=f'(x)= f' esimpar

Sifesimpar, f(-x)=—f(x)=[f(-x)]' =[F(x)]'=-f'(x)=—F'0)=f'(—x)=f'(x)= f' es par

135. Demuestra esta sencilla formula que nos da la derivada segunda de un producto:

(fg)'=f"g+2f'g'+fg"

(fg)" :((fg)')' =(f'g+fg")' =f"g+f'g+f'g+fg"=Ff"g+2f'g'+fg"
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136. Comprueba que las definiciones:

f'(a)=||1i_rﬂ)w f.(a)=“mf(xx):;(a)

X—=a

. . N . cos®x+1
son lamismay, aplicando la segunda definicion, calcula: lim ————.
X=m X -7

f(x)-f _
En lim M llamamos x =a+h, porloque x —»a < h — 0 y escribimos:
x—a X—a

im f(x)-f(a) _ lim f(a+h)-f(a)

Xx—a X —a h—0

3 _
Tomando f(x)=cos®x, lim COS"X+1_ yim f(x)-f(r) =f'(n).
X—>T X —1T X X—T

, ) ) , i cos3x+1_0
f'(x) =3cos® x(-senx), asi que f'(r)=0, es decir, Xlinnx—_n— )

137. Sin calcular la derivada, comprueba que las siguientes parejas de funciones tienen la misma derivada:

X 2x +1 1
a) f =— = c) f = arct X) = —arctg—
) f(})=g Y 9(¥)="— ) f(x)=arctgx y g(x) 9
b) f(x)=cos2x y g(x)=2cos®x d) f(x):ln(2x2+1) y g(x):ln(20x2+10)

Para comprobarlo no es necesario derivar, basta ver que las funciones difieren en una constante.

_2x+1 X 1
Xx+1 x+1

a) g(x)—f(x)

b) f(x)-g(x)=cos2x —2cos”x =cos” x — sen’x — 2¢0s” X = —Cc0s” X — sen’x = -1
1 . 1 1 .
c) f(x)-g(x)=arctgx +arctg—. Si arctgx =n, tgn=x; arctg—=v, tgv =—. Entonces n y v son angulos
X X X
. . 1
complementarios, es decir, arctgx + arctg— = g .
X

d) g(x)~f(x)=In(20x* +10) ~In(2x* +1) =In[10(2x? +1) |~ In(2x* + 1) =In10 + In(2x* + 1) = In(2x° +1) = In10.

138. Si f y g son funciones derivables en R cuyas gréficas en el intervalo [a,b] son como las de la figura, es
decir, f(a)=g(a), f(b)=g(b), f(x)>g(x) en (ab), parece que hay un nimero c en (ab) tal que
f'(c)=g'(c). cSera eso siempre cierto?

Si, siempre es cierto, pues la funcién h(x)=f(x)-g(x) es continua y derivable en [a,b]. Tomemos el valor de c

donde alcanza el maximo h(x). Se trata, pues, de un punto en (a, b) pues h(a)=0y h(b)=0.

Asi que, h'(c)=0, es decir, f'(c)=g'(c).
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82

Problemas

139. Dadas las parabolas f(x)=x?-4x +3 y g(x)=x”-16x +63, calcula el area del triangulo formado por el

140. Una particula se mueve a lo largo de la grafica de la curva y =

141.

eje Xy las rectas tangentes a dichas parabolas en el punto de corte entre ellas.

Se comienza calculando el punto de corte entre las pardbolas: x* —4x +3 =x?-16x+63 = x =5. El punto de
corte es A(5,8).

En A(5,8) larectatangente a f(x)=x?-4x+3 es y -8=6(x —5). Operando se obtiene y =6x —22.

En A(5,8) larectatangentea g(x)= x?-16x+63 es y-8= —6(x —5) . Operando se obtiene y = —6x +38.

El area del triangulo de vértices A(5,8), B(%,O) yC [% Oj es A= (%—%) % = 33—2 u?.

4
para x >1. En el punto P|2,——| la
1-x 3

abandonay sigue desplazandose a lo largo de larecta tangente a dicha curva.
a) Halla la ecuacion de dicha recta tangente.
b) Si el desplazamiento es de izquierda a derecha, encuentra el punto en el que la particula encuentra al eje X.

c) Si el desplazamiento es de derecha a izquierda, encuentra el punto en el que la particula encuentra a la
asintota vertical mas préxima al punto P.

2
a) y':ﬂ y'(2) ~19 L4 ecuacion de la tangente es y _10, 32

(1— x2)2 ] 9 9 9

7 el corte

. — . . . . 2x
b) Como la particula no corta al eje si x est& en el intervalo (12), cuando sigue la trayectoria y = n

debe darse si x > 2. Asi pues, debe ser %x —3—92 =0. La particula encuentra el eje X en el punto A(3,2;0).

c) La asintota méas proxima a P es x = 1. Luego la particula se encuentra con esa asintota en B(l —%) .

Dadas las dos curvas:
y34+5xy +3x -2y =0 xy24+7xy +2x +3y =0
a) Demuestra que ambas pasan por el origen de coordenadas.

b) Demuestra que las rectas tangentes a dichas curvas en el origen son perpendiculares entre si.

a) Al sustituir en ambas ecuaciones x =y = 0, se observa que se cumplen ambas igualdades.

b) Se calculan las derivadas implicitas de ambas curvas y se sustituye x e y por 0 para obtener y'(0).

3y?y'+5y +5xy'+3-2y'=0. Por tanto, y'(0)=E
2

y2 +2Xyy'+ 7y + 7xy '+ 2+ 3y ' = 0. Por tanto, y'(0) = _é

Luego las tangentes tienen pendientes 3 y _2 y, por tanto, son perpendiculares.
2 3
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142. La Hoja de Descartes es la curva que corresponde a la gréfica de la ecuacion x° +y3 =3xy vy tiene esta
bella forma.

a)

b)

c)

b)

c)

Y

-y

Explica por qué la Hoja de Descartes no es una funcion.
Comprueba que el punto [% %J pertenece a la Hoja de Descartes.

Mediante la derivacién implicita comprueba que la tangente a la hoja en el punto (%%) es paralela a la

asintota de la Hoja de Descartes.

La Hoja de Descartes no es una funcién porque corta a algunas rectas verticales mas de una vez (por ejemplo,
alarectax=1)

Sustituyendo x e y por % se observa que se verifica la ecuacion x° +y® = 3xy

Derivando: 3x? +3y2%y' =3y +3xy"

Six=y _3 se tiene £+£y' _2+2y
2 4 4 2 2

Luego la pendiente de la tangente en dicho punto es y'=-1, que es paralela a la asintota.

143. Sea f :[-2, 2] > R la funcién definida por:

F () =(1-[x)(1-[x])

donde [x] representa la parte entera de x, es decir, el mayor entero menor o igual que Xx.

Justifica la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

a)

a)

b)

f es derivable en (-2, 2). b) Sixno es entero, f9(x)=0.

3(1+x) si—-2<x<-1

2(1+x) si-1<x<0
Se escribe f como funcién definida a trozos: f(x) ={1-x si0<x<1

0 sil<x<2

1 six=2

33X si—-2<x<-1
2x si—-1l<x<0
1 si0O<x<l1
0 sil<x<?2

Derivando se tiene que: f (x) = , luego la funcién es derivable si x no es entero.

3 si-2<x<-1 0 si—-2<x<-1

2 si-1<x<0 0 si-1<x<0 . . .
fr(x)= . X< "(x)= . X< . Por tanto, las derivadas sucesivas ya seran 0.

0 si0O<x<1l 0 si0O<xx<l1

0 sil<x<?2 0 sil<x<?2
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144. Seaf la funcion definida en (0,+») por: f(x)=x?Inx —%xz

2(-1)"")(n - 3)!
Demuestra que paratodo entero n >3, es: fV = %
X
f'(x)=2xInx-2x, f"(x)=2Inx, " (x) -2 y a partir de aqui se tiene las derivadas sucesivas de 1 siempre
X X

-1)"n!
multiplicadas por 2. Como si g(x) :i, entonces g" (x) = (-9 , Se obtiene el resultado buscado.
X

Xn+1

145. Determina todas las funciones f de la forma f(x)=ax®+bx®*+cx+d con a#0 y que verifican
f'(-)=f'(1)=0

¢Algunas de las funciones obtenidas anteriormente verifica f (0) =f (1) ?

Derivando se obtiene f'(x) = 3ax? + 2bx +c. Se quiere que 3a-2b+c=3a+2b+c=0.Luegob=0yc=-3a.
Las funciones que verifican esto son de la forma f(x) =ax® —3ax +d .

Si ademéas se impone la condicién de que f(0)=f(1) debe ser d =a-3a+d, luego a deberia ser 0. Asi pues,
ninguna de las anteriores verifica que f (0)=f(1).

146. Un profesor algo despistado propone a sus estudiantes que encuentren una funcion f definida en (O,+oo)
tal que:

£1(x) = 1 si0<x<7
|2 six>7

y que f (7) = 3. Un estudiante intenta calcular f y se lleva una sorpresa. Explica qué ha ocurrido.

X+a Si0<x<7
2x+b six>7

continua en x = 7 pues es derivable alli, luego a =-4 y b =-11 pero la funcién asi obtenida no es derivable en x =7
y, por tanto, su derivada no vale 1 en x = 7 como deberia.

Si intenta hallar una funcién con estas caracteristicas se tendria f(x):{ que deberia ser

147. Supdn que f es derivable en x. Demuestra que:

on i F(x+h)—f(x—h)
f(x)—rl1|_r11O oh

(Indicacién: restay suma en el numerador f(x)).

m
h—0 2h h—0 2h h—0 2

im L) —F(x=h) Fx+h)—f(x)—(f(x-h)-f(x)) _ i 1[f(x+h)—f(x) f(x—h)—f(x)]
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148. En lafigura se representa la gréfica de la funcién derivada f' de una cierta funcién f :[0, l] ->R.

a) Halla una expresion algebraica de f sabiendo que su gréfica pasa por el origen de coordenadas.

b) Representa graficamente la funcion f(x).

c) ¢Se verifica f(%} =07

Y
1
y=f(x
0 1 X
2x si0<x<t x?+a sio<x<s
a) f'(x)= 1 2 Luego f(x)= 1 2
—2X +2 siE<x<l X% +2x+b si§<x<1

Como f(0) =0 vy, al ser derivable, f es continua en % ,setienequea=0y %: —% +1+b.Luego b= —% .

b) Y

-

0 1 | X

c) Enlagréficade f'(x) se observa que no existe f [%) . Se comprueba calculando:

1 2[h+%)—l 1+ —2[h+£)+2—1
f'l= |[= lm ————=2=f"| = :Iim;=—2
2 h—0" h 2 h—0* h

149. El coste total de produccion de g unidades de cierto producto viene dado, en euros, por la expresion:
C(q)=29°+5q +10
Una empresa produce en la actualidad un total de 50 unidades y estudia la posibilidad de aumentar la

produccidén a 50,5 unidades. Estima, utilizando la aproximacion lineal, cuél seréa la diferencia de costes si
se producen 50,5 unidades en lugar de 50.

L(q+0,5)=C(q)+0,5C"(q)
L(50,5) = 5260 +102,5

Luego la diferencia de costes es de 102,5 €.
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150. Sea f unafuncion definidaen R que pasa por el origen, y que admite segunda derivada y que verifica:
[ ()T +f(x)f"(x)=2

Calcula la ecuacion de la tangente a la grafica de f en el punto (3,1) .

Se sabe que 2 =[f'(x) ] +f(x)f "(x) = (f(x)f'(x))".
Luego 2=(f(x)f'(x))" y una funcién cuya derivada es 2 tiene la forma 2x+a, asi pues f(x)f'(x)=2x+a.
Como f(0)=0, debe sera=0y setiene f(3)f'(3)=6=1-f'(3)=6=f"(3)=

Asi pues, la ecuacion de la recta tangente en (3,1) es y=6x-17.

151. Supdn que fy g son funciones derivables en todo R vy tales que:
) f(0)=1y g(0)=0
i) f'(x)=-9(x) y g'(x)=(x)

a) Sea h(x)=f?(x)+g?(x). Calcula h'(x) y utiliza el resultado obtenido para probar que f*(x)+g?(x)=1 para
todo x.

b) Sup6n que Fy G son otro par de funciones derivables que verifican i), ii) y considera la funcién:

2 2
=[f(x)-F()] +[9(x)-G(x)]
Calcula k'(x) y utiliza el resultado obtenido para decidir qué relacién existe entre fy Fy entre gy G.

c) ¢Conoces algun par de funciones f y g que verifiquen i), ii)? ¢ Puede haber otras?

a) h'(x) :(fz(x)+gz(x))' =2f"(x)f (x)+2g9'(x)g(x) =—-2g(x)f(x)+2f (x)g(x)=0

Luego h(x) es constante y como h(0)=f(0)+g(0)=1+0=1, entonces h(x)=1 para todo x y, por tanto,

2(x)+g%(x) =1 para todo x.
b) k'(x>=([f(x>—F<x>T+[g<x>—e<x>f)'=2(f'(x)—F'(x))(f(x)—F<x>)+2(9'<x>—e-<x>)<g(x>—e<x>>=
=2(-9(x) +G(x))(f (x) =F (x)) +2(f (x) = F (x))(9 (x) -G (x)) =0

Luego k es constante y como k(0) = (f(0)—F(0))+(g(0)-G(0))=0, entonces k(x)=0 para todo X, y como
k es la suma de dos cuadrados, deben ser f(x)-F(x)=0 y g(x)-G(x)=0. Luego f(x)=F(x) y
g(x)=G(x) paratodo x.

c) Si, f(x)=cosx y g(x)=senx satisfacen las condiciones, y por b) son las Gnicas.
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152.

153.

Una particula que se mueve en el plano XY baja deslizandose a lo largo de la curva de ecuacion

y =vx%+9. En el punto P(4,5) abandona la curvay sigue por larecta tangente a dicha curva.

a) Calcula el punto R del eje Y por el que pasara la particula.

b) ¢Existe algin otro punto Q de la curva tal que la recta tangente a la curva en el punto Q corte al eje Y en el
mismo punto R anterior?

a) Como y'= :%' Recta tangente en P (4,5): y—5=g(x—4):>y=%x+%

NerRRAs

Punto de corte de la recta tangente conelejeY: x=0=y = % = R(O,%) .

b) Rectatangente ala curva y =+x?+9 en el punto Q(a,\/a2 + 9) :

9
y—\/a2+9=(L]x—a Sy=—2 xq
VaZ +9 ( ) Ja?+9  Va?+o

Si queremos que pase por R(O,%) , entonces S8 =a=4o0oa=-4.

va®+9
Luego sia=4, Q(4,5) y sia=-4, Q(-4,5). Por tanto, la recta tangente a la curva en Q(-4,5) también corta

al eje Y en el punto R(O%) .

Define a trozos la funcién:

f(x)=min[x—2 ! J

2 "1+ x?

y calcula (f o ")(2).

1
1+ X

como 1+ x? es siempre positiva, se obtiene la inecuacion equivalente:

2
. X
Resolvemos la inecuacion ?s =

x2(1+x2)s2:>x4+x2—2£0

Resolviendo la ecuacion bicuadrada x* +x?—-2=0 se obtienen las soluciones x = -1 y x = 1. Observando qué
ocurre en los intervalos (—,—1), [-11] y (1+%) se tiene que:
1 x?

si xel|-11 — >
1+ x2 <[4 2 1+x

2
7S si X e(—oo,—l)u(l,+oo)

X sixe[-11]
Lafuncién es f(x)= 2

T si x ¢[-11]

42
, 2.2 4 N _(_75} _ .8
Como f (2):m=—g, entonces (f of")(2) =f(f (2))_f(_EJ_T_E
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Para profundizar
154. Halla la funcién f que cumple la ecuacion:
(1+ xz)f "(x)+2xf'(x)=2

para todo x, sabiendo que f(0)=f'(0)=0.

De la ecuacién anterior se deduce que: (1+x2)f"(x)+ 2xf'(x) = (1+ x2)f'(x))' = 2 = (1+ x2)f ' (x) =2x +a.

Por tanto, f'(x)= 2X+? ,

erocomo f'(0)=0,a=0.
1+x P ()

yestaes f(x)=In(1+x?)+b.

Ahora debemos encontrar una funcién cuya derivada sea f'(x) = T
+X

Como f(0)=0, b=0Yy lafuncién buscada es f(x)= In(1+ x2).

155. Los siguientes limites se pueden escribir como el valor de una cierta funcién en un punto. Aplicando esta
idea, calculalos.

20
a) lim X~ -1 o) fimi9x=1
Xx—0 X xsE X—E
4
4
b) lim COS X d) lim 1+ cosx
,HEX_E Xon X —T
2
2
@) -f . (1+x7 -1
a) Tomando f(x)=x*, f'(1) = lim =lim =20.
x—0 X x—0 X
. cos X cos(h+—) f(h+£j—f(£j n n
b) Sea f(x)=cosx—-=, lim = lim = lim 2 2 f'[ ) sen(—j——l
%™, T ho0 h—0 h 2
2
Y T
B tg(h+—)—tg(—)
¢) Llamando f(x)=tgx y h=x -2, lim 9x=1_ i 4 4 :f'(ﬁj:;:z.
IR T h-0 h 4 2(7:)
7 X—— cos?| =
4
d) Llamando f(x)=cosx y h=x—-m=, lim 1+ cosx :rlling)COS(thTE)_COSTE =f'(n)=-sen(n)=0.
X->n X —T —

a b
+

156. a) Encuentra dos nimeros reales a y b para los que: =
x2-1 x-1 x+1

b) Sea f:R-{-11}—» R definida mediante la formula: f(x)= > 1
X —

Obtén la férmula para la derivada n-ésima de f.
a) Debe ser 2x =ax +a+bx —b para todo x. En particular, six =0, setiene 0=a-b ysix=1, 2 =2a. Luego los
ndmeros buscados sona=1yb=1.

(-D"n!

Xn+l

2X 1

b) f(x)= = +
x2-1 x-1 x+1

, se tiene:

. Como si g(x):i, entonces g" (x) =
X

(-D"n! (=D"n!
+

M (x) =
x-D"*  (x+D"*
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157. Considera una funcién f : R - R que satisface las siguientes propiedades:

1. f(xy+x,) =f(x,)f(x;) paracualesquiera Xy,x, .

2.(0)%0
3.f(0)=1
a) Demuestra que f(0)=1. Indicacién: Toma x, =X, =0 en 1.

b) Demuestra que f(x) # 0 para todo x. Indicaciéon: Toma x, = —-x,; en 1.

c) Utiliza la definicion de derivada para probar que f'(x)=f(x) para todo niimero real x.

()

9(x)

d) Sea g otra funcion que satisface las tres condiciones y considera k (x) =

Demuestra que k es derivable en todo R, y obtén k'(x) . ¢ Qué relacion entre fy g?

e) ¢Conoces alguna funcion f que satisfaga las tres condiciones? ¢ Puede haber mas de una?

a) Llamando a=f(0)=f(0+0)=f(0)f(0)=a’. Por tanto, a=a”. Luego a=0o0a =1y como f(0)=0 se
concluye que f(0)=1.

b) Como f(0)=f(x+(-x))="f(x)f(-x)=1, entonces f(x) no puede ser cero.

&) 11(x)= lim =IOy FOOTMI=F0) gy i FO=2 g 95 0) = £ ()22 1 ).

h—0 h h—0 h h—0 h

k h)-k —g(h
d) k(x)= lim XCEN=KC) _y 909elh) 609 _ g, _ ) i, F)—g(h)
h—0 h h—0 h h—0 g(x)g(h)h g(x) h—0 g(h)h
_f9 0=0
g(x)
Luego k(x) es una funcién constante ya que su derivada se anula para todo x.
f(x)

g(x)za:f(x)zag(x).Perocomo f(0)=1y g(0)=1,entoncesa=1y f(x)=g(x).

e) Lafuncién f(x)=e* satisface las tres condiciones y por d) es la Unica.
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Autoevaluacion

Comprueba qué has aprendido

. . 3
Calcula las ecuaciones de las tangentes a la parébola y = x? trazadas desde el punto P[E’ZJ .

Llamemos a a la abscisa del punto de tangencia como se muestra Y
en la figura (habréa dos tangentes desde P). \ /
. . a?-2 \
La pendiente de r es 2a y también es . /
a-- \ i
2 /
a2 _ 1 /
Asi pues, 2a = 3 =2a?2-3a=a’-2=a’-3a+2=0=a=10a=2.

a-, 0 X
Los puntos de tangencia son, pues (11) y (2, 4) por lo que las ecuaciones de las tangentes pedidas son:

y-1=2(x-D=y=2x-1 y-4=4(x-2)=>y=4x-4

*Como ya sabes, si f es continua en a, y existe lim f'(x), dicho nidmero coincide con f'(a”) (derivada en

x—a~
a por la izquierda). Anadlogamente por la derecha. Aplicando ese resultado, calcula los nimeros ay b para

2 ix< .
que f(x)= ax S_' x<l sea derivableen R.
b+Inx six>1

El Unico punto donde podria no ser derivable es en x = 1. Para que lo sea, f debe ser continua en x = 1, es decir,
lim f (x) = lim f(x) =f (1), por lo que a =b.

x—1" Xx—T
2ax six<1l

Por otra parte, f'(x)=41 . ,asique, limf'(x)=2ay limf'(x)=1.
— six>1 X1 X1
X

Entonces, sia=by2a=1, f es derivable en x = 1, por tanto, si a :% yb :% se verifica que f es derivable en R .

Calcula la derivada de las siguientes funciones (no te preocupes por el dominio de f o de f').

a) f(x)=sen(cosxj b) £(x) = sen®[(® + I’ c) f(x)=V1+e 2
X

2

, cosx || -x*senx - 2xcosx cosx )) xsenx +2cos x
a) f'(x)=|cos| —; | Z =—|cos| — 5
X X

X X
b) f'(x)=3sen?[(x3 D cos[(x® + DI 3(x3 + 1% 3x2

X
c) f'(x)= ;esenz 1cos.i

senl 2 2
2\1l+e 2

Calcula la derivada en x = 0 de lainversa de la funcion f (x)= x> +x -30.

Llamando g(x) alainversa de f(x) tenemos que g(f(x))=x, asi que g'(f(x))f'(x)=1. Nos piden g'(0).

Si f(x)=0, x3+x-30=0, x = 3, asf pues g'(0)-f'(3)=1, por lo que g'(0)= siendo f'(x):3x2+1, es

1
(3)

decir, f'(3)=28, con lo que g'(0) :2_18'
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Calcula la derivada por la derecha en x =1 de la funcién:

T .
f(x)= — six<l1

arctg(l+Inx) six=1

¢Diferiria mucho de la derivada en x = 1 de la funcién g(x) =arctg(1+Inx)?

f(x) es continua en x = 1.

0 six<1
Derivando la funcién se obtiene: f'(x) = 1 1
———— = six2>1
1+(1+Inx)" X

1

Por tanto f'(17) = —_—
1+(1+InD

1.1
1 2
Se obtiene el mismo resultado calculando g'(1) :% puesto que f(x) = g(x) six > 1.

x2 y2 2\/—

Calcula la ecuacidn de la tangente a la elipse ?+T— 1 en los puntos de ordenadas ——

Realiza los calculos sin obtener y como funcidn de x.

Derivando implicitamente, tenemos que 2?)(+ 25y =0, porloque y'= gx
y
2 2
Siy =£, tenemos que X—+£=1, con lo que X—:l—ézi, luegox=20x=-2.
3 9 4.9 9 9 9
- 25 -4
Six=2, y‘——— y la recta pedida sera y——:—(x—2).
6v5 3J— 35
Six=-2, y'= 4 y la recta pedida sera y—i:i(x+2).
35 35
2 .
L <
Obtén la funcion f paralaque f'(x) = 3x“+1 SI_X L y f(0)=2.
5+cosmx six>1
3 .
P . X°+X+a six<1l
Sifix)= X+l sixsl gy 1 .
5+cosnx six>1 5x+=senmx+b six>1
s

Como f(0) =2, tenemos que 0°+0+a=2,a=2 y si f es derivable en x = 1, debe ser continua, por lo que:

lim f(x) = lim f(x), es decir, 2+a=5+isenn+b, conloque 4=5+b, b=-1, asi que:

x—1 x—1" b

X3+ X+2 six<1

f(x)=
( ) 5x+isennx—1 six>1
T

Calcula las derivadas laterales en x =0 de la funcién f(x) =vx2(1+x) . ¢Existe f'(0) ?

f(x) = IxIV1+x
|h|\/1+ . hyl+h (0 ) = lim lhlvi+h . -hvl+h

= lm ——=1 = |lim =-1

f'(0*) =
haO h—0" h h—0~ h h—-0" h

Por tanto, f no es derivable en x = 0.
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Relaciona y contesta

Elige la Gnica respuesta correcta en cada caso
1. Seafunafuncion definidaen R, que admite segunda derivada.
A. Si f(0)>f(1), entonces f'(0)>f'(1).
B. Si g(x)=f(senx), entonces g'(0)>f'(0).
C. Para cualquier numero real x, se verifica que:
(f-£)(x)-f(x)f"(x)=0

D. Existen nimeros a para los que lim f'(x)= lim f'(x).
x—a~ x—a’

La respuesta correcta es C. (f -f")'(x) =f'(x)f"(x)+f(x)f"(x), porlo que (f-f")'(x)—f(x)f"(x)=(f '(x))2 >0.

2. Sea g(x)=2x -6y funafuncion tal que f'(x)=e* . Latangente alacurva y =(f og)(x) en el punto de
abscisa 3 verifica que:

A. Es horizontal. C. Su pendiente es mayor que f'(1).

B. Tiene pendiente negativa. D. Es paralela a la gréficade y = g(x).

La respuesta correcta es D. (f o g)'(3)=f'(g(3))g'(3). Como g(3)=0y g'(3)=2,es (f-g)'(3)=f'(0)-2=2.

3. Consideralafuncion f(x)=In /w
1-senx

. Presenta un punto con tangente horizontal.
. Su derivada siempre es positiva.

A
B
C. No es derivable en los puntos de corte con el eje horizontal.
D

. [f'(x)| 21 en los puntos en los que es derivable.

1>1

La respuesta correcta es D. Como |cos x| <1 para todo valor de x, entonces |f (x)| = | | >1.
COS X

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas

4. Sea f:R — R derivabley tal que su grafica es simétrica respecto de larecta x = 2.

A. vxf(2+x)=f(2-x) C. vx,f'(2+x)=1f'(2x)
B. vx(f(x)=f(4-x) D. Si XIiﬁnjmf(x):1:xliﬁrr7100f(x):1

Son verdaderas la A y la D. Si la gréfica es simétrica respecto de la recta x = 2, debe ocurrir que
f(2+x)=1f(2-x) sea cual fuere x.

Observando ahora que los nimeros x y 4 — x equidistan de 2 pues |2 - x| = |4 -X - 2| concluimos que B también
es verdadera.

La afirmacion C es falsa como lo prueba, por ejemplo, la funcién f (x)=(x - 2)2 yx=0.
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SOLUCIONARIO

Para todo x mayor que 1 se verifica:

A. Sif(x)=e’ =f"(x)=e* C. Si f(x)=senx = f"(x)=sen(x +r)

B. Sif(x)=¢e" =f"(x)=2xe* D. Si f(x)=cosx = f"(x)=cos(x+n)
C es verdadera ya que si f(x)=senx, f'(x)=cosx, f"(x)=-senx y sen(x +r)=-senx.
D también es verdadera ya que f(x)=cosx nosllevaa f'(x)=-senx, f"(x)=-cosx y cos(x+m)=-C0SX .

Ay B son falsas porque f"(x) = (2+4x2)exz .

Elige larelacién correcta entre las dos afirmaciones dadas

6.

Sea f : R —»> R derivable.
1. Latangentealacurva y =f?(x) en x =3 es horizontal.
2.Lacurva y =f(x) corta al eje de abscisas en el punto x = 3.

Alle 2 C. 2= 1perol = 2.

B.1= 2pero2 =1 D. 1y 2 se excluyen entre si.

La relacion correcta es la C.

y'=2f(x)f'(x), por lo que sise da 2 es f(3)=0, conloque y'(3)=0 ysedal Asique2 = 1lperol = 2,
2

como prueba, por ejemplo, y= ((x —3)2 +1) , con lo que f(x)=(x- 3)2 +1 verifica pues

y'= 2((x -3y +1)2(x -3), es decir, y'(3)=0 pero f(x)=(x-3)’ +1 no corta al eje horizontal, es decir, no se

verifica 2.

Sefiala el dato innecesario para contestar

7.

Sea f(x)=xg(x)+asenx +be* donde g:R — R es una funcién derivable. Para calcular la ecuacién de la
tangentealacurva y =f (x) en x =0 nos dan los siguientes datos:

1. Lacurva y =g(x) cortaal eje vertical en (0,4).
2. Lascurvas y =f(x) y y =g(x) secortanenx=1.

3. y =f(x) tiene tangente paralela a la bisectriz del primer cuadrante en (0,4).

4. El punto (0,a+b) es el maximo delacurva y =

1+x2°
A. Puede eliminarse el dato 1. C. Puede eliminarse el dato 3.
B. Puede eliminarse el dato 2. D. Puede eliminarse el dato 4.

La ecuacién de la tangente pedida es y —f (0)=f'(0)x, f(0)=b.
f'(x)=g(x)+xg'(x)+acosx+be*, porloque f'(0)=g(0)+a+b con el dato 1, se obtiene g(0)=4.

El dato 2 nos dice que f(1)=g(1), o sea, g(1)+asenl+be =g(1), asi que asenl+be =0, que junto con el dato 4

nos permite calcular a y b que el maximo de la curva y =

> se alcanza en x = 0 y vale 1, por lo que segun el
1+x

dato 4, a+b =1, que junto a la igualdad anterior, dada por el dato 2, nos permite calcular a y b y hemos obtenido
la ecuacién de la tangente a y =f(x) sin tener que utilizar el dato 3. Por tanto, la respuesta correcta es C.
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