SOLUCIONARIO

4 Representacion de funciones

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Ejercicio resuelto.

2. Indicalos puntos de discontinuidad, singulares y criticos para las siguientes funciones.

3 2
a) f(x):LZXJrS b) f(x)o— ™ ) F(x)=x+ fx+% d) fO0=lx+1+Ix—3]

x2+x2+4

a) D(f)=R. No hay puntos de discontinuidad.

3x* -6
frx) =X "X _0=x=0, x=2 sonlos puntos singulares y criticos.

b) x®+x%+4=(x+2)(x?-x+2)=0=x=-2 es un punto de discontinuidad.

—x(3x+2)

f(x) = 3
(x®+x%2+4)

=0=>x=0 ,x= —% son los puntos singulares y criticos.

c) D(f)= [—%,+ooj .En x = —% la funcién es continua solo por la derecha : f'(x) = 14— L0 )
1
21/x+—

. - 1 i .
No hay puntos singulares y no hay puntos criticos, ya que en x = ) la funcion no es continua.

d) D(f)=R. No hay puntos de discontinuidad.

Los puntos x = -1y x = 3 son criticos pero no singulares (en ellos no existe la primera derivada).

3. Determinalos puntos de discontinuidad, singulares y criticos de las siguientes funciones.

[v2
a) f(x)=x+senx b) f(x)=1/ 2X4 c) f(x):XZ—J:1 d) f(x)=eX
— X

a) D(f)=R. No hay puntos de discontinuidad.
f'(x)=1+cosx=0=x=(2k +D, con k € Z son puntos singulares y criticos.

b) D(f)=(-2,0]u(2 +=).Es continua en todo su dominio.

2
X -4 L. . ., .
f'(x)= , X = 0 es punto critico, pues aunque existe la funcién no es derivable en ese

2Ix (x2 —a)\x? -4

punto.
c) D(f)=(-0,-2)u(-2,2)u(2+w0). Es discontinua parax =2 y x = -2,
—x(x?+12)

(x2-a)’x?+a

X i 0 . - . -
d) f'(x)= {e § st x> = No hay puntos de discontinuidad ni singulares. El punto x = 0 es un punto critico.
-e™* six<0

fr(x)= =0= x=0. Es un punto singular y critico.

4y 5. Ejercicios resueltos.
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Estudia las simetrias de las funciones:

1+ x? 2x 1 X
f(x)=1+ b) f(x)=—-2 f)=x+= d f(x)=—
a) & ) f(x) 1 c) f(x)=x+ < ) 1
1+(-x)? 1+ x?
a) f(—x) =1+ )4 =1+ N =f(x) = simétrica respecto del eje Y. Funcion par.
—X

2(=x)  —2x lej No es par ni impar.

b) (=)= (—x)+1 -x+1 x-—

1 1
c) f(=x)=-x = —(x +;j =-f(x) = Simétrica respecto del origen de coordenadas. Funcion impar.
—X X

m = _1_|X| =-f(x) = Simétrica respecto del origen de coordenadas. Funcién impar.

d) f(—x)=

Indica si las siguientes funciones son periédicas y, en caso afirmativo, indica el periodo.

a) f(x)=—0X_ b) f(x)=sen(3x)+sen(4x) c¢) f(x)=1+ 1 d) f(x)=x+senx
1+cosx cos? x
a) f(x+2n)= sen(x+2m) _ _senx = Funcioén periddica con periodo 2m.

1+cos(x+2m)  1+cosx
b) f(x+2n)=sen(3x+2n)+sen(4x+2n) = sen(3x) +sen(4x) =f (x) = Funcién periddica con periodo 2.

1 L et =f(x) = Funcién periddica con periodo .

2 =4+ 2 2
cos”® (x +m) (=cosx) cos” X

c) f(x+m)=1+

d) No es periédica.

8y 9. Ejercicios resueltos.

10.

Halla las asintotas de las siguientes funciones y Usalas para trazar aproximadamente sus ramas infinitas.

2
a) 1‘(x)=2x—+1 b) f(x)=M c) f(x)= 21
x-1 x-1 X“+3
] . Y
a) x =1 es una asintota vertical porque: i\
. 2X+1 . 2x+1 !
lim =400, lim =— N
x-1" X =1 x-1 X—=1 ol ! B
y = 2 es asintota horizontal porque lim 2x+1 =2>y=2. 0\:2 X
x—t0o X —1 \:
Al haber asintota horizontal en +© y en —0, no hay oblicuas. I
2 _2x%+1 Y| /
b) x =1 es asintota vertical pues lim 2+l =40 y lim =—0, E ,'/
x>t X —=1 x> X-1 ' /’
2 {2
No hay asintota horizontal porque |irr+1 1 too= y=2x+2es 7
X—two — " //
asintota oblicua porque: i/,
0 2xP 41 S
lim = lim — =2 271
X—oto X X—>too X< — X 4
) . SO 1 2 X
lim (f(x)—2x) = lim (ZX +1—2xj= lim 122X o 7
X—>t0 x—>+o\ X —1 x—t0 X —1 // |
// :
c) D=R, por tanto, no existen asintotas verticales. Y
y = 0 es asintota horizontal porque lim 5 =0. 1
X—+0 X< 4+ 3
. . [JE ey o Y|
No hay asintotas oblicuas. ol 1 X
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—2x+1

11. Dada la funcién f(x)=xe , estudia si tiene asintotas y determina la posicién de la curva respecto a

ellas.

Como D(f) =R, solo tiene sentido estudiar su posible existencia en +o 0 —w.

lim f(x)=-00 y lim f(x)=0. Luego y = 0 es una asintota horizontal en +oo.

X—>—0 X—>+0

Ademas f(x) >0 six se acercaa +w, por tanto, f se acerca a la asintota por encima.
12. Ejercicio interactivo.
13. Ejercicio resuelto.

14. Estudia los intervalos de crecimiento y los extremos relativos de las funciones siguientes y esboza su

grafica.
a) FO0=2x3+1x2 _ox 43 c) f(x)=1x5—§x4+3x3+1
3 2 5 2
b) f(x)=x3-7x?+16x-13 d) f(x)=3x>-5x°
a) f'(x)=x?+x-2=0=>x=-2,x=1 y I
e N Il
f'(x) + - + ™\
/ 1\ /
| 2N |

Creciente: (—oo0,—2) U (1,+x) . Decreciente: (-2,1)

-

Maximo relativo en x = -2. Minimo relativo en x = 1.

b) f'(x):3x2—14x+16:03x:2,x:%

=<

—00 2 E -+0o0 0 APJ X
f'(x) + - +

fco | S| N | S

T

8 8
Creciente: (—oo,2)u(§,+oo]. Decreciente: [2, §j

L. . . . 8
Maximo relativo en x = 2. Minimo relativo en x = §'

vl ]
c) f'()=x*-6x3+9x*=0=x=0,x=3 /
—o 0 3 4w
f'(x) + + +
f(x) Ve Ve Ve 1
Creciente en todo R. IO 1 X
No tiene extremos relativos.
d) f'(x)=15x*-15x>=0=x=-1,x=0,x=1 Y
f'(x) + - - +
i | 2NN | |
o \1] X

Creciente: (—w,—1) U (1+wo) . Decreciente: (-11)

Maximo relativo en x = —1. Minimo relativo en x = 1.
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15. Indica la concavidad y los puntos de inflexion de f (x) = x> -12x .

f'(x)=6x=0=>x=0
f"(x) <0 en (-=,0). Céncava hacia abajo: (-»,0)
f"(x)>0 en (0,+x). Céncava hacia arriba: (0,+)

Punto de inflexion en (0,0).

16. En cada caso, calculalos valores de ay b para que:
a) f(x)=x%+ax®+bx-113 tenga un maximo en (5,162).

b) f(x) = x* +ax® + bx? +12x — 28 tenga un punto de inflexién en el punto (20).

a) f(x)=x>+ax® +bx-113, f'(x)=3x> +2ax +b
f(5)=162 =125+ 25a+5b -113 =162 = 25a + 5b =150 = 5a+ b =30
f'(5)=0=75+10a+b=0=10a+b=-75

{5a+b:30 — 5a=-105= a=-21, b =135

10a+b=-75
Por tanto, la funcion buscada es f(x)= x> - 21x* +135x —113.
b) f(x)=x*+ax®+bx*+12x-28, f'(x)=4x> +3ax® + 2bx +12, f"(x)=12x*+6ax+2b
f(2)=O:>16+8a+4b+24728=0:8a+4b=712:2a+b:73

f"(2)=0=48+12a+2b=0= 6a+b =24

2a+b=-3 21 15
3a:—_;b:_
6a+b=-24 4 2
g . 21 4 15 ,
Por tanto, la funcién buscada es f(x)=x —Tx +—=x°+12x-28.

17. Ejercicio resuelto.
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18. Estudiay representa las siguientes funciones.

a)

a)

b)

c)

2 2
f) =X *2 b) f(x)=—p0 ) f(x)==%

x° -4 X +3 X+3
Dominio y continuidad: D(f) =R -{-2,2} . Y

Simetria: Presenta simetria respecto al eje Y.

Puntos de corte con los ejes y signo: | \
Eje V: [O,—%J : Eje X: No tiene. / 2 \
On2 X
f(x)>0 en (—w0,-2)U(2,+x) y f(x)<0 en (-2,2) f/ \\
Asintotas: Verticales: x = 2, x = —-2.Horizontales: y = 1 | ||
Puntos singulares y crecimiento: f'(x) :ix2 , £'(x)=0= x=0. Crece en (—», —2)uU(-2,0) y decrece
2
X -4
o 5
en (0,2)u(2, +»). Maximo: [0,—2).
o o 54x2 +72 o } . .
Puntos de inflexién y concavidad: f"(x) :ﬁ;tO: No hay puntos de inflexion. Concava hacia arriba
2
X° -4

en (—«,—2) U (2,+) y concava hacia abajo en (-2, 2).

Dominio y continuidad: D(f)=R.. Y

Simetria: Presenta simetria respecto al eje Y.

Puntos de corte con los ejes y signo:

Eje Y: (0,1); Eje X: No tiene. f(x)>0 en R. —

Asintotas: Horizontales: y = 0, yaque lim f(x)=0
X—>+o0

Puntos singulares y crecimiento: f'(x) =LX2, f'(x)=0= x=0. Crece en (—»,0) y decrece en (0,+x).
x? +3)
Méaximo: (0,1).
e . . 18(x2-1) N 3
Puntos de inflexion y concavidad: f (X):(2—3’ f"(x)=0= x=1x=-1. Puntos de inflexion J,Z y
X +3

(—1 %) y es concava hacia arriba en (—w,—1) U (1+0) y concava hacia abajo en (-11).

Dominio y continuidad: D(f) =R -{-3}. 1 /

Simetria: No es par ni impar.

N\

Puntos de corte con los ejes y signo:

Eje X: (0,0), Eje Y: (0,0) . 7
0’5 X
f(x)<0 en (—0,—3) y f(x)>0 en (-3,0)u(0,+x) A
N\
Asintotas: Verticales: x = —3; Oblicuas: y =x -3 :
Puntos singulares y crecimiento: f'(x) :X(X—+62) P4 E
(x+3) P |

f'(x)=0= x=0,x=-6. Crece en (-x,—-6)uU(0,+x») y decrece en (-6,-3) U (-3,0). Maximo: (-6,-12) y
minimo (0, 0).

Puntos de inflexion y concavidad: f"(x) = #0= No hay puntos de inflexion. Concava hacia arriba en

(x+3)
(—3,+) y concava hacia abajo en (—o0,—3).
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19. Halla el valor de a para que la funcién f(x)=- tenga un punto de inflexion en x = 1 y calcula el

x2+a

valor de su ordenada.

) ., 2x . 2a - 6x> ) -
Se calcula la segunda derivada de f: f'(x) = f (x) =————. Como x = 1 es un punto de inflexion,
(x2 + a) (x2 + a)
entonces f"(l):O:h—_sszojazg_
(1+a)

(Q=-p=-2=1(3-1]

1+3 4 4

2Xx+m |

20. Dadalafuncién f (x) =

x2—4
Calcula el valor de m para que f tenga un extremo relativo en x = 1.

b) Para el valor hallado, comprueba que dicho extremo es un minimo relativo y calcula su correspondiente
ordenada.

2
a) f‘(x)—%.mtonces, f'(l)=0:w=03m=—5
x2 -4

_ 4x® —30x” + 48x — 40

b) f"(x) .Como f"(1)>0, entonces es un minimo relativo y la ordenada es
(¢ -af
2-1-5 -3
()= =—=1
() 12_4 -3

21y 22. Ejercicios resueltos.

23. Estudia los intervalos de crecimiento y los puntos singulares de la funcién f (x) = Ix2?.

El dominio de la funcién es todo R . La funcion es continua en todos los puntos de R .

Por tanto, la funcién no es derivable en x = 0. En este punto presenta un punto critico.

2
f'(X)=——=.
=3
Como f'(x) >0 para todos los valores x > 0y f'(x) <0 para todos los valores x < 0, la funcién es decreciente en

(-,0) y creciente en (0,+w) . El (0,0) es un minimo relativo.

24. Hallael valor de a para que f (x) = tenga por asintota horizontal larectay =-3.

ax
Vx2+1

=-3=a=-3.

Si la asintota es por la derecha lim

ax
X—>+00 IXZ +1

. . o . ax . -
Si la asintota es por la izquierda lim = lim =-a=-3=a=3.
X—>—0 \/XZ +1 X—>+0 \/XZ +1
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25. Hallalas asintotas oblicuas de f(x)=v2x*-8.

y = J2x es asintota oblicua en +oo porque:

2
m= lim Y2X -8 _ /5 y n= lim («/2x2 -8 _sz): im 8 _
X—>+00 X X—>+0 X—>+00 ,2X2—8+ ,2X

0

y = —J2x es asintota oblicua en —oo porque:

m= lim M:—«E y n= lim (\/2x2—8 +\/§x): lim %=
X—>—0 X X—>—0 X—>+o0 2X _8_ 2X

0

26. Traza la gréfica de las siguientes funciones, estudiando su dominio, cortes con los ejes, asintotas y
extremos relativos.

X2

a) f(x)=x+vx b) f(x)=

X+1

a) Dominio: D(f)=[0,+x) y

Puntos de corte con los ejes:

Eje X: (0,0) Eje Y: (0,0)

Asintotas:

Verticales: No tiene.

Horizontales: No tiene.

-

Oblicuas: No tiene porque n = lim (x +x - x) = lim VX =+, 0f 1 X

X—>+00 X—>+00

Maximos y minimos: No tiene, crece en todo su dominio.

b) Dominio: D(f)=(-1,+w)

Puntos de corte con los ejes: /

Eje X: (0,0) Eje Y: (0,0)

Asintotas: /

2

. . X
Verticales: x = -1 porque Iim =40 . /
x>-1" X +1

Horizontales: No tiene. !

Oblicuas: No tiene. 0| 1

Méximos y minimos: Minimo relativo en (0,0). Crece en (0,+x) y decrece en (-10).

27. Ejercicio resuelto.
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28. Estudiay trazala gréafica de las siguientes funciones.

a) f(x)=xe"

a) Dominio: D(f)=R.
Puntos de corte con los ejes y signo:
Eje X: (0,0) Eje Y: (0,0)
f es positiva si x > 0 y negativa six <0
Simetrias: La funcion no es par ni impar.
Asintotas:

Verticales: No tiene porque D(f)=R

Horizontales: y =0 en —o

porque lim xe* = lim X == (indet.) = lim

b) f(x)=e*"*

=0

X—>—00 X—-0 @ 400 x——n0 _@ X

. . . xeX
Oblicuas: No tiene porque lim

X—+0 X X—>+00

Puntos singulares y crecimiento:

f'(x)=(x+1)e*=0=>x=-1

= lim e* =+wo.

Decrece en (—o,—1) y crece en (—1,+w) . Minimo en (—1—1].
e

Puntos de inflexion y concavidad:

f'(x)=e*(x+2)=0=>x=-2

Concava hacia abajo en (—o0,—2) y céncava hacia arriba en (—2,+) . Punto de inflexién (—2,—%}

b) Dominio: D(f)=R.
Puntos de corte con los ejes y signo:
Eje Y: (0,e)
f es positiva en todo R .

Simetrias: La funcién no es par ni impar.

Asintotas:

Verticales: No tiene porque D(f) =R
Horizontales: y = 0 en — porque lim e*™ =0
X——00

Oblicuas: No tiene.

Puntos singulares y crecimiento:

f'(x)=e*"=0.

No tiene maximos y minimos la funcién es siempre creciente.

Puntos de inflexién y concavidad:

f"(x)=e*" 0. No tiene puntos de inflexion.

Coéncava hacia arriba en R.

-
—"

e

—

T

-

Representacion de funciones | Unidad 4
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29. Representa la gréfica de las siguientes funciones.

X

a) f(x)==- b) f(x)

a) Dominio: D(f) = (-,0) U (0,+x).

Puntos de corte con los ejes y signo: No corta a ninguno de los ejes.

f es positiva si x > 0 y negativa si x < 0.
Simetrias: La funcion no es par ni impar.

Asintotas:

Verticales: x = 0 porque lim f(x)=—-c0 y lim f(x) =+
x—0"

x—0"
Horizontales: y =0 en —o
X

porque |lim e . 0

X—>—0 X
Oblicuas: No tiene.

Puntos singulares y crecimiento:

fi() = 7Y (:2‘1)

=0=>x=1

Decrece en (-«,0)U(0,1) y crece en (1+w). Minimo en (1, e).

Puntos de inflexion y concavidad:

eX (x2 72x+2)

fr(x)= 3

= 0. No tiene puntos de inflexion.

Céncava hacia abajo en (—oo,O) y céncava hacia arriba en (O,+oo) .

b) Dominio: D(f)=R.
Puntos de corte con los ejes y signo:
Eje X: No tiene Eje Y: (0,16)

f es positiva en todo R
Simetrias: La funcion es par.

Asintotas:

Verticales: No tiene porque D(f)=R

X< -4
Horizontales: y = 0 en +« porque lim (_j =0

X—>+to0

Oblicuas: No tiene.

Puntos singulares y crecimiento:
X< -4
f‘(x)=(lj In1-2x=03x=0.
2 2

Decrece en (0,+x) y crece en (-«,0). Maximo en (0,16) .

30. Ejercicio resuelto.
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31. Estudiay trazala gréafica de las siguientes funciones.

a)

a)

b)

f(x)=xInx b) f(x):log(xz—l)

Dominio: D(f) =(0,+wx).
Puntos de corte con los ejes y signo:

Eje Y: No tiene Eje X: (1,0)

f es positiva si x > 1 y negativa si x < 1. /

Simetrias: La funcion no es par ni impar. /

Asintotas: /

Verticales: No tiene. /

Horizontales: No tiene. /

N

Oblicuas: No tiene. /

Puntos singulares y crecimiento:

f'(x):l+|nx:0:|nx=—l:>x:1
e

Decrece en (0,1] y crece en (1,+oo] . Minimo relativo en (i,—ij .
e e e e

Puntos de inflexion y concavidad:

f(x)= % #0= Concava hacia arriba en (0,+x).

Dominio: D(f) = (—o0,~1) U (L+w).
Puntos de corte con los ejes y signo:

Eje X: (—\/E,O), (\/EO) Eje Y: No tiene
f es positiva en (—oo,—\/E) U (\/5 +oo) y hegativa en (—ﬁ,-l) V] (l x/E) .

Simetrias: La funcion es par.

Asintotas:

Verticales: x = —1 es asintota vertical por la izquierda porque lim Iog(x2 —1) =—0

x—>-1"

x = 1 es asintota vertical por la derecha porque lim Iog(x2 —1) =—00. Y

x—1"

Horizontales: No tiene.

Oblicuas: No tiene. ol | T
2T 7
Puntos singulares y crecimiento: o1 13 %
2X

= x =0 no pertenece al dominio.

f‘(x)z(

x2 —1)|n10

Decrece en (—«,—1) y crece en (1+w). No presenta extremos relativos.

Puntos de inflexion y concavidad:

f"(x) = 0. No tiene puntos de inflexion. Céncava hacia abajo en (-»,0) y concava hacia arriba en (0,+x) .

gw Representacion de funciones | Unidad 4
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32. Representa las siguientes funciones logaritmicas.

_Inx

a) f(x) b) f(x)=In(2x +3)

a) Dominio: D(f)=(0,+).

Puntos de corte con los ejes y signo:

Eje Y: No tiene Eje X: (1,0)

-

f es positiva si x > 1 y negativa si x < 1.

Simetrias: La funcion no es par ni impar. 0

Asintotas:

. . Inx
Verticales: x =0 porque lim —— = -
x—0" X

———

Horizontales: y = 0 porque lim Inx -1 (indet.) = lim 1 0

X—>t0 X ~+00 X—>+00 X
Oblicuas: No tiene.

1-Inx =0=Inx=1=>x=¢e

Puntos singulares y crecimiento: f'(x) =

- . 1
Decrece en (e,+x) y crece en (0,e). Maximo relativo en (e,—j.
e

-3+2Inx
X3

0:>x=e\/g.

Puntos de inflexién y concavidad: f"(x) =
Concava hacia abajo en (0, e«/E) y concava hacia arriba en (e e, + oo)
- 3
b) Dominio: D(f)= (—E,Jroo).

Puntos de corte con los ejes y signo:

Eje X: (-1,0) Eje Y: (0,In3)

f es negativa si x < -1y positiva si x > -1

Simetrias: La funcion no es par ni impar.

Asintotas:

Q\I\J

N

Verticales: x = —% porque lim In(2x +3)=—x
3+

X———
2

Horizontales: No tiene.
Oblicuas: No tiene.

Puntos singulares y crecimiento:
f'(x)

Puntos de inflexion y concavidad:

T 2x+3
f"(x) = 0. No tiene puntos de inflexion. Céncava hacia abajo en (—%,Jroo) .

33y 34. Ejercicios resueltos.
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35.

Estudiay representa las siguientes funciones.

a)

b)

a)

b)

f(x) = sen(2x) c) f(x)=tg(2x)

f(x) = sen(2nx) d) f(x)=-2+cos(2x)

Dominio: D(f)=R.
Simetrias: f(-x)=sen(-2x) = —sen(2x) =—f(x) = f es impar.
Periodicidad: f(x + ) =sen(2(x +r)) = sen(2x + 2r) = sen(2x) = f (x)

La funcion es periddica con periodo = . Por tanto, solo es necesario realizar su estudio en el intervalo [O, n] y
su comportamiento se generaliza en todo R .
Puntos de corte con los ejes:

Eje X: Y

sen(2x)=0=2x=0,2x =n = x =0,x :g: (0,0),(%,Oj,(n,o)

-

Eje Y: (0,0) g J X

Asintotas: No tiene.

Puntos singulares y crecimiento:

f'(x)=2cos(2x)=0=cos(2x)=0=x = 2
. n 3w, 3n o b - 3n

Crece en (O,—j, decrece en (——J y crece en (—nj Maximo [—,1}. Minimo (—,—1)
4 4 4 4 4 4

Dominio: D(f)=R.

Simetrias: f(-x)=sen(-2nx) = -sen(2nx) = —f (x) = f es impar.

Periodicidad: f(x +1)= sen(2n(x +1)) =sen(2nx + 2n) = sen(2nx) =f (x)

La funcién es periddica con periodo 1. Por tanto, solo es necesario realizar su estudio en el intervalo [0,1] y su
comportamiento se generaliza en todo R .

Puntos de corte con los ejes:

Eje X:

sen(2nx)=0=2nx =0, 2nx=n = x=0,X = % = (0,0),(%,0],(],0)

=

Eje Y: (0,0)

Asintotas: No tiene.

Puntos singulares y crecimiento:

f'(x) =2ncos(2nx) =0 = cos(2nx) =0 = x =%,x =%

Crece en (O,EJ; decrece en (igj ;y crece en (3,1 . Maximo (1,1) Minimo (g,—l)
4 4 4 4 4 4
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¢) Dominio: D(f) = R—{%k ke Z} .
Simetrias: f(-x)=tg(-2x)=-tg(2x)=-f(x) = fesimpar.

Periodicidad: f (x +gj = tg(—z(x +§D =tg(-2x—n) =tg(2x) =f(x)

.. T . T . . . . T
La funcién es periddica con periodo > Por tanto, solo es necesario realizar su estudio en el intervalo {OE} y

su comportamiento se generaliza en todo R .
Puntos de corte con los ejes:

Eje X: II

T —r—

tg(-2x)=0=> X =0,x = g = (0,0), (%,Oj

-—
I~

Eje Y: (0,0)

Asintotas: Verticales x = %+ kg .

Puntos singulares y crecimiento:
f'(x)=2(1+tg°2x) = 0= No presenta extremos relativos.
Es creciente en todo su dominio.
d) Dominio: D(f)=R.
Simetrias: f(-x)=-2+cos(-2x) =-2+cos(2x) = fes par.
Periodicidad: f(x + ) =—-2+cos(2(x + 1)) = -2+ c0s(2x + 2r) = -2 + cos(2x) = f (x)

La funcion es periddica con periodo r. Por tanto, solo es necesario realizar su estudio en el intervalo [0, 71:] y su

comportamiento se generaliza en todo R . v

Puntos de corte con los ejes:

-y

Eje X: No tiene.
Eje Y: (0,-1) 01 X

Asintotas: No tiene. \/ \/

Puntos singulares y crecimiento:

f'(x)=-2sen2x=0=sen2x=0=Xx=0,x = % Méximo (0,-1), minimo (% —Sj.

Decrece en [O, %j y crece en (% nj .
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36. Haz un estudio y luego representa las siguientes funciones.

a) f(x)=

sen’ (nx)
b) f(x)= arcsen(gj

a) Dominio: D(f)=R.

Simetrias: f(-x) = sen’(-nx) = (—sen(nx))2 =f(x)= fespar.

c) f(x) :arccos(xz)

d) f(x):arctg(%)

Periodicidad: f(x +1) = sen®(n(x + 1)) = sen’ (nx + m) = (sen(nx))2 =f(x)

La funcion es periodica con periodo 1. Por tanto, solo es necesario realizar su estudio en el intervalo [0,1] y su

comportamiento se generaliza en todo R
Puntos de corte con los ejes:
Eje X:

sen’(nx)=0= nx =0,mx = 1= x =0,x =1=(0,0),(10)

Eje Y: (0,0)
Asintotas: No tiene.

Puntos singulares y crecimiento:
1

||
-

f'(x) = 2nsen(nx)cos(nx) =0=> nsen(2nx)=0=>x=0,x ==

I\.)

Crece en ( ;j decrece en (; j Minimo

b) Dominio: D(f)=[-22].

Simetrias: f(-x)= arcsen(—g] = —arcsen(%) =

Puntos de corte con los ejes:
Eje X:

arcsen(gj:O:%:O:x:O:(0,0)

Eje Y: (0,0)

Asintotas: No tiene.

Puntos singulares y crecimiento:
1 11

e

Puntos de inflexion:

— fes siempre creciente.

—X

(X) ) (x —4)\/@

En (-2,0) concava hacia abajo y en (0,2) concava hacia arriba.

=0= x =0= Punto de inflexién (0,0).

—f(x)= fesimpar.

. Maximo (%1} Minimo (1,0)

ENNTE] <
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c) Dominio: D(f)=[-11].

Simetrias: f(-x) = arccos((—x)z) = arccos(xz) =f(x)= fes par.

Puntos de corte con los ejes:

Eje X:

- N=
/

arccos(x*) = 0= x* :%: X=t g = (\/%0] [ %o]

Eje Y: (0, E)
2

Asintotas: No tiene.
Puntos singulares y crecimiento:

f'(x)= 2X_ _0=x=0

Crece en (-1,0); decrece en (0,1). Maximo (0,1).

d) Dominio: D(f)=(-,0) U (0,+x).

Simetrias: f(-x) = arctg(—lj = —arctg(iJ =—f(x)= fesimpar.
X X

e S ERS

Puntos de corte con los ejes:

o
-

x| |

Eje X:

d
N

arctg(lj =0= 1 =0= No hay punto de corte con el eje X.
X X

Eje Y: No hay punto de corte con el eje Y porque f no esta definida en x = 0.

Asintotas:

. . . 1 . 1
Verticales: No tiene porque lim {arctg(—ﬂ =1 lim {arctg(—ﬂ =-1
x—0" X x—0~ X

Horizontales: y = 0 en +o porque lim {arctg[iﬂ =0;y=0en —o porque lim {arctg(lﬂ =0
X—>+00 X X X

Oblicuas: No tiene.

Puntos singulares y crecimiento:

f'(x)=—X*—<0= fes siempre decreciente.

Puntos de inflexion:

f'(x)= 2—X2 =0= x=0= No pertenece al dominio.

(x2 +1)

En (—oo,O) concava hacia abajo y en (O, +oo) céncava hacia arriba.

37y 38. Ejercicios resueltos.
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39. Partiendo de lagréficade f(x)=Inx , traza las gréficas de:

a) f(x)=1+Inx b) f(x)=1+In(x-1)

Y
) =1+Inx
=1 | — o= Inx
//’/ X)y=1rX
1 o
0|/ X
fx)=1+Inx(x—1
40. A partir de la grafica de la funcion f (x)=e™ , traza la graficade g(x)=e™.
(Y
|
|
|
f(x) = e\
\
\
\
f(x)= o7 !
0| 1 X
41. A partir de la graficade lafuncion f(x)= x?, trazalas de:
2 2
a) f(x)=|x*-1 b) 9(X)=\(X-1) -1{+2
\ v
\ /
f(x) = x2
\ /
0| 1 X
3) Yl b) \ Y /
\ /
00 = -1 A\ /
\l !/
0| 1 X 1
0| 1 X
)= [(x=12-1]+2
42. Ejercicio interactivo.
43 a 51. Ejercicios resueltos.
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EJERCICIOS
Dominios y puntos de discontinuidad
52. Paralas funciones dadas:

a) Estudia su dominio.

b) Indica los puntos de discontinuidad de especial interés (puntos de discontinuidad en los que al menos existe

uno de los limites laterales).
Indica también si en alguno de estos puntos la funcion es continua a la izquierda o a la derecha.
1 1

1. f(X):Xz_l—;

N

) f(x)=x/§+\/2x—3
3. f(x)=V1-v4-x*

4. f(x)=In(sen(x))
5. f (X) — ,/ez><2—5><+2

D(f)=(—0,—1)u(-10)u(0,1)U(L +x)

Los puntos de discontinuidad de especial interés son x =-1, x=0, x=1.

x>0
2x>0 3
= 3=>D(f)=|=,+0
2x-32>0 XZE 2

3 L .
En x = > la funcién es continua por la derecha.

4-x2>0 x2 < 4
Nrd 1:0£47X2Sl:>71SX274£0:>3£X234:D(f)=[72,7\/§}u[\/§,2}
-X° <

=
1-V4-x*>0

Enx=-2yx= \/§ la funcion es continua por la derecha, yenx =2y X = —\/5 la funcion es continua por la

izquierda.

senx>0= x (2km, (2k +1)7), con k € Z

Los puntos de discontinuidad de especial interés son x =kn, keZ

Las potencias de base positivas son positivas.

Por tanto, la raiz cuadrada siempre existe y el dominio es todo R . No hay puntos de discontinuidad.
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Puntos de corte con los ejes y signo

53. Para las siguientes funciones, calcula sus puntos de corte con los ejes y estudia las zonas donde su
imagen es positivay donde su imagen es negativa.

a)

b)

c)

d)

e)

f)

9)

b)

c)

d)

e)

f)

9)

f(x)=x%-x*-4x+4

f(x)=x*+x*-16x +20

X2 +2
f(x)=
() ="y
x-1
f(x)=
() X+2
1
f(x)=
()=1"o

f(x)=In(x*-8)

f (x) = sen’x + cos 2x

Los puntos de corte con el eje X son: x=-2,x=1,x=2. Con el eje Y es (0, 4). La funcién es continua en todo
R.En (—oo,—2) la funcién es negativa; en (—2,1), positiva; en (1,2), negativa; y en (2,+oo) , positiva.

Los puntos de corte con los ejes son:

Eje X: (-5,0),(2,0)
Eje Y: (0, 20)
En (—0,—5) la funcion es negativa, y en (-5, 2) U (2, + ) positiva.

El signo de f(x) sera el mismo que el de 'y = X2 — 4 excepto en X = -2 y x = 2, en los cuales la funcién no
existe.

Punto de corte con el eje Y: (0,-%)

Por tanto, es positiva en (—»,-2) U (2,+x), y negativa, en (-2, 2) .

La funcién es positiva en todo su dominio que es (—o,—2)U[1+x) excepto en x = 1, que vale 0.
El dominio de la funcién es (—»,0)u (0,+x). La funcién no corta a los ejes.

En (-x,0) la funcién es positiva, y en (0,+x) es negativa.

El dominio de la funcion es (—oo,—\/g) v (\/§,+oo) . La funcion corta al eje X en x=-3, x=3.

Por tanto, se consideran los intervalos (—oo,—3) , (—3,—«/5) , («/§3) y (3,+oo) . En dichos intervalos el signo de
la funcién es, respectivamente, positivo, negativo, negativo y positivo.
f (x) = sen®x + cos2x = sen’x + cos” x — sen’x = cos’ x . La funcion es positiva en todos los nimeros reales

Y
excepto en los que cosx =0 = x :Eikn conkeZ.
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Simetria y periodicidad

54. Estudialas simetrias de estas funciones.

a) f(x)= x:(—l e) f(x)=sen(3x)+ cos(5x)
s s

c) f(x)= sz124 9) f(x)= xsen?gn;cosx

d) 1(x)=2 —ze-x

a) f(-x)=f(x)= fpar (simétricarespectoa).

b) f(-x)=—f(x)= fimpar (simétrica respecto a O).

c) No es par ni impar.

d) f(-x)=-f(x)= fimpar (simétrica respecto a O).

e) f(-x)=sen(-3x)+cos(-5x)=—-sen(3x)+cos(5x)= fno es par niimpar.

_sen(—x)+tg(-x) -senx-tgx _

cos(—x) COS X

f) f(-x) —f (x) = fimpar (simétrica respecto a O).
_ —xsen(—x)+cos(-X) xsenx—cosx

=_f f es impar.
tg(—x) —tgx )= P

9 f(-x)

55. Estudia si son periddicas las siguientes funciones.

a) f(x)=senx+tgx b) f(x)=sen(2x)+tg(2x) c) f(x)=sen(3x)+tg(3x)

a) f(x+2n)=sen(x+2n)+tg(x+2n)=senx+tgx =f(x)= periédica con periodo T = 2= .

b) f(x+m)=sen(2(x+nr))+tg(2(x+n))=sen(2x +2x)+tg(2x + 2r) = sen(2x) +tg(2x) =f (x) = periddica con
periodo T =n .

c) f [x +%j = sen[S(x +%D + tg[S[x +%D =sen(3x + 2n) + tg(3x + 21) = sen(3x) + tg(3x) = f (x) =

periddica con periodo T = %

56. Sefala el periodo de cada una de las siguientes funciones.

a) f(x)=secx d) f(x)=sen’x

b) f(x)=tg(nx) e) f(x)=senx+cos(3x)
c) f(x)=sen(4x) f) f(x)=sen’x +cos®x

a) T=2n d T=n

b) T=1 e) T=2n

c) T=-=L f) Lafuncién es constante.

2
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57. Comprueba que si una funcién f (x) tiene periodo T, entonces la funcion f (ax) tiene periodo —.
a

Aplicando esta propiedad, halla el periodo de las siguientes funciones.

—sen™ - cotg? =X
a) f(x)=sen 3 d) f(x)=cotg 3
b) f(x):cosz% e) f(x)=sec(3nx)

c) f(x)=tg(3nx)

f[a(x + ID =f(ax+T)=f(ax) = f(ax) es periédica de con periodo T
a

a

a) T=2"_6 by T=2=3 ¢ T=2=2 dg71=F-3 ¢ 722
n n 3n 3 n 3n 3
3 3 3

Asintotas

58. Estudia las asintotas de la funcion polindémica: f(x)=2x"*-3x? +5x - 2.

Por ser una funcion polindmica, no hay asintotas.

59. Estudia las asintotas de las siguientes funciones racionales.

a) f(x):z";—j‘ e) f(x):%
b) f(x):‘“‘;—j" f) f(x):%
©) f(x):% 9 f(x):Xle
d) f(x):% h) f(x):x?f‘z_1

a) Asintota vertical: x =-1 a la izquierda y a la derecha. Asintota horizontal: y=0en +« yen —w.

b) No hay asintotas verticales. Asintota horizontal: y=4 en +o y en —w.

c) Asintotas verticales: x = \/g , X = —\/g ala derechay a la izquierda. No hay asintotas horizontales.

Asintota oblicua: y = x —% en +w y en—o.

d) No hay asintotas verticales. Asintota horizontal: y=1en +w yen —o.
e) No hay ningun tipo de asintotas. La funcién es la rectay = x + 1 con un agujero en (-1, 0).

f) Asintota vertical: x = -2 a la derecha y a la izquierda. No hay asintotas horizontales. Asintota oblicua: y = x en
+00 yen —o.

g) Asintota vertical: x =1 a la derecha y a la izquierda. No hay asintotas horizontales ni oblicuas.

h) Asintota vertical: x = 1 a la izquierda y a la derecha. Asintota horizontal: y = 0 en +o y en —o. No hay
asintotas oblicuas.
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60. Estudia las asintotas horizontales y oblicuas, y su posicidn respecto de la curva, para las siguientes
funciones racionales.

-3 2x2 4+ X +2
a) f(x)= c) f(x)=——"—"——
) 1) x* + 4 ) 1) 2% — X +2
-3 2x3
b) f(x)= d) f(x)=
) f(x) X2 _4 ) 1) 2x% +1

a) Asintota horizontal: y=0en +x yen —o. En +o y en —wo la curva queda por debajo de la asintota.

b) Asintota horizontal: y = 0 en +w y en —0. En (—,—-2) la curva queda por debajo de la asintota, en (-2,2) la
curva queda por encima de la asintota y en (0,+x) la curva queda por debajo de la asintota.

2x2 +x +2 1 2x

c) Asintota horizontal: y=1en +o yen —w. -1=
2x% —x+2 2x% —x +2

En +o la curva queda por encima de la asintota. En —o la curva queda por debajo de la asintota.

2x°3
d) f(x)= =X-
) 1(x) 2x% +1 2x% +1

debajo en +w.

. Asintota oblicua: y = x en +© y en —oo. La curva queda por encima en —oo Yy por

61. Hallalas asintotas de las siguientes funciones irracionales.

3

a) f(x)= X+7 c) f(x)=vx*-1

b) f(x):# d) f(x):4/x4+%

a) El dominio de la funcion es [—% +ooj. No tiene asintotas verticales. lim ,/x +% =+ = No tiene asintotas

X—>+0

horizontales. No tiene asintotas oblicuas porque m = lim 4 _p.

X—>+w© X

b) El dominio de la funcién es (—w,—2]U[2,+0). No tiene asintotas verticales. No tiene asintotas horizontales

Vx* -16 Vx* -16

porque lim ———=+400 y lim ———— =-w.y=Xxes asintota en +ow y en —o porque:
X—>+0 X X—>—0 X
motim 10 gy [MXE216 16 -0
X—>F0 x2 T X0 X T o X( [y _16 + X2) T

c) El dominio de la funcién es (—»,—1]U[L+x). No tiene asintotas verticales ni horizontales. y = x e y = —x son
asintotas oblicuas porque:

2_ [2_
m= lim 2% 1=1, n= Iim( xz—l—x):o m= lim % l:—l n= lim (Vx2—1+x):0

X—>+00 X X—>+00 X—>—0 X X—>—00

d) El dominio es todo R . No hay asintotas verticales ni horizontales.

y = X es asintota oblicua en +oo y por ser una funcion par, y = —x es asintota oblicua en —c ya que:
4

AXT + 1
m=1lm-*—4_1 n=lm [4x4+z— ]:o.

X—>+0 X X—>+0
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62.

63.

64.

Determina las asintotas de las siguientes funciones.

a)

b)

a)

b)

c)

d)

X

f(x)=(2+x2)e2 c) f(x)=In(2x-3)

f(x):xijl d) f(x)=InVx+1

El dominio es todo R . No hay asintotas verticales.

X
lim (2 + xz)e2 =+ = No hay asintota horizontal en +o .

X—>+00

X

X _X 2
lim (2+x2)e? = lim (2+x%)e 2 = lim 2+ X :[ﬂ}(indet.)z lim 2—"X=o:> La recta y = 0 es asintota

X—>—0 X—>+0 X—>+0 X +00 x40 4 X
2
horizontal en —o.
x
_(2+x2)e? ; _
m= lim =+o0 = No hay asintota oblicua en +oo.
X—>+0
El dominio es todo R . No hay asintotas verticales.
2 .
XS+l | Ao |, . 2X |40 |tH 2 . .
lim =|—/|(indet)= lim —=|—|— lim — =0 = Larectay = 0 es asintota horizontal en +ow.
x—>+0 @X +00 x—>+0 @% +00 x—>+0 @X
X%+l . (X2 + 1) . . -
lim =+o0, m= lim =+ = No hay asintota horizontal ni oblicua en —o.
X—>-0 @ X—>-0  Xe

El dominio es (%+ ooj . lim In(2x -3) = -0 = x :% es asintota vertical por la derecha.
3+
X—>=
2

lim In(2x —3) =+ = No hay asintota horizontal ni oblicua en +o.

X—>+0

El dominio es (—l+oo) lim InVx+1=-0= x=-1 es asintota vertical por la derecha.

x—-1"
lim InVx+1=+w y lim Invx+1 | = (indet.) = lim _r 0 = No hay asintota horizontal ni oblicua.
X—>+0 X—>+0 X +00 X—>+00 2()( + 1)

Calcula las asintotas de la funcién f (x)=x*.

El dominio es (0,+x) .

lim x* =1. No tiene asintotas verticales.

x—0*

X

. . X . . . .
lim x* =+ y lim = =+ = No hay asintota horizontal ni oblicua en +w .
X—>+o0 X—>+0 X

Estudia las asintotas de las siguientes funciones.

a)

a)

f(x)=senx b) f(x)=senx+3cosx

No tiene asintotas verticales ya que el dominio es todo R .

No tiene asintotas horizontales ya que no existe el limite en +o nien —o.

b) Aligual que la anterior, no tiene asintotas.
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65. Hallalas asintotas de las siguientes funciones con valores absolutos.

o ~ x| +2
a) f(x)=|2x-3|+x|x-1 d) f(x)= 2
1
b) f(X):M e) f(x)=In|x-2|
c) f(x)= Xil f f(x)=el

a) La funcion se puede escribir como una funcion definida a trozos en la que todos los tramos estan expresados
por polinomios. Por tanto, no tiene asintotas.

.1 . 1 p . o
b) lim ==+, lim -==+0 = Xx=0 es asintota vertical tanto por la izquierda como por la derecha.
x—0" X x—>0" X

.1 . 1 . .
lim — =0, lim -—=0= y=0 es asintota horizontal, tanto en +© como en —w.
X—>+00 X X—>—0 X

¢) x=-1 es asintota vertical por la izquierda y por la derecha.

. X . X . .
lim —— =1, lim —— =1= y = les asintota horizontal tanto en +ow como en —o.
Xx—+0 X + 1 x—-o X +1

d) x=-2 es asintota vertical por la izquierda y por la derecha.
En -0, y =-1 es asintota horizontal.
En +owo, y =1 es asintota horizontal.

e) x =2 es asintota vertical.

f) y =0 es asintota horizontal tanto en + como en —w.
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Funciones polinémicas

66. Dadalafuncion f(x)=x>-3x*-9x+5:

a) Traza su grafica estudiando previamente el crecimiento y la existencia de extremos relativos.

b) ¢Hay puntos de corte con los ejes de coordenadas?

a) f'(x)=3x*-6x-9.Sif'(x)=0= x=-1,x=3

Crece en (—o,—1) U (3,+x). Decrece en (—1,3). Al

Maximo (-110). Minimo (3,-22).

N

b) Cortaal eje Y en (0,5) y al eje X en tres puntos.

67. Dadalafuncién f(x)=x*+4x®-2x%-12x +9:

a) Traza su gréafica estudiando primero los cortes con los ejes, el signo, el crecimiento y la existencia de extremos
relativos.

b) ¢Cuantos puntos de inflexién tiene la funcién?

a) f(x)=x*+4x3-2x2-12x+9 = (x -1’ (x +3)

f'(x)=4x% +12x% —4x-12 =4(x+D(x =D (x +3) {1\

Puntos de corte con los ejes: (1,0), (-3,0) (0,9)

———

La funcién es siempre positiva, excepto en los puntos que se anula. 11/

| —

Crece en (-3,-1) U (1,+). Decrece en (—o,-3)U(-11).

N

Méaximo relativo: (-116). Minimos relativos: (-3,0), (1,0).

b) Tiene dos puntos de inflexion.
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Funciones racionales

68. Dibuja las siguientes funciones racionales, realizando el estudio completo de las mismas.

2 3
a) f(x)=2X*4 b) f(x)=—2% c) f0)=— d) f(x)=—2X
X-3 X -8 X +1 X° -4
a) Dominio y continuidad: D(f) =R —{3} Y|
Simetria: No es par ni impar. \
N\
N
Puntos de corte con los ejes: (-2,0), [0,—ij ™~ -
3 = 2
Asintotas: Verticales: x = 3. Horizontales: y = 2. L1 X
N
. - , 10
Puntos singulares y crecimiento: f'(x) = - \

(x-3)?

Siempre decrece. No tiene extremos relativos.

Puntos de inflexién y concavidad: f"(x) =

7 - Concava hacia arriba en (3,+x) y concava hacia abajo en

(x-3)
(-,3) . No tiene puntos de inflexion.

b) Dominio y continuidad: D(f) =R —{2} Y

Simetria: No es par ni impar.

Puntos de corte con los ejes: (0,0)

Asintotas: Verticales: x = 2

-
T

6(x° +4) RN X
(x?-8)* \

Decrece en (-4, 2) U(2,+ ) ycreceen (~o0,-¥4).

Puntos singulares y crecimiento: f'(x) =

3
Maximo en (—%/Z%)

18x%(x2 +16)
(x®-8)’

3
céncava hacia abajo en (—3‘/1_6,0)\)(0,2) . Puntos de inflexion: (—%%} )

Puntos de inflexion y concavidad: f"(x)= . Céncava hacia arriba en (—oo,—?‘/ﬁ)u(z,ﬂo) y

c¢) Dominio y continuidad: D(f)=R Y

Simetria: f es par.

Puntos de corte con los ejes: (0,0)

Asintotas: Horizontales: y = 1.

Puntos singulares y crecimiento: f'(x) = 2—X2
(x2 +1)
—1 L
Decrece en (—»,0) y crece en (0,+w) . Minimo en (0,0). 0] 1 X
_ 2
Puntos de inflexién y concavidad: f"(x) =2—6X3 .Concava hacia arriba en [—ﬁﬁ y concava hacia
(x* +1) 3 3

- V3) (43 (V31 V3 1

abajo en | —oo,——— |U| ——,+ |. Puntos de inflexion: | —,= |y | ——,= |.
3 3 3 4 3 4
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d) Dominio y continuidad: D(f)=R —{-2,2}
Simetria: f es impar.
Puntos de corte con los ejes: (0,0)
Asintotas: Verticales: x = 2, x = -2. Oblicuas: y = 2x

2x2(x? -12)
(x? - 4)°

Decrece en (—x/ﬁ,—z)u(—z,z)u(z,x/ﬁ) y
crece en (—w,—\/ﬁ)u(\/ﬁ,-k—oo) .
Maximo (—v12,-3v12)  Minimo (V12,3v12).

Puntos de inflexion y concavidad:

Puntos singulares y crecimiento: f'(x) =

16x(x? +12)
(x2-4)°

Puntos de inflexion: (0, 0)

fr(x)= 0=>x=0

Céncava hacia arriba en (-2,0)U(2, +») y

concava hacia abajo en (—»,-2)uU(0, 2).

Funciones irracionales

69. Para la funcién f(x)= X +,/— , halla el dominio, los puntos de corte con los ejes, las asintotas y los
X

extremos relativos y, finalmente, traza su grafica.
Dominio: D(f) = (0,+)

No tiene puntos de corte con los ejes.

x—0"

. . . / 1
Asintotas verticales: x =0 porque lim [x + —j = 40
X

Asintotas oblicuas: y = x en +o

Y| | /
|
/
N |/
| %
L
\ 1 /
N
/IR X
& \
/ \
’ |
/| N\
4
A/ )
|

1 1
fr(x)=1- =O:x=3\»ﬁ.
29x3 4
3
Decrece en 0,%/I y crece en 3\~/£+OO . Minimo en i/isﬁ .
4 4 4 2
Y|
7
T
. T
r4
0| 1 X
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70. Dadalafuncion f(x)=vx?-4x +8:

a) Dibuja su grafica estudiando previamente su dominio, los puntos de corte con los ejes, el crecimiento y la
existencia de extremos relativos.

b) De acuerdo con grafica, sefiala los intervalos de concavidad de la funcién.

a) Dominio: D(f)=R.

Corta al eje Y en (0, \/5)
X—2

Vx2-4x+8

Decrece en (—»,2) y crece en (2,+«). Minimo en (2,2).

f'(x) =

Y
N
N T
~ _—
2
0| 1 X

b) La funcién es siempre concava hacia arriba.

3
- /x +1 Lo . . .
71. Dada la funcion f(x) = , traza su gréfica estudiando previamente su dominio los puntos de corte
X

con los egjes, las asintotas y los extremos relativos.

Y|
Dominio: (-, =1)U(0, + )
Puntos de corte con los ejes: (—1,0)
x3+1
Asintotas verticales: x = 0 porque lim = 400
x—0" X
Asintotas oblicuas: y=xen +wo ey=-xen —o.
2T~
(2x3-1) x4l 6f o 1 X
f'(x)=—— ¥ X Minimoen [%/Iﬂj .
2x(x3 +1) 2° 2

Funciones exponenciales

=X

72. Realiza el estudio completo de la funcion f(x)=(1-x)e™ y dibuja su gréfica.

Dominio: D(f) =R 187

Puntos de corte con los ejes: (1,0), (0,1) |

Asintotas horizontales: y =0 en +wo porque lim (1-x)e™* =0

X—>+00

f'(x)=e*(x-2)=0=>x=2. \

Decrece en (—,2) y crece en (2,+oc) . Minimo en (2,-e72)

-

f"(x)=e*(3-x)=0=>x=3 ol 1 X

Coéncava hacia arriba en (-«,3) y céncava hacia abajo en (3,+w).

Punto de inflexién en (3,-2e7?)
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73. Trazalas graficas de las siguientes funciones realizando, previamente, un estudio completo de ellas.

a) f(x):(x2—4x+5)ex b) f(x):(x2—4x+5)e’x
a) Dominio: D(f)=R b) Dominio: D(f)=R

Simetrias: No es par ni impar. Simetrias: No es par ni impar.
Puntos de corte con los ejes: (0,5) Puntos de corte con los ejes: (0,5)
Asintotas horizontales: y =0 en —o Asintotas horizontales: y =0 en +©
f'(x):(x—l)ze"=0:> x=1 f'(x):—(x—S)ze’X:O: x=3
Creciente en todo el dominio. Decreciente en todo el dominio.
fr(x)=(x-1)(x+1)e*=0= x=1,x=-1 f'(x)=—(x-3)(5-x)e™* = x=3,x=5
Concava hacia arriba en (—oo,—1) U (1,+) Concava hacia arriba en (—w,3) U (5,+%)
Céncava hacia abajo en (-11) Céncava hacia abajo en (3,5)
Puntos de inflexion: (—lloe‘l) , (L2e) Puntos de inflexion: (3,2e‘3) , (5,10e‘5)

Y

f(x) = (X2 —4x + B)e™ |
|
|
J
f(x) = (@ =4x+5)e*
/
\
/ 4 \
/// 1
0| 1 X

74. Dadalafuncion f(x)=x%":

a) Traza su gréfica estudiando previamente el dominio, las asintotas, los puntos de corte con los ejes, el
crecimiento y los extremos relativos.

b) A la vista de la gréafica, indica cuantos puntos de inflexion posee la funcion.

a) Dominio: R.

Punto de corte con los ejes: (0,0) Y

No tiene asintotas verticales ni oblicuas.

y =0 es asintota horizontal en —o . l,

f'(x):(x2+2x)ex:03 Xx=0 x=-2

-
—

Crece en (-«,-2) U (0,+) y decrece en (-2,0).

Maximo: (-2, 4e2) . Minimo: (0,0)

b) Tiene dos puntos de inflexion.
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Funciones logaritmicas

75. Realiza el estudio completo de la funcién f(x)=In(x?-4) y traza su gréfica.

Dominio: D(f) = (—o0,-2) U (2,+x)
Simetria: f es par.

Puntos de corte con los ejes: (,\/g 0) , (\/g O)

Asintotas verticales: x = -2, X = 2.

f'(x)= 2x__ 0= x =0 que no es un punto del dominio.

x? -4

Decrece en (—w,—2) y crece en (2,+x) . No tiene extremos relativos.

— 2 —
f(x) :H #0 = No tiene puntos de inflexion. Céncava hacia abajo en todo su dominio.
X -

Y|

\\\\ ///"—

\\ n //

4
0| 2 X

76. Haz un estudio completo de la funcion f (x) =In[x _;J y dibuja su gréfica.
X +

Dominio: D(f) = (—0,~2) U (L +w)
Simetria: No es par ni impar.

No tiene puntos de corte con los ejes.
Asintotas verticales: x =-2, x =1
Asintota horizontal: y=0en +w yen —w

3
(x-D(x+2) #0

Es creciente en todo el dominio. No tiene extremos relativos.

f'(x) =

6x+3

f'"x)s—————=
(x-1D*(x+2)°

1 L
X = 5 gue no es un punto del dominio.

Concava hacia arriba en (—,-2) y céncava hacia abajo en (1, + «). No tiene puntos de inflexion.

Y

ury
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77. Dibujala gréfica de la funcién f(x) = 1+|2X , estudiando previamente su dominio, los puntos de corte con
X

los ejes, las asintotas, el crecimiento y los extremos relativos.
Dominio: D(f) = (0,+w)

Puntos de corte con los ejes: (1,0]
e

Y
Asintota vertical: x =0 1 ]
X
£ -1-2Inx ; 0} 1
(x) =———=0=>x=e
X
1 1 EENPN
Crece en (O,e ZJ y decrece en (e 2,+oo]. Maximo relativo en [e 2,5)
1+6Inx L
" — — — 6
f (X)—X—4—0:>X—e

1

1 1 13
Céncava hacia abajo en [O,e 6] y concava hacia arriba en (e 6,+oo} . Punto de inflexion (e 6,#] .

Funciones trigonométricas y sus inversas

78. Dada la funcién f(x)=2senx +sen(2x), traza su gréafica estudiando previamente las simetrias y
periodicidad, los puntos de corte con los ejes y los extremos relativos.

Simetria: f es impar.
Periodicidad: f es periddica de periodo 2r .

Puntos de corte con los ejes: (0,0), (n,0) porque:

senx=0=>x=0,Xx=mn
2senx +sen2x =0 = 2senx + 2senxcosx =0 =
cosX=-1=>Xx==x
f'(x)=2cosx +2c0s2x = 0 = 2c0s’ X + cOSX ~1=0=

14158 143 |cosx=— o x=l x=2F
—> COSX = =

r
N )

7 2 2 3 3
cosx=-1=>Xx=mn

T 5n n 571 L. b1 3\/5 - 5n 3\/§
Creceen |0,— |uU|—,2n | ydecreceen | —,— | . Maximo | —,—— | y minimo | —,——— |.
3 3 3 3 3 2 3

2

Y

-
P
T~
™~
>
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senx
1+senx
verticales, los puntos de corte con los ejes y los extremos relativos.

79. Dada la funcién f(x)= , dibuja su grafica estudiando previamente la periodicidad, las asintotas

Periodicidad: f es periddica de periodo 2r .

Asintota vertical x = 371: por la izquierda y por la derecha porque:

senx senx

— =0y lm —/—=-w
art 1+senx 3z~ 1+senx
x> x—>2T
2 2
Puntos de corte con los ejes en [0, 2n): (0,0),(m, 0) porque: 51X g senx=0=x=0,x=x
1+senx
f'(x):LXZ=0:>X=£.
(1+senx) 2

Crece en 0,E V] 3—“,2n y decrece en E,s—n . Maximo relativo en (E,i .
2 2 2 2 22

Y4
—— . I ™
N/ \ 1N\ [ X
\ \L [
\ \ VL
80. Traza las graficas de las siguientes funciones.
a) f(x)=arccos(1—x2) b) f(x)=arctg(\/;)
a) v b) v
\ |/ ‘
\ | / '
0| 1 X
0| 1 X
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Sintesis

81. Dada lafuncion f(x)=%x4 +ax®—2x2 +bx —%:

a) Calcula los valores de a y b para que tenga un punto de inflexién en (—2,0). Utiliza los valores hallados para a
y b en el resto de los apartados.

b) Para los valores hallados de a y b, traza la grafica de f estudiando previamente el crecimiento, los extremos
relativos, la concavidad y los puntos de inflexion.

¢) ¢En cuantos puntos corta f al eje de abscisas?

f‘(x)=%x3+3ax2—4x+b, f"(x)=%x2+6ax—4

a) f"(—2):6—12a—4:0:>a:% y f(—2):032+%-(—8)—8—2b—%:0:b:—6

Por tanto, f(x) RTINSV JIP: —6X% _14
8 6 3

b) 1) =X +ox? —4x =6 1'(x) = = (x~3)(x-+2)°.
2 2 2
Decrece en (—»,3) y crece en (3,+x).

Minimo en (3,—%j \
24

/1
[3,]

, X =-2.

w|h

f"(x)=%x2+x—4=0:x=

Céncava hacia arriba en (—o0,-2) U (%’MJ \

Céncava hacia abajo en [—2,%)

Puntos de inflexion (2,0) y (i ,_1250]_
3" 81

¢) Tiene dos puntos de corte con el eje de abscisas.

82. Calcula el valor de k para que la recta y = 2x — 5 sea asintota oblicua de la funcidn:
3 2
f(x)=2x +kx“ +7x + 3k

x2+3
Estudia el resto de asintotas de f, si es que existen.

3 2
f(x):2X +kx“ +7x + 3k oy ik

5 = k=-5
X +3 X“+3

No tiene asintotas verticales porque D(f)=R.
No tiene asintotas horizontales porque:

. - 2x° +5x° +7x +15 : - 2x° +5x% +7x +15
lim f(x)= lim =+ y lim f(x)= lim =

X—>+00 X—>+00 x2+3 X—>—0 X—>—0 x2+3
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180

83.

84.

Halla el valor de k para que f(x)= 2x +k

Vx -1

Para el valor de k hallado, determina el dominio, las asintotas, el crecimiento de f y traza su grafica.

. 5 L
tenga un extremo relativo en x =5 ¢Qué tipo de extremo es?

f'(x)

:M, f'(éj =0=k =1. Es un minimo.
2\(x-1)°
Dominio: (1,+o)

Asintota vertical: x = 1.

No tiene asintotas horizontales ni oblicuas.

Crece en (%,Jroo) y decrece en (lgj

f(x)= 12X o =1L punto de inflexion (2,4\5) _
4(x -1)° 2 2
. . . 11 , . . 11
Concava hacia arriba en (l?J y concava hacia abajo en (?,4-00] .
Y
\ L —
N ——
2
0| 1 X
Para la funcién f(x)= 22)(—+k :
X“=2x +1

a) Halla el valor de k para que f tenga un maximo relativo en el punto x = 2. ¢ Cuél es el valor de este maximo?

b) Estudia, si es que existen, el resto de extremos relativos de la funcién.

2x+k  2x+k f,(x):—z(x+k+1)

a) f(x)= 3
(x) 1)

- x2—2x+1_(x_1)2'

=f'(2)=-6-2k=0= k=-3.

Se puede observar que a la izquierda de 2 la funcion crece y a la derecha decrece.

El valor de la funcibn en x =2 es 1.

-2(x-2)
(x-1)°

Por tanto, la funcién no tiene mas extremos relativos.

=0=> x=2.

b) f'(x)=

Unidad 4| Representacion de funciones m



SOLUCIONARID

85. Calcula, si es que existen, el valor o los valores de k para que la funcién f (x) = X tk :
e
a) Tenga un maximo relativo en x = -2.
b) Tenga un punto de inflexiéon en x = 1.
¢) Tenga la asintota horizontal y =0 en +x.
d) Tenga la asintota horizontaly =0 en —x.
iy LXKk o 1-(-2)-k
a) f (X):e—x, f (—2):?:0:> k:3
b) f--(x)zm, f"(l):ﬂ:o: k=1
e* e*

c) lim X tk =0 para cualquier valor real de k

X=>+0 @
d) lim X +Xk = —oo . Por tanto, no existe ningln valor de k para que y = 0 sea asintota horizontal en —o.

X—-0 @

x? +k

86. Dadalafuncion f(x)= -
e

a) Halla el valor de k para que tenga un punto de inflexiéon en x = 0.

b) Para el valor de k obtenido, traza la grafica de la funcién estudiando previamente el dominio, los puntos de
corte con los ejes, el signo, las asintotas, la concavidad y los puntos de inflexion.

¢) Alavista de la grafica, indica cuantos maximos y minimos relativos tiene f.

d) A lavista de la grafica, indica, si es que existe, el valor del maximo y minimo absoluto de f.

x2 -2

eX

2 2
X —2X +k ' f"(x):x —4x+k+2

a) f'(x)=- - . ,£"(0)=0=k+2=0= k=-2.Luego f(x)=

b) Dominio: D(f)=R
Puntos de corte con los ejes: (O,—2) , (—«/E,O) , («/50) .
Signo: f>0en (—oo,—\/g)u (x/§,+co) yf<0Oen (—\/E\/E)

Asintota horizontal y =0 en +ow.

Concava hacia arriba en (—»,0) U (4,+0) y concava hacia abajo en (0,+x).

Puntos de inflexién: (0,-2), [4%]
e

SN

X

¢) Méximo relativo: (1+ \/5;0,36). Minimo relativo: (-0,73;-3,04) .

d) No tiene maximo absoluto y el minimo absoluto vale —3,04.
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87. Hallael valor de k para que f(x) =w tenga en x = e un maximo relativo. ¢Cudl es su valor?
X
f'(x)zw, f'(e)=$:0:>l—2k—2:0:>k:—%
X e

A laizquierda de x = e la funcion crece y a la derecha la funcion decrece.

L 1
Luego es un maximo y su valor es — -
2e

2
88. Halla el valor de k para que f(x)= XI tenga un extremo relativo en X =+/e . Para el valor encontrado
nx
traza la gréfica.
1
2 2 2e-—-e-k
f'(x):w, f'(\/g):z—:O: k=0.
x(Inx) e Y /
4
Dominio: (0,1) U (1,+) L
No tiene puntos de corte con los ejes. ”
2
tim =~ = 9 (indet.) = lim 2X = lim 2x? =0 0|\ X
x—0* INX 0 x—0" 1 x—>0"
X
Asintota vertical: x =1

Decrece en (0,1)u(l«/g) y crece en (\/g,+w). Minimo (x/g,Ze).

2(Inx)’ =3Inx + 2 . L . .
f(x)= (Inx) . No tiene solucion real, por tanto, no hay puntos de inflexion.

(Inx)°

89. Dadalafuncién f(x)=e*"*.

a) Estudia su dominio, continuidad y su periodicidad.
b) ¢Por qué no posee ningun tipo de asintota?
c) Estudiando previamente sus puntos de corte con los ejes y extremos relativos, traza la gréafica de f.
a) Dominio: D(f)=R. Es continua en todo el dominio.
f(x+2mn)= gSen(x+2m) _ gsenx _ (x) . Funcion periédica de periodo 27 .
b) No tiene ningun tipo de asintota porque el dominio es Ry ,Zflim f(x).

c) Puntos de corte: (0,1)

Y

f'(x) =cosxe**"™ =0=cosx =0 = x :%,x :3_215
//’\\ N\
Crece en (O,EJ ) (E,an y decrece en (Eﬁj . g SUR. N
2 2 2 2

0| 1 X

Maximo: (E,ej . Minimo: (ﬁij
2 2'e
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90. Expresalafuncion f(x)=|x|+|x +1 como unafuncion definida a trozos, y traza su grafica estudiando sus

extremos relativos. Determina también el maximo y el minimo absolutos de f.

-2x-1 six<-1
f(x)=41 Si—-1<x<0
2x+1 six=>0

Los extremos relativos se encuentran en los puntos tales que f (x) =0 mas aquellos puntos del dominio donde no
existe la derivada. Por tanto, todos los valores de x pertenecientes al intervalo [-1 0] son puntos donde alcanza un

Y

0| 1 X

minimo relativo ya que en sus cercanias, a la derecha y a la izquierda, la funcién no toma valores menores.

La funcién no posee maximo absoluto. EI minimo absoluto de la funcién es 1 y se alcanza en cualquiera de los

puntos del intervalo [-1,0].

|x]
X -
ejes, asintotas, crecimiento y extremos relativos.

91. Traza la gréfica de la funcién f(x)=

six<0

f(x)= §—3

Xx-3

si0o<x

Dominio: D(f) =R —{3}
Puntos de corte con los ejes: (0,0)

Asintotas:

. , X . X
Verticales: x = 3 porque lim L =400 Yy lim L =
x—>3" X =3 x—3~ X—3

Horizontales:y=1en +.y=-1en —o.

_3
oo (x=9
f(X): —% si0< x
(x-3)

six<0

—00

estudiando previamente su dominio, puntos de corte con los

N

S
’

No existe f'(0) porque f '(07) :% y f'(0") = —%. x =0 es un punto critico.

Creciente en (—»,0) y decrece en (0,3) U (3,+x) . Maximo relativo en x = 0.
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92. Dada la funcién f(x) =X +J|x| , traza su gréfica estudiando previamente su dominio, cortes con los ejes,
existencia de asintotas y extremos relativos.

f(X):{X_F\/; s?xzo v

X++-X six<0

Dominio: R

Puntos de corte con los ejes: (0,0), (-1,0). 1 /

No tiene asintotas. 0| 1 X
1+ 1 six>0

£(x) = 25 .f'(x)=0:>x:—%
1+ i x six<0

Los puntos criticos son x = —% y x =0 (ya que no existe f (0) )-

Crece en (—oo,—%j U (0,+) y decrece en (—%,Oj . Maximo relativo en (—%,%] . Minimo relativo en (0, 0).

93. Dadalafuncion f(x)=|sen(x +x)|+1.

a) Establece su periodo.
b) Determina sus puntos de corte con los ejes.

c) Dibuja la gréafica de la funcion.

a) f(x+m)=|sen(x+m+x)+1=|-sen(x+m)+1=|sen(x+r)/+1="f(x). Periodo T = .

b) Puntos de corte con los ejes: (0,1).

c) f(x)=sen(x+m)+1 0<x<m Y

Dominio: R

No tiene asintotas.

f'(x)=-cosx. f'(x):O:x:g
T

Los puntos criticos son x = 21 X= 0y x=mn (yaque no existen f'(0) ni f'(n))

Crece en (0, %) y decrece en (g nj . Maximo en (%2) Minimos en(0,1), (=, 1).
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CUESTIONES

94.

95. Se considera la funciéon y =f(x) de la cual se sabe que es una funcién par. Razona si las siguientes

96.

a) ¢Puede una funcién cortar a una asintota horizontal suya? En caso afirmativo, muestra un ejemplo y en caso
negativo explica la razén.

b) ¢Puede una funcion cortar a alguna de sus asintotas verticales? En caso afirmativo, muestra un ejemplo y en
caso negativo, explica la razén.

X2 + X

x?+3

a) Sipuede ser cortada por alguna rama de la funcion. Por ejemplo, f(x)= , laasintotaen +wo esy=1

2
X2 +; =15 x> +x=x2+3=>x=3. Luego la funcién corta a la asintota en (3,1).
X+
. ., . . . — six<0
b) Si puede una funcién cortar a alguna de las asintotas verticales. Por ejemplo, f(x) =
X six>0

lim f (x) = lim —=-wo. Por tanto, x = 0 es una asintota vertical y la funcién corta a la asintota en (0,0) .

x—0" x—0" X

afirmaciones son verdaderas o falsas.
a) Sila funcion tiene una asintota vertical en x = a, entonces también tiene asintota vertical x = —a.
b) Sila funcién tiene la asintota horizontal y = b en +o, también tiene la asintota horizontal y = -b en —o.

¢) Sila funcion tiene un maximo relativo en (—2, 4) tiene también un maximo relativo en (2, 4) .

d) Silafuncién es concava hacia arriba en el intervalo (—3,—1) entonces es concava hacia abajo en (], 3) .

a) Verdadero, porque lim f(x)=limf(-x) = limf(x).

X—>-a X—a X—a

b) Falso, porque XI|Hrr_130f (x)= lerwa (—x)= )!lirl)f (x)=b.

c) Verdadero, porque f(-2)=f(2)=4 y es simétrica respecto del eje Y.

d) Falso, porque la funcién es par y por tanto simétrica respecto del eje Y, luego es céncava hacia arriba en (1,3).

Se considera una funcién impar f. Razona si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) Si lim f(x)=-« entonces lim f(x)=-o

x—2" x—>-2"

b) Si lim f(x)=-3 entonces lim f(x)=3

X—>+00 X—»—00

c) Siftiene un maximo relativo en (—3,10), entonces también tiene un maximo relativo en (3,10) .

d) Silafuncion es creciente en el intervalo (-5,—2) entonces es decreciente en el intervalo (2,5).

a) Falso, porque lim f(x)=— lim f(x)=—(-x) =+

X—>-2" x—2"

b) Verdadero, porque lim f(x)= lim f(-x)=- lim f(x)=-(-3)=3

c) Falso, porque es impary f(3)=—f(-3)=-10.

d) Falso, porque la derivada es par y entonces f‘(x) >0 en (25).
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97.

98.

99.

Si la funcién f(x) tiene como asintota oblicua en +wo la recta'y = 2x + 1, ;qué asintota oblicua en +wo
tendra la funcion g(x)=f(x +3)?

m= tim 90y FO8) ) FO

X—+o X X—>+0 X to+ot —3

n=lim (g(x)-2x)= lim (f(x+3)-2x)= lim (f(t)-2(t-3))= lim (f(t)-2t)+6=1+6=7

X—>+0 X—>+0 t—+o t—+o00

Luego la asintota oblicua es y = 2x + 7.

Si la funciéon f(x) tiene como asintotas oblicuas y = x en +0 e y = —-x en —w. ¢Tendra la funcion
f(x . . . : .
g(x) =Q asintotas horizontales u oblicuas? Indica cuéales son.
X
. - f(x) . ] :
lim g(x)= lim —==1, pendiente de la asintota oblicua en +c.
X—>+0 X—>+0 X
. _f(x) : . .
lim g(x)= lim —==-1, pendiente de la asintota oblicua en —o.
X—>—0 X—=>-0o X
Luego tiene asintotas horizontalesy=1en +o ey=-1en —o.
Las siguientes figuras representan las graficas de las funciones f(x)=x2-1, g(x)=(x-1)°-1,

h(x)=|x2—1| y j(x)=(x-1)7%.

Indica cual es la gréfica que corresponde a cada una de ellas.

a) v ©) Y
\ / \ /
\ / \ /
\ / "
\
0 . 1 ) X 0 1 X
b) iy d N\ Y /
\ / \ /
\ / \ L/
N/
0 3 X 0 1 | X
a) g(x)=(x-1°-1 b) h(x)=|x*-1 ) j(x)=(x-1) d) f(x)=x*-1

Unidad 4] Representacion de funciones 11|



SOLUCIONARIOD

PROBLEMAS

100. Dibuja f(x) = e™” obteniendo sus asintotas y extremos relativos. Con la ayuda de dicha gréafica, dibuja las

funciones:

a) g(x)=e Y b) h(x)=1+e Y’

Asintota horizontal: y=0en +o yen —o.

Maximo relativo: (0,1).

=~

=~
=
1
@

Q
<
>
p
3
2

®

101. Construye la grafica de una funcién que cumpla todos y cada uno de los siguientes requisitos:
. D(f)=(-01) U (L+x)

Il. lim f(x):—oo, lim f(X)=+oo

x—1 x—>1"
lL. lim f (x)=0, Jim f (x)=0

IV. Tiene un maximo relativo en (0,0).

V. Tiene un minimo relativo en x =¥-2 .

VI. Es creciente en el intervalo (\/3 —2,0)

VII.Es decreciente en (_w,@) U (0,1) U (1+00).

-
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102. Dibuja la funcién f(x)=e"‘2 obteniendo sus asintotas y el crecimiento de f. Con la ayuda de dicha

gréfica, dibuja las funciones:

a) g(x)=e*? b) h(x)=-2+e
Y
VAN et
fix) = e/
0| 1 X

h(x)=r2+ e*2

103. Sabiendo que la funcidon que aparece en la gréfica es del tipo f(x)=a+bsen(cx +d), determina los

valores de a, b, cyd.

Y|

N\ JA
[\ \L AL\ /
\ \ [ L\ ]
\J 0 m \J

Se considera la grafica de la funcién f(x)=senx. Si se comprime horizontalmente a la mitad, se traslada 5

unidades hacia la izquierda, se dilata verticalmente al doble y, finalmente, se desplaza una unidad hacia arriba, se
obtiene la gréfica dada.

Por tanto, f(x)=1+ 25en(2x + %] y los valores buscados sona=1,b=2,c=2, d :% .
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104. Partiendo de la graficade y =cos x , construye las graficas de:

a) y=cos(x+m) d) vy :%cos(2x+§]
b) y =2cosx e) y=|cosx|
c) y =cos(2x) f) 'y =cos|x|
Y
f(x) =|cos x|
/ \ / N p, N
N 7 Tol 1 Y /
a) ~ d) Y
L N\ TN\ /
W N A > S 4 0 L N X
b) v ®) 4
f / AN sl /1 \
\ / d /| N/
\ of 1\ | X 0| | 1 X
c) f)
Y Y
NJol A/
N ol 1 '\ X
\\ / \ //
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105. En cierto momento, el nimero de bacterias en un cultivo es de 3000. Debido a ciertas condiciones

ambientales, este nimero evoluciona segtn el modelo N(t)=3-

2In(t+1
% donde t representa los dias que

han pasado desde el instante inicial y N(t) representa los miles de individuos que hay en cada momento.

a)
b)
c)
d)
a)

b)

c)

d)

Comprueba que, efectivamente en el momento inicial hay 3000 individuos.
Estudia si, con el paso de los dias, la poblacion se estabiliza e indica hacia qué valor.
En qué momento la poblacién es la menor posible. ¢ Cudl es dicha poblacion?

Dibuja la gréfica correspondiente e interprétala.

N(0)=3- % = 3. Luego hay 3000 bacterias en el momento inicial.

limN (t) =3-1Iim M =3-0=3. Se estabiliza en 3000 individuos.
t—>w towo {4
2In(t+1)-2
N(t =%:o:>2|n(t+1)—2=o:>|n(t+1)=1:>t+1=e:>t=e—1.
t+1

Como la funcién decrece en (0,e —1) y crece en (e —1,+w), entonces hay un minimoen t =e —1.

2In(e-1+1) 2

La poblaciéon es N (e - 1) =3- 1 =3-—=2,264, es decir, 2264 bacterias aproximadamente.
e—-1+ e

Dominio: D(N (t)) =[0,+w)
Puntos de corte con los ejes: (0,3)

Asintota horizontal: N(t)=3 en +o

Decrece en (0,e —1) y crece en (e —1+o0) . Minimo en (e -13 —Ej .
e

Inicialmente hay una poblacién de 3000 bacterias que va descendiendo hasta, aproximadamente, el segundo
dia, cuando alcanza una poblacién aproximada de 2264 bacterias. A partir de este momento, la poblacion de
bacterias en el cultivo aumenta hasta estabilizarse en 3000 bacterias.

Y

-
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PARA PROFUNDIZAR

106. Dibuja la gréafica de las funciones:

X2 +4x + 4 8 Inx
a) f = c) f = e) f =
) f(x) X+1 ) 1) 447 ) 1) 1+Inx
b) f(x)=38-2x? d) f(x):ex+e:x f) f(x)=senxy/cosx
eX—e
///
P
7 \
poit AN
12 1
//’/\ 1 X 0| 1 X
7 N
\
\
|
b) v €) Y
TN A
0] 1 X o[| X
C) Y f) Y
/’4! 1
— 2\ N Pl
ol 1 X NN \{ 1 X

107. Demuestra la igualdad algebraica: (3’/5—9/5)(3’/;2+3/£+§/b7) =a-b

Apoyandote en la igualdad anterior, demuestra que la recta y = 0 es una asintota horizontal de

f(x)=¥x®+1-x®-1.

S o EEnRE s F)

lim (3x3+1—3x3—1)=oo—oo(indet.): lim _

Xk o %/(x3 +1)2 +3x® -1+ %/(xe' —1)2

lim iy = lim 2 ~0

o i’/(x3 +1)2 +UxC -1+ %/(x3 —1)2 o %/(x?’ +1)2 +3x® —1+§/(x3 —1)2
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108. De una funcién f(x) continua en todo R se conoce la grafica de su derivada (figura adjunta). Se sabe,
ademas, que f(0)=1. Dibujala gréaficade f(x) y encuentra su expresion analitica.

vl

X+a six>0
f(x)=41 six=0
-Xx+b six<O0

Xx+1 six=>0

-x+1 six<0:>f(x)zlxl+1'

Como la funcién debe ser continua en 0, entoncesa=b =1 = f(x) = {

Y

[y

109. Se consideran las funciones f, peridédica con periodo T, y g otra funcién cualquiera:
a) Demuestra que (g of)(x) es una funcién periédica. ¢Es (f - g)(x) periddica?

senx

b) Aplicando la propiedad indicada en el apartado a, demuestra que f(x)=e es periédica

c) ¢Se puede aplicar la propiedad anterior a f (x) = sen(Inx).

a) (gef)(x+T)=g(f(x+T))=g(f(x))=(g°f)(x)=gef es periddica de periodo T.

En general, (f -g)(x) no es periddica.

b) f(x)=senx es periédica de periodo 2. Como g(x)=e*, por el apartado a, (g f)(x)=e*"* es periédica

de periodo 2r .

c) No. Para poder aplicarla, a la x debe afectarle directamente una funcién periddica.
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Autoevaluacion

Comprueba qué has aprendido

1. Determinael dominio y las posibles asintotas de las siguientes funciones.

2x° x?+1
b) f =
8-x°? ) f(x) 2x

a) f(x)=

a) Se trata de una funcién racional. Por tanto:

‘-8

Asintotas: Verticales x = \/5 , X = —\/5

Dominio: 8 — x? 203{x=\/§ :>D(f)=(—oo,—\/§)k)(—\/§.\/§)u(\/§.+oo)

Horizontales: No tiene, ya que lim f(x)=—-o, lim f(x)=+wo.

X—>+00 X—>—00

3
2X2:—2x+ 5
8-x 8-X

Oblicuas: f(x)= =y =-2x es asintota oblicua.

b) Como x?+1>0= el numerador de la funcién siempre existe. Por otra parte, el denominador se anula para
x =0. Por tanto: D(f)=(-,0) U (0,+x).

Vx?2+1 1 oWx%s1 1

Asintotas: Verticales x =0 ya que lim =—=+0 y lim =—=-w.
x-0"  2X 0" xo0"  2X 0"

. 1 A2+l 11
Horizontales: y == en +o yaque lim =—==
2 x>0 2X 2 2

1 R G N N N T |

y=-=en —o yaque lim = lim =—=—=

2 x—-0 22X X—+0  —2X -2 2

Obviamente, no tiene asintotas oblicuas.

2. Traza la gréfica de la funcion polinomica f(x)=(x-1)°(x+1) realizando, previamente, un estudio
completo de la misma.

Dominios: D(f)=R

Puntos de corte con los ejes: (1,0), (-1,0) y (0,1)

Puntos singulares y crecimiento: f'(x)=(x-1)(3x+1)=0=x = —%, x=1.

Crece en [—w,—%} U (1+0) y decrece en (—%,1}.

Minimo: (1,0) . Maximo: [—l,gj.
3 27

—_—
—
—

Puntos de inflexién y concavidad: f"(x)=6x-2=0=x = %

Concava hacia arriba en (%,Hﬁj y concava hacia abajo en (—oo,%) . Punto de inflexion: (%;—3] .
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2

3. Dibujalagréafica de lafuncién racional f(x)= X +f , tras realizar un estudio completo de la misma.
Dominio: D(f)=R-{-1} ;
Simetrias: La funcion no es par ni impar. \

Puntos de corte con los ejes: (0,8). ’
Asintotas:
Verticales: x = -1 \\ =t

Horizontales: No tiene. AT
2 7
Oblicua:y:x—l,yaquef(x):X 8 142 A1
X+1 X+1 1 it
Puntos singulares y crecimiento: ,/1/ X
2 B e
f.(x):LXZB:(): X=-4,x=2 "
(x+1) ~
Crece en (-«,-4) U (2,+) y decrece en (-4,-1)u(-12).
Maximo en (—4,—-8). Minimo en (2,4)
/
N : ; 18 \
Puntos de inflexion y concavidad: f"(x)= 570 \
(x+1)
Coéncava hacia abajo en (—o,-1) y

concava hacia arriba en (-1 +o) .

No tiene puntos de inflexion.

2
. - . X“+a
4. Calcula, en cada caso, los posibles valores de ay b para que la funcion racional f(x) =

tenga:

a) Por asintota oblicua larectay =x - 2.

b) Un méaximo relativo en el puno (-1-1).

2 2
f(x):x +a=x—b+b +a

a) b e Para cualquier valor de ay b = 2, la funcidn tiene una asintota oblicua y =x -2.
X +

2
b) f-(x):w

(x +b)2
l+a 1
f(-1)=-1 _ T a=-b ;
( ) = 1+b = —a=-1 b=1. Con estos valores la funcion  seria
f'(-1)=0 1-2b-a_, [a=1-2b
-1+b
2 p—
f(x)= X 11 =x-1si x#-1 yno existe en el punto en el que deberia tener un maximo.
X+
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5.

Realiza un estudio completo de la funcién f(x)=(x +1)e*™ y con los resultados obtenidos, traza su

gréfica.

Dominio: D(f)=R

Puntos de corte con los ejes: (-1,0), (O,e’l)

Y
Asintotas: |
Horizontales: y =0 en -, yaque lim f(x)=0 |
X—>—0 l
Puntos singulares y crecimiento: f'(x)=(x+2)e**=0= x=-2. /
Decrece en (—oo,—2) y crece en (—2,+«) . Minimo [—2,—%). Y
e 0| 1

Puntos de inflexion y concavidad: f"(x)=(x+3)e**=0= x=-3.

4

Concava hacia abajo en (—,—3) y céncava hacia arriba en (—3,+) . Punto de inflexion: (—3,—1) .

e

In(x*)

Dada la funcion f(x)=—5-—+,
X

dibuja su gréfica tras hacer un estudio completo de la misma.

Dominio: D(f)=R-{0}

4 4
Simetrias: f es par pues f(-x) = InE(—>;2 ) = In(>; ) =f(x).
—X X

Puntos de corte con los ejes: (-1,0), (1,0)

Asintotas:

In(x*)
X2

Verticales: x =0 ya que lim
x—0
Horizontales: y =0

. . 4-4In(x?
Puntos singulares y crecimiento: f'(x) = ¥ =0=>x= \/E,x = —\/g
X

Crece en (—oo,—\/E)u(o,\/E) y decrece en (—x/E,O)u(x/g.+oo). Maximo en: (—«/e_,gj , [\/Egj

e

2 | 5 | 5
Puntos de inflexion y concavidad: f"(x) = M =0=x=-Ved3 x=\e?
X

5 5 5 5
Coéncava hacia arriba en (—oo,—\/e3 ju(\le3 ,+ooj y céncava hacia abajo en (—Ve3 ,0) U (O, es j
5 5
Puntos de inflexion: | —Ve3, 10 , | Ves, 10

5 5
3e3 3e3
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7. Estudiala periodicidad de la funcién f(x)= sen[%] y traza su gréfica estudiando sus puntos de corte con

los ejes, su crecimiento y sus extremos relativos.

X+4n

f(x+4n)= sen( j = sen[§+ an = sen(%) =f(x)= Periodo T =4z

Puntos de corte con los ejes: (0,0), (2m,0) y (47,0)
X X=m

Puntos singulares y crecimiento: f'(x) = %cos[ 2) =0=> {x 3
=OoTn

Crece en (0,n) U (3r,4n) y decrece en (r,27). Maximo: (m,1). Minimo: (37,-1).

Y

El
1

8. Silagréficade f(x) eslaque aparece en lafigura, dibuja las gréficas de:

Y
a) f(x+2) d) f(2x) 1
b) f(x)+2 e) [f(x) \ X
c) f(x+2)-2 f) f(x])
a) . d) v
0\ 1 X 1 X
\ \
\
|
b) Y e) Y| /
/
T\ AL/
0| 1 X
0| 1 X
c) v f) Y
0| 1 X !
0| 1 X
/ \
\
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Relaciona y contesta

Elige la Gnicarespuesta correcta en cada caso

2

1. Lafuncién f(x)= ;( 1:
x3 +

A. Es par. C. Presenta una simetria respecto del eje X.

B. Esimpar. D. Las tres respuestas anteriores son falsas.

La respuesta correcta es D. f(-x) = ); 1 que es distinta a f(x) y a f(-x). Por tanto, no es par ni impar, en
X +

consecuencia, no presenta simetrias.

2. Lagraficade lafuncion f(x)=1-in(x)| es:

A. v C. iy
1 ]|
0| 1 — X 0| 1 X
\\
B D.
Y| Y
1 1
0| /1 X 0| 1 — X
[T

La respuesta correcta es D, porque la funcion pasa por el punto (], 1) y su dominio es (O, +o0).

3. De entre las siguientes posibilidades, ¢cual es posible para el nimero de puntos de corte con los ejes que
puede tener la gréfica de la funcion f(x)=ax*+bx®+cx*+dx +e?

A. Uno con el eje Y e infinitos con el eje X. C. Ninguno con el eje Y y cuatro con el eje X.

B. Uno con el eje Y y cinco con el eje X. D. Uno con el eje Y y dos con el eje X.

Al ser una funcién polinémica debe tener un punto con el eje Y y al ser una funcién polindémica de cuarto grado
puede tener cero, uno, dos, tres o cuatro puntos de corte con el eje X La respuesta correcta es la B.

4. *Si f(x)=mx>+nx>+mx —n tiene un punto de inflexién en x = 2, entonces la relacion entre los valores de
my n es:
A. 6m+n=0 B.2m-n=0 C.2m+n=0 D. m-2n=0

La respuesta correcta es A.

f'(x)=3mx* +2nx +m, f"(x)=6mx+2n:0:6m%+2n=0:>2m+2n:0:>m+n=0
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Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas

5.

Dada la funcién f (x)=xe™:

A. Tiene un maximo relativo en x = 1. C. Es discontinua en x = 0.

B. Tiene una asintota horizontal en +w. D. Es siempre decreciente.

Las respuestas correctas son la Ay la B.
f'(x)=e™-xe”*=(1-x)e*=0= x=1.
f'(x)=— -(1-x)e™ =(x-2)e™, £"(1)<0.
Por tanto tiene un maximo en x = 1.

Ademas, lim f(x)= lim LX =0. Asintota horizontal y = 0.

X—>+0 X—+0 @

- X
Dada la funcién f(x)=——:

Inx
A. Tiene un minimo relativo en x = e. C. Su dominio es (0,+x).
B. Tiene una asintota vertical. D. Es siempre decreciente.

Las respuestas correctas son Ay B.
El dominio de la funcién es (0,1) U (1+wx).

En x = 1 tiene una asintota vertical ya que limf (x) = +o.
x—1

f'(x):lnx_;L:O:lnx:l: X=e
(Inx)

fr(x)= 20X ne)=22 1.0,
x(Inx) e e

Tiene un minimo en x = e. La funcion es creciente en (e, +x).
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Elige larelacion correcta entre las dos afirmaciones dadas

7.

*La funcion y =f(x) verifica que:

1. £'(0)=f"(0)=0; 2. Tiene un minimo relativo en x = 0.
A.le 2 C. 2= 1lperol = 2.
B.1= 2pero2 =1 D. Pueden ocurrir las dos cosas.

La respuesta correcta es D.

Si f'(0)=f"(0)=0, entonces no se puede de deducir que x = 0 sea un minimo de la funcién porque dependeria

del valor de f™(0). Si f™(0)=0 entonces x = 0 es un punto de inflexién pero no minimo y si f™(0)=0 se tiene
gue calcular la derivada siguiente.

Si x = 0 es minimo relativo, entonces f'(0)=0y f"(0)>0, perono f"(0)=0.

Sefiala el dato innecesario para contestar

8.

Para saber cuantos cortes con el gje X tiene una funcion f, se sabe:

1. Que f(x) tiene un una unica asintota y es vertical.
2. Que f(x) es pary cambia su crecimiento solo en x = 0.

3. Que f(x) no tiene puntos de inflexion.

A. Es innecesario el dato 1. C. Es innecesario el dato 3.

B. Es innecesario el dato 2. D. Hacen falta todos los datos.

La respuesta correcta es C porque para determinar los puntos de corte con el eje X de la funcién f no es necesario
conocer ninguna condicién sobre los puntos de inflexion.

5 Representacion de funciones | Unidad 4

199



