SOLUCIONARIO

5 Primitiva de una funcion

EJERCICIOS PROPUESTOS

ly 2. Ejercicios resueltos.
3. Utilizalatabla de derivadas para calcular estas integrales:
a) Jx’dx:ix’*ﬂc (reR,r=-1)
r+1

b) jx*ldx =In|x|+C

c) J-exdx =e*+C

d) J- Xdx— (aeR>0,a=1)
e) Icosxdx:senx+C

f) J-senxdx =—cosx+C

dx = arcsenx +C

g)lef7

h) J- 12dx:arctgx+c
1+x

4, Calculalas siguientes integrales indefinidas.

—+1

X
a) j(senx—ex +\/;)dX =—-CcoSX—€e"+

—+1
2

+C:—cosx—ex+§\/x3+c
Xg*l X2+t
b) j( jdx——— \/ L +c

+C— 9/@+C

o) j\/idx J'«Fdx— ~
6
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5. Calcula, en cada caso, la funcion f(x) que verifica las condiciones dadas.

a) f'(x):cosx+x«/;yf(n):0
3
f(x) = I(cosx + X\/;)dx = J(cosx + xzjdx = senx +§«/x—5+c
Para calcular C utilizamos, f(rn)=0=0=senn +§\/n75+c =C= —%\/TTS
2 5 2 5
f(x) = senx +§x/x>—§\/n>
3
b) f'(x) = >—e*yf(0)=1
1+x
1
f(x):SI dx—'[e*dx:3arctgx—ex+c
1+x?
Calculamos C, f(0) =3arctg0-e°+C =1=C =2
f(x) = 3arctgx —e* + 2
c) f'(x)=x-2cosxy la gréfica de f corta a la bisectriz del Il cuadrante en el punto de abscisa x =7 .

6. Prueba que F(x)=sen?’x y G(x)=

f(x)=J-(X—ZCOSX)dX=%X2—ZSEHX+C
1, 1,
Sabemos que f(n)z—n:f(n)zzn —ZSenn+C=—n:>C:—ETc -T.

f(x) = lx2 — 2senx —lnz -n
2 2

COoS 2X

diferencian? (Recuerda que sen2oa = 2senocosa ).

Bastara comprobar que las derivadas de F y de G coinciden con f.

En efecto, esto es asi ya que:

2sen2x

F'(x) = 2senx cosx =sen2x y G'(x) = ;- sen2x

Para encontrar la constante que las diferencias restamos ambas expresiones:

F(x) - G(x) = sen®x + ———

COS 2X ,. COos?’x-—sen’x cos’x+sen’x 1
=sen’x + = ==

2 2 2

7. Ejercicio resuelto.

=1TE

son primitivas de f(x)=sen(2x). ¢En qué constante se
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8.

10.

11.

12.

Unidad 5] Primitiva de una funcién

Calcula las siguientes integrales indefinidas.

+C

t+1 dt—J. 6t+6 J' 6t+6 dt_x/Stz+6t—5

2 | _
J3t2+ 6t -5 6x/3tz+6t—5 232+ 6t-5 3

b) Jll__\/X; dx=J-(1_\/1;_)f/1;&) dx=I(1+&)dx=x+§Jx7+C

c) I(x3 +1)12 <4x2 dx = %I(ﬁ +1)12 3x%dx = %(x3 +1)13 +C

d) jww:—cos(lnthc
e3s

e

) J‘1+eGS

8x _ 8x X =§ 6x
) IJ1—9X“ & _I\/l—(sz)zd ‘3I\/1—(3x2)2

3e3S 1 .
3! :Earctg(e3 )+C

dx = iarcsen (3x*)+C

Halla las primitivas de las siguientes funciones.

a) f(x) = 2x(sen x?)(cos* x?) b) g(x)=tg(3x+2)

a) IZx(sen x?)(cos”* x*)dx = —%IZX(— sen x?)(5cos* x2)dx = —%cos5 x> +C

-3sen(3x +2)

= —lln|cos(3x +2)|+C
cos(3x +2) 3

b) J.tg 3x+2)dx =- 3I

Calcula las derivadas de f(x) =tg?x yg(x) = 12 , simplificalas al mdximo y explica qué observas.
cos?x

1 2senx , 2senx
y 9'(x)=

cos’X  cos® X cos® X

f'(x)=2tgx-

. . N 2senx
Sus derivadas son iguales, luego son dos primitivas de h(x) = 3
cos’® x

. Comof(x) =g(x)+C , mirando su valor en

x =0tenemos que 0=f(0)=g(0)+C =1+C.

Ejercicio interactivo.

Ejercicio resuelto.



OLUCIONARIO

13. Obtén las siguientes integrales indefinidas.

a) j(xz —5x +1)cosxdx

f g'
x2-5x+1 COSX
2x -5 senx
2 —COSX
0 —senx

J-(x2 -5x +1)cosxdx = (x* —-5x +1)senx —(2x —5)(-cos x) + 2(~senx) +C = (x* —5x —1)senx +(2x —5)cos x +C

b) J‘ arctgxdx

f g'
arctgx 1

1 X
1+ x?

jarctgxdx:xarctgx—.[ X dx:x~arctgx—£|n(1+x2)+C
1+ %2 2

c) J.arcsenx dx

f g'
arcsenx 1
1
V1-x? X

- X
J‘ fx+5d
X

— 2 p— —
x=j 10t zdt:—ij ! dt+£j 12dt+5jidt+ij—lzdt:
(t2 _1) 2 (t-1) 2J)(t-1 2J (t+1) 2J) (t+1)

=§(—In|t—:Ij+i+ln|t+]j+ij+c=E —In4/X+5 —j‘+ 1 XS +1‘+ 1 +C=
2 t-1 t+1 2 X \/x+5 X \/x+5
X+ g L |
X X
5 |Vx+5+x
2 XA VXL [x(x+5) +C
2 |Jx+5-+/x

d) jxsen(Zx)dx

f g'

X sen(2x)
1

1 ——cos(2x
> (2%)
1

——sen(2x
0 a (2x)

I xsen(2x)dx = —%x cos(2x) +%sen(2x) +C

=1TE
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e) J.(x7 —3x +1)senxdx

f g'

X' =3x+1 senx
7x% -3 —COSX
42x° —senx
210x* COoSX
840x3 senx
2520x? —COSX
5040x —senx
5040 COSX

0 senx

J.(x7 -3x+1)senxdx = (X" —3x +1)(-cos x) - (7x° —3)(-sen x) + 42x° cos x — 210x* sen x + 840x*(-cos x) -

~2520x?(—sen x) + 5040x cos x —5040sen x +C = (—x" +42x° —840x* + 5043x —1)cOS X +
+(7x® —210x* +2520x* —5043)sen x +C

f) Ie” cos xdx

f g'
e cosx
3e* senx
9e* —COSX

J.e:“ cos xdx = e* senx +3e* cosx + J. 9e*(-cos x)dx

e*(senx +3cosx) N

Despejando, J‘e“ cos xdx =
10

C.

14. Hallala primitiva de f(x)=(x +1)?senx que cumpla F(0)=1.

F(x) = I(xz +2x+1)sen xdx

204

f g'
x2+2x+1 senx
2X +2 —COSX
2 —senx
0 COSX

J.(x2 +2x +1)senxdx = (x* +2x +1)(—cosx)—(2x +2)(-senx)+2cosx +C =

=—(x*+2x+1)cosx +(2x +2)senx +2cosx +C

1=-1+0+2+C=C=0

Luego F(x) = —(X*+2x+1)cos X +(2x +2)senx +2cosx

Unidad 5] Primitiva de una funcién
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15. Determina las siguientes integrales indefinidas.

a) J'& Inxdx
f g
Inx \/;
1 2/
X 3

J.\/;Inxdx :%InX\/XT—J.

b) J-x(lnx)zdx

f g'
(Inx)? X
2Inx

=X
X

3
X dx:glnxeT—i\/x—3+C =£x/x—3(lnx—£)+c
3x 3 9 3 3

Inx

X

jx(lnx)zdx =%x2(lnx)2 —lenxdx =%x2(lnx)2—%lenx+_[%xdx+c =%x2(lnx)z—llenx +=x*+C

c) J.x2 (Inx)dx

f g
(Inx)? NG
2Inx x3
X 3

f g'
2,
—X
Inx 3
1 2.
X 9

1 2 |2 2 1 2 2
x2(Inx )’ dx = =x3(Inx 2—J-—lenxdx:—x3 Inx —[—x3 Inx —J.—xzdx}:—x3 Inx)" ==x3(Inx)——x®+C
[ nx)? = e - [ 2 20 (I - | 2% - [ x|~ 2 (Imx) - 2x(nx)

d) J.x/;(lnx)zdx

f g'
(Inx)? Jx
2Inx g\/x—3

X 3

J.«/;(Inx)zdx = @— J‘%Inx&dx =

_ 2% (Inx)’ _gJX—g(lnx_gjw
3 9 3

2% (Inx)? B

=1TE

3 %[%\/X—S(Inx—%DJrC =
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e) _[ (1— x)e*dx

f g'
1-x e
-1 —-e
0 e~

J (1 x)e~*dx = —(1—x)e* —(-De~* +C = xe* +C

f) Ix4ezxdx

f g'
X4 e2x
1
3 _e2x
4x 5
1
2 — e
12x 2
24x Lo
8
1
24 —e*
16
1
0 —e*
32

J-x“ezxdx = %x“ezx - x%* +%x2e2X —%xezx +%e2x +C=e* (%x“ -x3 +%x2 —%x +%J +C

16. Calcula, utilizando la férmula de la integracidén por partes, una primitiva F(x) de la funcion f(x) =x?Inx?
que cumpla F()=0.

f g'
Inx?2 X2
2 x
X 3

szlnxzdx:lx3lnx2—J‘£x2dx+C:£x3lnx2—£x3+c:1x3(3lnx2—2)+C
3 3 3 9 9
1 2 1 2
0=F@)==(-2)+C=C=2Vy F(x)==x3(3Inx2-2)+=
@ 9( ) gy (x) 5 ( ) 5

17a19 Ejercicios resueltos.
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20. Calculalas siguientes integrales indefinidas primitivas previa descomposicion en fracciones simples.

a)j dx =1In|2x+5|+C
2x+5 2

2x -1 -1 3
) .[(x Dx_ 2™ .[x—ldx+j Stx =—Inh—1+3Inix -2 +C

c) Ixzdx :I dx dx:j dx+j—dx Inlx — 2 —Inlx|+C

x(x-2
-t ——I ——| 3/+C
9 J-x 242x-3 I(x 1)(x+3) 4.[x 1 X130 nix -1 —=Inlx + 3|+
xadx 5 1

1
e = X+ = X —— =—(Inlx =12+ 9In|x + 3|-10In|x + 5|} +C
)J.(xfl)(x+3)(x+5) 24J x-1 8.[x+3 12J x+5 4( | | | )

5 _ 2 _ 3 2 _
) Ide I(x +x+4)dx+jwdx:x—+x—+4x+.[£dx+j 5 dx+I 3
- X(X—=2)(x+2) 3 2 X X—2 X+2

dx =

=X—+X?+4x+2In|x|+5|n|x—2|—3In|x+2|+C

21. Determina las siguientes integrales indefinidas.

a) J- I_dx+ _dX2+J‘ dx :—Inlx—]J+i+In|x—2|+C
(x- 1) (x 2) Jx-1 J(x-1 X—2 x-1
b) j1+8x _ [ Bxdx ~ =arctgx +4In[1+x2[+C
1+ x2 1+X

1

c) J. X' —3x -3 dx:I -1 dx+I =2 4y - _inlx— J. _x=2 4 J. — 2 4x=
(x-D(x2-2x+5) x-1 X2 —2x+5 2 X2 —2x+5 2 ( 1)

2

= —InIx—]J+§In|x2 —2x+5|+larctg(x—_1j+c
2 2 2

2
d) J. J. 3dx_ In|x+]J——J. 2x 1
1l (x+1)(x —x+1) 3 x+1 x? —x+1 x2 —x+1

+%ij¢d _—In|x+1IJ—EIn|x —x+ﬂ+£arctg(—x— )

MEC ) oo

V3
3
e) J‘X—dx=J‘dx+J‘X—+2d x=6) 4 I
X3 +x-2 X3 +x-2 4 x? +x+2 4
= _1 ﬂdx_giij \/— dx+_|n|x ]_I_
8J x?+x+2 8 7 7 (2x j 4
+1
J7
:x—lln|x2+x+2|—11\/7arctg 2x+1 +Linix-1+c
8 49 7 4
x3 -6 x3 -6 -Xx-3 2x+3
) I dx = X:I I dx =
x4 +6x%+8 (X% +2)(x?+4) X2 +2 x> +4
1

-

J- —— dx+J. 2x dx+§I 22

2 x+2 ( j xX2+4 2 (x)
=+
2

3 X 3
:—Eln(x +2)—$arctg(Tj In(x? +4)+2arctg(2j+c

S1TH
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22y 23. Ejercicios resueltos.

24. Calculalas siguientes integrales indefinidas.

1
a t =1++/X, dt =—=dx = 2(t —2)dt = dx
)J-l+\/ 24X -3

1-+/x 2-DC-2 . [0 v SO e ~
I1+J_ : dt = I(a 6)dt 4It =—t?+6t—4Int|+C =

—(1+\/;) +6(1+x/;)—4ln‘1+x/;‘+0

mj—i4x t =3, dt = — = _dx = 3t%t = dx
Yx +1 3(%/;)

J.\/;+1 J.—dt It—1)dt+3j:11dt:%t2_3t+3|n|t+q+czgz/x_Z_gg&+3ln|g/;+]J+C

1+e* dt
C) J.:—dx t=e* dt =e*dx = —=dx
e> +1 t
1+e* 1+t 2t
dx:‘[ dtf.[ dt+J. Int J-—dt+J. dt Intf—lnt2+ +arct =
[+ -5 [ e+ [zdt =ik -k 3 arctg (1) +
1
=x—-—=Ine* arctg(e*)+C
xX=3 +1|+ g( )+
-1
d Isenx cos x dx t = senx,dt = cos xdx
senx +1

senx -1 t-1 2
J.—cosxdx =j—dt=jdt—.[—dt=t—2ln|t+1|+c =senx—2|n|senx+1|+C
senx+1 t+1 t+1

25. Determina las siguientes integrales indefinidas.

X 6/, . OX
a) jg/;+1dx t:x/;,dt—G(g/;)s

= 6t°dt = dx

5 3
J- —J6t ot —6'[ (t° - +t271)dt+6jidt :Et7fEt5+§t376t+6arctgt+C =
3,X+1 t2 + t2 +1 5 3

7
:gxﬁ/;—gg/xis+2\/;—69/;+6arctg(5/;)+C

b) J-,/X+5dx (toma X—+5=t2]
X X

2
X+5 ey 2 1+E 2tdt = 5dx:—1(§j dx = dx = —2
X

5\ x t2— )2
X+5 10t2 5 1 5
.[\l I :_EI(t—l)dt+E.[t 1)’ 2I(t+1) 2I
(In|t—]j+ +In|t+]j+ 11]+C=% —In X:5 —1‘+ - ,/ J‘ 15 +C=
\/x+ \/x+ 1
X
\/§+\/_ X(x+5)+C

26. Ejercicio interactivo.
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27. Transforma estas integrales en otras polinébmicas o racionales.

a) Isen5x cos? x dx
t = cosx, dt = —senxdx

jsens X cos? X dx = —I (1-cos? x)? cos? x(—senx )dx = —I (1-t?)*t2dt

) J‘SGI"IX

cos®x

t = senx, dt = cos xdx

sen* x sen’ x
dx = cos xdx =

cos® x cos’ x

sen” x
(1-sen?x)?

C)J-ldx
COS X

X 2dt
t=tg| —|, dx =
g(Zj X 1+1t2

J‘ 1 2dt
dx = | ——
CoS X 1-t2

28. Transforma en polindmicas o racionales estas integrales:

a) J' ZSEHXCOSX

1+sen?x
2senxcosx 2senx
t=senx,dt:cosxdx:>I 5 dx = 5 cosxdx:J.
1+sen®x 1+sen®x 1+
b) J-sen“xcoszxdx
dt 4 5 t*
t=tgx, dx=—-= | sen*xcos*xdx = | ———
1+1t2 (1+t%)

c) J-tg“x dx

dt
t=tgx, dx =
g 1+t2

1+t2

t4
sxdx = I—dt
L2

dt

t2

29. Utiliza las propiedades de las derivadas y prueba el reciproco del teorema de Liouville, es decir:

“la derivada de f(x)e?™ con fy g funciones racionales, es R(x)e?™ con R funcién racional”.

F(x) =f(x)e?® = F'(x) = f'(x)e% +f(x)g'(x)e?® = (f'(x) + f(x)g'(x))e*™®

Si f(x) y g(x) son funciones racionales, entonces, R(x)=f'(x)+f(x)g'(x) pues la derivada de una funcién racional

es racional y producto y suma de racionales es racional.

=1TE
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210

30. Utilizando la no elementalidad deJ.x2n -e®’dx , prueba que no son elementales las primitivas:
a) J-x/Inxdx b) j c) J.e—dx
Jinx JIx
Indicacion: pon Inx =t?enayby x =t?enc.
a) J.x/In xdx . Llamando x =e", dx = 2te“dt = j\“ﬂ xdx =J. In(e‘z)Zte‘zdt = 2J‘t2e‘2dt que no es elemental.

b) de Llamando x =e", dx = 2te”dt = —dx I—dt—zj‘e'zdt que no es elemental.

eax
c) j—dx . Llamando x =t?,dx =
VX

= Zjea‘zdt gue no es elemental.

31 a 36. Ejercicios resueltos.

EJERCICIOS

Primitivas e integral indefinida. Propiedades

37. Asocia acada funcion f(x) una primitiva F(x).

f(x) F(x)
6sen®(2x +1)cos(2x +1) sen(2x +1)°
cos(2x +1) lsen(ZX +1)
2 3 2
6(2x +1)*cos(2x +1) sen[3(2x N 1)]
6cos(6x +3)
sen®(2x +1)
f(x) F(x)
6sen®(2x +1)cos(2x +1) sen*(2x +1)
cos(2x +1) %sen(Zx +1)
6(2x +1)? cos(2x + 1) sen(2x +1)°
6cos(6x + 3) sen[3(2x +1)]

38. Comprueba que F(x)=arcsenx y G(x)=-arccosx son ambas primitivas de la misma funcién. ¢;De qué
funcion se trata? ¢En qué constante difieren?

1 y G'(x) :# , luego son ambas primitivas de f(x) = !

V1-x2 1-x? 1-x2

F'(x) =

Como F(x)-G(x) es constante, para ver en qué se diferencian basta calcular F(0)—G(0) = arcsen0 + arccos0 :g

Unidad 5] Primitiva de una funcién



39. Una primitiva de cierta funcién f(x) es F(x) =x?-3x +1 . Encuentra otra primitiva de f(x) cuya gréafica pase

40.

41.

por el punto A(1, 5).

Las primitivas de f(x) son de la forma G(x) = x? -3x +1+C Haciendo x =1 tenemos:

5=1-3+1+C = C =6. La primitiva buscada es G(x) = x> -3X+1+6 .

. . . Senx +Ccos x 1-sen?x
Determina, razonando la respuesta, si las funciones F(x)=——— y G(X)=———
senx Ccos X senx
primitivas de una misma funcion.
Derivando ambas funciones obtenemos:
Fi(x) = (cosx —senx)senx —(senx+cosx)cosx  sen®x+cos’x 1
sen?x sen?x sen?x
G'(X) = —2S€enx cos X - Cos Xsenx — (1— sen’x)(—senxsenx + COSXCOSX)  —2Sen’x cos? X — Cos? X(COos® X — sen’x)
= > = =
(cosxsenx) cos’ xsen’x
_ —2sen’x-cos’x+sen’x 1
sen?x sen®x
Como sus derivadas son iguales, ambas son primitivas de la misma funcién. Dicha funcion es f(x) = ————.
sen®x

Comprueba que:

a) IGsen(x +1)cos(x+1)dx =3sen’(x +1)+C

’

Comprobamos que, efectivamente, (3 sen®(x +1) +C) =6sen(x+1)cos(x+1).

dx 4
b) IW:4&+C

Comprobamos que, efectivamente, (4(‘/;+C) = %

I
C) J-\/aX_+= 2(ax+b)\/ax+b +C

3a

' ’

2 b b 2 b)*?
Comprobamos que, efectivamente, [M-rcj :{(ax:a;)+c =+rax+b.
a a

=1TE

son
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Primitivas inmediatas

42. Calculalas siguientes primitivas inmediatas indicando de qué tipo son.

43.

44,

212 Unidad 5] Primitiva de una funcién

r+1

a) J-i/x—3dx Tipo: Ix'dx:x 1+C = J-Q/xjdx:gi/x—s+c
r+
b) J.Ll_zidx Tipo: J.aX dx=|a—+C = I 3 2
X na

X®+3X°—5x+7

r+1
c) j—dx Tipo: jx’dx: X _ic y J-idx =In|x|+C
r+1 X

J‘x3+3x —5x+7

I 2%dlx — 3J'dx -

dex +3J.dx —SJ-ldx + YJ.izdx = ixz +3X —5In|x| —1+C
X X 2 X

d) J‘senx+cosx Tipo: J.cosx dx =senx+C y Isenx dx =-cosx+C
senx+cosx 1 1 1 1
J. —J‘senxdx+—.|.cosx dx =—-=cosx+—=senx+C
2 2 2 2
\' — 2 p—
e) Iudx Tipo: j ! dx =arcsenx +C
V1-x? V1-x2
IZ 21X 23y ‘-3 —2Idx—3j%dx=2x—3arcsenx+c
1-x
f) je*xdx Tipo: J-e“x)-f’(x) dx=eW+C = J.e*xdx=—e*x+C
2
g) 2Ltdt Tipo: J- 1 dx =arctgx+C = J-zidt_J-dtJrJ.idt:tJrarctgHC
1+t2 1+ x? 1+t2
h) J.Ldt Tipo: dex =arcsenf(x)+C
V1-t° V1= (F())?

1arcsen(t3)+c

J‘x/l t6 3-[\/1

x%+3

Ix

Halla una primitivade y =

2 3 1
'[X +3dx =J‘x5dx+3'|‘x_5dx=gx2 X +6vYx +C
- X 5

Luego una primitiva seria: f(x) = %xz X + 63X

Determina f(x) sabiendo que:

£7(x) = 24x; f(0) = 0; f/(0) = 1; f"(0) = 2

f"(x) = 24x entonces f"(x)=12x*+C, comof”(0) =2, se deduce queC =2.

f”(x)=12x*+2 entonces f'(x)=4x*+2x+C , comof'(0) =1, se deduce queC =1.

f'(x) = 4x®+2x +1 entonces f(x)=x*+x*+x+C, comof(0)=0, se deduce queC =0.

Por tanto, f(x)=x*+x"+Xx.



45. Calcula J.xln(1+x2)dx )

Comenzamos llamando t =1+ x? , dt = 2xdx = len(1+ x2)dx = %J‘Intdt

Esta integral se realiza por partes tomando f(t)=Int y g'(t)=1.

f g
Int 1

t

~ P

1jlntdt _ tInt—J.}tdt =1t(|nt—1)+c
2 2 t 2

Asf pues, J.xln(1+ x?)dx = %(1+ x?)(In(L+x?)-1)+C

46. Halla la ecuacion de una curva y =f(x), sabiendo que pasa por el punto (1, 1) y que la pendiente de la
recta tangente en el punto de abscisax es 3x +1.

Sabemos f'(x)=3x+1, luego f(x)=%x2+x+c ycomof(1)=1 entonces C =—%.

La curva tiene ecuacion y = f (x) :%x2 +X —% :
47. De una funcion y =f(x), x >-1, se sabe que tiene por derivada y’:li donde a es una constante.
+ X

Determina la funcién si, ademas, se cumple que f(0)=1y f(1)=-1.

f(x) = J'idx —aln(l+x) +C
1+Xx

Sustituyendo:
f(0)=a-ln1+C=1=C=1
2
f()=a-n2+l=-1=a=-——
In2

_ 2In(1+x) 1

La funcién es f(x) = 1
n

=-2log,(1+x)+1.

48. Halla una funcion F(x) que verifique que x°F'(x)+x®+2x =3 para x #0.

3-2x-x°

X5

3-2x-x8 3 2 1
F(x :I—dx:——+—+—+c
x x® 4x* 3x® X

XF(X)+x3+2x=3=F'(x) =

3 2 1

Como nos piden una funcién, tomando C =0 tenemos F(X) = ———+—+—.
4x* 33X x

S1TH
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49. Delafuncion f: (-1 +o) - R se sabe que f'(x):L)2 y que f(2)=0.

(x+1

a) Determinaf.

b) Halla la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (0, 1).

3 3

X+

a) f(x):j 3 ~dx =— +C como f(2)=0 entonces f(2)=———+C=0=C=1
(x+1) 1 2+1

Luego f(x) = —%4—1
X+

b) F(x) :j(—%wtljdx =-3In|x+1+x+C

1=-3Inj0+1+C=C=1

F(x)=-3In|x+1+x+1

50. Calcula estas integrales.

a) J'—\’E’_Stgx dx = —%J(S—:&tgx)s +C

cos? x

b) J-«/x+3 dx =§\/(x+3)3 +C

2 2
c) J‘Inxz dx = (Inx’) +C

X 4
d) IX+;/;dx:In|x|—i+C
X Jx
e) J. )2(+2 dx:lln|x2+4x|+c
X +4x 2
7
f) jsenxscosxdx:sen Xic

51. De todas las primitivas de la funcién f (x)=2tgx sec®x , halla la que pasa por el punto P(% 1].

1

+C
cos? x

F(x) = j2tg xsec? xdx =

1

cos? (Ej
4

Como P (% l) , entonces F[E) = +C=1=C=-1.

1
cos? x

Luego, F(x)=
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52.

53.

54.

55.

Calcula la primitiva de la funcion f(x) = xv/x2 -1 que se anula en el punto de abscisa x =2.

F(x) = .[X\/X —1dx = “X_Ds

2 _1\3
Como x = 2, tenemos que 0:%+C:>O:¥+C:>C:—x/§.

Luego, F(x) = —“()(23_])3—\@.

Calcula las integrales:

—1)? s
a) j%dx b) jezx >3 (1- 4x)dx

f

(3x -10x+15)+C

a) J'(X dx —J.\/_dx '[—dx J’\/_

b) J'eZ*L“3 (1-4x)dx = 6> 4C

X

Halla la funcion F(x) tal que F(0) = 2, y que sea primitiva de la funcion f(x) =

F(x):J.e—dx=In(eX+1)+C
e*+1

Como F(0) = 2, entonces IN2+C=2=C=2-In2.

Luego, F(x)=In(e*+1)+2-In2.

Calcula laintegral I[\/xz +20x +(x? +20x)}(x +10)dx .

J.[x/x2+20x+(x2+20x)}(x+10 J.\/X +20x -2(x +10)dx + = J.(x2+20x)-2(x+10)dx=

(x? + 20x)°

3 4(x +20x)° +C

=1TE
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Integracion por partes

56. Calcula:

a) jln(x+l) dx

f g'

In(x+1) 1
1 il

X+1 *

Jln(x+1)dx:(x+Dln(x+D J'X—Jrldx (X+DIn(x+)-x+C

b) jx arctg(x + )dx

1 1 —2X -2
arct 1)dx = =x2arct ——j—d = —x2arct .[d I )=
.[X 9(x+1)dx g} arctix+y Tr@ax? 2 g0x+D - [ ) a2

2 2
_X arctg(x+1)_i+ln(x +2x+2)+C

2 2 2
¢) J'Inx
J‘Inx __Inx J‘_d Inx+1
d) J-xlnxdx

2 2 2 2
lenx dx =X—Inx—J.X—~ldx=X—Inx—X—+C
2 2 X 2 4

e) J- X(Inx)2dx

f
(Inx)?

><N><(Q

2(In x)%

N

2 _X_z 2 _ _X_2 2 _ X_z _X_2
'[x(lnx) dx = 5 (Inlx]) J.xlnxdx = (Inlx) [ 5 Inlx| 2 }+C
J‘I (x+1j
J‘In(X—H)XdX:J‘xIn[X—HJdX:lle (X+1] I —llen(x—ﬂ}rjdx—j
x-1 x-1 2 (x+1)(x 1) 2 x-1

—len(X—HJ+x—j 1 dx:llen(XJrlJ J. 2 dx + 2 dx = x In(x+1)+ - 2 d +J. 2 dx =
x-1 x2 -1 2 Xx+1 2 -1

1

2

%len(x+ﬂ+x——ln|x ]j+—|n|x+]j:—(x+1)(x 1)In[ +3+X+C
X7

dx:
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57. Determina laintegral indefinida Ixzsen(2x)dx .

f g'
X2 sen2x
2X —%cos 2X
2 —%sean
0 %cos 2X

J x?sen(2x)dx = —% X2 cos(2X) + % xsen(2x) + %cos(Zx) +C

58. Calcula con latabla auxiliar de integrales sucesivas:

a) I x® cos xdx

f g'

X8 COSX
6x° senx
30x* —COSX
120x3 —senx

360x2 COSX

720x senx
720 —COoSX
0 —senx

j x®cosxdx = 6cos x(x® — 20x® +120x) + senx(x® — 30x* + 360x> — 720) + C

ST
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b) _[x?e“dx

X7 eg7lX
7x° %eh
42x° 7—126”
210x* 7—1367"
840x° 7—14e7*
2520%? 7—15e7x
5040x 7—16e7*
5040 7—17e7x
0 7—18e7*

7 7 T 7° 74 7 7° 77

7 6 5 4 3 2
Ix7e7x dx = e”(x x®, 6x° 30x* 120x° 360x*  720x 720]+ c

C) J.ealx cosbxdx

f g'
cosbx e
eax
-bsenxb _—
a
eax
—b?cosbx —
a

e (acosbx +bsenbx) C

'[eax cosbxdx = 1eax cos bx —ieax(—b senbx) + Iieax(—bz cosbx) =
a a’ a’ a?+b?

2
(1+ b—z)J.e""x cosbxdx = 1eax cosbx —izeax(—b senbx) = J.e'slX cosbxdx = PR
a a a a’+b

d) J.(x3 +x?+1)e*dx

f g'
X3+ x2+1 e
3x% +2X e
6Xx +2 e*
6 e

0 e”
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50.

60.

61.

62.

63.

Determina las funciones f : R — R que satisfacen la condicion de que la pendiente de la recta tangente en
un punto genérico (x,y) de su grafica viene dada por la expresion xe* .

f(x)= jxexdx = xe* —Iexdx ==*(x-)+C

Sea f:(-1,1)— R definida por f(x)=In(l-x?). Calcula la primitiva de f cuya gréafica pasa por el punto

G 3.
2x? ) 1
1_ X2 dX = Xln(l— X )— ZIdX + ZIde

1-x
1+X

F(x) = Iln(l— x?)dx = xIn(1- xz)—I—

+C

xIn(l—x?) - 2x + idx+J. 1 dx = xIn(1-x?) - 2x-In
1-x 1+x)

1-X

Como pasa por (0,1) se tiene que —In1+C =1=C = 1 y la funcion es F(x) = xIn(1—-x?)-2x —In +1.

Calcula la siguiente integral indefinida J.eax (x2+bx +c)dx en funcién de los parametros a, b y c.

'[eax(x2+bx+c)dx =§ee‘x(x2 +bx+c)—§je“(2x+b) dx =e™(x* +bx+c)—a—12eax (2x+b)+a—12'[2eax dx =

ax(x2+bx+c 2x+b 2]
e - +C

a a’ a®

Hallar la primitiva de f(x) = x2Inx cuya grafica pasa por el punto A(1, 2).

f g'
Inx X2
1 x3
X 3

Ilenxdx :1x3lnx—jlx2dx ~emx-twsc :1x3(3lnx—1)+C
3 3 3 9 9

1 19
F)==(-1)+C=2=C=">
@ 9( )+ = 9

Luego una primitiva seria F(x) = éx3 (3Inx-1) +% .

Utiliza la integracion por partes para calcular la funcién f(x) que cumple f(0)=1y f'(x)=€e*cosx .

f(x) :J-ex cos xdx = excosx+J‘ex senxdx = e* cosx +e* senx—J‘ex cos xdx .

e*cosx +e*senx N
2

C.

Despejando tenemos f(x) = Iex cos xdx =
f(O):1+C =1=C _1

2 2
Luego, f(x) = e?(cos X +senx+1).

SIT1
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Integracion de funciones racionales

4x -5 A B
= +
x?2-1 x+1 x-1

64. Encuentra dos numeros reales A y B tales que:

4x -5 A B
= +

= = AX-D)+B(x+1)=4x-5
x2-1 x+1 x-1 (x=D+B(x+])

En particular, si hacemos x =1 obtenemos 2B=-1=B= —% .

Y si hacemos x =-1, —2A=—9:A=%

dx==|—- |x+]j——|n|x 1+cC

J‘4x—5 9 dx 1 dx
x2-1 2)x+1 2)x-1 2

65. Se consideran las funciones reales f(x)=12x®*-8x?+9x -5 y g(x)=6x

H(x):Jf(X) dx que cumpleque H(1)=1
g(x)

3_gy? -
H(x) = J-f(x)d J‘12x 8x“ +9x SdX:J.(ZXH)dXJrJ.lZX—?dX X2 +X+In

6X2—Tx +2 TX+2
Como H)=1=1+1+INnl+C=1=C=-1

La funcion es H(x) = x? + X +In(6x? - 7x +2) - 1.

ycalcuIaJ.

4x -5
2

dx

(6x2—7x+2)+C

2_7x+2. Calcula la funcion

66. Resuelve las siguientes integrales que dan lugar a funciones tipo arco tangente. Para ello, primero debes

transformar las fracciones en otras de la forma:

1+(ax +b)?’
a
————dx =arctg(ax +b)+C
j1+(ax+b)2 o )
2
a) I > dx = 2arctgx +C
1+x
1 1 1
b) J- dx:—J-—dx:—arctg V2x)+C
wae Gl Ly B
1
1 1 3 1 X
c d =—J—d =—arctg| — |+C
).[9+x2 X=3 (ij X=3 9(3]+
1+ —
I I :larctg[x_3j+c
4+(x 3 2 [ j 2 2
e) J- —J.;dx—arctg(foHC
—4x+5 (x—2)2+1
1
f) j 2 dx:I 2 dx:lj%dx:larctg(HS}rC
X% +10x + 41 (x+5)?+16 2 (x+5) 1 2 4
4
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_y2
67. Calcula J.z;dx.
X“+X—2

X—2

— 2 p—
I;dx=‘|‘—dx+]‘x—2dx=—x+
X2 +X-2 X2 +X-2 (x D(x+2)

:—x—lln|x—]j+iln|x+2|+c
3 3
68. Hallalaintegral racional J‘—dx .
+X

2
J‘S
x+x2

.[(x D(x+2) X:J‘xild)H—.[XJZrZ

69. Calculalaintegral indefinida J.);—_lzdx .
X3+ X

J'xfl dx=J‘ x-1 dx
X3 +x? X2(x +1)

——x+.|‘—3dx+jidx=
X+2

dx:ln|x—]4+2|n|x+2|+C

=Igdx+j;;de+j;2dx:2In|x|+i—2ln|x+Jj+C
X X X+1 X

70. Determina estas integrales correspondientes alos diferentes casos de funciones racionales.

J‘ dx
a)
2X —
Esta integral es inmediata.
X _Lnj2x-7)+cC
2x-7 2

Caso C. Polinomio de 2.° grado sin raices reales.

1dx
I dx :1 2 :larctg(%J+C

X+ 201y 2
(z)+
9 [eas

—4x — 5
Caso A. Raices reales distintas.

J‘%dx:
X*—4x -5

d j— dx
) X*+3x2+2
Caso D. Raices complejas de multiplicidad 1.

1 5

J‘ X
xX+D(x-5)

1 1 1
'[ dx:J. dx:'[ dx
X4 +3x%+2 (X2 +1)(x*+2) x2+1

=arctgx — ﬂarctg (Lj +C
2 V2

=1TE

+'[ -1 dx =
X2 +2

dx = 6 dx I 6 dx——In|x+]j+—In|x 5/+C

_J‘xzildx_gj- x\/lz2 o=
&)
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e) J‘ x+5 dx
-X+1

Caso B. Solo tiene raices reales, algunas de ellas iguales.

J. X¥5 gy X+5 dx:j = dx+I -1 dx+J. 3 2dx:ln|x+]j—|n|x—]j—i+c
X2 -xZ2-x+1 (X +D(x-1? X+1 x-1 (x-1) x-1

f j—dx
) X2 +4x+7

Caso C. Polinomio de 2.° grado sin raices reales.

J- j 2x+4 j 2 dx:lln|x2+4x+7|—'|‘;dx
X2 +4x+7 “2)% +4x+7 X2 +4x+7 2 (x+2)2+3

:_|n|X2+4X+7|—2\/—J. . dx=1|n|x2+4x+7|—Z\Earctg(x+2]+c

2 3 (x+2] 2 3 J3

+1
3
9) Ix ‘44
Caso D. Raices complejas de multiplicidad 1.
1 1 1 1
——X+— X+ =

J. 1 = 8 4 gx + 8 4 _

x'+4 X2 —2X+2 x +2X+2

1 2x -2 J‘ J‘ 2xX+2 J‘
— | —=————dx+= dx+= X =
16J x*-2x+2 8 (x—])2+1 16 X2 +2X+2 8J (x+1)*+1

1 1
=——In X*=2x+2)+—arctg(X -1 +— In X*+2x+2)+—arctg(x+D)+C
% (x? ) Sarcty (x-1+ (x? ) Sarctg (x+1)

h) J‘ 2X+1
3x+2

Caso A. Raices reales distintas.

J' 22X+1 dx = 2x+1 dx:I 5 dx+.[ -3 dx =5In|x-2|-3Injx-1+C
X2 —3X+2 (x-2)(x-1) x-2 x-1

Integracién por cambio de variables

71. Calculalas siguientes primitivas realizando el cambio de variable que se indica.

X
a dx , x2=t
) J.x4+1

x? =t = 2xdx =dt
j j ——arctgt+C —larctg(x2)+c
2J x* +1 2l 2

, 2X—1=t?

b) J'
V2X—1+4x— 2’
2X —1=1? = 2dx = 2tdt

J. :—J :—J 2tdt2:1 2dt :lln|1+2t|+c:Eln(1+2\/2x—1)+c
Vox—1+4x-2 2 ox-1+22x-1) 2Jt+22 2)1+2 2 2
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72.

73.

74.

Calcula la primitiva Isen(ln x)dx .

Hacemos el cambio de variable x =e' = dx = e'dt

J.sen(ln x)dx = J.e‘ sentdt = e' sent —Ie’ costdt = e'sent —e' cost —J.e‘ sentdt = x sen(In x) — x cos(In x) —Isen(ln X)dx

x (sen(Inx) - cos(In x)) ‘0

J.sen(ln x)dx = >

Sea laintegral Jezxsen(ex)dx:

a) Resuélvela mediante el cambio t =e*

b) Calcula la constante de integracion para determinar la primitiva que pasa por el origen de coordenadas.

a) t=e*=dt=edx
J.e2X sen(ex)dx = It sentdt = -t cost —I—costdt =-tcost+sent +C = —e* cos(e*) +sen(e*)+C

b) 0=-e°cos(e’)+sen(e’)+C = C =cosl-senl

Calcula las siguientes primitivas.

2 1
a dx x/;:t:>—dx=dt
) h& 2%

[ 2 ax= [ o= [HDar-af oot = at-amie+C = adx - ain(1e V)
14X 1+t 1+t 1+t

b) j xl —adx e =t=edx=dt
e*+e”

=arctg(t) +C = arctg(e*)+C

_[ L dx=I 1 dgi-
e* +e™* ( 1}

X =t% = dx = 6t°dt

1
c) J‘—\/;+%/;dx

I jets J.isdt—J. 6t2—6t+6)dt+J‘ ot _ s -3t?+6t—6Inft+1+C =
&+f t3 + 12 t+1 t+1
= 2Vx ~33x + 68/x —6In(¥x +1)+C

1+ x3 =t2 = 3x%dx = 2tdt

X5
d) J' dx
V1+x®

3 2 21+ x3 (x3-2
J- X J- (1+x%)-1)3 :1J~(t -D2t tz—I(tz—l)dt:Et3—Et+C: +x3 (x )+C
\/1+x K Ji+x? 3 9 3 9

2" =t = 2*In2dx =dt

1 1
t = —arcsen(t) + C = ——arcsen(2¥)+C
In2 In2

2 1 1
————dx = —J—d
j\/1—4x In2J y1-t2

f) J‘ xarcsen x 1

t =arcsenx = dt = dx

\1-x2 1-x2

J‘ xarcsenx

\V1-x2

dx = It sentdt = -t cost + Icostdt =-tcost+sent+C = —/1-x?arcsenx +x+C

1Tk
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75. Utiliza el cambio de variable t? =1+ x? para calcular la integral indefinida J.

3
X dx
V1+x?
t2 =14 x? = 2tdt = 2xdx = tdt = xdx

x3 X2 t?2-1 t3 1
.[ dx = xdx = | —tdt = | (t*-Ddt = — -t +C = =1+ x?)°® —v1+x® +C
V1t %2 I J1+x? «f t «f 3 3

76. Usando el cambio de variable t =e*, calculalas siguientes integrales indefinidas.

a) J- 2x_ e +1)X t=e*=dt=e"dx
1 1 1
'[ o - " N ot N R +J.—4dt N 50
(e -1)(e*+1) (t-y)(t+y) Je-ye+y* Sy T+ J(evry
11 1 . 1
—In|t—]j——|n|t+]j+——l+c e 1 —2(e*+1)+c
ex
b) J' _dx t=e" = dt = e’dx
l-e™
J. =I J.—dt_J.1+—dt_t+In|t “~1+C
e ~

c) Ize—dx
e” -1
Llamando t =e* = dt =e*dx :

e* dt dt
.[e?*-ldx_.[t?—l_z t_l__ t+1 2 |t_]l __Inlt”l_

=In

]l_

*+1

77. Calcula Jx(ln(1+x2)+e*x)dx

Jx(ln(1+ x?)+e™)dx = Jxln(l+ x?)dx +J.xe*xdx

Para resolver la primera integral hacemos el cambio t =1+ x? = dt = 2xdx y después la hacemos por partes. La
segunda la hacemos por partes directamente:

len(l+ x?)dx +J.xe*xdx = 1J.Intdt —xe™*+ J.e*xdx = 1tInt —lj.dt —xe*—eX= ltlnt —it —xe*—e*+C
2 2 2 2 2

Deshaciendo el cambio de variable obtenemos:

'[x(ln(1+ x?)+e™)dx = %(14— x?)(In(1+x?)-1)—e™ (x+1)+C

78. Usando el cambio de variablet =e*, calcula J‘e“e‘dx .
t =e* = dt =e*dx

J.e“exdx = J-exeexdx = J.e‘dt =e'+C=e*+C
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79.

80.

Calcula jsec*” xdx (el cambio senx =t lleva a una funcién racional).

senx =t = cos xdx =dt

1 1 1 1
[ = 1ot Ades [ Ay _Agte [—4 dt-
cos® x (1—t2) t+1 (t+1) t-1 (t 1)
:lln|t+:lj—1i—— |—]j—liJrC:—In|senx+]j——;—lln|senx—]j—l;+c
4 4t+1 4 1 4 senx+1 4 4 senx-1
dx . .
Calculaj (realiza el cambio Vx? -2 -x =t).
Vx?-2
2
\rz_z_x:tDdt:{L_l]dx:udx
Vx? -2 VX2 -2
X _zdx=j 1 X 2 4x = j—dt_—ln|t|+C_—In‘x/x -2- x‘
\/x - \/x ~2 x- \/x - x—\/x2—2 \/x

Integracion de funciones trigonométricas

81.

82.

Dadala funcién f(x) =cosx —cos®*x :

a) Halla su integral indefinida.

b) ¢Cual es la primitiva de f(x) que pasa por [g OJ ?

a) Hacemos el cambio senx =t = cos xdx = dt

sen® x

J.(cosx —cos® x Jdx = J.cos x(1—cos? x)dx = jtzdt = %t3 == +C

sen® (g)
by —2/4+C=0=>C=-=

3
_— sen®*x -1

La primitiva buscada es F(x) = —3
Calcula estas dos integrales.
a) Isen3xdx b) Icos3xdx

a) Haciendo el cambio cosx =t = —senxdx =dt :
J.senS x dx = J.senz X senxdx = J.(l—cosz X) senxdx = —J.(l—tz)dt = %t"' -t+C= %COSS X—-cosx+C
b) Haciendo el cambio senx =t = cosxdx =dt :

Icos3 x dx = Icosz Xcosx dx = I(l—senz X)cos x dx = I(l—tz)dt :t—%ﬁ +C= senx—%sen3 x+C
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83. Calculalas siguientes integrales.

a) j(ZSenz X —3cosx) dx = sten2 x dx —BIcosx dx

Para calcular Isenzx dx lo hacemos por partes:

jsenz X dX = —Senxcos X + jcoszxdx = —Senxcos X +J‘(1—sen2 X) dX = —senx cos X + X —jsen2 x dx
Despejando, obtenemos Isenz x dx = WAZ .

Y por tanto: I(Zsenz x—3cosx) dx = 2J.sen2 X dx—3jcosx dx = x—senxcosx—-3senx+C

b) Jcoss x sen? x dx
Hacemos el cambio senx =t = cosxdx =dt :

jcoss x sen?x dx = Icos“ X sen? x cos xdx = I(l—senz x)2 sen? x cos xdx = I(l—tz)ztzdt = I(ts —2t* +t3)dt =

:1t7—£t5 1t3+C senx 2senf’x+lsen3x+c
7 5 3 7 5 3
o) J‘cos X g
sen? x

Hacemos el cambio senx =t = cosxdx =dt :

3 _ 2 2
jcoszxdxz @ sezn X)cosxdx:jl—tdt—Iizdt—jdt:—}—t+C:— —-senx+C
sen® x sen® x t t senx
d) J'cos X g
sen®x
_¢2
Hacemos el cambio tglzt:cosx:l—t;senx: 2 ;dx = 2dt :
2 1+t2 1+t2 1+t2
2
J.COS de:I( Itdt I dt + 1 ——In|t|——+C—
sen® x 4t3 8t?
X
cotgz(—)
:ltgz i]_lm tg i _—2+C
8 2) 2 2 8
84. Halla estas integrales haciendo el cambio tg%:t
x\1 2dt 1-t2 2t
Como |1+tg° = |=dx =dt = dx = COSX = senx = ——
( g 2)2 1+t2 y 1+t2 y 1+1t2
& o)
1 1 2 2 t 2 2
a dx:j . dt:I j = —arctg| —— |+C = —=arct
) J.2+cosx - 1-t2) 1+t2 t2+3 NEY L J3 9 J3 J3 9 J3
1+t2 \/g *
b) J‘ 1 dX:I 1 . 2 dt:I dt :J' dt2
2+senx 2t 1+t2 t2+t+1 1 3
2+ 2 t+=| +=2
1+t 2 4
2
) b 2(t+%) 2tg(§j+1
=— =—=arctg| —==% [+C =—=arctg +C
JEI 2(t+1] ENE] V3 V3 V3
2
— </ 41
NE)
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85. Busca en tu libro de 1.° las férmulas de las sumas y restas de senos y cosenos y empléalas para calcular
estas integrales:

a) J-cos(5x -3)sen(3x-1) dx

a=0Bx-3)+(Bx-1)=8x-4

a-b a+b
Usamos 2sen (—j cos (—j =sena-senb = .
2 2 b=(Bx-3)-Bx-1)=2x-2

_ cos(8x —4) . cos(2x —2) L C
16 4

jcos(Sx -3)sen(3x-1)dx = %Isen(Sx —4)dx —%Jsen(Zx - 2)dx =

b) jcos(Zx +6)cos(4x —2) dx

a=6x+4

a-b a+b
Usamos 2cos| —— |cos| —— |=cosa+cosh = .
2 2 b=2x-8

sen(6x + 4) N sen(2x —8) e
12 4

J.cos(Zx +6)cos(4x—2)dx = %J.COS(BX +4)dx +%J.cos(2x -8)dx =

c) Isen(Zx +1)sen(3x +5) dx

a=5x+6
b=x+4"

a+b

Usamos 2 sen(%) sen (—j =cosbh-cosa = {

sen(x +4) sen(fg +6) LC

'[sen(2x +1)sen(3x+5) dx = %Icos(x + 4)dx —%J.cos(Sx +6)dx =
d) J'sen(2x+1)cos(3x +5)dx

a-b a+b a=5x+6
Usamos 2sen cos =sena-senb = .
2 2 b=x+4

Jsen(2x +1)cos(3x +5) dx = L Isen(Sx +6)dx —%Jsen(x +4)dx =

-2 —cos(5x + 6) N cos(x +4) LC

10 2

Integrales no elementales

. e - .
86. Partiendo de que J.—ndx ,a=0,neN no es elemental, demuestra que las siguientes integrales tampoco
X

lo son.

a) J'I‘:]—))‘( b) I e”'dx 0) Jln(lnx)dx

t
a) Hacemos el cambio e' = x = e'dt = dx .[Id_x = J.ert )
nx

e’

X

t
b) Hacemos el cambio t = e* = dt = e*dx Iee“dx :J. eXdx = Iert .

c) Hacemos el cambio e' = x = e'dt = dx Iln(lnx)dx = Ilnt -e'dt .

t

Ahora, integrando por partes, tenemos jln(lnx)dx = .[Int -e'dt =Int - —Iert .
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87. Utilizando la tabla de integracién por partes demuestra que Je—dx , ho es elemental.
X

Si tomamos f(x):l y g(x)=e*:
X

f g'
1 X
— e
X
1 X
_7 e
2 X
F e

Sitomamos f(x)=e*y g'(x) = 1 :
X

f g

. 1

e =

X

ex Inx
e* X(Inx =1)

Se observa que tanto de una forma como de la otra se llega a sumas de infinitos sumandos vy, por tanto, la integral
es no elemental.

Actividades de sintesis

88. Resuelve las siguientes integrales por el método que creas mas conveniente.

2, 93 _ -2 o
a) J-de=lj. dx+J‘x3dx71J.x2dx+§J‘1dx=1x2+33/;7x/;+iln|x|+c
2X 2 2 2Jx 4 2
b) J-sensxdx

Como sen® x =sen*xsenx, se pone cosx =t y —senxdx = dt , quedandonos:

Isens xdx = J(l—cosz x)* senx dx = —j(l—tz)2 dt = —étS —t +§t3 = —écos5 X —COS X +§cos3 x+C

c) J-\/;(lf x2)dx

3 7
Poniendo x =t? y dx = 2tdt, se tiene: Zj‘t(l—t“)tdt = 2%—2%+C =§\/x—3—%\/x>7+c

d) j 21 dx=I dx =Iﬂ+ d—X=—In|x|+ln|x—ilj+C
X=X X(x =1 X x-1

e) jx2\/1+ x dx

Haciendo 1+x =t? y dx = 2tdt , se tiene:

7 5 3 2
J.(tz—])zt 2tdt = 2(%—2%+%] —2Ja+xy (@—ém x)+%j+c

2

= 1+ X)*(15x2-12x +8)+C
TR )
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x-22/x 6 2 6 1 6
) J'[ - 7—;}1 —I( —W+7—;jdx=x—4x/——;—ln|x|+c

9) J.tg(ax)secz(ax)dx

2 1
=—tg*(@ax)+C.
2a

Haciendo tg(ax) =t yasec?(ax)dx = dt, se llega a 1J.t dt = it?
a a

2 2
h) J-xln(x+a)dx= X In(a+x)_1J‘ _X In(a+ x) 1J‘(X a)dx - _
2 2J) x+a 2 2 2 x+a

2| 1 » a 1 , o 1 )
ZW_Z(X_(’I) —a?ln(x+a)+C=EIn(x+a)(x -a )—Z(x—a) +C
i) J‘ X J‘ _ 1 1 odx
(X =2)(x* - 9) (x- 2)(x 3)(x + 3) 5 X— 2 20 x- 3 10J x+3

= —Eln|x -2 +—In|x -3 ——In|x +3/+C
5 2 10

)] J-x sen(2x) dx

g
X sen(2x)
1
1 ——cos(2x
> (2%)
1
——sen(2x
0 a (2%)

Ixsen(Zx) dx = —%x cos(2x) +%sen2x +C
89. Resuelve estas integrales por el método méas adecuado.

a — 1 a+l 1 a+l 1 — 1 a+l 1 Xa+1 — 1 a+l 1
a) Ix Inxdx_a+1x Inx a+1jx de_a+lx Inx — a1 arl a+1X Inx +C

N 1 2
Sia=-1, Jx Inxdx = I—dx:i(lnx) +C
b) _‘-e*x cos(5x)dx = —e~* cos(5x) + 5e*sen(5x) — 25je*X cos(5x)dx = _“e*x cos(5x)dx =

_—e cos(5x)2423 5e~*sen(5x) e

c) Ixmdx

Haciendo x -3 =12 y dx = 2tdt, se tiene:

t5

J‘x\/xfs dx :J.(t2+3)t»2tdt =2[§+t3] =§\/(x73)5 +2J(x—3) +C
d) J‘Inx

Se denomina f(x)=Inx y g’(x):X_l3

Inx 1 1 11 1 1 1 1
[ dx=ginxss 3 [tk =g X -z +C
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4
e) I_x4—1dx
4 4 _Ax+B C D (Ax+B)(x2-D)+C(x*+1)(x-1)+D(x> +D(x +1)
x4 =17 (Z+D(x+D(x-1D) x2+1  x+1 x-1_ x4 -1

De la igualdad 4 = (Ax +B)(x? —1) + C(x? + )(x —1) + D(x? + J)(x + 1), haciendo:
x=1=4=4D=D=1

X=-124=-4C=C=-1

Xx=0=>4=-B-C+D=>B=-2

X=2=>4=6A+3B+5C+15D = A=0

Luego la integral pedida es:
jx%ldx = 2arctgx—In|x+1[+In|x~1]+C
f) len 1+ x2 dx
Como xInv1+x2 = %x N+ x?) = Ix InV1+x2 dx = %Ix In(1+ x2)dx . La integral se puede resolver haciendo
1 1 1
1+x2 =t y 2xdx =dt y se transforma en fjlntdt = E(tlnt -t)= it(lnt -1.
Asi que la integral pedida es Ix INV1+x2 dx = %(1+ x?)(In(@+x?)-1)+C .
) Jx (ax? +b)" dx
Sin=-1 J’de=i|n|ax2+b|+c
"Jax?+b 2a

Si n#1, haciendo ax? +b =t y 2axdx =dt, se tiene que:

n+l

1 1
2 n ——— |t dt = - 2

Ix(ax +h) dx_ZaJ.t dt 2a(n+1)(ax +b) " +C

h) J.;dxft (nx-1)+C
cos?(nx—-1) 9
: Jx -1
) ™
. . t3-1
Haciendo x =t® y dx = 6t%dt, se tiene que resolver Gjﬁ_ﬂ' t5dt

Como t8 —t5 =(t2+(t6 —t*—t*+t2+t -1+ (1-t) laintegral pedida es:

1-t
t2+1

:6[%W—%W—%W+%W+%W—WJ+6arcth—3In(W+1)+C

dt =

6_[(t5 St 2 4t — Dt +6j

senx
1+tg?x

k) j(ex_zeszdx

)

1
dx = Isenx cos?xdx = —§cos3x +C

ex—ex) 1
(—j =—(e*+e>-2)
2 4
Como
2
ex—e™ 171 Zx_l ox
nei [ 5 jdx_4(ze 2e 2xj+C
sf pues
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XZ
" Jx3+x2—2x dx

X2 3 X B X __A B _Ax-1D)+B(x+2)
X3+x2-2x  xX2+x-2 (X+2)(x-D x+2 x-1  (x+2)(x-1
Como x—A(x—1)+B(x+2):>A—gB—1 or lo que J.X—zdx—gln|x+2|+lln|x—l|+c
- T3P T POTOA e et T3 3

1
x-3 X B 3 _1 B 3 _1 3 X
m) Jx2+9dX_Ix2+9dX IX2+9dx_2In(x +9) J—(x)z ldx_zln(x +9) arctg[3)+c
=1+

n) J‘x\/x2 —9dx Haciendo x?2-9=t y 2xdx =dt :

w

J'x\/xz —9dx =%jﬁdt :%%\/t—3 =%1/ x2-9)® +C
0) J(ese”ax)s cos(3x)dx

Haciendo es"¥=t y es"*.3cos3xdx =dt, se tiene que:

J.(esem)3 cos3x dx = Ejtzdt = %ﬁ :%(es‘*”3X )3 +C

p) Icos%cosx dx

a-b a+b a=5X
Usamos 2cos =5 |cos| =5~ =cosa+cosbh =
b_

Jeos{ 5 Jeosax =5 foos( 5t a5 foos( 3 jdg(?’zj(z)c

I\J| RN W

a) Jx +X2+de——3|n|x| J 3X+24 dx y esta Ultima integral se resuelve como:
(“E) 2
2x+8 2X+1+2
_3x+4 3078 43 3 2 5
jx2+x+1 _2.[ x2+x+1dx_2.‘- Erxr1 %73 In(x +X+1)+ZJ(X+1) +§dx Y. finalmente,
2 4
1 2 % 2 2x+1
3 X +
dx=—1 | —""— ——arct
I 1 3 SI 2 \/§J. B g( NE) j
(x+—) 2 X+L 14 2x+1)
2 4 1 2 3
B
2
. 5 2x+1
Asi pues, Imdx -3In|x| + —In(x +x+1)+ﬁarctg( Nel )+C
X2+3x-2
2 j(X+1)2(X+2)2 dx
X2 +3x-2 A B C D AX+D(X+2)? +B(X + 2?2 +C(X +D)?*(Xx + 2) + D(x + 1)?
_ + + _
(X+D*(x+2?* x+1 (X+D* x+2 (x+2)7? (X +D*(x +2)°

X243 —2=AX+1)(X+2)°+B(x+2)?+C (x+1)*(x+2)+D (x+1)°

Six=-1=-4=B

Six=-2=-4=D

Six=0=>-2=4A+4B+2C+D

Six=1es2=18A+9B+12C + 4D

Por tanto, B=-4, D=-4, 4A + 2C =18; 18A + 12C =54, por lo que A =9, C =-9y la integral pedida es:
x2+3x-2

dx=91In|x+ 1|+ 4 -9In|x+2|+ 4 +C
X+1 2
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@+x)®
N d

8 -1 1 3 5 3
(@L+x) = X7 4 3x? + 3x? + X2 S|quej(1+x) dx =24x +24/x° +—11 +— x" +C

Jx

Imu+nd
Vx+1

. 1 .
Poniendo /x+1 =ty ——= dx = dt, se tiene que:
2

X+1

I'r\‘/()’%l)d _ZIIntzdt_4(tInt—t) 4 /x+1 [nVx+1-1)+C
5.2 43 _
u [251d

X X X
Operando: 52—+3 =15 [%) +3

x-1

X X X X
Asi pues J.ﬂdx =15 J.(Ej dx + 3x = £(z +3x+C
3t 3 | 2.3

ni
3
V) J' 2X+5
x? +x+1
Como 2x+5 _ 2x+1+4 se tiene que:
X2+Xx+1 xX2+x+1’ que:
2x+5 Cfu2 2 2x+1
Imdx_ln(x +X+1)+4Jx2+ dx In(x? +x+1)+4\/§arctg N +C
eX—-e™ e* e™
dx — dx
)Ie +e™ J.e +e7™ J.ex+e*x

Llamando t=e*;dt=e*dx y s=e7;ds =-e>dx

J.t2t+1dt+-[1+ssz ds :%In(t2+1)+%ln(sz+1)+c :%In((=3zx+1)+%ln(e‘2X +1)+C
x+2 X+1 1 _2 3
X) I JX+1dx+IJX+1dx_3./(x+l +2/x+1+C
X2
y) Imdx Llamando t = x® = dt = 3x2dx :
x2 o lpdt  lpdt 1pd 1 1 I TR | ,
T3l el ot - =In|1 t|+gln|1+t|+C— Eln|1 X |+€In|1+x |+C
«/x+ dx
2) I s x+1 =2Jx+1-In|x+1+C
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90. Sealafuncion definida f : R > R por f(x)= (1—x2)e’x. Determina la primitiva de f cuya gréfica pasa por el

91.

92.

93.

punto A(-1, 0).

u=1-x2 v =e™
-2X —e
-2 e
0 —-e~

F(x) :I(l— x?)edx =—(1-x2)e* +2xe* +2e* +C = (x+1)°e* +C

Como F(-1)=0=0=(-1+1)’e'+C =C =0 la funcién buscada es F(x) = (x +1)"e™.
A partir de los datos, halla en cada caso la funcién f(x).

a) f'(x)= (x-13x-3),f(0)=1

3 3 2 4 3 2 XS 3X4 3 2
f(x):j(x—l) (x —3)dx :j(x —3x? +3x —1)(x — 3)dx :I(x —6x3 +12x? —10x + 3)dx :?——+4x -5x2+3x+C

2

5 4
Como f(0)=1=C =1, la funcién buscada es f(x) :%—3%+4x3 —5x%+3x+1.

b) f'(x)=(3x-2)*(x-2),f(2)=0

f(x) = I(Sx—2)2(x—2)dx = J.(Qx3 —30x2 + 28x — 8)dx :%x“ —10x® +14x2-8x +C

Como f(2):O:0:%-16—10-8+14-4—8-2+C = C =4, la funcién buscada es:

f(x)= %x“ —10x3 +14x2-8x + 4.

Dada la funcién f(x) = — +M,hanajf(x)dx.
x% -4 X+1

X In(x +1) _ X In(x+1) . 1 ., 1,
j(x2—4+ X+1 jdX—JX2_4dx+J 1 dX—§|n|X 4|+§In (x+1)+C

Halla la integral indefinida J'( i 33x +2;( S)dx.
x2—-3x +2)(x -
J‘ 3X+7 = 3X+7 dx
(x2-3x+2)(x-3) I (x-D(x-2)(x-3)

Debemos integrar una  funcién racion racional por lo que la escribimos
A N B N c 3X+7
x-1 x-2 x-3 (x-D(x-2)(x-3)

A+B+C=0
Resolviendo {-5A—-4B-3C =3 obtenemos A=5, B=-13, C =8 y podemos escribir la integral como:
6A+3B+2C =7

3X+7 5 -13 8
I(x2—3x+2)(x—3) dx :I(x—l) dx+I(X_2) dx+I(X_3)dx =5In|x -1 -13In|x -2/ +8In|x - 3| +C

=1TE

como:
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94. Calculalas siguientes integrales.

a) J‘\/l—4x2dx ) J.ﬂ/l—(2x—])2dx
b) J‘\/Gx—x2—8dx d) J‘\/S—x2+2xdx

(Pista: jdl—xz dx se calculacon el cambio x =sent).

a) I\/l— 4x2dx = J.\/l— (2x)%dx

Haciendo 2x =t y 2dx =dt , se tiene que J‘\/l— 4x2dx = %j\/l—tzdt .
Poniendo ahora t =senu y dt =cosudu se tiene:

1 ) 1(u sen2u) 1 > 1 5
2J.cos u du —2(2+ 7] J—Z(arcsent+tx/l t )_Z(arcsen2x+2x\/1 4x )+C

b) IJGX—XZ —8dx

Como 6x —x2-8=1-(x-3)?, se tiene que IJGX—XZ—de =IJ1—(X—3)2dX .
Haciendo x-3 =t y dx =dt se tiene:

J‘\/l—t2 dt = %(arcsen t+tVI-t%) = %(arcsen (x=3)+(x-3)1-(x —3)7)+C

) j,/l—(zx—nz dx

Haciendo 2x-1=t y 2dx =dt, se tiene que:
J-,/l—(2x —1? dx = %Jlxll—tz dt = %(arcsen t+tVI-t?) = %(arcsen (2x-D+@x-DJI-(x -1 )+C

d) .‘-\/3— X%+ 2x dx

Como3-x2+2x =4—-(x-1?, se tiene que IJs—x2+2x dx :jJ4—(x—])2 dx .

Haciendo x-1=2t y dx = 2dt , se tiene:

2
2jx/4—4t2dt=4j‘\/l—t2 dt=2(arcsent+t\/1—t2)=2[arcsen )(2_1+X2_1 1—()(2_1] J+C
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95.

96.

Escribe como integral de un cociente de polinomios J‘\/x2 —1dx y resuélvela (haz el cambio x :—t).
sen

, 1 —-cos t . cos’t
Poniendo x = y dx = >—dt , la integral dada se transforma en —f 3
sent sen’t sen’t

2
Haciendo en esta Ultima integral cost =u y —sentdt =du, se tiene que J‘(lquu , cociente de polinomios.

)
u? A B C D  A@l+u)(1-u)’+B(l-u)’+C(1-u)d+u)* +D(1+u)?

A—u?? 1+u  (+uy 1-u  (@-up A+ u)P(-u)y
En laigualdad u? = A (1+u)@-u)>+B (1-u)>+C (1-u)(1+u)?+D (1+u)?, haciendo:

u:l:>1:4D:>D:%

u:—l:>1:4B:>B:%
u=0=0=A+B+C+D

u=2:4=3A+B—9C+9D}:A:C:_

A

La integral sera:

J-Ldu——iln|1+u|——~i+lln|l—u|+1- 1 _t_u 1,lvu
@-ud?>"" 4 4 1+u 4 4 1-u 2 1-u® 4 1-u

Deshaciendo el cambio, se tiene:

h-t
u _ cost X T

1-u? = sen?t 1

XZ

[ 1
1+, 1-— X7 1
1+u l+cost X2 _ X+/X 1_(X+m)z

1-u 1-cost —JIxZ—
1_\/1_)(712 x—/x?-1

Luego_“\/x2 —1dx :Iﬁdu :%-l_uT—%lni—E:%(xx/xz —I-In|x+xZ=1))+C

a) ¢Cuando una funcién F(x) es una primitiva de otra funcion f(x)?

b) Con el cambio de variable t =+/x -1, halla la primitiva de la funcién f(x)=x+x-1 cuya gréafica pasa por el
punto (1, 0).

a) Cuando F’(x) = f(x).
b) Llamando t =vx-1=>x=t?+1 y dx =2tdt
2 2 2 5 2 3
F(x):jx«/x—ldx =_[(t2+1)t-2tdt :I(2t4+2t2)dt =gt +3t+C =g(\/x—1) +§( x-1) +C

Como F(l):0:>§( 1—1)5+%( 1—1)3+C=O:C:Oylafunci()n es F(x):%x/x—l(x—l)2+§\/x—l(x—l).
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CUESTIONES

97. Observando que si F(x)=f(x)g(x) entonces F'(x)=f'(x)g(x)+f (x)g'(x) , encuentra f(x) y g (x) en los casos
siguientes y decide quién es F(x):

a) F'(x)=2xe* +x%*
f(x)=x2yg(x)=e*yF(x)=x%*
b) F'(x)=2xcosx—x?senx
f(x)=x2y g(x)=cosxy F(x)=x2cosx
c) F’(x):%senxﬂnxcosx
f(x)=Inxy g(x)=senxy F(x)=Inxsenx
d) F'(x)=e*senx+e*cosx
f(x)=e*y g(x)=senxy F(x)=e*senx
e) F'(x)=e*senx—e*cosx =—e*Ccosx+e* senx
f(x)=-e*y g(x)=cosxy F(x)=-e*cosx
f) F’(x)=l+lnx=%~x+lnx«l

f(x)=Inxyg(x)=xyF(x)=xInx

98. Un estudiante no maneja el método de integracion por partes y tiene que calcular Ixexdx . Como le han

explicado que todas las primitivas de f(x)=xe* son de la forma F(x)=Axe*+Be* con A y B nameros
reales, se ha basado en ello para resolver el problema. ;Cémo lo hizo?

Como F’(x) debe ser igual a xe*, derivé F(x) y obtuvo:
F’(x) = Ae* + Axe* + Be* = xe* para todo x.

Si x=0 obtenemos A+B=0 y si x=1 obtenemos 2Ae+Be=e por lo que A=1y B=-1 y la primitiva
buscada es F(x)=xe* —e*.

99. ¢Qué curva pasa por (0, 8) y en cada punto (x, y) de su grafica la pendiente de la tangente es 3x2%y ?

LGP
m—sx

La pendiente de la tangente en el punto (x, f(x)) es f'(x) por lo que f'(x) = 3x2f(x) =

Asi pues mdx = | 3x%dx .Luego In|[f(x)| =x®+C = f(x)=e***¢ =e¥.D
f(x)

Como f(0)=1-D=8=D=8

La funcién buscada es f(x)=8e*’.
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100. Justifica que si I

101.

102.

1

1
dx = dx , entonces
xZ+bx+c »|‘(x+p)2+q2 I

| =

1 dX:l

pury vk o Tows e Ll [ e
e L T

dx

Comoj

T |

Llamando t = x;_p =dt= %dx se tiene que:

T |[Q|r

1J.—dx _1 t dx :iarctgt+C :iarctg[uj+c .
q q q q

O .

Justifica que jln" xdx = xIn" x —nJ‘In”*lxdx y calcula Iln3 xdx .

n-1
Llamando f(x)=In"x y g'(x) = 1se tiene que f'(x)=n|nTXy g(x)=x.

nin"tx

Integrando por partes Iln” xdx = xIn" x —Ix-

X2 +bx +c

dx = xIn" x —nJ‘In"*1 xdx .

dx = larctg (ﬂj +C.
q q

.[In3 xdx = xln3x—3J‘In2 xdx = xIn® x—3(x|n2x—zjlnxdx) = xln3x—3xln2x+6(xlnx—jdx) =

xIn® x —3xIn? x +6xInx —6x +C

Sea f una funcion derivable. Al calcular If(x)cos 2x dx se obtiene:
.[f(x) cos2xdx = %f(x)sen 2x — Iezx sen2xdx

Si f(0) =%e2, calcula f(x).
Hemos integrado por partes llamando f(x) = f(x) y g’(x) = cos2x.
Como g(x) = g(x) = %sen 2x la integral quedaria:

1

J.f(x)c052xdx— f(x)sen2x—j%f'(x)sen2xdx. Asi  pues, J%f'(x)seandx=J.e2*sen2xdx y, por

T2
f'(x) = 2e* por lo que f(x)=e*+C .

Como queremos que f(0)=e**+C =1+C = %ez =C-= %ez -1 yla funcién buscada es f(x) =e* Jr%e2 -1.

=1TE
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1
1 . 1 %2 1 . 1
103. Al calcular I dx , un estudiante observa que ——=—="—— y como —— es la derivada de —, se
1+ x? 1+x? 1+(1j x? X
X

dx no era arctgx+C? ¢Hay algan error en el

dice que J‘de=—arctgi+c. ¢Pero j 1
1+x?2 X 1+x2

razonamiento del estudiante?

No, no hay ningun error en el razonamiento, lo que ocurre es que esas dos funciones solo difieren en la constante

1+x2°

[%] y, por tanto, ambas son primitivas de la funcion f(x) =

PROBLEMAS

sSenx +cos X
3+sen2x
resolveria. Pero el calculo es mucho mas comodo si se busca una funcion g(x) tal que g'(x) =senx +cosxy

se hace g(x)=t y g'(x)dx =dt . Hazlo asi.

. . . . X
104. La integral I dx es una integral racional en senx y cosx por lo que el cambio t:th la

Si g'(x) =senx+cosx , entonces g(x) =—-cosx +senx, por lo que g?(x)=1-sen 2x.

g'(x) dx
4-9%(x)

senx+Cosx

3+sen2x que, con g(x)=t y g'(x)dx =dt, se

Asi pues la integral I dx , se puede escribir como

Descomponiendo en fracciones simples:

transforma en J dt
4-t2°

1 A . B AR-t)+B(2+t)
4-t27 24+t 2-t 4 —t2

se tiene que 1=A (2-t)+B (2+t) y haciendo t=2:>1:4B:>B:%y
1
t:—2:>1:4A:>A:Z

a1 1 1 |2+
Luego JW_Z|n|2+t|_Zln|2_t|_Zln 2=

Senx+Ccos X 1, 2+senx—cosXx
dx ==In

Asi pues | ————— _—
P 3+sen2x 4 2+c0osSX-—senx

105. Halla I dx con un cambio de variable.

eX
B+e*We* -1

Si ex-1=12 y e*dx = 2tdt , se tiene que:

X

2+C

t
7 = arctg- = arctg

J‘ e dx = 2tdt ¢ 2dt _EJ-
(3+e)er-1 ~ J(E+ar Ja+tr 2 L
+

o
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N - 1 _In(x2+1)
106. Calcula una primitiva de la funcion f(x)=1—2 de modo que F(2)=I|rr(1)—.
_X X—> X

dx dx 1 1 1 1 1 1
F(X):.[l—xz :I(l—x)(1+x) :E.[l—xdx +§Imdx =—§In|l—x|+§In|1+x|+C

2X

CIn(x®+1) . 212X ,
Como F(2) = leirg " = le_r]g 1= le_r]g N 0, queremos que:

F(2) = —%In|1— 2|+%In|1+ 2/+C =%In3+c =0=C= —%Ins.

Luego F(x) = %In|1— X| —%In|1+ X| —%In3

107. Si para calcular If(x)sen xdx , donde f es una cierta funcién derivable, se aplica integracién por partes, se

obtiene:
jf(x)sen xdx = —f(x)cos x +J3x2 cos xdx

Sabiendo que f(1) = 2, encuentra la expresion de f.

Si jf(x) sen xdx = —f(x)cos x +J.3x2 cosxdx se tiene que f'(x) =3x2, porlo que f(x)=x3+C.

Como f()=2=2=2P+C=C =1, luego f(x)=x®+1.

108. En un examen se ha pedido a los estudiantes que resuelvan la integral IZsen X cOos xdx .

. Gemalaresolvio con el cambio de variable u =senx .
Il. Fernando utiliz6 el cambio de variable u =cos x .
I1l. Ivan lo hizo usando la formula 2sen x cos x = sen2x .

Aunque los tres alumnos dieron respuestas distintas, sin embargo, el profesor les dijo que los tres la
habian hecho bien.

Encuentra las tres respuestas dadas y explica por qué todas eran correctas sin ser iguales.
Gema: u=senx = du =cosx dx = IZsenxcosx dx = I2u du=u2+C=sen’x+C
Fernando: u=cosx = du=-sen x dx = '[Zsenxcosx dx = —'[2u du=-u?+C=-cos?x+C
. 1
Ivan: 2senxcosx =sen2x = IZsenxcosx dx = fsen 2x dx = —ECOSZX +C

Las tres respuestas son correctas, pues difieren solo en una constante.

1 1
En efecto, sen?x =-cos?x+1, —ECOS2X = —c0s? x+§ .
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109. Un punto se mueve en linea recta con una velocidad dada por la formula v(t) =12t —5(m/s) .

Calcula el espacio recorrido, e(t), en cada instante t, sabiendo que e(0) = 10 m. ¢ Cuédl es la velocidad media
entret=0syt=2s? (Recuerda que la velocidad es la derivada del espacio respecto del tiempo).

Se sabe que e(t) = Iv(t)dt :I(12t —5)dt =6t2 -5t +C .

Como e(0) =10 = C =10entonces e(t) = 6t> -5t +10.

e(2)-e(0)

270 =7mls.

La velocidad media es v (0, 2) =

. o ~ 1
110. Se trasplanta un arbol y se observa que su tasa de crecimiento a los x afios es de 1—( 7 metros por
X +
afio. Si alos 5 afios media 5 m, ¢cuanto media al ser trasplantado?
. . L . 1 1
La tasa de crecimiento es la derivada de la funcion que mide la altura, luego C(x) = Jl—( 1)2 dx =x + x+1+C .
X +
1 1
Como 5:C(5):5+§+C =C =%
Luego C(x)—x+i—1:>C(0)—E Por tanto, al ser trasplantado media > m
g “XtXT16 G ! P e
X3
111. Calcula J.—zdx :
(x-1)
a) Por fracciones simples.
b) Mediante el cambio t =x-1.
x3 3x-2 3x-2 3 1

a)

m =X+2 +m y descomponiendo la fraccion se tiene que *-17 X _1+ T
X3
_1)2

dx+j s dx:%x2+2xf%+3ln|xf]j+c.

Luego J-(x dX:I(X+2)dX+J(X1 =

_ 1)2

b) Sise hace el cambio t =x -1y dt =dx se tiene:

X3 e+ 3 1 1, v ) L
-[(x—l)z dx—j 2 dt—j(t+3+T+t—2jdt_§t +3t+3In|t T_f(x 1?2 +3(x —1)+3In|x -1 mﬂ;

Observa que %(x—l)2 +3(x—1):%xz—x+%+3x—3=%x2 +2x+C.
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112.

113.

114.

Encuentra en cada caso la funciéon y = f(x) tal que:
a) f'(x)=-3xf(x) y corta al eje Y en el punto de ordenada 1.

_x
f(Xx) + x3f(x)
c) Su gréfica pasa por (0, 0) y f'(x) = x2f2(x)+x2 —f2(x)-1.

b) fi(x)= y f(0) = -1

a) Como f'(x)=-3xf(x), entonces —3x_];,((x)) (Inf(x)) Asi pues, J‘—3xdx=.|.(lnf(x))’dx y por tanto

7§x2+ ,Exz .
—%xz +C =Inf(x) . Se tiene entonces que f(x) = e[ 2 c] =e 2 .C' ycomo se sabe que f(0)=1 se tiene que

3.0
C’' =1. Luego la funcion buscada es f(x) =e 2"

'

=191 = 3{(F0)°)

X

, _ _ X
b) 100 = t507 %00 ~ Fwas )

y por tanto ———~

(1)

Asf pues X = %j((f(x))z) 'dx = %In(1+ x?)+C = %(f(x))z

X
' .[(1+ X?) d
Luego puede ser f(x) = +/In(1+ x?)+C y como f(0) = — 1, entonces debe ser f(x) = —/In(1+x3)+1.

c) f/(x)=f2x)(x2-1)+x2-1=(f2(x)+1)(x>-1), luego (x*-1) = % = (arctg (f(x))),

Asi pues, I(xz ~Ndx = J(arctg (f(x))) dx y por tanto %x3 —x +C =arctg (f(x)) = f(x) = tg(%ﬁ —X +Cj
Como f(0)=0=C =0. Luego la funcién buscada es f(x)=tg ( 1 X3 — xj

Halla el polinomio de grado dos P(x) tal que P(0)=1, P'(0)=0 y I&dx sea una funcion racional.

1y

ax?+1
dx sea una funcion racional.

X3(x -1
Si se descompone el integrando en fracciones simples, se obtiene:
ax2+1 A B C D E ax?+1
WZY+F+F+ 1" w1 y para que jm
A=0yD =0 porlo que la descomposicién tomaria la forma:

ax?+1 B C E  B(x-12x+C(x-1?+Ex?

-1 X2 =D X3(x 12

Se pide encontrar el polinomio P(x) =ax?+1, y tal que I

dx sea una funcién racional, deberia ocurrir que

Asf pues ax2+1=(B+E)x®+x?(-2B+C)+x(B-2C)+C, con lo que, identificando coeficientes, se tiene que:
C=1,B-2C=0,2B+C=ay B+E=0,esdecir,C=1,B=2,a=-3, E=-2.

Por tanto, el polinomio pedido es P(x) =-3x2+1.

La aceleracion de un mévil con trayectoria rectilinea viene dada por la

gréfica siguiente: 10

Si se sabe que parat =0, su posicion era x(0)=0 y su velocidad inicial
también era v(0) =0, determina las ecuaciones que dan la aceleracion,

la velocidad y la posicion de dicho moévil para cualquier instante de
tiempo. Recuerda que la aceleraciéon es la derivada de la velocidad
respecto del tiempo.

a(ms2)

N B O

A la vista de la gréafica, se deduce la ecuacion de la aceleracién es a(t)=2t.De 0 1 2 3 4 510
este modo:

v(t):ja(t)dt:jzt dt =t?+C Como v(0)=0=C =0 = v(t) =t°

x(t):jv(t)dt:jtz dt =§+c Como x(0)=0=C =0 = x(t) = —

1Tk
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PARA PROFUNDIZAR

242

115. Demuestra las siguientes férmulas de reduccién.

a)

b)

c)

Unidad 5] Primitiva de una funcién

1 n-1
Isen"x dx = —Fsen"*lx COS X +TJ. sen"2x dx con n par mayor que 2.
Isen“ xdx = J-sen”’lx senxdx , que llamando f(x)=sen"*x y g'(x) =senx, resulta ser:

Isen“ xdx =—sen"txcosx+(n —1).[ sen"2 x cos? xdx = —sen"txcosx+(n —l)j sen"2 x(1-sen? x)dx =

=—sen"txcosx+(n —1)j (sen"2 x —sen" x)dx
Asi pues, jsen"xdx =—sen"xcosx —(n —])Isen”*zxdx +(n —Djsen”x dx , es decir:

n n-1 n-2 n 1 n-1 n_l n-2
n|sen"xdx =—sen"'xcosx +(n-1)| sen"2xdx = | sen xdx:—ﬁsen XCOSX +—= | sen xdx .

1 n-1
Icos” x dx = Fcos“x senx JrTJ.cos"*2 x dx con n par mayor que 2.
De forma analoga resultaria la férmula pedida, pero podria ser mas comodo si se escribe:

jcos“ xdx = J‘senn (E—x ] dx y, llamando T x=t y —-dx =dt, quedaria —Isen“t dt . Luego volviendo al

2 2
apartado a:
- —lsen"’l X _x|cos| Z-x —n—_lj-sen"*2 I _x|dx =icos"’1x senXJrn—_lj'cos”’2 x dx
n 2 2 n 2 n n

Obsérvese que estas férmulas son vélidas aunque n no fuera par. La observacion de n par tiene sentido pues
si n fuera impar seria mucho mas cémodo hacer la integral directamente sin acudir a ninguna férmula de
reduccion.

1 X 2n-3 1

1
I(1+ x2)n dx = 2n -2 (1+x2)"1 “on2 1+ x2)n-t dx

1 1 x?

Se tiene que A+ X2 @+ x2)" T [T+ x2)

1 1 x?
or lo ueI dx:j dx—I dx.
P a 1+ x3)" 1+ x?)"? (1+x3)"

2

Para resolver J-X—de ,seaf(X)=x,9'(x) = 1
1+x2)"

1 2y1n
n:>g(X)=E(1+X) E

_x
1+x3?)
1 1 1 X 1 1
[T _.[ EECIER [2(1 n) @+ 3" 2n-1) I @+ x?)rt dx]

De este modo:_[

1 1 X 1 1 1
I Ty X2 mey f x> o2 I Ok

_ 1 LN P 1 I 1 dx = -1 X +2n—3 1 dx
T2-2n (1+x2)t 2n-2 JJ @+x2)" 17" T 2-2n 1+ xA)" 2n-2) @+ xH)?



116. Utilizando las formulas deducidas en los apartados a) y b) del ejercicio anterior, obtén:

1
a) Icos“ X dx = Zcos3 X Senx +%J.cos2 x dx

. 1 . L .
Finalmente, como cos? x = §(1+ cos2x) sustituyendo en la Ultima integral, se tiene que:

1 3 sen 2x
4 _ 3
jcos de——4cos Xsenx+—8(x+ > j+C

b) Isene xdx = —%sen5 X COS X +%jsen4 xdx .
1 3
Ahora Jsen“ xdx = —Zsen3 X COS X +Zj‘sen2 x dx
. 1 . L .
Finalmente, como sen?x = E(l—cos 2x), sustituyendo en la Gltima integral, se tiene que:

1 5( 1 31 sen2x
6 _ 5 _ 3 . - =
Isen xdx = —GSen xcosx+—6( 4sen xcos.x+4 2(X 5 D

— L sens xcosx——-sen® xcos x + | x =381 2% | ¢
-6 24 16 >
117. Obtén J‘e*xxs dx de dos formas diferentes:

a) Por partes, utilizando el método de la tabla.

b) Utilizando que J.E’XXS dx =e™>(a, +a,x +---+a;x%) =1(x) y obteniendo los coeficientes a, por derivacién.

a) ¢ g
x> e™
5x* -

20x3 e
60x° -

120x e
120 e

0 e™

J‘E’XXS dx = —x%™ —5x*e™* —20x%e* —60x2%e*-120xe™* —-120e™ +C =—e*(x° + 5x* + 20x® + 60x? +120x +120)+C

b) J-e’xxf’ dx = (g, +a X + a,x* +a,x* +a,x* +a;x°)e™

Derivando:
e™*x® = (a, +2a,X + 3a,X* + 4a,X3 + 5a; x*)e™ —e*(a, + a,X + a,X? + a,x* +a,x* +a;x°%) =
=ex%dx = —e™ (a;Xx® +(a, —5a5)x* + (a; —4a,)x* +(a, —3a,)x* +(a,— 2a,)X +a, —a,)

Asi pues, identificando coeficientes, se tiene que:

a;, =-1 a, =-5 a,=-20, a, =-60, a, = -120, a, =-120

j e *X5dx == —&*(X® + 5X* + +20x® + 602 +120x +120) +C
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118.

119.

120.

Unidad 5] Primitiva de una funcién

Expresa como integrales de cocientes de polinomios las siguientes integrales.
\/— X+3 Xi_l
a) j +24 b) J'— VX-2 4y
x+J— , o [x-1
X?-2
X-2

) . x +2 t12 +2t8
=t y dx =12t4dt —12f Hdt =12
a) Si x=t?y dx =12t"dt setlenejx+J_ tlz—tldt FRE
o ox-1 . 6 6 6 6 2t6 1
b) b) Si X_2='[‘5,esdeC|r,x—1:tx—2t =2t - 1=x(t" - 1) =>x= 0 y, de este modo, se tiene
5046 1\ _ at5(916 _ _@At5
entonces: dx = 12e(t 12 6t2 (2t -Y) dt= 66t 5 dt
(t" -1 (t° -1

dt, que es una integral cociente de polinomios.

3' 2t6 +t2 t5
c) Por tanto, I j .

-2 %=1 (2t6 ) _gps (-0

Demuestra que las siguientes integrales se pueden reducir aintegrales de cocientes de polinomios.
1 5
a) J‘X'Z\/S 1—xdx b) Ii/f(l— x)%dx c) J‘xé(l— x)3dx
_ 3 _ 2 23 _ 3t3
a) Sil-x=t® y —dx=3t4dt, se tiene jx Y1-xdx = .[(1 oy 3t3dt .

b) Haciendo x =t* y dx = 4t3dt, se tiene JW(l— x)%dx = Jt(l—t4)24t3dt .

w|

c) J‘x%(l— x)3dx :J.(l_TXjaxzdx pues 2—%:

5
Asi J‘x%(l—x)g dx=jx23/ 1_TX dx y haciendo 1_Tx:t3, es decir, 1—x=xt3:>1=x(t3+1):>x=ﬁ y

-3t? t?
——— dt , se transformaria en SI—t
G G+ B+

————dt, que es un cociente de polinomios.

Sean p y g numeros racionales. Demuestra que Jx"(l—x)qu se puede poner como integral de un
cociente de polinomios si se cumple alguna de estas condiciones:

I. p es entero.

Il. g es entero.

Ill. py q son no enteros pero p+q si.

En el ejercicio anterior, se ha visto que pr(l— x)4dx con p y q racionales se podria poner como cociente de

1 5
polinomios, al menos en estos tres casos: p=-2,q=2,p+( =3t3= 2

En general, procediendo exactamente igual que antes, si peZ, qeZ 0 p+qeZ, laintegral dada se convierte
en cociente de polinomios:

. m
En a, si q=F,setoma 1-x=t".

. m . 1-x\° . m 1-x
Enc,sip =0 se toma x =t" en b se escribe x" (1 - x)q como (—j xP*a, ysiqg= —,setoma ——=t".
X n X



121. El matematico ruso Tchebycheff (1821-1894) probd que las integrales pr(l—x)q dx solo son elementales

en los tres casos citados en el ejercicio anterior. Utiliza este resultado para demostrar estas afirmaciones:

a) J‘\ll— x3dx no es elemental.

1

b) j(l— x")E dx con ny m enteros positivos es elemental siysolosimon=10m=n=2.

c) J‘x/senx dx no es elemental.

d) jsenpx cos? x dx siendo p y q niUmeros racionales, solo es elemental cuando alguno de los dos es un entero

impar o cuando p+q es un entero par.

e)

e

f) Isenqx dx con q racional es elemental solo si q es entero.

dx con n entero positivo, es elemental solo sin =1, 2 0 4. Calcula la integral en los tres casos.

a) Bastaria ver que J'\/l— x3dx no responde a ninguno de los casos anteriores.

En efecto, haciendo x3 =t y 3x2dx =dt, se tiene J‘\/l—x3 dx :%Jl/l—t 3th2 es decir, %J‘t%(l—t)%dt en la

1
que p:—éeZ, q:EeZ y p+q:—%+—:——eZ.

2 6

Asi pues, sim o n =1, se esta en uno de los dos casos: a o b.

Sim=n=2, %+1_Tn:0 y se esta en el caso c.

. .1 . 1-n 1 1 . .
Sim=#1, n#1ni — ni —— son enteros y susuma — + — — 1 tampoco, si my n no son ambos igual a 2.
m n m n

b) Haciendo x" =t y nx"dx =dt , se tiene j(l— x")rdx :ij(l—t)%tl’T"dt.

7

c) Haciendo senx =/t y cosxdx = itdt , la integral dada se transforma en:

2Vt
1 1 i 1 S 1 1, . 11 3

4t-—-—dt:—jt‘f 1-t)2dt ynipnigsonenteros (p=——,g=——=),Ni p+Q=————=——.

jfzﬁmz()ypq (P=-7 A== nip+rq=—Z-5=—7
d) Escribiendo Isenpx cos? xdx = jsenpx cos?cosxdx y haciendo senx =+t y cosxdx :%dt
Como cos®!x =(1—sen2x)%1 se tiene J‘t%(l—t)%- 1t =ljt°74(1—t)q74dt
24t 2

Sip 0 q es un entero impar, pT—l 0 971 o5 entero.
Si p+Q es un entero par, resulta que p2—1 + q2—1 - P*9 1 serfa entero.
Pero si ni p ni g es un entero impar, pT—l ni g-1 es entero y si p + g no es un entero par pJqu -1¢Z.
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. . 1 1 -1 in 1 2 -1
e) Haciendo x" =t y nx"'dx =dt , se tiene FItF(lH) ftodt :ﬁjti’l(lﬂ) *dt

f)

1
q= —5 noes entero.

Sin=102, %—l es entero. Sin=4, %—1—%e3 entero.

. 2 2 1 2 3 .
Sinzxl 204, ﬁ—leZ y F—l—E_F—E gue es entero solamente sin = 4.

Si n = 1 haciendo 1+x =t y dx =2tdt, se transforma en:

X
, €es J‘ﬁdx y
J‘tzT_lZIdt:ZJ‘(tz—l)dt:Z(—V(l;W—\/1+x]+c

. X . 1r1
Sin=2,es | ——dx y haciendo 1+x? =t y 2xdx =dt , se transforma en: = | —=dt =+t =+1+x? +C
.[~/1+ X2 y y 2 J Jt vt
Sin=4,es I X dx y haciendo x? =t y 2xdx =dt , se transforma en: lJ‘;dt
J1+ x4 2J) J1+12
. 1 1 1 cosu 1 1
Poniendo ahora t =tgu y dt = o0 du , resulta Efmdu =5 mdu _Ej‘wdy con y =senu
y dy =cosudu.
. A B - .
Finalmente como, 1 > = + _ A y)+BZ(1+y)l de la igualdad 1=A (1-y)+B (1+y), se
1-y 1+y 1-y 1-y
' L1 1 1 1+y 1 1+senu
obtiene A=B = 5 por lo que Il—yz dy = 2In Ty~ 2|n1—senu .
. . 1 2 1 1 t
Sit=tgu setiene que 1+t*= , COsS“u= ,senu= J1-—— = ——
J q cos?u 1-t? 1+t% 14¢2

1+t
2 N 2 2
Lrsenu _ 1et? _ VIHU AL (WHJ , por lo que Lpieseny =In(V1+t% +t)
l-senu 1__t \/1+t2 —t 2 1-senu

V1+t?

Asi pues,

J‘ﬁdx =%In(\/l+ x4 +x2)+C .

jsenqx dx

. -1
Poniendo Isenqx dx = jsen‘H senxdx = J.(senZ X)7 senxdx .

Haciendo cosx =+t y —senxdx =idt , Se tiene Isenqx dx = —%J-(l—t)q% 73t

2t

Asi pues, como Jtp(l—t)q dt es elemental solo cuando p, q 0 p+Q son enteros, se tiene que esta integral

seria elemental solo si qT_l eZ o qT—l_% sea entero, es decir, q2—1 eZ o %e 7 ,es decir qeZ.

Nota: Obsérvese que, en cualquier caso, esta integral se reduce al apartado d, Jsenqx cosP xdx conp=0y alli se

vio que era elemental cuando alguno era entero impar, en este caso g, o cuando la suma era entero par, en este

caso ¢, es decir, Isenqx dx es elemental solosi qeZ.
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Comprueba qué has aprendido

1. Calcular las primitivas de f(x) = podria no ser muy cémodo si lo intentas hacer directamente,

X
X —vx2-1

pero si racionalizas previamente te resultara muy fécil. Hazlo asi.

X X (x++/x2-1)
—Ix2-1 x2-x2-1

=X%2+XxJx2-1.

Racionalizando se tiene f(x) =

X —[x2 R Tdx = %X R Tdx = X+ 2 (x2 1) X 1200 e
Ix— x2—1dx_.[x dx+jx X 1dx—3+jx X 1dx—3+2I(x 1) 2 dx =+ 3(x 1)*+C=

=%(x3+M)+C

2. Si f:(0,+0) > R es la funcion f(x)=x(1-Inx), encuentra la primitiva de f cuya gréfica pasa por el punto
Al D).

2
Calculamos If(x) dx = X?—jxlnxdx .

2
Llamando u(x) = Inx y v'(x) = x , se tiene que jxlnxdx :%lenx— X?-%dx :%lenx—%x2

. _x* (1, x2) 3x* 1, . 1 ,(3
Asi que J.x(l—lnx)dx—?—[fx lnX_T]_T_EX Inx—ix i—lnx +C.

13
l—E'E‘FC =C=

1
Como la curva pedida pasa por (1, 1) resulta que 4 y la primitiva buscada es

1.,(3 1
g(x)7§x (E—Inxj+z.

3. Determina f(x) sabiendo que f'(x) =e* senx y que f (gj =1.

Para calcular Iezxsen x dx , se construye la tabla:

f g'
e senx
2e* —COSX
4e* —-senx

IeZX senxdx = -e? cosx + 2e%senx —4Je2X senxdx, por lo que 5J.e2x senxdx =e¥(-cosx + 2 senx)de donde
f(x)= J‘er senx dx =%e2x(—cosx+2 senx)+C

T

Como f(z

1 2
j—ge '2+C—13C—1—§e

Luego f(x)= %eZX(—cosx +2 sen x)+1—§e“
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4. Obtén j; dx .

1+Vx +1

. . 1 2t dt 2
_t2 _ _ — 2t _
Poniendo x+1=t2 y dx = 2tdt , se tiene que J1+JX+1dx it J(Z 1+t]dt 2t 2In(1 +t).

Deshaciendo el cambio, nos lleva a

1
J-1+de 2Jx+1-2In(1++/x+1)+C

5. cCalcula j(xzmx ~xInx?)dx .

x2Inx —xInx2 = x2Inx — 2xInx = Inx(x? — 2x)

Escribiendo la tabla, se tiene que:

f g'

Inx X2 —2X
1 X3 )
X 3 X

x3 1( x® x3 x3®  x?
2 _ —| I _y2 I I IR} - _x2 I T,
Ilnx(x 2x)dx [3 X )Inx Jx( 3 X jdx (3 X ]Inx 9 + 5 +C

6. Determina la funcion f:(1+w) >R que verifica que f(2)=In4 y cuya derivada sea la funcién
x3-x-1

=X XX

X3 —x

s oy X+1 X+1
Efectuando la division dada, tenemos que f'(x) = x v~ asi que f(x)_ 5 I 2x=1) dx .

Xx+1 A B C

Por el teorema de descomposicion en fracciones simples, — ——=—+—S+—
x3(x-=1) x x* x-1

asi que
Ax(x-1)+B(x-1)+Cx? =x+1 y haciendo:

Xx=0=B=-1

Xx=1=C=2

X=-12A-2B+C=0=>A=-2

X+1 2 1
IXZ(X+D I dx+j—dx+dex——2 In|x|+;+2ln|x—:q
x? 1 xz 1 X
Luego f(x)=5-+2 In|x|—7—2In|x—]j+C =S5 - +2n—|+C
1 X 3
Como f(2)=In4, tenemos que In4 = 2—§+2In2+C =C _——y f(x)_——— +2In|—— 12
- sen®x
7. Calculatodas las primitivas de f(X) = ———.
JJcos x
3 1-cos?x)senx . .
Sen X :J( ) dx . Poniendo cosx =t y —senxdx =dt, se tiene que:
Jcosx Jcosx

ol

—j (1:/;2) dt = Jt% dt —jt'% dt = %t _ot

. . sen® X
Deshaciendo el cambio nos lleva a dx = \/cos5 —24Jcosx +C.
JJcos x
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8. Observa estas dos integrales:

a)j 2X5dx:|n|x2—5|+c b)J'

2X
NC 5dx:ln(x2+5)+C

X2 +

¢Por qué en la primera integral es preciso tomar el valor absoluto y en la segunda no?

Porque x? -5 puede tomar valores negativos (por ejemplo si x =0) mientras que x2+5 es siempre positivo.

9. Calcula szezxdx .

Escribiendo la tabla:

f g'

X2 e
2x %e”
2 %ezx
0 %e”

J‘xze2x dx = %xze2X —%xe2x Jr%e2x +C

Relaciona y contesta

Elige la Unica respuesta correcta en cada caso

1. SiF(x)es laprimitivade f(x)= gue pasa por el origen, entonces:

1
A9 —4x?

3x

A. F(x)= %arcsen 5

2 b
B. F(EJ_E
C. F(x):arcsenz?X

D. FQ)= %arcsen%

w| N

1 1 1 1 2X
F(x) = f 79 —4x? dx :I \/9_(2)()2 dx —ijﬁdx = arcsen=—+C
3

VR

Como pasa por el origen, F0)=0=C=0
1 2
F@ = Earcseng

La respuesta correcta es la D.
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2. Sea f una funcion derivable, definida en [1,+x)que cumple la condicién f(x)f'(x)=1, siendo f(8)=4.
Entonces:

A. (F(x))* +F(x) = 2x
B. f(2)=2

2
c. im™%) o

x—wo X

D. f(x) =X

Integrando por ambas partes If(x)f '(x)dx = I]dx se tiene que %(f(x))2 =x+C

Como f(8)=4=C =0y f(x)=+/2x

La respuesta correcta es la B.

Sefala, en cada caso, las respuestas correctas

3. Sea f(x) :Me I el intervalo (1,+o0):
2x2+x -3
1 1
A. Paratodo x el , f(x):—3+m.

X+5

B. La funcién F(x) = %In|2x +3|+2In|x -1 es primitiva de fen I.

C. Existe una primitiva F de fen | tal que F(2)=5.

D. Existe una primitiva F de f en | tal que F(2)==.

5(x +1) d 71_[ 5x+5 dx

z (x—l)(x+%)

— 7 dx=
2x2+x-3 2
Aplicando el teorema de descomposicion en fracciones simples:

3
—_— A B A(x+§j+8(xfl) _ .
= + = e igualando se tiene:

o] O g e

5X+5= A(x +%] +B(x-1) y haciendo:

le:lO:gA:A:4

3 5 5
X:—ED—EZ—gBszl

5x+1) 1
F(X) = J-mdx = 2|n|X—1|+§|n|2X+3|+C

La respuesta correcta es la B.
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4. Seaflafuncion definidaen R por laformula f(x) =l%y F la primitiva de f tal que F(0)=0:
+ X
s
A. F(l)_Z'
B.SiG: (7%% — R con G(x) = F(tgx) , entonces G(X)G'(x) = X .

C. Sea H:(0,4%) > R con H(x)=F[LJ+F(

X+1

T
o 2) . Entonces H(0) = R

D. Para todo x positivo, H'(x)=0.

F(x)= .[T1><2dx =arctgx +C. Como F(0) = 0 = F(x) = arctg x.

Si F(D) =% entonces F(1) =arctgl= x

IN

{G(x) = arctg(tgx)

G =1 = G(X)G'(x) =x

Las respuestas correctas son la Ay B.

5. Las funciones primitivas de f(x) =6senxcosx son:

A. F(x)=3sen?x+C C. F(x):—%co_¢,2x+c
B. F(x)=3cos?x+C D. F(x)=3cos2x +C

F(x) = stenxcos xdx = GJ'senxcosxdx =3sen®xdx +C

Aplicando la formula del angulo mitad sen% = i,/l_c% se llegaa F(x) = —%cos 2x+C.

Las respuestas correctas son la Ay la C.
Sefala el dato innecesario para contestar

6. Laaceleracion de cierta particula viene dada por la expresion 3—\: =a+bt +ccos(2nt). Se pide la velocidad,

v,ent =2y sedispone de los siguientes datos:

1. v(0) 2. v(—%} 3. v(—lj 4. v(-)

A. Puede eliminarse el dato 1.
B. Puede eliminarse el dato 2.
C. Puede eliminarse el dato 3.

D. Puede eliminarse el dato 4.

v(t) = at +1bt2 +2 sen2nt+C = v(0)=C
2 2n

Con v(—%) y v(-1) se pueden hallar a 'y b. Por tanto el dato innecesario es 2.
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