SOLUCIONARIO

8 Determinantes

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Ejercicio resuelto.

2. Calculael valor de los siguientes determinantes.

3 2 -2 1 3 1 4 -
a)84 b) |5 -1 0 c) |2 5
0 -2 6 -1 -2 3
a) 3 2 3.4-2.8-12-16--4
8 4
-2 1 3
by | 5 -1 0/=-2:(-1)-6+1.0-0+5-(-2)-3-3-(~1)-0-0-(-2)-(-2)-1-5-6 =12-30+0-0-0-30 = —48
0 -2 6
1 4 -
c) |2 5 =1.5-3+4-1-(-1)+2-(-2)-(-1)~(-1)-5-(-1)~1-(-2)-1-4-2.3=15-4+4-5+2-24 = -12
-1 -2 3
2 30
3. DadalamatrizM=| 0 1 2| halla A, A, YA,.
-1 0 2
+ 2 3 3+22 0 1+2 0 2
= (-1 =-1.3=- =(-1 =-14=-4 =(-1 =-1.2=-2

1 -1 0 2 O

2 101 10 2 0 O
a)312_1 by |[O 0 -1 2 3
2 -1 1 0
-1 2 2 -1 0
0 11 2
2 5 0 1 -2
2 1 -1
s 1 2 ] 12 - 3 2 -
A [ T AT A0 AT A =2 ()71 1 0L () 1 ol
- 11 2 01 2
0 11 2
3 1 - 3 12
+0-(-1"*2 -1 0/-1-(-1)"*|2 -1 1=16+4+0-4=16
0 1 2 0 1
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b)

1-1 0 2 0
10 2 0 0
0 0 -1 2 3[=1A,-1-A,+0-A,+2-A,+0-A =A,~A,+2A, =-58+14+176 =132
-1 2 2 -1 0
2 5 0 1 -2

012 s 0 2z 3
Auf(—l)“l2 _2 AL 2.(-1™*2 -1 0|=-58
5 1 -2
5 0 1 -2
120 12 0 2 3
A, =(-1)"* 1 _2 L o=t (-2 1 o+2.(-1)*|-1 -1 o0|=—-(12+2)=-14
0 1 -2 2 1 -2
2 0 1 -2
38 21 g 0 -1 3 00 3
A, = (-9 1 5 _2 o=t 1(-9™2 2 o+2-(-)"°|-1 2 0||=-(-34-54)=88
. 5 0 -2 2 5 -2
2 5 0 -2

5. Ejercicio resuelto.

a 1d
6. Sabiendoque |b 2 d|=5, hallael valor de los siguientes determinantes.
c 3 d

a+2d 2 d a 3d -1-2a 6 2 3

a) |b+2d 4 d b) b 3d -2-2b c) la+tb+c b c
c+2d 6 d c 3d -3-2c 3d d d
a+2d 2 d| |[a 2 d| [2d 2 d a 1d

a) |[b+2d 4 d|=|b 4 d|+f2d 4 d|=2b 2 d|+0=2-5=10
c+2d 6 d| |c 6 d| |2d 6 d c 3 d
Hemos usado la propiedad de la suma para descomponer el determinante en suma de dos determinantes. En
el primero hemos sacado factor comun en la segunda columna, el segundo es nulo por ser la primera y tercera
columnas proporcionales.
a 3d -1-2a a d 1+2a a d 1 |a d 2a

b) b 3 -2-2b|=-3|b d 2+2b|=-3||b d 2/+|b d 2b||=-3-(-5)=15
¢ 3d -3-2c c d 3+2 c d 3 |c d 2
En primer lugar, hemos sacado factor en las columnas segunda y tercera y, a continuacion, hemos usado la
propiedad de la suma para descomponer el determinante en suma de dos determinantes. En el primero hemos
usado la propiedad 7, el segundo es nulo por ser la primera y tercera columnas proporcionales.

6 2 3 |1+2+3 2 3 |1 2 3|2 2 3 |3 2 3 a b c
c) la+b+c b c|=la+b+c b c|=la b c|+|b b c|+jc b c¢/=-]1 2 3|=-5

3d d d [d+d+d d d| |[d d d| d d df d d d d d d
Hemos usado la propiedad de la suma para descomponer el determinante en suma de tres determinantes. En

el primero hemos usado la propiedad 7 y la 9, el segundo y el tercero son nulos por tener dos columnas
iguales.
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SOLUCIONARIO

a 3b c
7. Sia,bycsonnimeros enteros, compruebaque (10 45 25| es multiplo de 15.
1 3 1

a 3b c a 3 c a b c
10 45 25/=5|2 9 5/=15|2 3 5|, portanto, el determinante es multiplo de 15.

1 3 1 1 3 1 11 1

8. Si Ay B sondos matrices cuadradas de orden 3 tales que det(A)=4 y det(B)=2, halla, razonadamente:
a) det(AB) b) det((aB)™) c) det(A®B?) d) det(2A)

a) det(AB)=det(A)det(B)=8.

1 1 ~ 1 1
~ det(AB) det(A)det(B) det(A)det(B) 8

b) det((AB)™)

c) det(A*B?) = det(A®)det(B2) = [det(A)] [det(B)] = 256.

d) Sacando factor comiin a 2 en las tres filas de A obtenemos det(2A) = 2°det(A) =32.

9. Ejercicio resuelto.

10. Utilizando el método de Gauss, calcula los siguientes determinantes.

L F
a) |4 0 b) - c) B
11 396 0 2 2 -1 0
0 6 3 2 4 2 1 0
2 40 120 1 20 10 2 10 2
a) |4 0 1=2/4 0 = 20 -8 = 20 1 -8 = -200 1 -8=-22
F,—>F,~4F, C34>C, Fy—>F—F,
-1 11 |-1 1 1=RA" 0 3 01 3 00 1
2 10 12 1 -1 1 2 1 - 1 2 1 -
b)121—__2101__0—3—23__0—3—23_
3 9 6 OFfor 3 9 6 OR>R2 [0 3 3 3EoEH [0 0 1 6lR-RF
F3—>F;-3F F,—>F,+2F,
0 6 3 2 06 3 2 0 6 3 2 0 0 -1 8
1 2 1 -
0 -3 -2 3
=— =42
0 0 1 6
0 0 0 14
-1 0 1 2 -1 0 12 10 1 2 10 1 2
C)32—4—2_02—14_02—14_02—14__48
2 2 -1 0FEsHI0 2 1 4F6RI0 0 2 OFRARR0 0 2 0
4 -2 1 0FF*ml0 -2 5 8 0 0 4 12 0 0 0 12
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11. Calculalos siguientes determinantes desarrollando por los elementos de una fila o columna.

1 10 3 01 2 3
0 -1 2 1 1 2 0 2
a) b)
-1 2 0 2 2 0 2 2
1 0 6 1 3 2 20
1 1 1 1
0 -1 (2) i 0 -1 (2) . 12
a) = = (-3 0
-1 2 0 2|%-R+R|0 3 0 5| pesarrollando por
Fy—Fy—Fy la primera columna -1 6
1 0 6 1 -1 6 -2
1207 |1 zo 2 12 oz
b) = = 2(-)"2 1 -
2.0 2 252552 -1 0 —Lpesarianoror 3 1 3
3220 3 10 -3
-1 2 3 0 -1 2 3 0
3 -1 0 2 0 59 2 > 9
c) = = -1-1)"4 5
2 0 -1 3|R>R+3R[0 4 5 3| Desarrollando por
F3—>F3+2F la primera columna 3 2
0o 3 2 - 0 3 2 -
12 y 13. Ejercicios resueltos.
14. Halla el rango de cada una de las siguientes matrices.
1 1 2 21 -1 0 1 12
A=/1 -2 5 B={1 2 0 -1 C=|2 -1 1
1 2 1 0 3 1 -2 0 11
Rango de A:

1
Como el menor

3

Rango de B:
2 1 -1 0
F,=2F,-F, =rgB)=r . Como
3 , —F, = rg(B) g(l > 0 _:J
Rango de C:
1 11 1
C,=C+C,C,=C,-C,=>rg(C)=rg|2 -1 5|.Como |2
0 1 1 0
Rango de D:
12 0 O 1 0 0 O
2 0 -1 3 2 -4 -1 3
Como = =
14 2 Leosai-l 6020 Tpswomer,
0 1 1 -2 0o 1 1 -2

SIT1

-320, rg(A)> 2. El tnico menor de orden 3 es (1

-2

-1 2 3 O
3 -1 0 2
c)
2 0 -1 3
0o 3 2 -
5/ =50
=40
2
3|=-48
0 1 12 0 0 3
3 5 D< 2 0 -1 3 1
|-14 2 12
-1 1
01 1 -2 4
1 1 2
-2 5|=0, por tanto, rg(A)=2.
1 2

_g 1:1;&0, rg(B) = 2

1
-1 5/=-6+0, rg(C)=3
1
4 -1 3
1(-)™ 6 2 1=1920, rg(D)=4
1 1 -2
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SOLUCIONARIO

k+1 1 O k
15. Hallael valordek paraquerg| 2 1 1 2|=2.
0 3 k+1 2

2
Como el menor

0
‘ =6 =0, el rango es al menos 2.

Para que el rango sea 2, los dos menores de orden 3 que se obtienen ampliando el anterior se deben anular, es

decir:
k+1 1 O
2 1 11=0
0 3k (k+1)"-3(k+1)-2(k+1)=0__ [(k+1)(k-4)=0
3{ :>{ =k=4
K+l 1 K 2(k+1)+6k-6(k+1)-4=0 2k-8=0
2 1 2|=0
0 3 2
3 a a
16. Estudiaelrangode P=|3a a® 1 | enfunciénde a.
-3 a -1

El tnico menor de orden 3 se anula si:

3 o o
30 a® 1 :O:>—30L2—3(x+3cx3+30c3—30t+3a2:O:>6(x3—6a:0360c((x2—1):0:>(x:0,a:—loczl
3 o -

Por tanto, si o # -1 a#0y a =1, tenemos rg(P)=3.

3 -1 -1

Sia=-1tenemos P=-3 1 1|yrg(P)=2,yaque -3 ﬂ_sio.
-3 —
-3 -1 -1
3 0 O s 0
Sia=0tenemos P=| 0 0 1|yrg(P)=2,yaque j‘_3;‘&0.
0
-3 0 -1
31 1 3
Sia=1tenemos P=| 3 1 1| yrg(P)=2,yaque 3 i‘:ﬁ;to.

-3 1 -1

En resumen, si a =-1 a =00 a =1 tenemos rg(P) =2, en otro caso rg(P)=3.

17. Ejercicio interactivo.

18y 19. Ejercicios resueltos.
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OLUCIONARIO

20. En cadacaso, determina si la matriz tiene inversa.

) 1 5 g 1 0 -1 10 2
A—(s 5) B:[4 2} =/1 1 0| D=|2 1 0
0 -1 -1 02 1
. 1 1 0 -
|A|—‘3 5‘—7¢0:>A es invertible. IC|=|1 1 0[]=0=C no es invertible.
0 -1 -
X 10 2
IB|=| © ]=0=B noesinvertible. ID|=[2 1 0/=9%0=D esinvertible.
-4 2 0 2 1

21. Hallalamatriz inversa de cada una de las matrices.

41 2 0 -2 1 3 -1
M:[ j N={-2 1 O P=/-1 3 1
5 2
1 1 O 0 1 1
4 1 . .
Inversa de M: |M|_‘5 2‘_3¢0:>M es invertible.
2 1
. 2 -5 L 1, .o 12 -1 3 3
Adj(M) = M= (Adj(M)) == -
3 3
2 0 -2
Inversade N: [N|=|-2 1 0|=6#0=N esinvertible.
1 1 O
o -1 1
0 0 -3 . [0 22 i 2
Adj(N)=|-2 2 -2|yN*'=—(Adj(N))==| 0 2 4|=| 0 = =
2 4 2 |N| 6 -3 -2 2 3 3
2111
2 3 3
1 3 -
Inversade N: [P|=|-1 3 =6=0=P esinvertible.
0 1
1.2
2 1 -1 . [2 46 i i
Adj(P)=| -4 1 -1 yP’le(Adj(P))lzg 1 1ol=| = =0
6 0 6 || -1 -1 6
1 1
= = 1
6 6
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SOLUCIONARIO

22. En cadacaso, determina para qué valores del parametro A tiene inversa la matriz.

11 0 1 X 3 1 A+1 1 (2) xlz
a) A=A 1 - by B=| » 1 2 c) C={3 2 O d)D:0 0
0 2 1 2. 1 0 1 1 0
0 O
a) Atiene inversasi |A|#0:
11 0
[Al=0= 1 -A[=0=i+1=0=i=-1
0 2 1
Por tanto, si A # -1 la matriz A tiene inversa.
b) B tiene inversasi [B|#0:
1 2 3 1
|B|:O: A1 2:o:>—4x2+9x—2:o:xzz,x:2
-2» 1 0
Por tanto, si A ¢% y A # 2 la matriz B tiene inversa.
c) Ctieneinversasi |C|=0:
1 A+1 1
IC|=0=[3 2 0]=0=1=0= No hay solucion
1 1 o

Por tanto, la matriz C tiene inversa para cualquier valor de X .

d) D tieneinversasi [D|#0:

2 1 3 1
|D|:O:>8 o2 i i:o:-z(x-z):o:;\:z
o 0 0 -

Por tanto, si A # 2 la matriz D tiene inversa.

23. Ejercicio resuelto.

24. Identificalas expresiones que sean iguales de entre las siguientes.

a) AB+2A d) B(A-I) g) AB+CB
b) (A+C)B e) A(B+2) h) B+5A
c) AB-B f) 3A+B+2A ) (B+2)A

AB+2A = A(B+2l), es decir, las expresiones a y e son iguales.
(A+C)B =AB+CB, es decir, las expresiones b y g son iguales.

3A+B+2A =B +5A, es decir, las expresiones f y h son iguales.
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25. Despeja la matriz X en cada una de las siguientes ecuaciones matriciales, suponiendo que todas las

26.

27.

matrices son cuadradas de orden 3y que las matrices que lo requieran tienen inversa.

a) BX=C d) AX'+B=C g) A+BXB=C
b) B+XA=C e) XAB=A+XB h) AX+B=A+X
c) XA2=A f) AXB=C ) A(B+XA)=C

a) BX=C=X=B'C

b) B+XA=C=XA=C-B= X =(C-B)A™

c) XA2=A=X=A(A2)"=A(AY) = A"

d) AX'+B=C=AX'=C-B=X'=A*(C-B)=X=[A*C-B)] =(C-B)' (A} =(C'-B)(A)"
e) XAB=A+XB= XAB-XB=A= X(AB-B)=A= X =A(AB-B) "= Al(A-DB] ' =AB*(A-1)"
f) AXB=C = X =A'CB*

g) A+BXB=C=BXB=C-A=X=B(C-A)B*

h) AX+B=A+X =>AX-X=A-B=(A-DX=A-B=X=(A-1)"(A-B)

i) AB+XA)=C=B+XA=A'C=XA=AC-B=X=(A'C-B)A*

Resuelve la ecuacién matricial XA -A? =B siendo las matrices A 'y B:

1 0 1 2 01
A=-1 1 1) B=|0 1 2
1 -1 0 120

Tenemos XA-A’ =B = XA =B+A’, por tanto, si existe A" tenemos X =(B+A*)A*=BA"+A.

1 0 - 110 L 111
Como |A|=-1 1 1=1#0 existe A*: Adj(A)=|1 1 1 yA’lzx(Adj(A))lz 110
1 -1 0 101 1A 011
Por tanto:
2 0 1)(1 11y (1 0 -1) (2 3 3 1 0 -1) (3 3 2
X=BA'+A=|0 1 2|1 1 0f+/-1 1 1|=/1 3 2(+/-1 1 1|=/0 4 3
1200111 -10)(38331){1-1 0 (421

3 4 -2 6
Resuelve la ecuacion matricial: A=AXA"+B enlaque Ay B son las matrices: A =(2 2), B :( 5 5]
A=AXA"+B= AXA'=A-B=> X =A"(A-B)A
3 4 2 -2 1 1(2 -4y [ 2
Como |A| = =220 existe A Adj(A)= Ty At=—(Adj(A)) == =
- 3 P ER e (L L S P
Por tanto:

S (N (R e P R

SIT1 Determinantes | Unidad 8
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SOLUCIONARIO

28. Ejercicio interactivo.

29 a 38. Ejercicios resueltos.

EJERCICIOS

Célculo de determinantes

39. Calcula el determinante de cada una de las matrices siguientes.
A:3—1 B:57C:_1_4
2 3 20 -3 5
|A|=11 B|=-14y [C|=-17

40. Calcula el determinante de cada una de las matrices siguientes.

1 2 -1 -1 1 3 2 -1 1
M=(3 1 2| N={ 2 0 2| P=/3 1 -2
0 -2 1 4 1 1 1 2 3

[M|=5,|N|=14y |P| =30

41. Calcula el determinante de cada una de las matrices siguientes.

3 000 2 0 00
S:O 4 0 0 To 1 1 -1 2
00 10 2 -1 12
1 00 2 3 2 11

La matriz S es triangular, por tanto, su determinante es el producto de los elementos de la diagonal principal, es

decir, |[S|=24.
1 -1 2
Desarrollando por la primera fila, tenemos |T| = 2(—1)“1 -1 1 2[=-24.
2 1

42. Calcula, en funcién de a, el determinante de cada una de las matrices siguientes.

2 a 1 1 -1 a-1
A=la 1 -1 B=ja+2 2 0
12 3 1 -2 1
2 a
|[Al=la 1 -1=6-a+2a-1+4-3a’=-3a’+a+9
12 3
1 -1 a-
Bl=la+2 2 0 |=2-2(a+2)(a-1)-2(a-1)+(a+2)=-2a"-3a+10
1 -2 1
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43. Dadas las matrices:

2 -1 0 -1 1 2
A=/1 1 -1} B=| 1 -1 1
3 0 1 -1 2 1

Calcula los determinantes de las matrices:

a) AB c) (A+B)
b) A+B d) A'-2B
-3 33 5 4 6
a) AB=| 1 —2 2|=|AB|-18 ¢) (A+B)'=| 2 0 4|=|(A+B)|-64
4 5 7 10 4 8
102 4 -1 -1
b) A+B=|2 0 0|=|A+B|=8 d) A-2B=|-3 3 -2|=|A'-2B|=-54
2 22 2 5 -1

44. Calcula el valor de m que hace que el determinante de las matrices My N sea el mismo, siendo:

1 1 0 0o -1 2
M=m 2 1 N=|1 2 m-1
-1 0 m 2 m+1 0

M|=2m-1-m? =-m*+2m -1y [N|=-2(m-1)+2(m+1)-8 = -4, por tanto:

M =|N|=-m*+2m-1=-4= -m*+2m+3=0=>m=-1m=3

45. Determinalos valores de a que cumplen la ecuacion:

I )
N ®
[
Il
o

=0=>a*+4+2-4a-2a-a=0=>a°*-7a+6=0>a=-3, a=la=2

I
N O
D B

46. Resuelve las siguientes ecuaciones.

-1 1 1 X+1 X+2 X

a) [x -1 x-1=0 b) | 1 2 0(=0
1 0 X 0 X -
-1 1 1

a) [x -1 x-4=0=>x+(x-1)+1-x*=0=-Xx"+2x=0=>x=0,x=2
1 O X
X+1 X+2 X

b) | 1 2 0|=0=-2(x+1)+x*+(x+2)=0=>x*-x=0=>x=0,x=1
0 X -

SITH Determinantes | Unidad 8
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. 2 -3 . , .
47. Dada la matriz A:[l Zj’ se define para cada numero real k, la matriz B=A-kl, donde | denota la
matriz identidad de orden 2. Halla los valores de k que hacen que el determinante de B sea nulo.

-3

2-k
|B|=|A—k||=0:>‘ 1 ok

‘:O:(Z—k)(—Z—k)+3=0:>kz—l:O:k=—],k=l

. 2 0 . .
48. Dadala matriz A :(1 J, halla el valor de A que hace nulo el determinante de la matriz A? —AA.

AZ—XA:[: 2)—[2; 2}:[2_2}? 10J,portanto, |A2-AA=0=(4-22)(1-1)=0=>2r=2A=1.

x x-1 2
49. A partirdelamatriz M=|-1 1 -1|, seconstruye el polinomio P(x)=det(M). Halla las raices de P(x).
2 x+1 O

P(x)=0=-2(x-1)-2(x+1)-4+x(x+1)=0=x*-3x-4=0=>x=-1 x=4.

Propiedades de los determinantes

a b c
50. Si|d e f|=3,hallalos siguientes determinantes indicando, en cada caso, las propiedades que utilizas.
g h i
3a 3b 3c a d-a g+a
a |-d e b) b e-b h+b
g h i c f-c i+c
2 2 2
3a 3b 3c 3a b c 9
a) d e | = ——=d e fj=-=
.| Propiedad 2 2 . 2
g h 1 h i
2 2 2
a d-a g+a a d-a g/ |a d-a a a d-a g¢ a d gl |a ag
b) b e-b h+b] = |b e-b hj+b e-b bl = |b e-b hl = |b e hl-b b hl =
Propiedad 1 Propiedad 4 Propiedad 1 Propiedad 4
c f-c i+c c f-c i|] |c f-c ¢ c f-c i c f i| |c ¢ i
a d g a b c
=b e hl = |d e f[=3
. | Propiedad 9 i
c f i g h i

14  Unidad 8| Determinantes m



al bl Cl
51. Sesabeque |a, b, c,|=-2,calcularazonadamente:
a3 b3 3
a:l bl Cl a2 3bZ CZ +a2
a) |a,-2a, b -2b, c,-2c, b) [2a, 6b, 2c,+2a
3a, 3b, 3c, a, 3b, c,+a,
al bl Cl a'l bl Cl a’l bl Cl al bl Cl
a) |a,—2a, b -2b, c,-2c, N b, ¢ |-|2a, 2b, 2c, . _:dd‘l—6a2 b, c,|=12
ropieda ropieda
3a, 3b, 3c, 3a, 3b, 3c,| [3a, 3b, 3c,|Proredadz |3 P, c,
a‘2 3bz CZ +a2 a2 3b2 CZ a'2 3b2 a2 a2 3b2 C2 a2 b2 C2
b) 2a1 6b1 2C1 + 231 Prop:dadl 231 6b1 201 + 231 6b1 2a1 Propie:dad22 a1 3b1 Cl Propiziad26 al bl 1 Propi§1ad7
a3 3b3 C3+a3 a3 3b3 C3 a3 3b3 a3 Propiedad 4 a3 3b3 C3 a3 b3 C3
a:L bl Cl
=-6la, b, c,|=(-6)(-2)=12
a3 b3 C3
1 1 1
52. Sabiendo que [x y z|=4, calcula, sin utilizar la regla de Sarrus, los siguientes determinantes, indicando
0 2 4
en cada paso qué propiedad de los determinantes se esté utilizando.
3x 3y 3z X y z
a (1 1 1 b) | 3x 3y+2 3z+4
o 1 2 X+2 y+2 z+2
3x 3y 3z 3 Xy z 3 1 1 1
a |1 1 1| = —1 1 11 = ——=|x y z|=-6
Propiedad 2 2 Propiedad 7 2
o 1 2 0 2 4 0 2 4
X y z X y z X y z X y z
b) | 3x 3y+2 3z+4 = 3x 3y 3z |+| O 2 4 = 2 4 =
Propiedad 1 Propiedad 5 Propiedad 1
X+2 y+2 z+2 X+2 y+2 z+4+2] |x+2 y+2 z+2 X+2 y+2 z+4+2
Xy z| Xy z Xy z X vy z 1 1 1 1 1 1
=0 2 4+|0 2 4 = |0 2 4 = 20 2 4 = -2|0 2 4 = 2|x y z|=8
Propiedad 4 Propiedad 2 Propiedad 7 Propiedad 7
Xy z| |2 2 2 2 2 2 1 11 Xy z 0 2 4
2 1 -1
53. Dadalamatriz M=|1 0 1 |, utilizando una sola vez la regla de Sarrus, calcula: [M|, [M![, [M?|, [4M] y
3 1 2

M

M[=0+3-1-0-2-2=-2, |[M'|=|M|

=-2, [M?|=|M]’=-8, |[aM|=4°|M|=-128 y |M7|=

SIT1

1
M2

1
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SOLUCIONARIO

54. Se considera una matriz G de orden 3x 3, cuyas columnas se representan por C,, C,, C, y cuyo
determinante vale 2. Considera la matriz H cuyas columnas son C,, C,+C,, 3C,. ¢Cual es el determinante
de esa nueva matriz H?

det(H)=det(C,, C,+C,, 3C,) det(C,, C,, 3C,)+det(C,, C,, 3C,) det(C,, C,, 3C,)

Propiedad 1 Propiedad 4 Propiedad 2

= 3det(C,, C,, C,) ~3det(C, C,, C,)=-3det(G)=-6.

Propiedad 7

55. Sabiendo que a, b, c y d son nimeros distintos de cero, sin aplicar la regla de Sarrus, justifica que:

i1 1
a b c
bc ac ab|~ 0
d d d

111 bc ac ab
a b ¢

= ——lbc ac ab| =
bc ac ab|propiedad2 gppc d d d Propiedad 4
d d d

56. Sea C una matriz cuadrada de orden 2 de columnas C, y C, y det(C)=5, y sea B una matriz cuadrada de
orden 2y con determinante 2. Si D es la matriz cuadrada de orden 2 de columnas 4C, y C,-C,, calcula el

determinante de la matriz BD™.

det(D) =det(4C,, C,-C,) = det(4C,, C,)-det(4C,, C,)

Propiedad 1

det(4C,, C)) 4det(C, C,) =

Propiedad 5 Propiedad 2 Propiedad 7

= —4det(C, C,) = —4det(C)=-20.

Por tanto, [BD| = % T

57. Calcula, por transformaciones elementales (sin emplear la regla de Sarrus) y justificando los pasos, el
determinante:

2+a b c
a 2+b c
a b 2+cC
2+a b c 2+a b 2+a+b+c 2+a b
a 2+b ¢ = a 2+b 2+a+b+c| = (2+a+b+c)] a 2+b =
Propiedad 8: Propiedad 2 Propiedad 1
a b 2+4C|GCitCtGs | g b 2+a+b+c a b
2 b a b 2 b
=(2+a+b+c)|[0 2+b I+|a 2+b = (2+a+b+c)|0 2+b =
Propiedad 5 Propiedad 1
0 b a b 0 b
2 0 2 b 2 0
=(2+a+b+c)[|0 2 1+0 b = (2+a+b+c)[0 2 1L=4(2+a+b+c)
Propiedad 5
00 0 b 00
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58. Sin desarrollar el determinante prueba que las raices del polinomio P(x) son 3,4y -7, siendo:

4 4 X
P(x)=|3 x 4
x 3 3

=0,yaque C,=C,

P@3) =

P(@4)=|3 4 4/=0,yaque C,=C,

-7
4=0,yaque C,=-C,-C,
-7 3 3

2(x?-1) x+1 (x +1)°

59. Resuelve la ecuaciéon | x -1 x+1 x+1|=0.
(x—l)2 x-1 x2-1
Observemos que
2(x2-1) x+1 (x+1°| [2(x+1)(x-1) x+1  (x+1)
x-1 Xx+1 x+1|= x-1 x+1 x+1
(x-1)* x-1 x*-1 (x -1 x-1 (x+1)(x-1)
2 1 1
=(x+1)°(x-1°|1 x+1 U=(x+1*(x-1)’x
1 1 1

=(x+1)(x-1)

2(x-1) 1 x+
x-1 Xx+1 x+1=
x-1 1 X+

s 2 2 .
Por tanto, la ecuacion se reduce a (x+1)"(x-1)" x =0, cuyas soluciones son x =-1 x =1 x=0.

Método de Gauss y determinantes

60. Calculalos siguientes determinantes utilizando el método de Gauss.

1 -1 1 2 121 0
0 -1 2 1 -10 2
a) b)
2 20 -1 2 87 5
-1 3 1 3 3 4 1 -
1-11 2 1 -1 1 2 1 -1 1 2 1
g |0 12 4 _ o2 o -1 2 o
2 2 0 -1so6200 4 -2 -5EE9R0 0 6 -1LR-RR|0
Fy—>F,+F F,—>F,+2F,
-1 3 1 3 2 2 5 0 06 7 0
1210 1 2 1 0 12 10 1
oy [ O 2 o 2 3 o2 3 o
2 8 7 5&0AR[0 4 5 5EE2R0 0 -1 3rRoR0
F3—F;—2F; Fy,—>F4+F,
3 4 1 -Q"RFo 2 2 - 00 10 0

SIT1

o O NN

-1 1

-1 2

0 6 -
0

Determinantes | Unidad 8
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SOLUCIONARIO

61. Calculalos siguientes determinantes.

10 2 1 2 1 -1 0
1 0 -1 0 2 1 -2
a) b)
12 1 1 10 2 O
13 -1 2 -1 2 0 4
1 2 1 1
2 (i 0 -1 2 (1 ?1 2 a3
a) o= I = -)"2 -1 0]=16
L2 1 feneimit 2 -1 Opsoee 3 -3
13 -1 2 3 -3
02 19 |oz 12
b) = = 1(-)")2 1 -2|=68
10 2 0|Cs—~Cs-2¢,| 1 O 0 0 Béise?ég!afrﬂgo por ) ) 4
-1 2 0 4 -1 2 2 4
62. Calcula el determinante:
2 0 0 0 2
02020
0 0 20 2
02200
2 00 20
2 00 0 2 2 00 0 2 2 00 0 2 20
0 2020 020 2 O 020 2 0 0 2
00202 = 1002 0 22 =002 0 27 =100
Fs—>Fs—F, Fy—>F4—F3 Fs—>Fs+F4
0 2 2 0 OFFR%0 0 2 -2 O 0 00 -2 -2 00
2 00 20 0O 00 2 -2 000 2 -2 00
63. Halla dos raices del polinomio de cuarto grado:
x 1 1 1
1 1 1
Px)=[> X
3 3 x 3
3 3 3 x
Unaraizes x =1, yaque P(1) =0 por ser las dos primeras filas iguales.
Otraraizes x =3, yaque P(3)=0 por ser las dos ultimas filas iguales.
64. Obtén, en funcién de a, b y ¢, el determinante de la matriz:
1 1 1 1
A 1+a 1 1 1
1 1+b 1 1
1 1 1+c 1
1 1 1 0 0O
l+a 1 1 a 0o a 00
+ .
A= = = 1(-1)"|o b 0]=-abc
1 1+b 1 F>R-FR 0 b O Desarrollando por
F>Fy—Fy la primera fila 0O 0 ¢
1 1 1+c FBoRRl0 0 ¢

18  Unidad 8| Determinantes m
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Rango y determinantes

65. Determina el rango de cada una de las siguientes matrices.

01 10
3 1 1 0 2 12 1 11 0 1
A:(le B=2 -1 1 C=| 3 0 3 D:1010
1 15 -2 12
11 -11
Rango de A:
Como el menor 2 ;::'zl;to, rg(A)=2.
Rango de B:
1 o 1 0 2
Como el menor 5 J‘:—1;&0, rg(B) > 2 . El Gnico menor de orden 3 es 2 -1 =0, por tanto, rg(B)=2.
1 15
Rango de C:
) 12
Como el menor 0‘:—6;&0, rg(C)=2. El Unico menor de orden 3 es | 3 0 3=-24=0, por tanto,
-2 1 2
rg(C) =3.
Rango de D:
01 10 01 0O
11 0 11 -1 B
Como = = (-] 1 1 0/=3%0,rg(D)=4.
10 1 O|c-cc.| 1 0 1 Q| Desarrollando por
la primera fila 1 _2
11 -1 11 -2
66. Halla el rango de las siguientes matrices.
21 01 3 2 11 1 21 21
2 4 6 3
A:BGQZB:—lz—SO cC={0 0 01 D=|{-1 -2 0 -4 O
- - 5 1 3 1 6 4 20 1 23 21
Rango de A:
3
Como el menor 2=10;ar:0,rg(A)=2.
Rango de B:
1 0
Comoelmenor 2 -5 0[=6=0, rg(B)=3.
1 3
Rango de C:
11 1
Observemos que C,=3C, y C,=-2C,, asi, rg(C)=rg| 0 1|=2,yaque el menor 0 ﬂ:l;to.
-2 0
Rango de D:
1 2
Comoelmenor |0 -4 0[=8=%0, rg(D)=3.
3 -2
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67. a) Determina, razonadamente si la tercera columna de la matriz A siguiente es combinacién lineal de las dos

primeras.
12 -3 0
A=l 0 1 -1 1
-1 0 1 -1
b) Calcula el rango de la matriz A.
1 2 -3
a) Como |0 1 -1=0, lastres columnas son linealmente dependientes.
-1 0

Ademas, las dos primeras columnas de A son independientes, ya que no son proporcionales, por tanto, la
tercera columna debe ser combinacion lineal de las dos primeras.

12 0 12 0
b) rg(A)=rg| 0 1 1(=3,yaque |0 1 =-3%#0.
-1 0 -1 -1 0 -

68. Dada la matriz:

1 2 0 k
-1 k-2 -3 k
2 3 k-2 4
Halla, en cada caso, los valores del parametro k para que:
a) La tercera columna sea combinacion lineal de las dos primeras.
b) La cuarta columna sea combinacién lineal de las dos primeras.

c) Elrango de la matriz sea 2.

Observemos que las dos primeras columnas son linealmente independientes, ya que no son proporcionales.

a) Para que la tercera columna sea combinacion lineal de las dos primeras debe ser:

1 2 0
1 k-2 -3|=0=(k-2?-12+9+2(k-2)=0=k?-2k-3=0=k=-1 k=3
2 3 k-2

b) Para que la cuarta columna sea combinacion lineal de las dos primeras debe ser:

1 2 k
1 k-2 k|=0=4K-2)+4k -3k —2k(k—-2)-3k+8=0=>—2k2+6k=0=k =0,k =3
2 3 4

c) Segun los apartados anteriores, si k =3, la tercera y la cuarta columna son combinacion lineal de las dos
primeras columnas, por lo que el rango de la matriz sera 2. En cambio, si k # 3 bien C, C,,C, bien C,C,, C,
seran linealmente independientes, con lo que el rango de la matriz seria 3.
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69. Determina el rango de cada una de las siguientes matrices segun el valor del parametro k.

2 0 -4 k-1 k 0 k k-1 kk-1) 1
A= 1 k 2| B=| 0 k-1 k| C=/k 1 k D={0
2 4 k k-1 0 k k 1 k-1 3

Rango de A: [A|=0= -2k?+8k =0 =k =0, k =4, por tanto:

Si k#0yk =4, tenemos rg(A)=3.

-2 0 4
Si k=0 tenemos A=| 1 0 2|yrg(A)=2,yaque ! 0:4¢0.
2 4
2 4 0
-2 0 -4 14
Si k=4 tenemos A=| 1 4 2| yrg(A)=2,yaque 5 4‘:—4;&0.
2 4 4

Rango de B: |B|=0= 2k®-3k*+k =0=k =0, k:%, k =1,por tanto:

Si k;tO,k;t% yk #1, tenemos rg(B)=3.

-1 0O
Si k=0 tenemos B=| 0 -1 0|y rg(B)=2,yaque -1 31_1;&0.
0 -
-1 0O
11y
2 2 11
Sikzltenemos B=| O S y rg(B) =2, ya que 2 2:1;&0.
2 2 2 1| 4
1 1 0 -3
_= 0o =
2 2
0 10 10
Si k=1tenemos B=|0 0 1]|yrg(B)=2,yaque o 1‘—1:&0.
0 0 1

Rango de C: [C|=0=k?-2k =0=k =0, k =2, por tanto:
Si k#0yk #2,tenemos rg(C)=3.

0 -1 0
Sik=0tenemos C=/0 1 O yrg(C):Z,yaquei ?J:—l;to.
0 1 1 -
21 2 1 o
Sik=2tenemos C={2 1 2|y rg(C)=2,yaque 1 j‘——1;&0.
211
Rangode D: [D|=0=k?-9k +14=0=k=2 k=7
Por tanto, si k #2yk = 7, tenemos rg(D) =3.
1 2 3 1 2
Si k=2 tenemos D={0 2 2|y rg(D)=2,yaque ‘:2:&0.
0 2
3 -1 2
1 2 3 1 2
Si k=7 tenemos D={0 7 2]|yrg(D)=2,yaque =7=+0.
3 -1 7 07
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70. Determina para qué valores de a son linealmente independientes los vectores:

U=@1-1L2,v=2,a-Y)yw=(a 2 a)

Formemos una matriz A cuyas columnas sean los vectores dados, si el determinante de esta matriz no es nulo los
vectores seran linealmente independientes.

1 2 a
[Al=0=|-1 a 2/=0=-a’+3a+10=0=a=-2a=>5
2 -1 a

Por tanto, los vectores son linealmente independientes si a=-2ya=#5.

2 -1 -3 5
. 2 -1 a .,
71. Estudiaelrango de A= 1 1 16 en funcidn de los valores de a.
3 1 4 a
2 -
El menor j— 60, porloque rg(A)>2.
2 -1 -3
Ampliando este menor con la tercera fila y la tercera columna tenemos |2 2 -1=9=0, por lo que rg(A)>3.
1 1
El inico menor de orden 4 es:
2 -1 -3 5 2 3 -5 -7
2 2 -1 a 2 0 -3 a-12 S A
A= oS = 1(-)**|0 -3 a-12/=-2a+12
11 1 6&3%al 0 0 0 |pesanolenopor 2 7 a_18

3 1 -4 a%% %3 2 -7 a-18

Por tanto, si a= 6 elrangode Aes4ysi a=6 elrango es 3.

72. Hallael rango de cada una de las siguientes matrices segln el valor del parametro.

1 1 2
1 k 1 1 1 k 1 a 3 m-1 1 m 1
A=k 9 B=lk k? 1 1 C= D=| 1 m-1 m 1
1 a+2 1
2 6 1 k 1 1 1 2 m-1
2 0 5

Rango de A: El menor l;

9 .
6‘ =6k —18 se anula si k =3, por tanto:

Si k # 3, tenemos rg(A)=2.

1 3
Si k =3 tenemos rg(A)=rg|3 9|=1,yaque C,=3C,.
2 6
1 1 k
Rangode B: Elmenor [k 1 1|=k®-3k+2 seanulasi k=-2 o k =1, por tanto:
1 k 1

Sik#-2y k=1, tenemos rg(B)=3.

11 1 -2 1 1
Si k =-2 tenemos rg(B)=rg|-2 4 1 1|=3,yaqueelmenor |-2 4 =-18=#0.
1 1 -2 1 1 1 -2
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73.

1111
Si k=1tenemos rg(B)=rg|1 1 1 1|=1, yaque todas las filas coinciden.
1111
11 2
Rango de C: EImenor |-1 a -3|=a-1 se anulasi a=1, por tanto:
2 0 5
Si a=1, tenemos rg(C)=3.
11 2
. -1 1 -3
Si a=1 tenemos rg(B)=rg 13 17 2, ya que el menor =20 y los dos menores de orden 3 que
2 0 5

11 2 11 2
se pueden conseguir ampliandolo, -1 1 -3|y |-1 1 -3|, se anulan.
13 2 0 5

m-1 1 1
Rango de D: EImenor | 1 m-1 1 |[=m®-3m?+4 seanulasi m=-10 m=2, por tanto:
1 1 m-

Sim=#-1y m=2,tenemos rg(D)=3.

-2 1 -1 1 -2 1 )
Si m=-1tenemos rgD)=rg| 1 -2 -1 1 ST 1 -2|=2,yaque el menor _1 j=3¢0.
1 1 2 —2)6=&a6 (1 1 -
1121
Si m=2 tenemos rg(D)=rg|1 1 2 1|=1, yaque todas las filas son proporcionales.
1121
Halla el valor de k para que la siguiente matriz tenga rango 2.
1 -1 0 2
M=| 2 k 0 k
k+1 1 k-1 -1
Para que el rango sea dos, los menores de orden 3 se deben anular, en particular:
-1 0 2
k 0 =0=>3k*-3k=0=>k=00k=1
1 k-1 -
1 -1 0 2 1 -1 0
Si k=0 tenemos rgM)=rg|2 O O O|=3,yaqueelmenor |2 0 O0[=-2%0.
1 1 -1 -1 1 1 -
1 10 2 1 -1 2 1 -1 2
Si k=1 tenemos rgM)=rg|2 1 0 1|=rg/2 1 1|=3,yaqueelmenor |2 1 =-6=+0.
2 10 1 2 1 -1 2 1 -
Por tanto, el rango de M es 3 para cualquier valor de k.
S11E Determinantes | Unidad 8
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Inversa y determinantes

74. Determina cudles de las siguientes matrices tienen inversa.

2 3 4 3 2 1 2 -1
A —( j B=-1 1 -1 C=|3 1 O
3 5
2 5 0 2 -1 1
|Al=1%0= A esinvertible.  |B|=0= B no es invertible. ICl=0=C no es invertible.

75. Calcula, si existe, la matriz inversa de cada una de las matrices siguientes.

1 2 O 2 0 -2 3 13
A=|-1 1 -2, B=| 0 1 1] C=|-1 -2 1
2 -1 3 -2 1 2 1 01

Inversa de A: |Al=-1%0= A es invertible.

1 -1 1 ) (16 4 (16 4
Adj(A)=| -6 3 5|y Al=(Adi(A) =—|-1 3 2= 1 -3 -2
Al -1

4 2 3 1 5 3 (15 -3

Inversa de B: [B|=—-2=0= B es invertible.

1 2 2 . (12 2 _% 1 -1
i =| — —, 71:— i I:— — —, =

Adj(B) = ; (2) ;yB |B|(Adj(B)) - 5 g ; 10 1
- B -1 1 -1

Inversa de C: IC|=2%0=C esinvertible.
L 17
2 2 2 . (27 55
Adj(C)=|-1 0 1 yC*lza(Adj(C))tza 2 0 6|=| 1 0 -3
7 6 -5 2 1 -5 , 15
2 2

76. Determina si las siguientes matrices tienen inversay, en caso afirmativo, calculala.

0 0 1 1
1 -1 2 1 0 3
1 0 0 1
A= 0 0 2 B=|0 -1 2| C= 1100
-1 2 1 1 4 0
11 10
Inversa de A: |Al=-2=0= A es invertible.
2 2
4 -2 0 ) 82 g
Adj(A)=| 5 3 -1 yA-1=m(Ao|j(A))‘=—2 2 3 2|=|1 -~ 1
2 -2 0 “lo -1 o0 1
0 — 0
2
Inversa de B: |B|=-5=0= B es invertible.
8 12 3
8 2 1 8 12 3 5 5 5
Adi(B)=|12 -3 -4|yB'= S (Adi®)=1| 2 3 —2|-|-2 2 2
. Bl B 5 5 5
141
5 5 5
Inversa de C: |C|=-120=C es invertible.
1 -1 0 -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
. -1 1 0 O 1, ... 1/-1 1 -2 1 1 -1 2 -1
Adj(C) = Ct=—=(Adj(C)) == =
J( ) 1 -2 1 -1 y |C|( ) ) -1 0 O 1 -1 0O 0 -1 1
-1 1 -1 1 -1 0 -1 1 1 O 1 -1
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77. Setienela matriz:

2 1 -1
A=|1 3 O
0o -1 1
a) Halla Aty (A1),
b) Comprueba que (A" =A.
c) Comprueba que Adj(Adj(A))=IAl-A.
a) Inversade A: |Al=6=0= A es invertible.
14 1
3 -1 -1 . (30 3 i . i
Adj(A)=|0 2 2|y At=(Adj(A)=Z|-1 2 -1|=|-= = -=
3 -1 5 |A| 6 -1 2 5 6 3 6
11 5
6 3 6
Inversade A™': |AY|= % #0= A esinvertible.
11 111
3 6 3 6 6| (5 4 g
adaty=| = L Ly ayt o (ad(at) =2 1 ol=[1 3 o|=a
6 2 6 |A7 116 2 o 1 1
Y 6l 1 1
6 6 6 6
b) Queda comprobado en el apartado anterior.
3 -1 -1 12 6 -6 2 1 -1
c) Adj(A)=|0 2 2|=Adj(Adj(A)=| 6 18 0|=6/1 3 O0|=|A-A
3 -1 5 0O 6 6 0 -1 1

78. Determina para qué valores del parametro a no tiene inversa cada una de las matrices siguientes.

-1 0 1 1 a1l a-1 2 a-1 1 1 1
M=-1 1 -a N=la 1 a P=| 0 a+1 -l1-a Q=|a a* a?
0 a -2 1 a1 1 1 a a a a?

M no tiene inversasi M|=0= -a’-a+2=0=a=-2a=1.

N no tiene inversa si IN|=0=0=0, es decir, para cualquier valor de a N no tiene inversa.
P no tiene inversasi IP|l=0=a*-3a-2=0=>a=-la=2.

Q no tiene inversa si [Q]=0=a*-2a*+a’=0=a=0,a=1.

79. Determina para qué valores de los parametros ay b tienen inversa las matrices siguientes.

a+b b 0 a b 1 a b
A—( 24 a+bj B=|0 0 a|] C=|0 1 a
0 0 O 0 0 1

Las matrices dadas tendran inversa si su determinante no es nulo, por tanto:
|Al=(a+b)’ —2ab=a?+b? = A tiene inversasi a=0 o b=0.
|Bl =0 = B no tiene inversa para ningtin valor de a y b.

ICl=1= C tiene inversa para cualquier valor de a y b.
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80. Determina para qué valores de los parametros a, b y c ninguna de las tres matrices siguientes tiene

inversa:
1 2 1 -1 0 ¢ 1 2 3
A=la b ¢c| B=| 3 1 a| C=|a -1 2
4 4 2 1 15 b 0 2

donde a, b y c son parametros reales.

Para que las matrices dadas no tengan inversa, sus determinantes deben ser nulos, es decir:

[Al=0 [-2b+4c=0 b=2c
Bl=0={a+2c-5=0 ={a+2c=5 =—a=3b=2c=1
Icl=0 —4a+7b-2=0 —da+7bh=2

10 -1
81. a) Demuestraquelamatriz A=|1 a b-1] tiene inversa si, y solo si, los pardmetros a y b no son nulos.
1 a -1

b) Calcula A™ cuando a=b=1.

a) Atieneinversa < |A|z0< -abz0<a=0yb=0.

10 -1 L L -1 1 oY 11 -1
b) sia=b=1tenemos A=|1 1 0]y A*lzf(Adj(A))‘:—1 -1 0 -1|=|-1 0 1/.
11 -1 A Tl -1 12 0 1 -1

Ecuaciones matriciales
82. Resuelve la ecuacién matricial AX +B =C , siendo:
I L A I VP
AX+B=C=AX=C-B = X=A%C-B)

Si existe A™

Como |Al=1#0 existe A™:

Adj(A):( 0 1] y A*l—i(Adj(A))t =[O _1j

-1 4 Al 1 4
-1\ (-1 - 2 2 -3 -1 4 1
Por tanto, X =A™ (C-B) = 0 3 (73
1 43 1 -4 -1 11 1 -14 -2
83. Calcula la matriz X que verifica la ecuacion AX +B =1, donde | representa la matriz identidad y las
matrices Ay B son:
0 1 -2 0 -1 -1
A=l 1 0 -1 B=|-1 3 -2
-2 1 1 -3 6 6
AX+B=I=AX=1-B_ = X=A"(-B)
Como |Al=-1#0 existe A™:
1 1 1 1 1 1 -3 -1 -1 3 1
Adj(A)=| 3 -4 -2 yA-lzm(Adj(A))‘:—1 1 -4 -2|=-1 4 2
-1 -2 -1 12 1) (1201

-1 3 1)}y1 1 1 5 -13 0
Portanto, X =A*(I-B)=|-1 4 2|1 -2 2|=|9 -21 -3
-1 2 1)\3 6 -5 4 -11 -2
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84. Calculala matriz cuadrada X sabiendo que verifica XA +BA = A?, siendo Ay B:

0 0 -1 0 0 -2
A= 0 -1 0| B=| 0 -2 O
-1 0 O -2 0 O

XA+BA=A’=XA=A’-BA = X=(A>-BA)A'=(A-B)AA'=A-B

Si existe At

Como |A|=1#0 existe A™ y, portanto, X =A-B =

= O O

01
1 0].
00

L . - ., . 2 -1
85. Halla, si existe, una matriz X que verifique la ecuaciéon B2X —-BX + X =B siendo B :[0 ]

B°’X -BX+X =B=(B?-B+D)X=B = X=(B°-B+1)'B

Si existe (B2—B+1)"

Tenemos B2 _[g _5) y B2-B +I :[3 _g,como IB2—B+1/=21%0 existe (B2—B+1)":

9
1 4
. 7 0 -1 . t 1(7 4 § Z
Adj(B?-B+1) = (B?2-B+1) =—— (Adj(B2=B+1)) =— =
) (4 3]y Eogy Y V=210 3 o 1
7
14 2 5
Portanto, X = (B?-B+1)'B=| 3 21|(2 1)_|3 21}
1lo 3 3
0o = 0o =
7 7
86. Dadas las matrices:
2 -1 1 311
A=l 2 -3 1| B=(2 1 0
1 2 -3 10 1
Resuelve la ecuacién: | = XA =3X +B.
I-XA=3X+B=-XA-3X =B-1= X(-A-3)=B-| = )1X:(B—|)(—A—3|)’l
Si existe (-A-31)"
_1 1 —
Como |-A-3ll=|-2 0 -1=-120 existe (-A-31)":
-1 -2 0
2 1 4 1 1—22—1 2 -2 1
Adj(-A-3)=| 2 -1 -3 y(—A—3|)‘1=m(Adj(—A—3l))‘=—1 1 -1 1j=/-1 1 -1
-1 1 2 A L4 3 2) |4 3 -2

2 11
Portanto, X =(B-(-A-3)"=[2 0 0| -1 1 -1|=| 4 -4 2]|.
100
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-1 2 1 . 1 3
y B= 10 encuentra la matriz X tal que AXB = .

. 1
87. Dadas las matrices A:( 0 -1

-1 2

- 0o -

L . . 1 1
Si existen las inversas de las matrices A y B, tendremos AXB = (0 ij = X = A*l( 3} Bt.
. . 2 1 1 . t 2 1
Como |Al=1#0 existe A™*: Adj(A) = At=—(Adj(A)) =

. . 0 -1 1 . ¢ 1(0 -1 o 1
C Bl=-1+#0 te B™: Adj(B)= B'=—(Adj(B)) =— =
omo [Bl #0 existe j(B) (—l 2] y |B|( i(B)) _1(_1 ] ( J

RS I S o e LU - R

11 11
88. Hallatodas las matrices X tales que X [1 J:(l JX .

. a
La matriz X debe ser de orden 2, pongamos X = [c

(- e

. ., . a b
Por tanto, las soluciones de la ecuacion matricial son de la forma X = (b j con a,beR.
a

b)
, entonces:
d

a+tb=a+c
a+b a+b a+c b+d a+b=b+d b=c
= = =
c+d c+d a+c b+d c+d=a+c a=d
c+d=b+d

89. Resuelve la ecuacion matricial B(2A+1)= AXA+B, siendo:

SRR SRR

B(2A+1)=AXA+B = AXA=B(2A+1)-B=2BA+B-B=2BA = X=A'(2BA)A*=2A"B

Si existe At

Como |Al=1#0 existe A™*:

_ 10y 4 1., v (11
AdJ(A)—[1 J y A _lAl(Adj(A)) —(0 J

Por tanto, X =2A™B = 2 21 2 = 0 2
0 2)\-1 -1 -2 2

90. a) Despeja la matriz X en la ecuacion (X +M)’=XM =1+X2 enla gue M es una matriz regular de orden 3 e | es
la identidad del mismo orden.

b) Resuelve la ecuacién cuando la matriz M es:

1 -1 1
M=-1 0 -1
0o 1 1

a) (X +M)Y = XM =1+X? = X2+ XM +MX +M2 = XM =1 + X2 = MX =[-M2 = X =M (1 -M2) =M1 - M

b) Como IM|=-1%0 existe M*:

11 -1 1 2 1) (-1 2 -1
AdiM)=|2 1 -1 y|\/|-1=ﬁ(Adj(|\/|))‘=_i1 1 1 0f=|-1 -1 0
10 -1 -1 -1 -1 (1 1 1
2 -1 -2
Por tanto, X—M‘l—M—[ 0 -1 1
1 0 0
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21 -1 0 0 1
91. Dadas las matrices A=| 0 1 3|y B=|1 1 1| encuentralamatrizX que verifica A"XA=B-A.
-2 1 2 1 00
A'XA=B-A= X =A(B-A)A™
Como |A|=-10 =0 existe A™:
1 3 2
1 -6 2 . NEEEE 1‘3’1(1)2
Adj(A)=|-3 2 -4|yAt="(Adj(A) =—=|-6 2 -6|=| = -= =
4 6 2 A 20l2 4 2 > 5 ®
12 1
5 5 5
1 3 2 1 38 2
2 1 -1\ (-2 -1 2 12 1(1) 2 6 -1 4 1g 12 2
Por tanto, X:A(B—A)A’lz 01 3 1 0 -2 T 5 % =10 -3 -8 T 5 T =
-2 1 2){ 3 -1 -2 _1 E_l 11 0 -10 _1 3_1
5 5 5 5 5 5
-2 0 1
4 2 2
=l 5 5 5
1 7 12
10 10 5
Sintesis
92. a) Estudia para qué valores de o la matriz
0 1 2
A=|la+l -1 a-2
-1 a+l 2

tiene rango maximo.

b) Siendo A lainversa de la matriz A, calcula (A™)* para o =-1.
a) La matriz A tendra rango maximo, es decir, rango 3, si su determinante no es nulo.
2 1
|Al=0= 2a +OL=0:>OL=O,(X=—E
Por tanto, la matriz A tendrd rango maximo si o =0y o # —% .

b) Segun el apartado anterior, si o = -1 el determinante de A no se anula (|Al=1) y, por tanto, existe A™:

0 1 2 2 3 -1 . 2 2 -1
A=l 0 -1 -3, Adj(A)=|-2 2 -1 yA*lzm(Adj(A))tz 3 2 0
1 0 2 10 0 1 -1 0

2 2 -1\ (-2 -2 -1) (-1 1 2
Portanto, (A")°=| 3 2 0| 3 2 ol|=|0 -2 -3
1 -1 o)l-1 .1 o) -1 o 1
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93.

94.

Dadas las matrices:

se pide:
a) Hallar el rango de A en funcién de t.

b) Calcular t para que det(A-tl)=0.

a) Tenemos [A|=0=1t*-9%t+14=0=1t=2t=7, por tanto:

Sitz2yt+7,rg(A)=3

. 1 2
Sit=2,rg(A)=rg|0 2 2|=2 yaqueelmenorO 2:2;&0.

. 1 2
Sit=7,rg(A)=rg|0 7 2|=2 yaqueelmenor0 7:77&0.

1-t 2 3
b) IA-tI|I=0=|0 0 2/=0=-2t+14=0=t=7
3 -10

0 k
. 1 k 2
Dadas las matrices A = yB=[1 1].
0 -1 1 3 2

a) Determina para qué valores de k las matrices AB y BA tienen inversa.

L 1 0
b) Resuelve la ecuacion ABX =3l para k =0, donde | :(0 J.

a) Tenemos:

k+6 2k+4

|AB|=0= :0:—3k—2:0:k:—§

Por tanto, AB tiene inversa si k = —%.

0 -k k
BAlI=0=[1 k-1 3|=0=No depende de k.
3 3k-2 8

Por tanto, BA no tiene inversa.

b) Segun el apartado anterior, si k =0, AB _[

2
. 1 -2 1 1 ) t 1
Adj(AB) = (AB) " =——(Adj(AB)) =—
i( )(_4 GJy |AB|( j(AB)) _2[
3 5
Por tanto, ABX =3l = X =(AB) '31=3(AB) '=| 2
3 -9

30 Unidad 8] Determinantes m
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95. Dadas las matrices:

0 1 2 4 -1 1 -2
A=|-2 -1 0| B=|-2 -3 -7 -8
1 a 1 3 2-a 3+a 3

a) Estudia el rango de la matriz B en funcion de a.

b) Para a=0, calcula la matriz X que verifica AX =B.

a) Como el menor

_;‘ =-14 =0 el rango de B es al menos 2.

Si los dos menores de orden 3 que se pueden formar ampliando este menor de orden 2 se anulan, el rango de
B ser& 2, en caso contrario el rango sera 3.

Estudiemos, por tanto, cuando se anulan estos dos menores de orden 3:

4 -1 1

-2 -3 -7 |=0=>-40a+40=0=a=1
3 2-a 3+a

4 -1 -2

-2 -3 -8 =0=>-36a+36=0=a=1
3 2-a 3

Por tanto, si a=1 tenemos rg(B)=2,ysi a=1 tenemos rg(B) =3.

0 1 2
b) SiAtiene inversa tendremos X =A'B.Como |[A|=|-2 -1 0|=4,existe A™*:
1 0
R
1 02 1 . (L2 ‘; ‘i 2
Adj(A)=|-1 -2 1|y At=—(Adi(A)==| 2 2 4|=| = =
2 -4 2 |A| 1 1 2 2 2
i 11
4 4 2
2111
‘l‘ ‘1‘2 4 -1 1 -2) (1 2 3 4
Por tanto, X = A™B = > 3 -1{|-2 -3 -7 -8|=/0 -1 1 O
l 1 1 3 2 3 3 2 0 0 -1
4 4 2
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96. Dada la ecuacién matricial:

a 2 11
B =
LN
donde B es una matriz cuadrada de dimension 2 x 2, se pide:

a) Calcular el valor o valores de a para los que esta ecuacion tiene solucion.

b) CalcularBenelcaso a=1.

. _(a 2) . . L . ., . ., .
a) Si la matriz (3 7] tiene inversa, es decir, si su determinante no es nulo, la ecuaciéon tendra solucion. Si la

matriz no tiene inversa (su determinante es nulo), la ecuacion todavia puede tener solucién, por lo que habra

gue comprobar este hecho.

a
Tenemos

3 7)1

. . . X
Analicemos que sucede si a = g En este caso no se puede despejar B, con lo que pongamos B = (xl

3

tenemos:
s 2 11 Ex1+2x3 Ex2+2x4 11 Ex1+2x3=1 9x2+2x4:1
7 B= el 7 =11 ™7 Y47
3 7 X, +TX, 3%, +7X, X, + 7%, =1 3X, +7x, =1

pero ninguno de estos dos sistemas tiene solucion, por tanto, si a = 7 la ecuacion no tiene solucion.

b) Segun el apartado anterior, si a =1 la ecuacion tiene solucion:
s (1 2 (L1 _(7 21 1) (5 5
3711 (3 Y1 (2 -2

CUESTIONES

a 21 1
2‘:037a—6:0:>a:g, por tanto, si a;tg la ecuacion tiene solucion B=( j ( .

97. Si M es un matriz cuadrada de orden 2 tal que |M| =7, razona cudl es el valor de los determinantes |M2| y

[2m] .

Usando la propiedad 10 tenemos IM2| = M[* = 49 . Usando la propiedad 2, aplicada a cada una de las filas de 2M,

tenemos [2M| = 22|M|=28.

98. Sea M una matriz cuadrada de orden 3 tal que su determinante es det(M) =2 . Calcula:

a) Elrango de M?2.

b) El determinante de 2M".

¢) El determinante de (M)”.

d) El determinante de N, donde N es la matriz resultante de intercambiar la primera y la segunda filas de M.

a) Tenemos IM2|=IMI =4 =0, por lo que el rango de M? es 3.
b) Usando la propiedad 2, aplicada a cada una de las filas de 2M', y la propiedad 9, tenemos:
[2m!] = 2°Im¢| = 8IM| = 16 .

¢) Usando las propiedades 10 y 11 tenemos |(M’1)2| =M *1|2 = ||\/|1|2 = %

d) Usando la propiedad 7 tenemos IN| = —[M|=-2.
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99.

100.

101.

102.

103.

Todos los elementos de la matriz M son niumeros naturales, razona si son ciertas o falsas las siguientes
afirmaciones:

a) El determinante es un nimero natural.
b) El determinante puede ser fraccionario.

c) El determinante es un numero entero.

Si la matriz M no es cuadrada no existe su determinante y las tres afirmaciones son falsas.

Si la matriz M es cuadrada, como el célculo del determinante solo involucra sumas, restas y productos de los
elementos de M, la afirmacién c es verdadera.

También la afirmacion b es verdadera, ya que todos los nimeros enteros son fraccionarios, pero el determinante
nunca podria ser un numero fraccionario no entero.

) - . 01 .
La afirmacion a es falsa, como prueba la matriz A = (1 0] , Cuyo determinante es —1.

Razona cudl es el valor del determinante de una matriz escalar.

Toda matriz escalar de orden n es de la forma Al , por tanto, aplicando la propiedad 2 a cada una de las filas de la
matriz, obtenemos de su determinante es [Al [ ="l |=2".

En una matriz D de dimensién 3 x 4 todos los menores de orden 2 formados con las dos primeras filas son
nulos. Razona si son ciertas las afirmaciones siguientes.

a) Elrango de D no puede ser 2.
b) Elrango de D no puede ser 3.

¢) Elrango de D no puede ser 4.

Observemos en primer lugar que como D tiene 3 filas, su rango no pude ser superior a 3.

Por otro lado, las dos primeras filas de D deben ser linealmente dependientes, por lo que el rango tampoco puede
ser 3.

Por tanto, las afirmaciones b y ¢ son verdaderas.
La afirmacion a es falsa, como prueba la siguiente matriz, cuyo rango es 2 y verifica las condiciones del enunciado:

1000
D=1 0 0 O
0100

Se sabe que el determinante del producto de las matrices cuadradas Ay B de orden 3 es det(AB)=2. Halla
el rango de B.

Puesto que det(AB) = det(A)det(B), el determinante de B no puede ser nulo, con lo que el rango de B sera 3.

Prueba que si A es una matriz cuadrada de orden ny A es un nimero real cualquiera, entonces:

det (AA) =A" det(A)

Basta aplicar la propiedad 2 a cada una de las n filas de LA para obtener que det(AA)=21"det(A).

ﬁ Determinantes | Unidad 8
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104.Sea M una matriz de dimensién 3x 4 y de columnas C,, C,, C, y C,. Si se sabe que det(C,,C,,C,)=0,

105.

106.

107.

108.

det(C,,C,,C,) =0 y det(C,C,,C,)=0, determina qué columnas son combinacién lineal de otras y qué
columnas son linealmente independientes. ¢Cudl es el rango de M?

Como M tiene 3 filas, su rango no puede ser superior a 3, por tanto, al ser det(Cz,CS,C4) #0 elrangode Mes 3y
C,, C, y C, son linealmente independientes.

En particular, C, y C, también son linealmente independientes, por lo que, al ser det(Cl,Cz,Ca)zo deducimos
que C, es combinacion linealde C, y C,, pongamos C, =1C, +1,C,.

De manera analoga, como det(C,C,,C,)=0, C, es combinacion lineal de C, y C,, pongamos C, = a.C, +a,C, .
Por tanto, obtenemos A.C,+1,C, =0C,+a,C,, de donde se deduce que XA,=0, ya que en caso contrario

. . oy — A
podriamos escribir C, = ——2

a . .. : L
Cz+}L—ZC4 como combinacion lineal de C, y C, en contradiccion con cque
2 2

det(C,,C,,C,) =0 (de igual manera, tenemos o, =0).

Es decir, hemos obtenido que C, =A,C, es proporcional a C, .

Sea M una matriz cuadrada tal que [M|=-1y |-2M|=8. Calcula el orden de la matriz M.

Si M es de orden n tenemos 8 =|-2M|=(-2)"|M|=—(-2)", por tanto, n=3..

¢Qué condicién se debe cumplir para que el determinante de una matriz triangular de orden 3 sea
negativo?

El determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos de la diagonal principal, por tanto, para
que el determinante sea negativo, exactamente uno o los tres elementos de la diagonal principal deben ser
negativos.

El determinante de la matriz M es 5. La matriz N se construye de modo que su primera columna es la
tercera de M, su segunda columna es la primera de M y su tercera columna es la segunda de M. Halla el
valor del determinante de N.

Sea N' la matriz que se obtiene intercambiando la primera y la segunda columna de M, con lo que |N | = —|M| .
N se obtiene intercambiando la primera y la tercera columna de N', con lo que [N|=—|N|=|M|.
Prueba que si A y B son matrices cuadradas de orden 2, el determinante de su producto es el producto de

sus determinantes, es decir |AB|=|A||B| .

Sean A_[a‘ azJ y B_(bl b2],tenemos
a g b, b,

|A||B| = (a1a4 _azas)(ble - bzba) = a1a4b1b4 _ala4b2b3 - azasblbzx + aza“sbzbs

Mm:hﬁ+%m ab, +a,b,

ab,+a,b, ab,+a,b = (a'lbl +azb3)(a3bz +a4b4) _(ale +a2b4)(a3b1+a4b3) = M+ala4blb4 +a,a;b,b; +
1T AP 2 T Aty

+a,ab, - aabh, —aa,bb, -aabb, - a,akbhb, =aa,bb,-aa,bb, +aabb, ~a,abb,

Por tanto, obtenemos que |AB|=|A|[B|.
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109. Una matriz A es idempotente si verifica que A®? = A . Determina qué valor puede tomar el determinante de
una matriz idempotente.

Observemos que si A’ = A, la matriz A debe ser cuadrada y |A%|=|A|, es decir, |A|2 =|A|, por lo que |A|=0 o

|A]=1.
PROBLEMAS
a? ab ab
110.Sealamatriz A=|{ab a? b?
ab a? a?

a) Sin utilizar la regla de Sarrus, calcula el determinante de A.

b) Estudia el rango de Aenelcaso b=-a.

a® ab ab a b b a b 0
ab
a) |[Al=lab a*> b’ = a’lab a® b’ = a’lab a’® b’-a’ = a’(b?-a?)(-1)°" -
Propiedad 2 C3>C3-C, Desarrollando por b a
ab a2 az b a a b a 0 la tercera columna

- _g? (bz _az)(az _bz) - 32 (az _bz)2

b) Si b=-a tenemos A=|-a®> a? a? |, por tanto, todas las filas son proporcionales, con lo que el rango de

Aeslsiax0yOsia=0.

1 00
111.Sea A=|0 1 O
a 0 b

a) ¢Cuéando el determinante de A es el seno de un nimero real?
b) Calcula la inversa de A, cuando exista.
c) Determina todos los pares (a, b) para los que A coincide con su inversa.

a) El determinante de A sera el seno de un numero real si —1<|A| <1, es decir, -1<b<1.

b) Existe A™ si|A|=0, es decir, si b= 0. En este caso tenemos:

b 0 -a b oo (1 00
AdiM)=[0 b 0|y At=t(adia) =20 b ol 0 1O
00 1 A bla o 1) |2 o2
b = b
100 [F 00 [,__2
¢) A=A'=lo 1 0= 0 10| b {a2(b+1):0 {a:Oob:—l
o b _% . % o 1 b1 b=1ob=-1

Por tanto, A coincide con su inversa si (a, b)=(0,1) o (a, b)=(a —-1) paraalgin acR.
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112.Sea A una matriz cuadrada de orden 3.

a) Se sabe que el determinante de la matriz 2A es [2Al=8. ¢Cuéanto vale el determinante de A? Razona la
respuesta indicando las propiedades que has utilizado.

b) Calcula para qué valores de x se cumple que |2A|l =8, siendo A la matriz:

X 1 1
A=x+1 2 2
X 2-x 1

a) Usando la propiedad 2 aplicada a cada una de las filas de A tenemos [2A| = 2°|Al = 8|Al, por tanto, |Al=1.
b) Segun el apartado anterior tenemos:

2Al=8=|Al=1= x?-2x+1=1=>x?-2x=0=>x=0,x =2

113. Sea A:[a bj.
c d

a) Calcula las matrices que verifican la relacion |A|=|A+I|. (I es la matriz identidad y |A| representa el
determinante de A).

b) Calcula todas las matrices diagonales, que no poseen inversa, y que verifican la relacion anterior.
c) ¢Se verifica para cualquier par de matrices B y C la relacion |[B+C|=|B|+|C|? Si no es cierto pon un
contraejemplo.

Justifica todas las respuestas.

a) Tenemos:

a+l
c

|A|:|A+I|:C d

ab‘

di}l:ad—bc:(aJrl)(d +1l)-bc >ad =ad+a+d+1=>a+d+1=0

. - a b
Por tanto, las matrices que verifican |A| =|A+I| son de la forma A _( j con a b ceR.
c -l-a

b

. a
b) Ya sabemos que la matriz debe ser de la forma A:[C 1a

) con a b, ceR, ademds, para que sea

diagonal debe ser b =c =0, y para que no tenga inversa debe ser |A| =0= a(—l—a) =0=a=00a=-1.

. . 0 O -1 0
Por tanto, las matrices que cumplen las condiciones son A = [0 ) y A :( 0 0]

c) Larelacion |B+C|=|B|+|C| no se verifica para todas las matrices, por ejemplo, las matrices del tipo

A:(a b Jcon a,bceR
c -1-a

no verifican [A+1|=|A|+|I|, ya que segun el apartado a, |[A+1|=|A|, pero |A|+|I|=|A[+1.
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114.a) Sabiendo que |A|=|a b

1 1 1
c|=2 donde a, b, c son nimeros reales, calcula los determinantes:

a? b? c?
a-1 b-1 c-1 |@+1)* (b+1)*> (c+1?
a?-1 b?-1 c?-1y| a b c
5 5 5 a? b? c?

indicando las propiedades que usas en cada caso para justificar tu respuesta.

b) Razona que, puesto que |A| =2, los parametros a, b y ¢ deben ser distintos entre si.

a-1 b-1 c-1 a-1 b-1 c-1 a b ¢ 1 1 1
a) [@a>-1 b*-1 c*-1 = a?-1 b*-1 c¢*-14 = 5la®> b?> ¢’ = -5@ b* c?} =
Propiedad 2 Propiedad 8 Propiedad 7 Propiedad 7
5 5 1 1 1 ;213;;;33 1 1 a b
1 1 1
=5la b «c¢|=10
a? b? c?
(@+1?> (b+1*> (c+1? |a®*+2a+1 b*+2b+1 c?+2c+ a? b? c?l |2a 2b 2c
b) a b c |= a b c = b cl+ja b c|+
Propiedad 1
a? b? c? a2 b? c? a? b? c?| |a? b? c?
1 1 1 1 1 1
+a b ¢ = a b c|=2
Propiedad 4
a? b? c? a? b? ¢?
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PROFUNDIZACION

115. Dada una matriz cuadrada A de orden n, se llama polinomio caracteristico de A al polinomio p(x) :|A—x|n|

a) Halla las raices del polinomio caracteristico de la matriz:

3 2 -1
A=|-1 4 1
0 4 2

b) Si A es la matriz A:(a b]:
c d

i) Comprueba que su polinomio caracteristico es:
p(x) = x? - (a+d)x +|Al

ii) Encuentra los valores de a, b, c y d para que A tenga como polinomio caracteristico p(x)=x?+x+1.
¢ Cuantas matrices hay con el mismo polinomio caracteristico?

a+d 1

iii) Si A tiene inversa, demuestra que el polinomio caracteristico de la inversa, A™, es p(x) = x* _WX +W.

a) El polinomio caracteristico de A es:
3-X 2 -1
PO)=|A-xl|=| -1 4-x 1 |=-x*+9x°-24x+20=—(x-5)(x-2)°
0 4 2-X
cuyas raices son x =2 (raizdoble)y x=5.
b)

i) El polinomio caracteristico de A es:

p(x) = |A_ Xlzl =

a;X d bx“(a—x)(d —-x)—bc=x?-(a+d)x+(ad —bc) = x> —(a+d)x +|A|
ii) Tenemos:

a+d=-1 a+d:—13 d=-a-1
|Al=1 ad-bc=1" lad-bc=1

Sustituyendo el valor de d en la segunda ecuacién obtenemos bc =ad —1=a(-a-1)-1=-(a?+a+1).

Como a?+a-+1 no se anula nunca, deducimos que b y ¢ no pueden ser nulos y, por tanto, las soluciones
del sistema no lineal son

2
aeR,beR,C=—%a+l yd=-a-1

En particular, obtenemos que existen infinitas matrices con el mismo polinomio caracteristico.

iii) Si A es invertible sera:

d b

1, .. 1(d =) A 1A
Al= = (Adj(A)) = — -

IA|( i) IAI(—b aJ ¢ a

Al (Al

Por tanto, seguin el aparatado a, el polinomio caracteristico de A™ es:

p(x):xz—( d i]XJrlA’llzx2

a+d 1
_+ —
Al Al

X+—
|Al |Al
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116. Se consideran las matrices de orden n de la forma:

1 1 1 - 1
1 4 1 - 1

A =|-1 -1 4 .. 1
-1 -1 -1 - 4
a) Calcula det(A,), det(A,) y det(A,).

b) Formula una hipétesis razonada sobre el valor de det(A,).

c) Formula una hipétesis razonada sobre el valor del determinante de la matriz similar a A, en cuya diagonal
principal los elementos distintos del primero valen 7.

1 1 11

1 +
a) det(Az) = 71 i“ = 5 y det(A3) = —1 4 FS%EH:I —1 4 De§a_rroEndo pors(_l)3 3 det(AZ) — 25 — 52 i
-1 -1 4 O 0O B5fladtmafia
1 1 1 1 11
141 141 ~ avs o e
det(A)=| | . dez.li 1 o4 —— 51" det(A) =125 =5°.
-1 -1 -1 4 0 0 0 5

b) det(A,)=5"", se podria demostrar por induccién usando la técnica anterior.

c) En este caso det(A,)=8"", se podria demostrar por induccién de manera completamente anéloga a como se
demostraria la expresion anterior.

1 1 1
117.Dadalamatriz M=|1 14+cosa 1l-sena|:
1 1+sena 1+cosa

a) Determina para qué valores de o la matriz M tiene inversa.

b) Halla la matriz inversa de M, cuando exista.

a) M tiene inversa si su determinante no es nulo. Tenemos:
1 1 1 1 1 1
M|=[1 1+coso 1-seno|=[0 coso -—seno|=1-(-1)
1 l+seno 1+cosal [0 sena cosa

cCosa —Ssenq
seno. Cosa

1+1
’ =sen?o+cos’o=1

Por tanto, la matriz M tiene inversa para cualquier valor de o .

b) Segun el apartado anterior la matriz M tiene inversa para cualquier valor de o . Tenemos:

1+2cosa —sSena—Ccosa  Seno —Ccosa
Adj(M)=| sena-cosa cosa -sena
—sena —Ccosa seno cosa

1 1+2cosa seno —Ccosa —Seno—Ccosa
. t
M*lzm(Adj(M)) =| —seno.—cosa cosa sena
sena —Ccosa -sena cosa
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cosa O sena
0 b 0 |, estudia qué valores de ay b hacen que
—-sena 0 cosa

. cosa sena
118. Sean las matrices A = B=
—sena cosa

sea ciertalaigualdad:

(det(A))* —2det(A)det(B) +1=0

Tenemos det(A) =sen?a+cos’a=1y det(B) =bsen’a+bcos?a=b(sen’a+cos?a)=b, por tanto:

(det(A))* —2det(A)det(B)+1=0=1-2b+1=0=b =1

Asi, obtenemos aeR, b=1.

1 2 3 4
. 3 6 X X+
119. Resuelve la ecuacion =0.
6 X+4 X X+
X+5 x+4 x X+
1 2 3 4 1 2 3 4
3 6 X x+1 3 6 X X 2 3 4
+ + N
= = (x-p(-n™| 6 x x+1 =
6 X+4 X X+1UR-FR-F| 6 X+4 X X+ 1 Desarrollando por FioFaF,
la dltima fila X+4 X X +
X+5 Xx+4 x x+1 Xx-1 0 0 0
2 3 4 3 4
3+1
=—(x-1)| 6 x x+ Desarmﬁndopm—(x—1)(x—2)(—1) < XHJ_—(x—l)(x—2)(3x+3—4x)_

Xx-2 0 0 |mdiimafia
=(x-1)(x-2)(x-3)

Por tanto, las soluciones de la ecuacién son x =1, x=2 y x=3.

x2 a a a
. . | . a x* a a
120. Averigua, segun el valor de a, el nGmero de soluciones de ) =0.
a a x a
a a a x?
x2 a a a x?+3a x?+3a x?+3a x?’+3a 1 1 1 1
2 2 2
a x* a a _ a X a a _ (x2+3a)a a al _
a a XZ a | FoR+F+F+F, a a X2 a Propiedad 2 a )(2 a |C,—»C,-C,
C,—C3-C;
a a a x? a a a x2 a a a X% S
1 0 0 0
a x?-a 0 0 3
= (x2 +3a) R =(x? +3a)(x2 —a) , por tanto,
a X°—-a 0
a 0 0 x?—a

si a>0 la ecuacion tiene dos soluciones (triples), x = —~Ja y X= Ja.

si a <0 la ecuacion tiene dos soluciones, x = —\/5 y x=+3a.

si a=0 la ecuacion tiene una solucién (con multiplicidad 8), x =0.
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Comprueba qué has aprendido

-1

1
. 1 -1 2
1. Dadas las matrices A = yB=| 1 2]:
-2 a -1 a 2

Halla el valor de a que hace que |AB|=2.

2a-2 3
|AB|=2= =2=(2a-2)(2a-4)-6=2=4a’-12a=0=a=0a=3.
2 2a-4
a 0 3
Sabiendo que |b 1 3|=3, calculael valor de los siguientes determinantes.
c 2 3
0 a a-6 1 1 1
a) |2 b-6 b) |0 1 2
4 c-6 2a 2b-1 2c-2
0 a a-6 0 a al] [0 a 6 0O a 6 0 a 3 a 0 3
a) |2 b b-6f = |2 b bj-|2 b 6 = -2 b 6 = -41 b 3 = 4b 1 3/=12
Propiedad 1 Propiedad 4 Propiedad 2 Propiedad 7
4 c-6 4 c¢c c| |[4 c 6 4 6 2 ¢ 3 c 2 3
1 1 1 1 1 1 (1 1 1 1 1 1 23 3 3
b) |0 1 2 = (0 1 2|-0 12 = |0 1 2| = —0 1 2 =
Propiedad 1 Propiedad 4 Propiedad 2 3 Propiedad 9
2a 2b-1 2¢c-2 2a 2b 2c| |0 1 2 2a 2b 2c a b c
23 0 a 2a 0 3 )
=§3 1 bp _=dd7—§b 1 3=——=:3=-2
3 2 ¢ 2 3

Determina para qué valores del parametro k tiene inversa la matriz y halla su inversa cuando k =2.

0 k-1 -1
A=l1 3 1-k
-1 1 0

A tiene inversa si su determinante no es nulo.

Tenemos:
|Al=0=-(k-1)(1-k)-1-3=0=k?*-2k-3=0=k=-1 k=3

Por tanto, A tiene inversasi k #-1y k=3.

0 1 -1
En particular, para k =2 tenemos A=| 1 3 -1/, |A|=-3y
-1 1 O
112
1 1 4 3 3
A’lzi(Adj(A))‘zi BT I
Al 38, 1 3 3 3
24101
3 3 3
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42

m+1

m

Tenemos:

|[Al=0=3m+2m+3(m+1)-2(Mm+1)-9-m’=0=-m’+6m-8=0=>m=2 m=4

Por tanto:

sim=#2y m=4 tenemos rg(A)=3.

3 2 3
. 2
si m=2 tenemos rg(A)=rg|1 1 1|=2,yaque el menor 8 ‘:17&0.
11
2 3 2
3 45 3
si m=4 tenemos rg(A)=rg|1 1 1|=2,yaque el menor 1 ‘: 120
2 3 4
5. Dadalaecuacion matricial XA -2B' =-2X .
a) Despeja la matriz X, cuando sea posible.
b) Halla la matriz X si las matrices Ay B son:
0 -1 1 3 3 2
A=|1 -1 1| B=j2 0 1
2 0O 3 3 2
a) XA—ZB‘=—2X:>XA+2X=ZB‘:X(A+2I)=ZBt
Por tanto, si A+2l es invertible, tendremos X = 2B'(A+21)".
2 -1 1 2 -1
b) A+2=|1 1 1|y|A+2|=|1 1 1=2=0,porloque A+2l tiene inversa:
2 0 2 2 0 2
2 0 -2 1 1 2 2 2
Adj(A+20)=| 2 2 -2 y(A+2|)‘1:W(Adj(A+2|))‘=E 0 2 -1
2 -1 3 [A+2 2 2 3
Por tanto, segun el apartado anterior:
1 1 -
6 4 6 1 0 4 1
x=28'(A+2)*=[6 0 6/ % 1 “Z|-lo 0 3
4 2 4 1 1 % 0 2 1

Unidad 8] Determinantes m
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4. Hallaelrango delamatriz A={1 1 1 para los distintos valores posibles del parametro m.
2 3

|
[N

N| W N~



a 1 1 1
a b 1 1
6. Calcula el valor del determinante .
a b c 1
a b c d
1 1 1 1 1 1
Z b 1 1 g b-1 0 0 b-1 0 0
= = a(-1)™b-1 c-1 0 |=a(b-1)(c-1)(d-1)
a boc Ieoppi0 b-l el O i b-1 c-1 d
a b c d"*"0 b-1 c-1 d-

7. Ay B sondos matrices cuadradas de orden 4 cuyos determinantes son: det(A) =5, det(B) =2. Halla:

a) det(A?) b) det(4A) c) det(B°A) d) det((AB))

11
det(A) 5

a) det(Al)=
b) det(4A) = 4*det(A) =1280
c) det(B°A) = det(B®)det(A) = (det(B))’ det(A) =160

d) det((AB)') = det(AB) = det(A)det(B) = 10

Relaciona y contesta
Elige la Unicarespuesta correcta en cada caso

1. A esunamatriz triangular cuyos elementos son nimeros naturales y cuyo determinante es 15.

A. Algun elemento de A vale 3. C. Atiene exactamente tres elementos nulos.
B. Algun elemento de A vale 1. D. A puede tener siete elementos nulos.

. . 15 0
Ay C son falsas, basta considerar la matriz A = 1 1)

., . . 50
B también es falsa, basta considerar la matriz A = [0 ) .

3
1 000
. ) 1300
La respuesta correcta es D, basta considerar la matriz A = 115 0
0111
2. Eldeterminante de la matriz B es det(B)=1.
A. B es la matriz identidad. C. det(B¥)=1
B. B coincide con su inversa. D. detB-1)=0

La respuesta correcta es C, ya que det(B?) = (det(B))2 =1.
. . 11 5 2 -1
El resto de respuestas son falsas, basta considerar la matriz B = 1 con det(B)=1, B*= 1 1 y

det(B—I):‘g ﬂz—lio.
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3. EnlamatrizA, cuadrada de orden 3, se sabe que: a,, =0,a,, =1 A,, =0y A, =m.
A. det(A)=0
B. det(A)=m
C. Lasfilas 2 y 3 son linealmente independientes.
D

. No hay informacion suficiente para saber el valor de det(A) .

La respuesta correcta es B, desarrollando por la segunda fila de B tenemos

det(A) = a21A21+a22A22 +a23A23 = 0~A21+622 0+1l-m=m
D obviamente es falsa.

A solo es ciertasi m=0.

C es verdadera si m=0 (las tres filas seran linealmente independientes), pero puede ser verdadera,

101 0 01
A=/0 1 1|,ofalsa, A=|0 1 1|,sim=0.
1 0 1 011

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas

4. En la matriz adjunta de la matriz cuadrada A, de orden 3, todos los elementos de la Gltima fila son nulos.
Entonces:

A. rg(A)<3

B. Una de las dos primeras filas esta formada por ceros.

C. La ultima fila de A es combinacion lineal de las dos primeras.
D

. La matriz A no tiene inversa.

& 8, 8 Ay A A
A=lay, a, ay Adi(A) = Ay Ay Ay
8 8y Ay Aa Ay Ay

Si As1 = Az, = Asz= 0 = las dos primeras filas de A son dependientes la una de la otra, luego rg(A) < 3.

Ay D son verdaderas.

5. El determinante de una matriz cuadrada de orden 4 es un nimero multiplo de 3, entonces:

A. Todos sus elementos son multiplos de 3.

w

Hay una fila en la que todos los elementos son multiplos de 3.

o

El rango de la matriz es 3.

©

La matriz tiene inversa.

A, By C son falsas, basta considerar la matriz M = con determinante 3, por tanto, de rango 4.

o o o R
O o pr O
» N OO
~ R, OO

D también es falsa salvo que afiadamos que el determinante de la matriz es un multiplo de 3 no nulo, en cuyo caso
D seria correcta.
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Elige larelacion correcta entre las dos afirmaciones dadas

6.

Se tiene una matriz de orden 5 de la que se consideran las afirmaciones:

1. Todos los menores de orden 4 son nulos. 2. rg(A)<4
A. 1= 2 pero 2 =1 C. 12
B. 2=1pero 12 D. Nada de lo anterior.

Recordemos que si todos los menores de orden p de una matriz son nulos, el rango de la matriz es menor que p,
por tanto 1= 2.

Reciprocamente, si rg(A) <4 no podemos encontrar ningin menor de orden 4 no nulo, ya que en este caso
tendriamos rg(A) > 4, por tanto, también 2 = 1.

Es decir, la relacién correcta es C.

Sefala el dato innecesario para contestar

7.

Se quiere calcular el determinante de una matriz y para ello se tienen los siguientes datos:

1. Es una matriz triangular.

2. Todos los elementos de la ultima columna son nulos.

3. Hay un menor de orden 2 distinto de cero.

A. El dato 1 es innecesario. C. El dato 3 es innecesario.

B. El dato 2 es innecesario. D. Basta con dos datos cualesquiera de los tres.

Con solo el dato 2 podemos saber que el determinante de la matriz debe ser nulo.

11 11
No nos basta con el dato 1 y 3, por ejemplo, las matrices A:(0 J y B :(O ZJ verifican 1 y 3 pero sus

determinantes no coinciden.

Por tanto, las respuestas correctas son Ay C.
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