SOLUCIONARIO

O Sistemas de ecuaciones lineales

EJERCICIOS PROPUESTOS

X-y+z=3

Afiade una ecuacién al sistema
2X +y -3z =

o para que resulte un sistemaincompatible.

Basta afiadir, por ejemplo, la ecuaciéon x -y +z =0, ya que ninguna solucion de esta ecuacién puede verificar a su
vez la primera ecuacion del sistema.

Escribe un sistema de 4 ecuaciones con 3 incognitas que tenga como solucion laterna (2, 3, 1).

Existen infinitos sistemas posibles, por ejemplo:

X+y+z=6
—X+y+z=2
X-y+z=0
X+y-z=4

Escribe en forma matricial y en forma vectorial los siguientes sistemas de ecuaciones.

2%, —3%, =1

a) {2x—y+32—t=4 b) X, +2%, =0
X+3y -2z+5t=-1 X, —2X, =-1
—3X, +X, =2

a) Forma matricial:

2 -1 3 -1)y| (4
1 3 -2 5)z| |\

b) Forma matricial:

Forma vectorial:

DelSp ek

Forma vectorial:

2 -3 1 2 -3 1

1 2|x) | o0 1 2 0
= X, + , =

1 -2|\x,) |1 1 -2 -1

-3 1 2 -3 1 2

4. Escribe en forma de sistema de ecuaciones y en forma vectorial la ecuacién matricial:

Forma de sistema de ecuaciones:

2\( X 0
2|y |=|1
1)\ z 2

Forma vectorial:

2x-y+2z2=0 2 -1 2 0
X+3y-2z=1 1(x+| 3|ly+|-2|z=|1
X—-z=2 1 0 -1 2
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5. Las tres cifras de un multiplo de 11 suman 19. Si se le cambian de orden las dos primeras cifras disminuye

en 450.
a) Plantea un sistema de ecuaciones que permita averiguar las cifras de un nimero que cumpla las condiciones.
b) ¢Hay algin otro sistema, que no sea equivalente, que cumpla también las condiciones del enunciado?
a) Sea 100x+10y +z un numero que verifica las condiciones del enunciado. Como las cifras suman 19 y al
intercambiar las dos primeras cifras disminuye en 450 tenemos:
X+y+z=19
(100x +10y +2z)—(100y +10x +z) = 450 = 90x —90y =450 = x -y =5
Por otro lado, al ser multiplo de 11 se verifica que x -y +z es mdltiplo de 11, ademés, 1<x, y,z<9 (ninguna
de las cifras puede ser nula, ya que entonces su suma seria entonces como méaximo 18), por lo que
1-9+1<Xx-y+z2<9-1+9=-7<x-y+z<17
De este modo se tiene que verificar que x-y+z=0 0o x-y+z=11, pero la primera opcién junto con
x—y =5 daria z=-5, lo que no es posible, por tanto, debe ser x—-y +z=11.
Por tanto, el sistema de ecuaciones que nos permite encontrar un ndmero verificando las condiciones del
enunciado es
X+y+z=19
Xx-y=5
X-y+z=11
Observemos que de las dos Ultimas ecuaciones deducimos que z=6, con lo que, de las dos primeras
ecuaciones se deduce que x =9 e y =4, es decir, el Unico nimero que verifica las condiciones del enunciado
es 946.
b) Segun el apartado anterior, no es posible encontrar otro sistema no equivalente al anterior que también

6as.

verifique las condiciones del enunciado.

Ejercicios resueltos.

9. Aplicando el método de Gauss se han obtenido los siguientes sistemas escalonados. Indica qué tipo de

sistema es.
2X-y+3z=2 X-y+z-t=1
a) y+3z=1 c) 2y+z-2t=2
4z =10 4 =12
2 -4 =1
$x-2y+22=9 X23y+322+2:— 1
b) y-32=0 9 ’ 52422
0=13 B
7t=0
a) Sistema compatible determinado.
b) Sistema incompatible.
c) Sistema compatible indeterminado.
d) Sistema compatible determinado.
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10. Resuelve, si es posible, los siguientes sistemas de ecuaciones aplicando el método de Gauss.

X+y—-2z+t=2

2x+3y —-2z=-3
X+oy—ez 2y+z+t=0

a) 13x+6y-z=-4 c
) 3 +6by -z ) oxi2y-3z+3t=6
2X+9y +9z2 =2
-X+y+z+t=0
2x+y =4
2X+y—-z+t=1
b) $x-y=1 d) 4x -y +3z-t=-1
X—dy =-7 3 y+z 5t- 3
—2x+y =0 y B
2x+3y -2z =-3 2x+3y -2z =-3 2x+3y -2z=-3 x=1
a) {3x+6y-z=-4 E2H2—>E273E1 y+4z=1 EﬁE—;ZEZ y+4z=1 —>{y=-1
2X+9y +9z2 =2 &R 6y +11z =5 3z=3 z=1
2X+y =4 2X+y =4 2X+y =4
x-y=1 -5y =-10 -5y =-10 [2x =4 x=1
b) y_ EZ_E>3E y— EEE)E)E —y { +i/ {_
X_4y__7E§:2E§:E11 _gy__lsEjjSEiiZEi 0=0 —5y——10 y—2
—2x+y =0%"8*E |2y =4 0=0
X+y—-2z+t=2 X+y—-2z+t=2 X+y—-2z+t=2 X+y—-2z+t=2 x=1
o) 2y+z+t=0 N 2y+z+t=0 2y+z+t=0 2y+z+t=0 y=-1
2X +2y -32+3t=6 ESan;ZEl Z+t =2 E-EE Z+1t =2 EioE 25 zZ+t=2 z=0
-X+y+z+t=0 2y-z+2t=2 -2z+t=2 gt=6 |(t=2
X =3-4)\
2x+y—-z+t=1 2Xx+y-z+t=1 2x+y—-z+t=1
d) |-4x-y+3z-t=-1 t=1 t=1 y=-2+3
) T oY aSszet=- EZ"E2)+2E1 yrest= 5395_3{352 ytz+t= z2=3-4\
3y+z-5t=-3 3y+z-5t=-3 -2z-8t=-6 Y
11 a 13. Ejercicios resueltos.
14. Resuelve como ecuacién matricial los siguientes sistemas.
3x+4y =6 2x -3y =—-4
a) X + 4y b) X —3y
2x+3y =7 6Xx + 6y =-7

a) Laforma matricial del sistema es 34X = 6 , con matriz de coeficientes A = 3 4 .
2 3)\y 7 2 3

Como |A|=1#0, la matriz de coeficientes es invertible y A = ﬁ(Adj(A))‘ :( 2 _gj.

Por tanto, la matriz de incégnitas es | © |= A e1_( 3 “4)(°)-(719).
y 7 -2 3)\7 9

b) La forma matricial del sistema es [2 _Sj(xj = [_4], con matriz de coeficientes A = (Z _Sj'

6 6)ly) -7 6
1 1
. - . . . 6 3 5 10
Como |A| =30 =0, la matriz de coeficientes es invertible y A*lzi(AdJ(A))t -1 -| 5 10
A 306 2) | 1 1
5 15
1 1 3
-4 5 10|(-4) | 2
Por tanto, la matriz de incognitas es oAt _| 5 10 | 2]
N S N I () R
5 15 3
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15. Resuelve los siguientes sistemas como ecuaciones matriciales.

X+y+2z=5 Xx-y-3z=1
a) (x-2y=2 b) i2x+y-z=1
y+z=1 -X—-y+22=2
1 1 2)\(x 5 1 1 2
a) Laforma matricial del sistemaes |1 -2 0|y |=]|2|, con matriz de coeficientes A=| 1 -2 O0].
0 1 1)\z 1 0 11
Como |A|=-1=0, la matriz de coeficientes es invertible y
L NG (2 -1 -4
Al= X(Adj(A))‘ =S| 11 =112
A a4 2 -3 -1 1 3
X 5 2 -1 -4\(5 4
Por tanto, la matriz de incognitases |y |=A?|2|=| 1 -1 -2 2|=|1].
z 1 -1 1 3)J){1 0
1 -1 -3)(x 1 1 -1 -3
b) Laforma matricial del sistemaes | 2 1 -1y |=|1]|, conmatrizde coeficientes A=| 2 1 -1|.
-1 -1 2)\z 2 -1 -1 2

Como |A|=7 =0, la matriz de coeficientes es invertible y

1 1 1 -3
A’1:X(Adj(A))t:7 5 -1
A 4 5
1
X 1 ;
Por tanto, la matriz de incégnitases |y [=A™| 1 |= -
z 2 1
7
S1TH

N[N N[ N[O

1 5 4
7 7 7
.3 1 _5
7 7 7
212 3
7 7 7
4
; 1 2
*7 l = *2.
3 2 1
7
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16. Expresaen forma matricial los siguientes sistemas y resuélvelos.

Xx-y+z=1 X+22=0
-z+t=0 y+t=7
a) y—-z+ b) Y +
X-y—-t=-1 X+y=2
—X+z+t=0 3z+t=-2
1 -1 1 0)\(x 1
1 -1 1 0
a) Laforma matricial del sistema es Y .
1 -1 0 -1}z -1
-1 0 1 1){t 0
El determinante de la matriz de coeficientes es
1 -1 1 1 -1 1
0 1 -1 ; 0 1 -1 1)
|Al = = =0 -1 -1=-1#0
1 -1 0 -1Ur->kR0 0 -1 -
Fy—F,+F -1 2
-1 0 1 0 -1 2
1 -1 -1 0} (1 0 -1 -1

1 1 -1 1 -1 -3 -2

3 2 -1 1 -1 -2 -1}

1 . ¢ 1|0
| invertible y A=~ (Adj(A)) = =
con lo que es invertible y IAI( i(A)) =l 1
1 2 1 -1 o 1 1 1

X 1 1 0 -1 -1\ 1 2
. S y 0 1 -1 -3 2| 0 4
Por tanto, la matriz de incégnitas es = .
z a1 a1 2 -1l 3
t 0 o 1 1 1){O0 -1
1 0 2 0)x 0
0 3 0 1 7
b) La forma matricial del sistema es = .
110 0|z 2
0 0 3 1)t -2

El determinante de la matriz de coeficientes es

1 0 2 0 10 20
0 3 01 0 3 30
|A| = = =1 -2 0/=-3=%0
1 1 0 O[rR-R-R|0 1 -2 0 0 3
0 0 3 1 0 0 3
1 -2
3 3 -3 9Y g
. . . 2 -2 -1 3 - -
con lo que es invertible y A :i(AdJ(A))t -1 |1 3 1
A 3|6 3 3 -9 1
- - 1 - -1
2 2 1 -6 3
3 -1 3
1 -2 5 2
X 0 g g 0) (-2
. S 7 = -1 =\ 7 4
Por tanto, la matriz de incégnitas es y =A" = ! 3 ! 3 = .
z 2 2 1
2 R 5
t - 3 3 |\= —
3 -1 3 2

17. Ejercicio interactivo.

18 a 20. Ejercicios resueltos.
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21. Comprueba si son de Cramer cada uno de los siguientes sistemas y en caso de serlo, resuélvelos

aplicando laregla de Cramer.

X+2y+z=2

3x -6y =10
a) X —oy C) <2x-5y=4
—2X+4y =3
—X+2y-4z=3
X+2y-z=3 3X, +2X, —3X, =2
b) <3x-y+2z=0 d) X +X,—X;=3
X+y+z=1 2X, —3X, + Xy =2

, . NP . 3
a) Elnimero ecuaciones e incognitas es el mismo, pero |A| :‘ 5

5x -2y -2z=3
e) Jy+z=1
X-y+z2=2
X+2y+z=4
f) <x+3y+z=5
2X+y+z=4

_i‘ =0. El sistema no es de Cramer.

1 2 -
b) El nimero ecuaciones e incognitas es el mismo y |A| =3 -1 2|=-15=0. Elsistema es de Cramer con
-1 1
3 2 - 1 3 -1 1 2 3
0o -1 2 3 0 2 3 -1 0
1 1 -6 2 -1 1 14 -20 4 -1 1 -1 1
X=t—r—JIt=r—=—- y=—1="———=—  z=1"—— 1=—"=_
A -15 5 Al -15 3 A -15 15
1 2
¢) Elnumero ecuaciones e incégnitas es el mismo y |A| =2 -5 0/=35=0. El sistema es de Cramer con
-1 2 -4
2 2 12 1 2 2
-5 0 2 4 0 2 5 4
X_3 2 -4 95 19 y_—13 -4 10 _ 2 Z_—l 2 3 45 9
A 3B 7 A 3 7 A 3B 7
3 2 -3
d) El nimero ecuaciones e incognitas es el mismo y |A| =1 1 -12=3=0.Elsistemaes de Cramer con
2 -3
2 2 -3 3 2 -3 3 2 2
3 1 - 1 3 - 1 1 3
-2 -3 2 2 2 -3 -2
X, = E—S X, = :2:7 Xy = :2:9
A 3 A 3 A 3
5 -2 -2
e) El nimero ecuaciones e incognitas es el mismo y |A| =0 1 =10+ 0. El sistema es de Cramer con
1 -1
3 -2 2 5 3 -2 5 -2 3
1 1 0 1 0 1
2 -1 12 1 -1 2
X:—:E:l y:—zizo 7= :10:l
A 10 A 10 |A| 10
12
f) El nimero ecuaciones e incégnitas es el mismo y |A| =1 3 =-1=0. El sistema es de Cramer con
2 1
4 2 1 4 1 2 4
5 3 15 1 3 5
4 1 - 2 4 - 2 1 4 -
X = :_1—1 y = :_1:]_ Z= :_1:1
|A| -1 |A| -1 |A| -1
a Sistemas de ecuaciones lineales | Unidad 9
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22. Resuelve los siguientes sistemas indeterminados con ayuda de la regla de Cramer.
Sx+3v 22 <1 X-2y+z-2t=0
) oy mee s b) {-2x-2z+t=3
7X+4y +z=3
X-y-z-t=-1

a) Como det(C, C,)= ‘3 i‘ =-1+0, podemos hacer z = y obtener el sistema de Cramer:

5x+3y =1+2A
7X+4y =3-A

cuyas soluciones son:
5 1+2)

1+ 2 3‘ ‘ ‘
X=L14=5_11x y=ll 3*M_ _gi10:

1 -2
b) Como det(C, C,, C,)=[-2 0 -2/ =160, podemos hacer t =2 y obtener el sistema de Cramer:
3 -1 -
X=2y+z=2\
—2Xx—-22=3-)\
3X-y-z=-1+A
cuyas soluciones son:
2 -2 1
3-» 0 -2
o -1+4 -1 -1 -13+3)
- 16 16
1 2\ 1
-2 3-1 -2
|3 -1+x -4 -12-120  -3-3)
y 16 16 4
1 -2 26
-2 0 3-A
- 3 -1 -1+3 -11+5A
- 16 16
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23. Resuelve los siguientes sistemas utilizando la regla de Cramer.

X;+ 2% =1 X-y+z=1

2X,+%,=0 -z+1t=0
a) 2T Xy b) y-z+

2%, +X, =0 X-y-t=-1

X, +X; =1 -X+z+t=0

a) El sistema es de Cramer, ya que hay el mismo nimero de ecuaciones que de incdgnitas y el determinante de la
matriz de coeficientes es:

;2(2)2 2 01 0 21
|A|=2 0 0 1:0 0 1y+2[2 0 1Y=-2+2.2=2=%0
110 0 10
01 10
Aplicando la regla de Cramer:
10 20 1120 1 010 1 0 2 1
0 2 0 1 0 0 0 1 0 2 0 1 0 2 0O
0 0 0 1 2 0 0 1 2 0 01 2 0 0O
woltt 1o 2, o1t 2, , o119 o o111y 4 ,
Al 2 A 2 A 2 A 2

b) El sistema es de Cramer, ya que hay el mismo nimero de ecuaciones que de incognitas y el determinante de la
matriz de coeficientes es:

1 -1 1 0 1 -1 1 0 1 1
1 -1 1 -1
|A] = 0 _ P =0 -1 -1=-1%0
1 -1 O 1 F-oR-F O 0 -1 -
FyoFy+Fy -1 2
-1 0 1 0 -1 2
Aplicando la regla de Cramer:
1 -1 1 0 1 1 1 0
0o 1 -1 0O 0 -1
-1 -1 0 - 1 -1 0 -
Xzoo—lz__zzz y:L:j:4
A -1 A -1
1 -1 1 0 1 -1 1
0 1 O 0 1 -1 0
1 -1 -1 - 1 -1 0 -
Z:—l 0 O —3:3 t:_l 0 1 0_i__1
A -1 Al -1
24y 25. Ejercicios resueltos.
26. En cadacaso, indica el nimero de soluciones del sistema.
a) rg(A)=2rg(A*)=3,n=3 c) rg(A)=2rg(A¥)=2,n=4
b) rg(A)=3,rg(A*)=3,n=3 d) rg(A)=1rg(A*)=2,n=4

a) El sistema es incompatible, es decir, no tiene soluciones, ya que rg(A) = rg(A*) .
b) El sistema es compatible determinado, es decir, tiene una Unica solucion, ya que rg(A) =rg(A*)=n .

c) El sistema es compatible indeterminado con grado de indeterminacion 2, es decir, tiene infinitas soluciones
dependientes de dos pardmetros, ya que rg(A)=rg(A*)<n y n—-rg(A)=2.

d) El sistema es incompatible, ya que rg(A) = rg(A*), es decir, no tiene soluciones.
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27. Discute los siguientes sistemas de ecuaciones.

> 1 2x+y =3 X+y-3z=0 X+3y =1
a) {x+3y+z_2 b) {x-3y=1 c) 13x-y+z=1 d) {2x-y=0
X— —Z=
y -3x+2y =0 2Xx+2y-z2=3 5x+y=1
. . . 1 2 1 1 2 11
a) Las matrices asociadas al sistema son A= A* = . Como el menor
1 -3 - 1 -3 -1 2
1 2 L . . . .
1 3 =-5=0, tenemos rg(A) =rg(A*) =2 <n°de incégnitas =3 y el sistema es compatible indeterminado
con grado de indeterminacion 1.
2 1 2 13
b) Las matrices asociadas al sistema son A=| 1 -3|y A*=| 1 -3 1|. Como |A*| =-28#0, tenemos
-3 2 -3 20

rg(A*) = 3. Ademas, rg(A) <2, con lo que rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.

1 1 -3 1 1 -30
c) Las matrices asociadas al sistema son A={3 -1 1| y A*=|3 -1 1 1|. Como |A|=—20¢0,
2 2 -1 2 2 -1 3

tenemos rg(A) = rg(A*) = n° de incognitas = 3 y el sistema es compatible determinado.

1 3 1 3 1
d) Las matrices asociadas al sistema son A=|2 -1|y A*=|2 -1 0|. Como |A*| =0, tenemos rg(A*) < 3.
5 1 5 11

Como el menor

3]‘ =-7=0, tenemos rg(A) =rg(A*)=n°de incognitas=2 y el sistema es compatible
determinado.

28. Discute los siguientes sistemas de ecuaciones.

54

X+2y =1 X-y+3z=-4
2x-y-3z=0 2x+y =4
a) y b) y
X-z=-1 -X+y+2z=-1
y+z=1 y-z=7
1 2 O 1 2 0 1
2 -1 -3 2 -1 -3 0
a) Las matrices asociadas al sistema son A = y A* = .
1 0 -1 1 0 -1 -1
0 1 1 0o 1 1 1
1 2 12
2 -1 -1 2 L2
Como |A* = =|-1 -1 2/=-3%0, tenemos rg(A*) =4. Ademas, rg(A)<3, con lo que
C3—>C3+Cy| 1 0 0 O
C,—C,+C; 1 1
0o 1 1

rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.

1 -1 3 1 -1 3 -4
2 1 0 2 1 0 4
b) Las matrices asociadas al sistema son A = y A*=
-1 1 2 -1 1 2 -1
0 3 -1 0o 3 -1 7
1 -1 -4
0 3 2 o P01
Como |A*|F = =|0 5 -5/=0,tenemos rg(A*) < 4.
inéipﬁo 0 5 -5 3 -1 7
0 3 -1 7
1 -1 3
Comoelmenor | 2 1 0|=15#0, tenemos rg(A) =rg(A*) =n° de incognitas =3 y el sistema es compatible

-1 1 2
determinado.
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29. Discute los siguientes sistemas de ecuaciones.

3X-y+z=5
a) X+y-z=3
y-z=1
x-3y+3z=-1
3 -1
. . . 1 1
a) Las matrices asociadas al sistema son A = 0 1
1 -3
3 -1
1
Como C, =-C,, tenemos rg(A) =rg 0
1 -3
3 -1 5
De igual modo, rg(A*)=r !
g » 19 =rg 0 1 1
1 -3 -1
anterior menor de orden 2 son nulos:
3 -1 5
1 1 3=0
0 1

b) 2x -6y +4z=3
—-3X+9y -6z =2

1 3 -1 15
-1 1 14

y A*= s
-1 0 1 -1 1
3 1 -3 3 -1

=2, ya que los menores de orden 3 que se obtienen ampliando el

3 -1 5
1 1 3=0
1 -3 -

Por tanto, rg(A)=rg(A*) =2 <n°de incégnitas =3 y el sistema es compatible indeterminado con grado de

indeterminacion 1.

2

b) Las matrices asociadas al sistema son A :( 3

-6
9

4 2 6 4 3
y A*= .
-6 3 9 -6 2

Las dos filas de A son proporcionales (F, = —%Fl), con lo que todos los menores de orden 2 de A seran nulos y

rg(A) =1. En cambio, las dos filas de A* no son proporcionales, de hecho, el menor

3
2‘—26¢0,con lo

que rg(A*) =2 . Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.

30 a 32. Ejercicios resueltos.

33. Discute y resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones.

3x-6y =0
a) 14x-8y =0
—-X+2y =0

X-y+2z=0
b) {x-2y+7z=0
2x-y-z=0

Como son sistemas homogéneos, se trata de sistemas compatibles. Para saber si son determinados o
indeterminados estudiamos el rango de la matriz de coeficientes y lo comparamos con el nimero de incognitas.

a) rg(A)=1, ya que las filas A son proporcionales (F, =-3F,, F, =—4F,), por tanto, el sistema es compatible
indeterminado con grado de indeterminacion 1. Para resolverlo hacemos y =X y despejamos en la tercera

ecuacion, obteniendo x =2\ .
1 -1 2

b) rg(A)=2, ya que |Al=[1 -2
2 -1 -

7/=0 y el menor

_21‘_—1;&0, por tanto, el sistema es compatible

indeterminado con grado de indeterminacién 1. Para resolverlo, teniendo en cuenta el menor de orden 2
anterior, eliminamos la tercera ecuacion y hacemos z = A , obteniendo el sistema de Cramer:

_y=_2
X=y==2h L ay-Bnz=2
X—-2y =-7h

SITH
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34.

35.

36.

2x-3y+z=0

ara que resulte homogéneo
3x -4y -z=0 P a g

Aflade una ecuacién al sistema {
a) Determinado. b) Indeterminado.
Observemos que el rango de la matriz de coeficientes del sistema homogéneo del enunciado es 2, ya que el

3 -4

menor

‘:1¢0.

a) Basta afiadir una ecuacién que no sea combinacién lineal de las del sistema original pero cuyo término
independiente siga siendo nulo, por ejemplo, 2x -3y =0. De este modo, el rango de la matriz de coeficientes
del nuevo sistema sera 3y, por tanto, el nuevo sistema sera compatible determinado.

b) Puesto que el sistema original ya es compatible indeterminado, basta afiadir cualquier ecuacion que sea
combinacion lineal de las dadas, por ejemplo, —-x+y +2z=0.

Discute y resuelve los siguientes sistemas homogéneos.

-X+7y-52=0 3x+y-4z=0
a) 12x-3y+z=0 b) {2x-5y =0
3x+y-3z2=0 X+2y+z=0

Como son sistemas homogéneos, se trata de sistemas compatibles. Para saber si son determinados o
indeterminados estudiamos el rango de la matriz de coeficientes y lo comparamos con el nimero de incognitas.

-1 7 -5
7 . .
a) rg(A)=2, ya que |A| =2 -3 =0 y el menor _3‘ =-11=0, por tanto, el sistema es compatible
3 1 -3

indeterminado con grado de indeterminacion 1. Para resolverlo, teniendo en cuenta el menor de orden 2
anterior, eliminamos la tercera ecuacion y hacemos z = A , obteniendo el sistema de Cramer:

—X+7y =5\ 8\ 9\
>X=—,Y=—,2Z=A
2X -3y =—A 11 11
3 1 4
b) rg(A)=3, ya que |A|= 2 -5 0/=-53+0, por tanto, el sistema es compatible determinado y su Unica
1 2

solucién es la trivial, x =y =z =0.

. . , . . 1 2 .
Se sabe que una solucién de un sistema homogéneo indeterminado es (5 % 5) Halla otra solucién del

sistema que esté formada por nUmeros enteros no nulos.

Cualquier terna proporcional a la del enunciado también sera solucion. Si queremos que esté formada por nimeros
enteros basta multiplicar por cualquier multiplo no nulo de 6. Por ejemplo, una posible solucién serfa (2 5, 4).

37y 38. Ejercicios resueltos.
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39. Discute los siguientes sistemas para los distintos valores del parametro y resuélvelos en el caso de ser
compatibles indeterminados.

kx-y+z=1 3X+my =m
a) {x-y-z=k-1 c) {mx+my=0
X—ky+2z=2 X+y=m
X+my-z=0
kx +ky +2z =1
2x-2y +mz =1
b) Jkx+y+kz=1 d)
Xx+ky+z=k x+mz=0
3x-my =1
k -1 1 k -1 1 1
a) Las matrices asociadas al sistemason A=| 1 -1 -1|y A*=|1 -1 -1 k-1|, conrango maximo 3.
1 -k 2 1 -k 2 2

|[Al=0=Kk*-3k+4=0=k=—-4,k=1

e Para k#-4 y k=1 tenemos |A|¢O, por tanto, rg(A)=rg(A*)=n°de incégnitas=3 y el sistema es

compatible determinado.

4 -1 1 4 -1 1 1
e Para k=-4 tenemos |A|=0, A=| 1 -1 -1/yA*=| 1 -1 -1 -5|.
1 4 2 1 4 2 2

El menor

i'_z #0, por tanto, rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

101
~1 -1 -5/=-24%0=rg(A¥)=3
4 2 2

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.

1 -1 1 1 -1 1 1
e Para k=1tenemos |A|=0, A=|1 -1 -1|y A*=|1 -1 -1 0.
1 -1 2 1 -1 2 2

El menor

il:z;to , por tanto, rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

-1 1
-1 -1 0[=1#0=rg(A*)=3.
-1 2 2

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.
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k k 2 k k 2 1
b) Las matrices asociadas al sistemason A=k 1 k|y A*=|k 1 k 1|, conrango maximo 3.
1 k 1 1 k 1 k

|Al=0=Kk*+2k*+k-2=0=k=-1k=1k=2

o Para kz-1, k#1ly k=2 tenemos |A| 0, por tanto, rg(A) =rg(A*) = n° de incégnitas = 3 y el sistema es

compatible determinado.

-1 -1 2 -1 -1 2 1
Para k =-1tenemos |A|=0, A=|-1 1 -1]yA*=/-1 1 -1 1].
1 -1 1 1 -1 1 1

El menor

-1 -
1 j:—zsto,portanto, rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

-1 1
-1 1 1=0=rg(A"=2
1 -1 -

Por tanto, rg(A) =rg(A*) =2 < n° de incégnitas =3 y el sistema es compatible indeterminado con grado de
indeterminacion 1.

Para resolver el sistema en este caso, observemos que segun el menor de orden 2 anterior, debemos
eliminar la tercera ecuacién y hacer z =\ para obtener un sistema de Cramer:

Y ,Z=A

-X-y=1-2) -2+ 3r
= X = = —_—
-X+y =1+A 2 2

112 1121
Para k=1 tenemos |A|=0, A=|1 1 1]y A*=|1 1 1 1|.
111 1111

Observemos que, tanto en A como en A*, F, =F,, por lo que rg(A) =rg(A*) =2 <n°de incognitas =3 y el
sistema es compatible indeterminado con grado de indeterminacion 1.

Para resolver el sistema en este caso, observemos que segun lo anterior podemos eliminar la tercera

ecuacion. Para decidir que incOgnita sera un parametro observemos que el menor 1

2
1‘:—1;&0, con lo

gue hacemos x = A para obtener un sistema de Cramer:

2z =1-\
y+ez —X=hy=1-42=0
y+z=1-1
2 2 2 2 2 2 1
Para k =2 tenemos [A|=0, A=|2 1 2|y A*=|2 1 2 1|.
1 2 1 1 2 1 2

2
El menor

2
1‘ =-2=0, por tanto, rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

=-320=rg(A%) =3

P NN

2
1
2

N

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.
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~ 3 3
<
%

[

~ 3 w

— 3 3

3 m
c) Las matrices asociadas al sistema son A=|m 0 |, con rango maximo 2 y 3,
1 m

respectivamente.

|A*=0=-m*+3m*=0=>m=0,m=3

e Para mz0 y m=3 tenemos |A*|¢0, por tanto, rg(A*)=3 y rg(A)<2, con lo que el sistema es

incompatible.
30 3 00
. Param:Otenemos|A*|:0,A: 0 O|yA*=|0 0 O0].
11 110
El menor O‘=3¢0, por tanto, rg(A)=rg(A*)=n°deincognitas=2 y el sistema es compatible

determinado.

3 3 3 33
e Para m=3 tenemos |A*=0, A=|3 3|y A*=3 3 0].
11 1 1 3
En A, C, y C, coinciden, por tanto, rg(A) =1.
3
En A*, el menor 0‘ =-9=0, por tanto, rg(A*) =2.
Asi, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.
1 m -1 1 m -10
-2 m 2 -2 m 1
d) Las matrices asociadas al sistema son A = y A*= , con rango maximo 3y 4,
-1 0 m -1 0 m O
3 -m O 3 -m 0 1

respectivamente.

[A*=0=>m?’-3m+2=0=>m=1m=2

e Para mz1l y m=2 tenemos |A*|¢0, por tanto, rg(A*)=4 y rg(A)<3, con lo que el sistema es

incompatible.
1 1 -1 1 1 -10
2 -2 1 2 2 11
e Para m=1 tenemos |A*|:0, A= y A*= .
-1 0 1 -1 0 10
3 -1 0 3 -1 0 1
0 2 2
En Ay A* el menor 1 3‘ =1+ 0, ampliandolo con C, y F, obtenemos el menor |-1 0 =-3=%0.
- 3 10

Por tanto, rg(A) =rg(A*) = n° de incégnitas = 3 y el sistema es compatible determinado.

1 2 -1 1 2 -10
2 -2 2 2 2 21
e Para m=2 tenemos |[A*=0, A= y A*= .

-1 0 2 -1 0 2 O
3 -2 0 3 2 01

0 2 bz -

En Ay A* el menor 5 0‘ =1=0, ampliandolo con C, y F, obtenemos el menor -1 0 2/=14=%0.
- 3 2 0

Por tanto, rg(A) =rg(A*) = n° de incégnitas = 3 y el sistema es compatible determinado.
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40. Discute los siguientes sistemas para los distintos valores del parametro.

2x—ky =1 Xx+y=0
a) kx-2y =2 c) smy+z=0
Xx+y=1 X+(M+y+mz=m+1
ax+3y-z=-3 X—-ay-z=2
b) {x+ay+z=-a d) Jax+y+2z=1
ax+y+z=-1 @+)x-y+z=a+1
2 -k 2 k1
a) Las matrices asociadas al sistema son A=|k -2| y A*=|k -2 2|, con rango maximo 2 y 3,
1 1 1 11
respectivamente.

[A*=0=k?-k-6=0=>k=-2k=3

e Para k-2 y k=3 tenemos |A*|¢O, por tanto, rg(A*)=3 y rg(A)<2, con lo que el sistema es

incompatible.
2 2 2 21
e Para k=-2tenemos |[A*=0, A=|-2 2|y A*=|-2 -2 2|.
1 1 1 11

En A, C, y C, coinciden, por tanto, rg(A)=1. En A*, el menor

2
=6 =0, por tanto, rg(A*) =2.
S j p 9(A)

Asi, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.

2 -3 2 -3 1
e Para k=3 tenemos |A*¥ =0, A=|3 -2|y A*=|3 -2 2|
1 1 1 1 1

El menor

_2‘ =5=0, por tanto, rg(A)=rg(A*)=n°de incégnitas=2 y el sistema es compatible

determinado.

a 3 -1 a 3 -1 -3
b) Las matrices asociadas al sistemason A=| 1 a 1|y A*=|1 a 1 -a|,conrango maximo 3.
a 1 1 a 1 1 -1

|Al=0=2a*>+2a-4=0=>a=-2a=1

e Para az-2 y a=1 tenemos |A|¢O, por tanto, rg(A)=rg(A*)=n°de incognitas=3 y el sistema es
compatible determinado.

-2 3 -1 -2 3 -1 -3
e Para a=-2 tenemos |A|:0,A: 1 -2 1|yA=| 1 -2 1 2|.
-2 1 1 -2 1 1 -1

El menor 3 =1#0, por tanto, rg(A)=2.

3

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

-2 3 -3
1 -2 2/=0=rg(A%=2
-2 1 -

Por tanto, rg(A) =rg(A*) =2 < n° de incégnitas =3 y el sistema es compatible indeterminado con grado de
indeterminacion 1.
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1 3 -1 1 3 -1 -3
e Para a=1tenemos |A|=0, A=|1 1 1|y A*=1 1 1 -1|.
1 1 1 11 1 -1

El menor !
1

3
1‘ =-2=0, por tanto, rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

3 -3
1 -1=0=rg(A%=2
1

(===

Por tanto, rg(A) =rg(A*) = 2 < n°de incognitas =3 y el sistema es compatible indeterminado con grado de
indeterminacion 1.

Observemos que llegamos a la misma conclusiéon si nos damos cuenta que, tanto en A como en A*,
tenemos F, =F, .

1 1 0 1 1 0 0
c) Las matrices asociadas al sistemason A={0 m 1| yA*=|0 m 1 0 |, con rango méaximo 3.
1 m+1 m 1 m+l m m+1

|[Al=0=>m?’-m=0=>m=0m=1

e Para m#0 y m=#1 tenemos |A|=0, por tanto, rg(A)=rg(A*)=n°de incognitas=3 y el sistema es
compatible determinado.

1 10 1100
e Para m=0 tenemos |[A|=0, A=|0 0 1|y A*=|0 0 1 0
1 10 11 0 1

1
El menor

2‘ =1#0, por tanto, rg(A) =2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

=120=rg(A*)=3

= O -
o O
O o

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.

1 10 1 100
e Para m=1tenemos |A|=0, A=|0 1 1/yA*=/0 1 1 0.
1 2 1 1 2 1 2

El menor L
0

i‘ =1=0, por tanto, rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

=2#0=rg(A*) =3

= O -
N R
N O O

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.
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1 -a -1 1 -a -1 2
d) Las matrices asociadas al sistema son A=| a 1 2|y A*=| a 1 2 1 |, con rango maximo
a+l -1 1 a+l -1 1 a+l1

|A|=0=>-a’+4=0=>a=-2a=2

Para a=z-2 y a=#2 tenemos |A|¢0, por tanto, rg(A)=rg(A*)=n°de incognitas=3 y el sistema es
compatible determinado.

1 2 -1 1 2 -1 2
Para a=-2 tenemos |A|=0, A=|-2 1 2|yA*=-2 1 2 1.
-1 -1 1 -1 -1 1 1

El menor

j:si 0, por tanto, rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

1 2 2
-2 1 =0=>rg(AY) =2
-1 -1 -

Por tanto, rg(A) =rg(A*) =2 <n°de incégnitas =3 y el sistema es compatible indeterminado con grado de
indeterminacion 1.

1 -2 -1 1 -2 -1 2
Para a=2 tenemos |[A|=0, A=|2 1 2|yA*=/2 1 2 1|.
3 -1 1 3 -1 1 3

1
El menor
2

_j =50, por tanto, rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

1 -2 2
2 1 1=0=rg(A%)=2
3 -1 3

Por tanto, rg(A) =rg(A*) =2 <n°de incégnitas =3 y el sistema es compatible indeterminado con grado de
indeterminacion 1.

41. Ejercicio interactivo.

42 a 46. Ejercicios resueltos.
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Sistemas de ecuaciones. Soluciones

47. Escribe cada uno de los siguientes sistemas en forma matricial y en forma vectorial.

2x-y =1
a) {x-2y=-1
X+2y =5

a) Forma matricial:

2 -1) (1
1-2[):—1
1 2V s

b) Forma matricial:

3 -1 2 1|
1 4 -2 1/Y|=lo
—211—2f 2

3X-y+2z+t=1
b) <x+4y-2z+t=0
2X+y+z-2t=2

Forma vectorial:

2 -1 1
1ix+|-2|y=|-1
1 2 5

Forma vectorial:

3 -1 2 1 1
1\x+| 4|y+|-2|z+| 1it=|0
-2 1 1 -2 2

48. Escribe un sistema de ecuaciones cuya matriz ampliada sea:

1
A*=|2
0
X+2y-z=1
2x -2y +z2+2t=3
y+2z-t=2

2 -1 0 1
-2 1 2 3
1 2 -1 2

49. Escribe un sistema de dos ecuaciones y tres incégnitas que tenga entre sus soluciones (2, 1, -3).

X+y+z=0

Por ejemplo, {
X+y =3

50. Determina una matriz A para que el sistema AX =0 sea equivalente a la ecuacién matricial.

Trasponiendo la ecuacion matricial tenemos:

X

1 -2

z)|2  1|=(0 0)

1 2

12 1 0 12 1
y|= = A=
(—2 1 2) g (oj (—2 1 2)
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Resolucion de sistemas

51. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones utilizando el método de Gauss.

X+2y-z=1 2x+4y +3z=1 -X+2y-z2=-2
a) {2x+5y-2z=1 C) <Xx+y+z=3 e) <3x-4y =14
-X+3y-22=-6 —X+2y-z=0 2x-z=14
-X+y-3z=6 2x+4y =6 2x -y —-2z=-3
b) <3x+2z=0 d) {x+3y=5 f) 4—x+2y+z=0
-2Xx-2y+z=-3 -2x-y =0 4X+5y+z2=2
X+2y-z=1 X+2y—-z=1 x=3
a) {2x+5y-2z=1 =g y=-1 >y =-1
~X+3y-2z=-6FE-E+E | By-3z=-5 |z=0
(18
-X+y-3z=6 -X+y-3z=6 -X+y-3z=6 7
b) <3x+2z=0 - y-7z=18 —> 3y-7z=18 ><y =-3
E,—»>E,+3E; E;—»>E3+E,
—2X—-2y +z2=-38B>82% | -—4y+4+7z=-15 -y=-3 z—fz
7
2x+4y +3z =1 X+y+z=3 X+y+z=3 Xx=9
C) Ix+y+z=3 L 2x+4y+3z:1E > 2y +z=-5->:y=1
-X+2y-z=0 T -X+2y-z=0 BB E, 3y =3 z=-7
2x+4y =6 X+3y =5 X+3y =5 X+3y =5
B Y Y Y Xx+3y =5 x=-1
d) {x+3y=5 — {2x+4y=6 > -2y=-4 > -2y=-4->
E,0E, E,>E,-2E, E;—2E,+5E, — 2y =-4 y = 2
-2X-y =0 —2X -y =0&~E+25 S5y =10 0=0
—X+2y-z=-2 —X+2y-z2=-2 —X+2y-z2=-2 X=6
e) {3x-4y =14 EﬁZ+3gl 2y732=8E3;:7Ez 2y -3z=8->-:y=1
2x-z=14 By By +28, 4y -3z =10 2y =2 z=-2
2X-y—-2z=-3 —X+2y+z=0 —X+2y+z=0 x=1
f) <—x+2y+z=0 cL 2X-y -2z =- e D 3y=-3 —osy=-1
4x+5y+z2=2 ‘ 4x+5y+z=2 EiEL+aE) 13y +5z=2 z=3

52. Aplica el método de Gauss para resolver los siguientes sistemas de ecuaciones.

X-2y+z-t=0 X+y-z+t=4
a) —2X+3y +3t=-2 b) 2x+4y +t=8
2y —2z-5t =12 X-y+t=2
—X+2y-22-2t=-3 4x +8y +9z+t =14
X-2y+z-t=0 X-2y+z-t=0 X-2y+z-t=0 X-2y+z-t=0
—2X+3y +3t=-2 —y+2z+t=-2 —y+2z+t=-2 —y+2z+t=-2
a) - - - -
2y -2z —5t =12 Ez:EziéEl 2y -2z —5t =12 E;>E;+2E, 2z — 3t = 8 E,—E,-E; 27 — 3t = 8
—X+2y-22-2t=-3 -z-3t=-3 -z-3t=-3 -3z=-11
43 82 11 2
>X=—,Yy=—,Z2=—,t=——
3 9 9
X+y-z+t=4 X+y-z+t=4 X+y-z+t=4 X+y-z+t=4
b) 2x+4y +t=8 N 2y +2z-t=0 N 2y+2z-t=0 N 2y+22—t:0_)
X-y +t=2 Ez:Ez:éﬁ - 2y +z=-2 Ea:Eatgé 32—t =—-2E,»E,-E; 3z-t=-2
4x +8y +9z +t =14F~FE | 4y 4137 -3t =-2 9z-t=-2 6z=0

>Xx=1y=1z=0t=2
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53.

Resuelve los siguientes sistemas transformandolos en ecuaciones matriciales.

2X-y+z=0 X-y+z=-4 3X-y=2

2Xx-y =-5
) Ex 18y =4 b) Jy+2z=4 C) <2x+z=4 d) <x-z=3
y = X—y=-1 _X+y:_2 y+2Z=2

- . 2 - — . - 2 -1
a) Laforma matricial del sistema es X2 > , con matriz de coeficientes A = .
5 3)\y 4 5 3

El determinante de la matriz de coeficientes es |A| =11=0, conlo que A es invertible y

t 3 1
3 5 11 11
A= (Ad(A) = 2 -5y
|A| 11 2) | 5 2
11 11
3 1
. . -5 11 111(-5) (-1
Por tanto, la matriz de incégnitas es X =A" | 11 11 = .
y 4) | 5 21 4) (3
11 11
2 -1 1)\(x 0 2 -1 1
b) La forma matricial del sistemaes |0 1 2|y |=| 4|, con matriz de coeficientes A=|0 1 2].
1 -1 0){z -1 1 -10

El determinante de la matriz de coeficientes es |A| =1+0, con lo que A es invertible y

L 2 2 -1 (2 -1 -3
At="(Adj(A) =[-1 -1 1|=l2 -1 -4

A 3 -4 2 -1 1 2
X 0 2 -1 -3)( 0 -1
Por tanto, la matriz de incognitases |y |[=A™| 4|=| 2 -1 -4| 4|=| 0].
z -1 -1 1 2){-1 2
1 -1 1)x -4 1 -1 1
¢) Laforma matricial del sistemaes | 2 0 1|y |=| 4|, con matrizde coeficientes A= 2 0 1].
-1 1 0z -2 -1 10

El determinante de la matriz de coeficientes es |A| =2+0, conlo que A es invertible y

1 1 1 1 1 1
1-12) |72 2 2| (X)) |72 2 2|4 (5
L, 1 . ¢ 1
A:K(AdJ(A)):El 10/= 1 1 1|=|y|=| 1 1 1| 4/=|3
|| -1 1 2 2 2 2 z 2 2 2 |\-2 )
0 1 10 1
3 -1 0)(x 2 3 -1 0
d) Laforma matricial del sistemaes |1 O -1|ly |=|3 /|, con matriz de coeficientes A= 1 0 -1|.
0 1 2)\z 2 0o 1 2
El determinante de la matriz de coeficientes es |A| =5=%0, con lo que A es invertible y
1 21 1 21
1 12 0 g 2 2 X g 2 2 21 (2
At=—(Adj(A) ==|2 6 -3|=|-= 2 Z|=|y|l=|-= 2 Z|l3|=| 4
A 51, 3 1 5 5 5 . 5 5 5|, 14
1 31 1 31
5 5 5 5 5 5
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54. Resuelve los siguientes sistemas utilizando la regla de Cramer.

a)

b)

a)

b)

c)

d)

5x +3y = 2 3X+y-z=2
{ C) IX-y+2z=1
3x+2y =4 X_2y+z-4
3X+4y =7 X-y+3z=2
{ZX— 5 d) {2x+z=1

y X+2y—-z=-1

El sistema es de Cramer, ya que hay el mismo nimero de ecuaciones que de incégnitas y el determinante de la

matriz de coeficientes es |A| = 2 3‘ =1%0.
Aplicando la regla de Cramer:
‘2 3‘ ‘5 2‘
x:4 2__8_ y:ﬁ_lél 14
Al 1 Al 1

El sistema es de Cramer, ya que hay el mismo nimero de ecuaciones que de incognitas y el determinante de la

matriz de coeficientes es |A| = ; A]'J =-11#0.
Aplicando la regla de Cramer:
7 4 3 7
x=i2 4 _-15_15 |2 2] -8 _38
Al -11 11 Al 11 11
El sistema es de Cramer, ya que hay el mismo nimero de ecuaciones que de incégnitas y el determinante de la
3 1
matriz de coeficientes es |A|=| 1 -1 2[=9#0.
-1 -2
Aplicando la regla de Cramer:
2 1 - 3 2 - 3 1 2
1 -1 2 11 2 1 -1
4 -2 11 -1 4 -32 32 -1 -2 4 -17 17
X=t1=— y=—"—"7""—"=—"=—"- =t =
A 9 |A| 9 9 A 9 9
El sistema es de Cramer, ya que hay el mismo namero de ecuaciones que de incégnitas y el determinante de la
-1 -1 3
matriz de coeficientes es |A|=[ 2 0 =11#0.
1 2 -
Aplicando la regla de Cramer:
2 -1 3 -1 2 3 -1 -1 2
1 0 2 1 2 0
-1 2 - 2 1 -1 -1 -3 3 1 2 - 7
X=t—r—+—It=—  y=1—1=—"=-— z=—1=—
|A| 11 A 1 11 |A| 11
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55.

Aplicalaregla de Cramer para hallar las soluciones de los siguientes sistemas.

2x+t=0
2x+y =1
2y +z=2
X+2t=0

a)

a) El determinante de la matriz de coeficientes es |A| =

Aplicando la regla de Cramer:

2
0
1
-1

A=

Aplicando la regla de Cramer:

0

1
1 2
00
0 2

O N - O

o N - O
O » O O

N O O -

R O NN

Al

o N - O
o N - O

N © O B

O O - O

10,
12 |
2 0o |,
0 4
0
-2
0
4 -8
68
0
1
-1
1 4
68

2X+y-z=0
b) 2y+z-2t=1
X+2z2=0
—X+2y+4t=0
210020
0 2 1 0:2 1 0/=3=«0.
1 0 2
100 2
2 0 01
2 100
0 210
0 ytooz s,
3 A 3
2 000
2 101
0 21 2
0 qltood o
3 |A| 3
-1 0 2 1 0
1 -2/+2|0 2 -2|=16+2-26=68
0 4 -1 2 4
10 1 O
1 1
10 0 -

2 o 14 20 5
17 |A| 68 17
1 -1 10

0o 1 -1
1 -1 0 0
1 t_—l 0 10 _ -12 3
17 A 68 17
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56. Resuelve los siguientes sistemas indeterminados.

Xx-2y+z-t=1 2x+y =11
3x-2y+z=1 X, +3X, — 2%, =2
A ey —7e1 D) N % i3 o1 C) IX+y+z+2t=0 d) {x+y-z=6
o T 3x+y-2t=2 4x +3y -2z =23

-2 .
a) Como det(C,, C,) :‘ 1 1‘ =1+ 0, podemos hacer x = A y obtener un sistema de Cramer:

_2 —1-
{ yrz=1-3h Ay =8Lz=1+13

y—-z=-1-5\

b) Como det(C, C,)= ‘1 :i‘ =-4 0, podemos hacer x, =A y obtener un sistema de Cramer:

X, +3X, =2+2) 5-7h 1+5
=X, = , X, = VX3 =A
X, —X, =1-3\ 4 4
3 2
c) Como det(C, C,, C3) =1 1 =-11+ 0, podemos hacer t = y obtener un sistema de Cramer:
3 10
3X-2y+z=1+%
X+Yy+z=-2\
3X+y=2+2A
cuyas soluciones son:
1+ -2 1 3 1+x 1 3 -2 1+A
=2\ 1 1 1 -2 1 1 1 =2\
(2t 1 o _7+o _B 2+ 0o _1-5 3 1 2+2 -8-262
- -11 S on y= -11 S n - -11 on

. . - 2
d) El determinante de la matriz de coeficientes es |A| =0 y el menor 1

i‘ =1+0, con lo que, dado que sabemos

que el sistema es indeterminado, el grado de indeterminacion serd 1 y, considerando el menor de orden 2
anterior, podemos resolverlo eliminando la tercera ecuaciéon y tomando z =X para obtener un sistema de

Cramer:
2 =11
Xy —x=5-4y=1+24 z=2
X+y=6+A
57. Resuelve los siguientes sistemas.
2x+y =3
X—-2y+72=3
a) {2x-y-z=0 b) Sy+z=1
y X+2y+z=2
X-y+2z=1
X-y-z=4
X—-2y+72=3 X-2y+72=3 X—-2y+7z2=3 X =-1+3A
y y y X—-2y+7z2=3
a) {2x-y-z=0 — 3y-15z=-6 — 3y-15z=-6—> —<y =-2+5L
E,—>E,—2E, E;—3E;-E, 3y -15z =6
X-y+2z=1 Bo&E y-5z=-2 0=0 zZ=X

NOTA: El determinante de la matriz de coeficientes es nulo, por lo que no se puede usar el método de Cramer
directamente, deberiamos discutir previamente el sistema para verificar si es compatible indeterminado y
determinar qué ecuacién o ecuaciones se pueden eliminar y qué incognita o incégnitas se toman como
parametros.
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2x+y =3 X+2y+2=2 X+2y+2=2 X+2y+z2=2
b) y+z=1 N y+z=1 N y+z=1 N y+z=1

X+2y+Z=2E0F|2X+y =3 EE25 -3y -2z=-16~E-E| -3y-2z=-1

X-y-z=4 X-y-z=4 -3y-2z=2 0=-3

El sistema es incompatible, no tiene solucion.

210
NOTA: Como [0 3 1|=3 =0 podriamos haber pensado en aplicar la regla de Cramer al sistema resultante

1 2 1

de eliminar la cuarta ecuacion y hacer t = A, pero para ello tendriamos que haber comprobado si el sistema es
compatible indeterminado y resulta no serlo.

58. Resuelve el sistema:

-1 2 0 -5
2 X+|0|ly+|1ljz=| 8
0 2 1 0
-1 2 0
El determinante de la matriz de coeficienteses | 2 0 =-2 =0, por lo que podemos usar la regla de Cramer:
0 2
-5 2 0 -1 50 -1 2 -5
8 0 2 8 2 0 8
0 2 — 0O O 0 2 0O -
x:—:—6:3 y :-—:1:—1 y :—:—4:2
-2 -2 -2 -2 -2 -2

59. Resuelve el siguiente sistema.

X-2y+z-3t=-4
X+2y+z+3t =4
2X —4y +2z -6t =-8

2x+2z2=0
X-2y+z-3t=-4 X-2y+z-3t=-4
X+2y+z+3t=4 4y +6t =8 X-2y+z-3t=-4 4-3)
- — S>X=—, Y = yZ= t=A
2x -4y +27 -6t = -BEoE 0=0 BB | 4y+6t=8 2
2x+2z=0 BamBe2hy 4y +6t =8

60. Resuelve los siguientes sistemas indeterminados con grado de indeterminacion 2.

) 2x+3y—-z+3t=1 b) X+y-z-t=0
-3X+y+z-2t=2 2x-y—-3z2=-3
-1 3 .
a) Como det(C,, CA):‘ 2‘ =-1+0, podemos hacer x =1, y = y obtener un sistema de Cramer:

z4+3t=1-2)-3
{ " XAy = z=8+50-0u t=3+%—4u

Z-2t=2+3\-p

1 - .
b) Como det(C,,C,) :‘ 1 8‘: —1+0, podemos hacer x =A, z=p Yy obtener un sistema de Cramer:
—t=-A
y T oy =83-2 43z t=-3-A+2u
y =-3-21+3u
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61. Determina las soluciones de los siguientes sistemas en funcién del parametro m.

X—-my+2z=2
C) 92x+y+mz=0
X+my+z=1

a) mx+2y =m+1
2x+my =3

X+y+z=0 X-y+z=1
b) <2x+mz=0 d) {2x+y+mz=m
X+my =1 X+y-mz=0

m 2 m+l

, CON rango maximo 2.
2 m 3

. . . m 2
a) Las matrices asociadas al sistema son A :( mj y A* = [

|[Al=0=>m?-4=0=>m=-2m=2

e Para m#-2y m=2 tenemos |Al=0, por tanto, rg(A)=rg(A*)=n°de incognitas=2 y el sistema es
compatible determinado. Lo resolvemos aplicando la regla de Cramer:

m+1 2
3 m
Al m’ -4  m+2 Al m’ -4 m+2

-2 2 -2 2 -
e Para m=-2 tenemos |A|=0, A= y A* = .
2 -2 2 -2 3

m m+
_m’+m-6 _m+3 12 3] m-2 1

X =

Como las filas de A son proporcionales, rg(A) =1. En cambio, las filas de A* no son proporcionales, con lo
que rg(A*) = 2. Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.

2 2 2 2 3
e Para m=2 tenemos |A|=0, A= y A* = )
2 2 2 2 3

Como las filas de A son iguales, rg(A) =1. También las filas de A* son iguales, con lo que rg(A*)=1. Por

tanto, rg(A)=rg(A*) =1<n°deincognitas=2 y el sistema es compatible indeterminado con grado de
indeterminacion 1.

Para resolverlo eliminamos una de las dos ecuaciones y hacemos y =i, con lo que obtenemos

2x=3—2x:>x=3_22k.

1
b) Las matrices asociadas al sistema son A=| 2
1

3 O
o 3

1 1 0
y A*=|2 0 0|, con rango maximo 3.
1 m 1

o 3 P

|Al=0=3m-m*’=0=m=0,m=3

e Para m=0 y m=3 tenemos |A|¢0, por tanto, rg(A)=rg(A*)=n°de incégnitas=3 y el sistema es
compatible determinado. Lo resolvemos aplicando la regla de Cramer:

0 1 1 1 0 1 1 1 0
0 0 m 2 0m 2 0 O
1 m O m 1 1 1 0 2-m 1 m 1 -2
X = = = y = = = =
A 3m-m?> 3-m |A| m? —3m |A| 3m-m?
1 1 1 1 1 10
e Param=0 tenemos |[A/=0, A=|2 0 OlyA*=|2 0 0 O
1 0 0 1 0 0 1

1
El menor

1
0‘ =-2=0, por tanto, rg(A)=2.
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Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

= N e
O O

0
0[=-220=rg(A*) =3
1
Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.
1 11 11
e Param=3tenemos [A|=0, A=|2 0 3|y A*=|2 0
1 3 0 1 3

10
3 0].
0 1

1
El menor

(1)‘ =-2=0, por tanto, rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

N e
W O

0
0|=—2#0=rg(A*)=3
1

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.

1 —-m 2 1 -m 2 2
c) Las matrices asociadas al sistemason A={ 2 1 m|yA*=| 2 1 m 0], conrango maximo 3.
-1 m 1 -1 m 1 1

|A|:O:6m+3:03m:—%

e Para m=# —% tenemos |A| # 0, por tanto, rg(A) =rg(A*) =n° de incognitas =3 y el sistema es compatible

determinado. Lo resolvemos aplicando la regla de Cramer:

2 -m 2 1 2 2 1 —-m 2
0 1 m 2 00m 2 1 0
1 m 1} -83m* -m? /111 1] 3m  -m Z_—l m 1_6m+3_l
- |A em+3 2m+1 = Al 6m+3 2m+1 = |A]  6m+3
1 l 2 1 1 2 2
2 2
1 1 1
e Para m=-=> tenemos [A|=0, A=| 2 1 - y Ax=| 2 1 - 0]l.
R R
2 2
N
El menor 1 2:Z;to,portanto, rg(A)=2.
2

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

1
2
1 -=0 =—%¢0:>rg(A*)=3
1
2

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.
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1 -1 1 1 -1 1 1
d) Las matrices asociadas al sistemason A={2 1 m|y A*=|2 1 m m|,conrango maximo 3.
1 1 -m 1 1 -m O

|A|=0:—5m+1=0:m=%

e Para m ¢% tenemos |A| #0, por tanto, rg(A)=rg(A*) =n°de incognitas =3 y el sistema es compatible

determinado. Lo resolvemos aplicando la regla de Cramer:

1 -1 1 1 1 1 -1
m 1 m 2 m m 2 1 m
‘o 0 1 -m -m’-m |1 0 -m -m?+2m . 1 1 0 -2m+1
A " Teme1 VT Al -sm+1 Al -Bm+1
1 -1 1 1 -1 1 1
e Para m=1tenemos |Al=0, A=|2 1 1 y Ax=|2 1 11
5 5 5 5
1 1 —1 1 1 —1 0
5 5

2
El menor

jl =1=0, por tanto, rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

11
1 3

2 1 Z[==#0=rg(A)=3
5= 9(A")

110

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.
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Clasificacion de sistemas

62. Clasificay resuelve, cuando sea posible, los siguientes sistemas de ecuaciones.

X+2y-z=1
2x+3y+z=1
y+z=2
a) {2x+2y+z=1 c)
4X +5y +22 =2 X+y=3
2X-z2=-2
3x-7y =1 5X,+X, =5
b) {x+2y=2 d) {3x,+2x,+X, =0
—X+y=-1 2%, +3%, =1

2x-z=1
X+2y-2=2
y+t=4
X+y-t=-1

e)

x+3y =1
2x+y =-3
X-y=-3
-X+2y =4

f)

2 31 2 311
a) Las matrices asociadas al sistemason A={2 2 1|y A*=|{2 2 1 1].
4 5 2 4 5 2 2

Como las dos ultimas columnas de A* son iguales los rangos de Ay A* coinciden, es decir, el sistema es

compatible. Como |A|=0 y el menor

3 NP
2‘ =-2=0, tenemos rg(A)=rg(A*) =2 <n°de incognitas=3 y el

sistema es compatible indeterminado con grado de indeterminacion 1.

Para resolver el sistema eliminamos la tercera ecuacion y hacemos z =) , obteniendo el sistema:

2X+3y =1-A
2x+2y =1-A
3 -7
b) Las matrices asociadas al sistema son A=| 1
-1 1

=ﬂ,y=0,z=x

3 -7 1

2|y Ax=| 1 2 2.

-1 1 -1

Como |A*|:—2¢0, tenemos rg(A*)=3. Ademéds, rg(A)<2, con lo que rg(A)=rg(A*) y el sistema es

incompatible.
1 2 1 1 2 -1 1
. . . 0 -1 1 0o -1 1 2
c) Las matrices asociadas al sistema son A = y A*=
1 1 0 1 1 0 3
2 0 -1 2 0 -1 -2
1 2 -1
0 -1 1 2 0 -
Como |A*|F = = 0, tenemos rg(A*)<4. Como el menor |1 1 O0[=-3=0, tenemos
Fi:Fiilel 0 -1 1 2| F=Fs 2 0 —
-4 1 -4

rg(A) =rg(A*) = n° de incdgnitas = 3 y el sistema es compatible determinado.

Lo resolvemos aplicando la regla de Cramer al sistema que se obtiene eliminando la primera ecuacion:

2 -1 0o 2
3 1 0 1 3 0
-2 0 - -3 2 -2 -
X=———Jt=—=1 y=—1=
-3 -3 -3
S1T1

0 -1 2

1 1 3
- 2 0 -2 -
A R T s B
-3 -3 -3
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5 10 5 105
d) Las matrices asociadas al sistemason A=| 3 2 1|y A*=| 3 2 1 0].
-2 0 3 -2 0 3 1

Como |A| =19 =0, rg(A) =rg(A*) =n° de incognitas = 3 y el sistema es compatible determinado.

Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

5 10 550 5 15
0 2 30 3 20
10 3 31 -2 1 3 60 -2 0 27
== Xy, =t = ——— Xy=tr—t=—o
19 19 19 19 19 19
2 0 -1 0 2 0 -1 0 1
. . . 12 -1 0 12 -1 0 2
e) Las matrices asociadas al sistema son A = y A*=
0 3 0 1 03 0 1 4
-1 1 0 -1 -11 0 -1 -1
21 (2) _i g 2 -1 0 |2 0 -
Como |A|= 3 0 =31 -1 0-|1 2 -U=-2%0, rg(A)=rg(A*) =n°de incognitas=4 vy el
-1 0 -1 |-1 1 O
-1 1 0 -
sistema es compatible determinado.
Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:
10 -1 0 2 1 -1 0
2 2 -1 0 1 2 -1 0
4 3 0 0 4 O
X:—l 1 0 - :—_2_1 y_—l -1 0 - :—_2:l
-2 -2 -2 -2
2 0 1 0 2 0 -1
12 2 0 12 -1 2
0 3 4 0 3 0 4
z:_l 1 -1 - :—_271 tf_l 1 0 - :—_2:1
-2 -2 -2 -2
1 3 1 3 1
. . . 1 2 1 -3
f) Las matrices asociadas al sistema son A = y A*=
1 -1 1 -1 -3
-1 2 -1 2 4

El menor ]‘_1;&0, con lo que rg(A)=2. Los dos posibles menores de orden 3 que se pueden

1
-1 2
considerar en A* ampliando este menor son nulos:

1 3 2 1 -3
1 -1 -3|=|1 -1 -3|=0
-1 2 4 |-1 2 4
Por tanto, rg(A) =rg(A*) = n° de incégnitas = 2 y el sistema es compatible determinado.
Teniendo en cuenta el menor de orden 2 considerado, resolvemos el sistema reduciéndolo a un sistema 2 x 2
X-y=-3

eliminando las dos primeras ecuaciones: =>x=-2y=1
-X+2y =4
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63.

Estudia cuéntas soluciones tienen los siguientes sistemas.

1 2 2 1 2 3 2
X
a) | -1 1(}—0 b) |1|x+|-1ly+| 2|z=|-3
3 -2 1 3 0 -2 5
1 2 1 2 2
a) Las matrices asociadas al sistemason A=|-1 1|y A*={-1 1 0].
3 -2 3 -2 1

Como |A*|:1¢O, tenemos rg(A*)=3. Ademas, rg(A)<2, con lo que rg(A)=rg(A*) y el sistema es
incompatible, es decir, no tiene ninguna solucion.

1 2 3 1 2 3 2
b) Las matrices asociadas al sistemason A=| 1 -1 2|y A*=|1 -1 2 -3|.
3 0 -2 3 0 -2 5

Como |A| =27 =0, rg(A) =rg(A*) = n° de incognitas = 3 y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene
una Unica solucion.

Discusién y resolucion de sistemas con parametros

64.

Discute los siguientes sistemas para los distintos valores del parametro y resuélvelos cuando sea posible.
2x+y=a x+y=1
mx—y =m
a) C) <(l-ax-y=1 e) <2x+ay =2
3X+(M-4)y =m+2
ax+y=a 5x+(Ba-y=6-a
mx =1
ax-y=1 kx =2y =k Ty
b) d) f) Ix+my=m
X+(@-Dy =2 —6x+Kk-1y=-k-2
2mx+2y =m+1
. . . m -1 m -1 m .
a) Las matrices asociadas al sistema son A = y A*= , CoNn rango maximo 2.
3 m-4 3 m-4 m+2

[Al=0=m?’-4m+3=0=>m=1m=3
e Para mz#1 y m=3 tenemos |A| #0, por tanto, rg(A)=rg(A*)=n°de incognitas=2 y el sistema es

compatible determinado. Lo resolvemos aplicando la regla de Cramer:

m?-m m

m -1 m m
m+2 m-4 m?’-3m+2 m-2 13 m+2
|A| m?-4m+3 m-3 A m?-4m+3 m-3

e Para m =1 tenemos |A|:0,A: 11 y A* = 1 -1 1_
3 -3 3 -3 3

Tanto las filas de A como las de A* son proporcionales, por tanto, rg(A) =rg(A*) =1< n° de incognitas = 2
y el sistema es compatible indeterminado con grado de indeterminacion 1.

Para resolverlo eliminamos una de las dos ecuaciones y hacemos y =, con lo que obtenemos x =1+X .

-1 -1
e Para m=3 tenemos [A|=0, A= 3 y A* = 3 3],
3 -1 3 -1 5

Las filas de A son proporcionales, con lo que rg(A) =1. En cambio, las filas de A* no son proporcionales,
con lo que rg(A*) =2 . Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.
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76

. . . a -1 a -1 1 L.
b) Las matrices asociadas al sistema son A :( j y A* :( J , COn rango maximo 2.

c)

d)

1 a-1 1 a-1 2

|A|=0=a®-a+1=0= Sin solucion

Por tanto, para cualquier valor de a tenemos |A| +0, es decir, rg(A) =rg(A*) =n° de incognitas = 2 y el sistema
es compatible determinado. Lo resolvemos aplicando la regla de Cramer:

1 - a 1
2 a- a+l 1 2 2a-1
X = = e R —
A a’-a+1 Al a?-a+1
2 1 2 1 a
Las matrices asociadas al sistema son A=|1-a -1| y A*=|1-a -1 1|, con rango maximo 2 y 3
a 1 a 1 a

respectivamente.
|A*=0=a’-a-2=0=a=-La=2

e Paraazx-1ya=2 tenemos |A*| #0, con lo que rg(A*) =3 . Como rg(A) <2 tenemos rg(A) = rg(A*) y el
sistema es incompatible.

2 1 2 1 -
e Para a=-1 tenemos |A*|:0, A= 2 1|y A*=| 2 -1 1|.
-1 1 -1 1 -1
El menor _ﬂ =1=0, con lo que rg(A)=rg(A*) =n°de incognitas=2 y el sistema es compatible
. , . . ., 2x-y =1
determinado. Ademas, lo podemos resolver eliminando la primera ecuacion: X4y l:> x=0y=-1
—X + = —
2 1 2 1 2
e Para a=2 tenemos [A*¥=0, A=|-1 -1|y A*=/-1 -1 1|.
2 1 2 1 2
2 L . .
El menor 1 j——l;to, con lo que rg(A) =rg(A*) =n° de incognitas =2 y el sistema es compatible
. . . ., 2x+y =2
determinado. Ademas, lo podemos resolver eliminando la tercera ecuacion: x—y=1 =>x=3y=-4
. . . k -2 k -2 k .
Las matrices asociadas al sistema son A = y A*= , CON rango maximo 2.
-6 k-1 -6 k-1 -k-2

|Al=0=>k?*-k-12=0=k=-3 k=4

e Para k#-3 y k#4 tenemos |A|#0, por tanto, rg(A)=rg(A*)=n°de incognitas=2 y el sistema es
compatible determinado. Lo resolvemos aplicando la regla de Cramer:

kK k
|6 k-2 k?+ak &

k-2 k—]J _k*-3k-4  k+1
Al S k2-k-12  k+3 Al k?-k-12 k+3

-3 -2 -3 -2 -3
e Para k=-3 tenemos |A|=0, A= y A* = )
6 -4 6 -4 1

‘k -2

Las filas de A son proporcionales, con lo que rg(A) =1. En cambio, las filas de A* no son proporcionales,
con lo que rg(A*) =2 . Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.

4 -2 4}

-6 3

4 -2
e Para k=4 tenemos [A|=0, A= y A* =
-6 3 -6

Tanto las filas de A como las de A* son proporcionales, por tanto, rg(A) =rg(A*) =1< n° de incognitas = 2
y el sistema es compatible indeterminado con grado de indeterminacién 1.

Para resolverlo eliminamos una de las dos ecuaciones y hacemos x=A, con lo que obtenemos
y=-2+2\.
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1 1 1 1 1
e) Las matrices asociadas al sistema son A=|2 a y A*=|2 a 2 |, con rango maximo 2 y 3
5 3a-1 5 3a-1 6-a

respectivamente.

|A*=0=-a’+3a-2=0=a=1a=2

Para az1y a=#2 tenemos |A*| #0, con lo que rg(A*)=3. Como rg(A) <2 tenemos rg(A) = rg(A*) y el
sistema es incompatible.

11 1 11
Para a=1tenemos |[A*=0, A=|2 1|y A*=|2 1 2|.
5 2 5 2 5
El menor ﬂ =-1#0, con lo que rg(A)=rg(A*)=n°de incégnitas =2 y el sistema es compatible
. . - . X+y=1
determinado. Ademas, lo podemos resolver eliminando la tercera ecuacion: 5 5 =>x=1y=0
X+y =
11 1 1 1
Para a=2 tenemos |[A* =0, A=|2 2|y A*=2 2 2|.
5 5 5 5 4

Las columnas de A son proporcionales, con lo que rg(A)=1. En cambio, las columnas de A* no son

. . 2 2
proporcionales, por ejemplo, el menor 5 4= -2+ 0, con lo que rg(A*) =2 . Por tanto, rg(A) = rg(A*) vy el

sistema es incompatible.

m 1 m 1 1

f) Las matrices asociadas al sistema son A= 1 m|y A*=| 1 m m |, con rango maximo 2 y 3,

2m 2 2m 2 m+1

respectivamente.

|A*|=0:>m3—m2—m+1:03m=—1m:l

Para m#-1y m=1 tenemos |A*| #0, con lo que rg(A*)=3. Como rg(A) <2 tenemos rg(A) = rg(A*) y
el sistema es incompatible.

-1 1 -1 1 1
Para m=-1tenemos |A*=0, A=| 1 -1|y A*=| 1 -1 -1|.
-2 2 -2 2 0

Las columnas de A son proporcionales, con lo que rg(A)=1. En cambio, las columnas de A* no son

. . 1 1
proporcionales, por ejemplo, el menor > o~ -2 =0, con lo que rg(A*) =2 . Por tanto, rg(A) = rg(A*) vy el

sistema es incompatible.

11 1 1 1
Para m=1tenemos [A*¥=0, A=|1 1|y A*=l1 1 1|.
2 2 2 2 2

Tanto las columnas de A como las de A* son proporcionales, por tanto, tenemos
rg(A) =rg(A*)=1<n°de incégnitas=2 y el sistema es compatible indeterminado con grado de

indeterminacion 1. Ademas, lo podemos resolver eliminando dos ecuaciones y haciendo y =2 , obteniendo
x=1-X\.
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65. Discute los siguientes sistemas para los distintos valores del pardmetro y resuélvelos cuando sea posible.

78

@+2x+(@+dy =-6 kx+2y+z=1
a) {x+5y=a e) <2x+ky+z=k
X+y=-5 5x+2y+z=1
X+y+z=2 Xx+k+Dy+2z=-1
b) {x+ay+a’z=-1 f) <kx+y+z=k
ax+a’y+a’z=2 (k-Dx-2y-z=k+1
X-y+2z=a X+ky+z=k+2
C) {—x+y-az=1 0) {kx+y+z=k
X+ay+(@+a)z=-1 X+y+kz=-2(k +1)
X+y+z=20-1 (m-Dx+y+z=m
d) i2x+y+az=a h) <x+(m-Yy+z=0
X+ay+z=1 y+z=1
a+2 a+1 a+2 a+l -6
a) Las matrices asociadas al sistema son A=| 1 5 |y A=| 1 5 a |, con rango maximo 2 y 3,
1 1 1 1 -5
respectivamente.

|[A*f=0=-21a-21=0=a=-1

Para a = -1 tenemos |A*| #0, con lo que rg(A*) =3 . Como rg(A) <2 tenemos rg(A) = rg(A*) y el sistema
es incompatible.

10 10 -6
e Para a=-1tenemos [A¥=0, A=|1 5|y A=|1 5 -1|.
11 11 -5
0 S . .
El menor 5‘_5;&0, con lo que rg(A)=rg(A*)=n°deincognitas=2 y el sistema es compatible
. . - L =6
determinado. Ademas, lo podemos resolver eliminando la tercera ecuacion: {X 5 1:> X=-6,y=1
X+by =—
1 1 1 1 1 1 2
b) Las matrices asociadas al sistemason A=|1 a a®’|y A*=|1 a a®* -1/, conrango maximo 3.
a a® al a a? a 2

El determinante de A es 0 para cualquier valor de a, con lo que el sistema nunca es compatible determinado.

11 . . A . .
El menor 1 =a-1 se anula si a=1, ampliando este menor con la columna de términos independientes
a
1 1 2
tenemos (1 a -l1=a*+a-2,queseanulasia=-2o0a=1.
a a’ 2

Unidad 9]

Para a1y a=-2,tenemos rg(A)=2 y rg(A*) =3, con lo que el sistema es incompatible.

Para a=-2, tenemos rg(A) =rg(A*) =2 < n°de incégnitas =3 y el sistema es compatible indeterminado

con grado de indeterminacién 1. Ademas, teniendo en cuenta el menor de orden 2 anterior, lo podemos
resolver eliminado la tercera ecuacion y tomando z =2 :

X =2-A - 2_
+y :X:(2a+1)+a(a 1)x,y:_3+(a 1)7k’Z:;L
X +ay =-1-a%L a-1 a-1
111 111 2
Para a=1 tenemos rg(A)=rg|1 1 1|=1y rg(A*)=rg/1 1 1 -1|=2, con lo que el sistema es
111 111 2

incompatible.

Sistemas de ecuaciones lineales m



1 -1 2 1 -1 2 a
c) Las matrices asociadas al sistemason A=|-1 1 -a |y A*=|-1 1 -a 1 |,conrango maximo 3.
1 a 1l+a 1 a 1+a -1

|Al=0=>a’-a-2=0=>a=-La=2

e Para ax-1y a=#2 tenemos |A| #0, con lo que rg(A)=rg(A*)=n°de incognitas=3 y el sistema es
compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

a -1 2 1 a 2 1 -1 a
1 1 -a -1 1 -a -1 1 1
-1 a 1+al a’+3 |1 -1 1+a] 1 |1 a -1  a+1
N 1Al T a-2 - Al Ta2 T 1A T a-2
1 -1 2 1 -1 2 -1
e Para a=-1 tenemos |A|:0, A=l-1 1 1|yA*=-1 1 1 1f.
1 -1 0 1 -1 0 1

El menor

J:lio,con lo que rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:
11 =0=rg(A*) =2

Por tanto, rg(A) =rg(A*) = 2 < n° de incognitas = 3 y el sistema es compatible indeterminado.

Ademas, teniendo en cuenta el menor de orden 2 anterior, lo podemos resolver eliminado la primera
ecuacion y tomando x =A:

=1
yrz=leh oy =1+h 20
-y=-1-1
1 -1 2 1 -1 2 2
e Paraa=2tenemos |[A|=0, A=|-1 1 -2|yA*=-1 1 -2 1|
1 2 3 1 2 3 -1

El menor

_i j=—3¢0,con lo que rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

1 -1 2
-1 1 =-9#0=rg(A*) =3
1 2 -

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.
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111 11 1 2a-1
d) Las matrices asociadas al sistemason A={2 1 o|y A*=|2 1 « o |, conrango maximo 3.
1 a1 1 a1 1

[Al=0= —-0?+30-2=0=a=1oa=2

e Para o=l y a=2 tenemos |Al=0, con lo que rg(A)=rg(A*) =n°de incégnitas=3 y el sistema es
compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

20-1 1 1 1 20-1 1 1 1 2a-
a 1 « 2 o o 2 1 a
1 1 2_ 1 1 1 1 1 -
X = ¢ :2(()( D y=——-——"=-2 Z= ¢ = Sa
|Al a-2 Al |Al a-2

111 1111
e Para o.=1tenemos |Al=0, A=|2 1 1|y A*=|2 1 1 1]|.
111 1111
Tanto en A como en A* la primera y tercera fila coinciden, asi, rg(A) =rg(A*) =2 < n° de incognitas =3y el
sistema es compatible indeterminado con grado de indeterminacion 1.

1 . .
Para resolverlo observemos que el menor 5 =-1+0, con lo que podemos eliminar la tercera ecuacion

ytomar z=A:

=1-2
x+y =>x=0y=1-A2=0
2Xx+y =1-A
111 111 3
e Para a=2tenemos |Al=0, A=|2 1 2|y A*=|2 1 2 2]|.
121 1211

1
El menor

;lz—lato,con lo que rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

=6=0=rg(A*) =3

= N e
N R
BN W

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.

B

k 21 k 2 1
e) Las matrices asociadas al sistemason A={2 k 1|y A*=|2 k k |, con rango méaximo 3.
5 2 1 5 2 1

[Al=0=>k?2-7k+10=0=k =2k =5

e Para k=2 y k=5 tenemos |Al=0, con lo que rg(A)=rg(A*) =n°de incégnitas=3 y el sistema es
compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

1 2 k 1 k 2 1

k k 2k 2 k k
12 5 1 k-1 5 2 1
X=——1-0 y=r—7—-—t=—-— 7= =
|Al |Al k-2 |Al k-2
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2 21 2
e Para k=2 tenemos |A|=0, A=|2 2 1|y A*=|2
5 2 1 5

2 2
El menor o= -6 =0, conloque rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

2 21
2 2 2[=620=rg(A*)=3
5 2 1

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.
5 2 1 5 2 11
e Para k=5 tenemos |[A|=0, A=|2 5 1|y A*=/2 5 1 5].
5 2 1 5 2 11

El menor S
2

j—svﬁo,conloque rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:
2 11
5 1 5/=0=rg(A*)=2
2 11

Por tanto, rg(A) =rg(A*) = 2 < n° de incognitas = 3 y el sistema es compatible indeterminado.

Ademas, teniendo en cuenta el menor de orden 2 anterior, lo podemos resolver eliminado la primera
ecuacion y tomando x =A:

Sy+z=5-2\ 4430 -5-21\
=>X=AY= ,Z=
2y+z=1-5\ 3 3
1 k+1 2 1 k+1 2 -1
f) Las matrices asociadas al sistema son A=| k 1 1|y A*=| Kk 1 1 k |, con rango
k-1 -2 -1 k-1 -2 -1 k+1

maximo 3.

[Al=0=2k?-5k+2=0=k==,k=2

N |-

e Para k¢% y k=2 tenemos |Al=0, con lo que rg(A)=rg(A*) =n° de incognitas =3 y el sistema es

compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

-1 k+1 2 1 -1 2 1 k+1 -1
k 1 1 K k 1 k 1 K
k+1 -2 -1 2k+1 k-1 k+1 - k-1 -2 k+ -2k
X= = y: =0 zZ= =
|Al 2k -1 |Al |Al 2k -1
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1 E 2 1 E 2 -1
2 2
. Parak:ltenemos|A|=O,A: E y A*= L
2 2 2 2
Lo Lo a2
2 2 2

El menor

i‘:lio,con lo que rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

3 5 _
2
1
1 1 2|=-320=r9(A)=3
5 1 3
2

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.

1 3 2 1 3 2 -1
e Para k=2 tenemos |A|=0, A=|2 1 1|yA=/2 1 1 2|
1 -2 -1 1 -2 -1 3

3
El menor

2
1‘—1;v&0,con lo que rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

3 2 -
1 1 2/=0=rg(A%)=2
2 -1 3

Por tanto, rg(A) =rg(A*) = 2 < n° de incognitas = 3 y el sistema es compatible indeterminado.

Ademas, teniendo en cuenta el menor de orden 2 anterior, lo podemos resolver eliminado la tercera
ecuacion y tomando x =\ :

2z =-1-
3y +2z b XA y=-5+3Lz=7-5)
y+z=2-2\
1 k 1 1 k 1 k+2
g) Las matrices asociadas al sistemason A=k 1 1|y A*=|k 1 1 k , con rango maximo 3.
1 1 k 1 1 k -2k+)

|[Al=0=Kk*+3k-2=0=k=-2k=1

e Para k#-2 y k#1 tenemos |A|¢0, con lo que rg(A) =rg(A*) =n°de incognitas =3 y el sistema es
compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

k+2 k 1 1 k+2 1 1 k k+2

k 11 k k 1 k 1 k
(o 2k+D 1Kk y:1 2K+ K _k+2 1 1 -2k+D -2(k+1)
A k-1 A k-1 |A| k-1
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1 -2 1 1 -2 1 O
e Para k=-2tenemos |A|=0, A=|-2 1 1|yA*=-2 1 1 -2|.
1 1 -2 1 1 -2 2

El menor

; _211——3¢0,c0nloque rg(A) =2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

1 -2 0
2 1 -2/=0=rg(A%)=2
1 1 2

Por tanto, rg(A) =rg(A*) = 2 < n° de incognitas = 3 y el sistema es compatible indeterminado.

Ademas, teniendo en cuenta el menor de orden 2 anterior, lo podemos resolver eliminado la tercera
ecuacion y tomando z =1 :

X—=2y ==\ 4+ 3\ 2+3\
=>X= N ,Z=1A
-2X+y =-2-% 3 3
111 111 3
e Para k=1tenemos |[A|=0, A=|1 1 1|y A*=1 11 1|.
111 111 -4

Todas las filas de A coinciden, por tanto rg(A)=1.

1 3
Las tres primeras columnas de A* son iguales, por tanto rg(A*)=rg|1 1|=2.
1 4
Asi, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.
m-1 1 1 m-1 1 1 m
h) Las matrices asociadas al sistema son A= 1 m-1 1] vy A*=| 1 m-1 1 0|, con rango
0 1 1 0 1 11

maximo 3.
[Al=0=>m?-3m+2=0=>m=1m=2

e Para m=#1y m=2 tenemos |A| =0, con lo que rg(A)=rg(A*)=n°de incégnitas=3 y el sistema es
compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

m 1 m-1 m m-1 1 m
0 m-1 1 0 1 m-1 0
1 1 0 1 -2 0 1 1 m
X=t———1=1 y = = zZ= =
A |A| m-2 |A| m-2

= O
N
= O K

0 11 0
e Para m=1tenemos |[A|=0, A=|1 0 1|y A*=|1
0 11 0

El menor 0 (1) =-1+0, conloque rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

=0=>rg(A*) =2

o - O
= O
= O

Por tanto, rg(A) =rg(A*) = 2 < n° de incognitas = 3 y el sistema es compatible indeterminado.

Ademas, teniendo en cuenta el menor de orden 2 anterior, lo podemos resolver eliminado la tercera
ecuacion y tomando z =1 :

=1-2
{y S X=-Ay=1-22Z=A

X =-A
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1 11 1 112
e Param=2tenemos |[A|=0, A=|1 1 1|y A*=/1 1 1 0]|.
011 0111

1
El menor o ;‘—1¢0,con lo que rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

=220=rg(A*) =3

S F -
N
P O N

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.

66. Discute los siguientes sistemas para los distintos valores del pardmetro y resuélvelos cuando sea posible.

X+ky+2z=1 ax+(2a+1y +(1-a)z=0 ax+y+z=(@-D@+2)
a) {x+(k-Jy+3z=1 C) <3ax+az=a e) ix+ay+z=(@-1)*@a+2)
X+ky +(k+3)z=2k-1 ax+ay +(l-a)z=0 X+y+az=(@-1)>*@a+2)
@+D)x+y+z=-1 X+2y +(M+3)z=3 (@ +ax+2y =2
b) {(-a-D)x-2z=2 d) {x+y+(@+m-m?)z=3 f) @ +ax+(@-ay=4
y+@ -a-)z=-a+2 2X+4y +3(M+2)z=8 @-a-2x+@*-a-2)z=2
1 k 2 1 k 2 1
a) Las matrices asociadas al sistema son A=|1 2k-1 3 y A*=|1 2k-1 3 1 |, con rango
1 k k+3 1 kK k+3 2k-1
maximo 3.

|Al=0=>k*-1=0=k=-1k=1

e Para k#-1y k=1 tenemos |A|¢O, con lo que rg(A)=rg(A*) =n°de incognitas=3 y el sistema es

compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

1 k 2 1 1 2 1 k 1
1 2k -1 3 1 1 3 1 2k-1 1
X:2k—l k k+3 :_k—5 y:l 2k-1 k+3 __ 2 Z:l k 2k — :2(k—l)
A k+1 A k+1 |A| k+1
1 -1 2 1 -1 2 1
e Para k=-1 tenemos |[A|=0, A=|1 -3 3|y A*=|1 -3 3 1|. El menor i _‘;‘_—2;&0, con lo

1 -1 2 1 -1 2 -3
que rg(A)=2. Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos
independientes:

1 -1
1 -3 =8=0=rg(A*) =3
1 -1 -3

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.
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11 2 112 1 5
e Para k=1 tenemos |A|=0, A=|1 1 3|y A*=|1 1 3 1|. El menor 3‘_1;&0, con lo que
11 4 11 4 1

rg(A)=2. Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos
independientes:

(===

2
3 1=0=rg(A%)=2
4

Por tanto, rg(A) =rg(A*) =2 <n°de incégnitas =3 y el sistema es compatible indeterminado con grado de
indeterminacion 1.

Ademas, teniendo en cuenta el menor de orden 2 anterior, lo podemos resolver eliminado la tercera
ecuacion y tomando x =\ :

2z=1-
y=+ e xohy=1-22=0
y+3z=1-A
a+l 1 1 a+l 1 1 -1
b) Las matrices asociadas al sistema son A=|-a-1 0 -2 y Ax=|-a-1 0 -2 2 |, con
0 1 a’-a-1 0 1 a?-a-1 -a+2

rango maximo 3.

|A|l=0=a’-a=0=a=-lLa=0a=1

e Para az-1, a0 y a=1 tenemos |A| +0, con lo que rg(A) =rg(A*) =n° de incdgnitas =3 y el sistema
es compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

-1 1 1 a+l -1 1 a+l 1 -1
2 0 -2 -a-1 2 -2 -a-1 0 2
_|a+2 1 a’-a-1  2@-1) |0 -a+2 a*-a-1 a-1 _ | 0 1 -a+2] 1
- 1A " Ta@ry 7T A e °T A "Ta
0 1 1 0 1 1 -1
e Para a=-1tenemos |A|=0, A=|0 0 -2|y A*=/0 0 -2 2|.Elmenor (:)l _1‘:—2¢0,conlo
0 1 1 0 1 1 3

que rg(A)=2. Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos
independientes:

1 1 -
0 2 2=-820=rg(A%)=3
1 1 3

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.

1 1 1 1 1 1 -1
e Para a=0 tenemos |A|=0, A=|-1 0 2|y A*=|-1 0 -2 2|.Elmenor (])"_1;&0, con lo
0 1 -1 01 -1 2 -

que rg(A)=2. Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos
independientes:

1 1 -
-1 0 2[=1=rg(A*)=3
0 1 2

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.
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2 1 1 2 1 1 -1 9
e Para a=1 tenemos |[A|=0, A=|-2 0 -2|y A*=|-2 0 -2 2|.Elmenor ) 3‘_2¢0,con lo
0 1 -1 01 -1 1 -

que rg(A)=2. Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afadiendo la columna de términos
independientes:

2 1 -
-2 0 2(=0=rg(A=2
0 1

Por tanto, rg(A) =rg(A*) =2 <n°de incégnitas =3 y el sistema es compatible indeterminado con grado de
indeterminacion 1.

Ademas, teniendo en cuenta el menor de orden 2 anterior, lo podemos resolver eliminado la tercera
ecuacion y tomando z =2 :

2 =-1-
x+y L X—lohy=1+nz=2
—2X =2+2\
a 2a+l1 l-a a 2a+l 1-a O
c) Las matrices asociadas al sistema son A=|3a 0 a y A*=|3a 0 a al, con rango
a a l1-a a a l1-a O

maximo 3.

|Al=0=4a’+a’-3a=0=a=-1 a:O,a:%

e Paraax-1, a0y a ¢% tenemos |A| #0, con lo que rg(A) =rg(A*) =n° de incognitas = 3 y el sistema

es compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

0 2a+1 1-a a 0 1-a a 2a+1 0

a 0 a 3a a a 3a 0 a

0 a 1-a a-1 a 0 1-a a a 0 a

X = = y=t—+—-—1=0 Z= =
A 4a-3 A |A| 4a-3
-1 -1 2 -1 -1 2 0 5
e Para a=-1tenemos |[A|=0, A=|-3 0 -1|y A*=(-3 0 -1 -1|.Elmenor | JZliO' con

-1 -1 2 -1 -1 2 0

lo que rg(A)=2. Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos
independientes:

1 2 0
0 -1 -1=0=rg(A%)=2
1 2 0

Por tanto, rg(A) =rg(A*) =2 <n°de incégnitas =3 y el sistema es compatible indeterminado con grado de
indeterminacion 1.

Ademas, teniendo en cuenta el menor de orden 2 anterior, lo podemos resolver eliminado la tercera
ecuacion y tomando x =\ :

-y +2z=>
Yy =2-Thz=1-3)
-z=-1+3\
011 0110
e Para a=0 tenemos |A|:O, A=|0 0O O]y A*=|0 O O O0|. Como el sistema es homogéneo y
0 01 0 0 10

|A|:0, serd compatible indeterminado. Ademas, obviamente podemos eliminar la segunda ecuacion,
obteniendo:

{y+z:0:>x=x,y:0,z=0
z=0
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351 351,
4 2 4 4 2 4 E E
e Para a=> tenemos |A|=0, A= 9 0 3 y A*= 9 0 33 . El menor |4 2 :—Eio,con
4 4 4 4 4 4 g 0 8
331 331 4
4 4 4 4 4 4

lo que rg(A)=2. Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos
independientes:

63
- ra(A*) =3
5q = 19A)

INNIAENEEENES
Alw o N|lo
o hMlw O

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.

12 m+3 12 m+3 3
d) Las matrices asociadas al sistema son A=|1 1 4+m-m?| y A*=|1 1 4+m-m? 3|, con rango
2 4 3(m+2) 2 4 3m+2) 8
maximo 3.
|AlI=0=>-m=0=m=0
e Para m=0 tenemos |A| #0, con lo que rg(A) =rg(A*) =n° de incdgnitas =3 y el sistema es compatible
determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

3 2 m+3 1 3 m+3 1 2 3
3 1 4+m-m? 1 3 4+m-m? 11 3
|8 4 3m+2)| 4m*+m-10 2 8 3m+2)| 2m?-2 2 4 8 2
Al m A m Al
1 2 3 1 2 3 3
e Para m=0 tenemos |A|=0, A=|1 1 4|y A*=|1 1 4 3|.El menor i i‘z—lio, con lo que
2 4 6 2 4 6 8

rg(A)=2. Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos
independientes:

=-2#0=rg(A*)=3

==Y
AR, DN
o W W

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.

a 1l 1 @-)@+2
yA*=|1 a 1 (a-1%*a+2)|,conrango maximo 3.
1 1 a (@a-12%a+2)

e) Las matrices asociadas al sistema son A =

ko
=
D b

|A|l=0=a’-3a+2=0=>a=-2a=1

e Para ax-2 y a=1 tenemos |A|¢0, con lo que rg(A) =rg(A*)=n°de incognitas =3 y el sistema es
compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

@-)Ya@+2 1 1 a (@a-hH@+2) 1
(a-*(a+2) a 1 1 (@a-@+2) 1
o @a-*@+2 1 a —@izai1l y- 1 (@-»@+2) a 233
A A

1 @-h@a+2
1 a (@a-12%@a+2)
1 1 @-2@+2) _

a®-a?-2a+1
|A
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e Para a=-2 o0 a=1 el sistema resulta ser homogéneo con |A| =0, por lo que es compatible indeterminado

en ambos casos.

-2 1 1
Para a=-2 tenemos A=| 1 -2 1| con el menor i‘ =-1+#0, por lo que podemos resolver el
1 1 -2
sistema eliminando la tercera ecuacion y tomando x =L :
y+z=2h =>X=N2=MZ2=A
-2y +Z=-A

Para a =1 las tres ecuaciones coinciden, por lo que el sistema se reduce a:
X+y+z2=0=>X=-pu-Ay=12=»>A

f) Las matrices asociadas al sistema son:

a’+a 2 0 a’+a 2 0 2
A=| a’+a a’-a 0 y A*=| a’+a a’-a 0 4 |, con rango maximo 3.
a?-a-2 0 a?-a-2 a?-a-2 0 a*-a-2 2

|Al=0=>a°-a°-5a*+a’+8a’+4a=0=>a=-La=0a=2

e Paraaz-1,a=0y a=2 tenemos |Al=0, con lo que rg(A)=rg(A*) =n° de incognitas =3 y el sistema
es compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

2 2 0 a’+a 2 0
4 a’-a 0 a’+a 4 0
12 0 a’-a-2| 2@ -a-4) . a’-a-2 2 a*-a-2 B 2
B Al ~a@-2)(a+1? - A T (@a-2)@+1
a’+a 2 2

a’+a a’-a 4
a®-a-2 0 2| 4a+2)

zZ= =
|A (a-2)(@a+1?
0 20 0 2 0 2
e Para a=-1 tenemos |A| =0, A=|0 2 0|y A*=|0 2 0 4] yelsistema esincompatible, ya que la
0 0O 0 0 0 2
tercera ecuaciones 0=2.
0 2 O 0 2 0 2
e Para a=0 tenemos |A| =0, A= 0 0 O|y A*=| 0 O O 4] y el sistema es incompatible, ya
-2 0 -2 -2 0 -2 2

que la segunda ecuacién es 0=4.

0 2
0 4] y el sistema es incompatible, ya que la
0 2

oON DN
o O o
<
%
]
o o o

6
e Para a=2 tenemos |A|=0, A=|6
0

tercera ecuaciones 0=2.
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67. Discute los siguientes sistemas para los distintos valores del pardmetro y resuélvelos cuando sea posible.

ax+y+z=a? X+y+z=2
_ - 2X -y =
a) X-y+z=1 o) X—y=»A
3x-y-z=1 y+3z=2
6x-y+z=3a X-y+2z=0
kx+ky -z =2 X+3y-az=4
b) 3x—ky =0 ) —-ax+y+az=0
5x+ky =0 —X+2ay =a+2
Xx+2z=1 2x-y-2z=0
a 1 1 a 1 1 a?
1 -1 1 —
a) Las matrices asociadas al sistema son A= y A*= -1t , con rango maximo 3y 4,
3 -1 -1 3 -1 -1 1
6 -1 1 6 -1 1 3a

respectivamente.

|A*=0=-4a’+16a-16 =0=a=2

Para a =2 tenemos |A*| #0, con lo que rg(A*)=4. Como rg(A) <3 tenemos rg(A) = rg(A*) y el sistema

es incompatible.

2 1 1 2 1 1 4
1 1 1 -1 11 2 1
e Para a=2 tenemos |[A*=0, A= y A*f= . El menor |1 -1 =10+#0,
3 -1 -1 3 -1 -1 1
3 -1 -
6 -1 1 6 -1 1 6
con lo que rg(A) =rg(A*) = n° de incégnitas = 3 y el sistema es compatible determinado.
Lo resolvemos eliminando la cuarta ecuacion y aplicando la regla de Cramer:
4 1 2 4 2 1 4
1 -1 11 1 -1
1 -1 - 3 1 - 3 -1
X:—:E:]_ y:—:gzl Z:—:E:l
10 10 10 10 10 10
k k -1 k k -1 2
. . . 3 -k O 3 -k 0O L
b) Las matrices asociadas al sistema son A= 5 0 y A*= 5 k 0 ol con rango maximo 3y 4,
1 0 2 1 0 2 1

respectivamente.

|A*¥=0=-40k=0=k =0

Para k =0 tenemos |A*| #0, con lo que rg(A*)=4. Como rg(A) <3 tenemos rg(A) = rg(A*) y el sistema

es incompatible.

0 0 -1 0 0 -1 2
3 0 O 3 0 00
Para k =0 tenemos |[A* =0, A= y A* = .
50 O 50 00
10 2 10 21
0 -1 2
Observemos que rg(A) =2, en cambio rg(A*)=3,yaqueelmenor |3 0 0/=15=0.
1 2

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.
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90

1 11 1 112
. . . -1 0 2 -1 0 A Lo
c) Las matrices asociadas al sistema son A= y A*= , con rango maximo 3 y 4,
13 0 1 3 A
1 -1 2 1 -120

respectivamente.

[Af=0=14r-14=0=2=1

Para A =1 tenemos |A*| #0, con lo que rg(A*)=4. Como rg(A) <3 tenemos rg(A) = rg(A*) y el sistema

es incompatible.

1 11 1 112 11
2 -1 0 2 -1 0 1
e Para A=1tenemos [A*=0, A= y A* = .Elmenor |2 -1 0|=-7=0,conlo
0 1 3 0 13 1
0O 1 3
1 -1 2 1 -120
que rg(A) =rg(A*) = n° de incégnitas = 3 y el sistema es compatible determinado.
Lo resolvemos eliminando la cuarta ecuacién y aplicando la regla de Cramer:
2 1 12 1 12
1 -1 0 2 10 2 -1
1 1 3 - _
Bty 0ty 0 1 0
-7 -7 -7 -7 -7 -7
1 3 -a 1 3 -a 4
. . . -a 1 a -a 1 a L.
d) Las matrices asociadas al sistema son A = y Af= , Con rango maximo 3 'y
-1 2a O -1 2a 0 a+2
2 -1 2 2 -1 -2 0

4, respectivamente.

|A*=0=a’-a’-8a+12=0=>a=-3 a=2

e Para ax-3ya=2 tenemos |A*| # 0, con lo que rg(A*) =4 . Como rg(A) <3 tenemos rg(A) = rg(A*) y el

sistema es incompatible.

1 3 3 1 3 3 4
Para a=-3 tenemos |A* =0, A= 3 13 y A*= 8 1= 0
-1 6 O -1 6 0 -1
2 -1 -2 2 -1 -2 0
1 3 3
El menor |3 1 -3[=-60=#0, con lo que rg(A)=rg(A*)=n°deincognitas=3 y el sistema es
-1 6 O

compatible determinado.
Lo resolvemos eliminando la cuarta ecuacién y aplicando la regla de Cramer:

4 3 3 1 4 3 1 3 4
0 1 -3 3 0 -3 3 1 O
-1 -6 o - -1 -1 O -1 -6 - —
X:—:ﬂ:l y:—:L:O Z:—:ﬂ:l
-60 -60 -60 -60 -60 -60
1 3 -2 1 3 -2 4
-2 1 2 -2 1 2 0
Para a=2 tenemos |A* =0, A= y A*= )

-1 0 -1 4 0 4
2 -1 -2 2 -1 -2 0

El menor

3 . L
=7 =0, pero cualquier ampliacion a un menor de orden 3 es nulo, tanto en A como en

A*. Por tanto, rg(A) =rg(A*) = 2 <n°de incognitas = 3 y el sistema es compatible indeterminado con grado
de indeterminacion 1. Para resolverlo, teniendo en cuenta el menor de orden 2 anterior, eliminamos la
tercera y cuarta ecuacién y tomamos z =2 :

{x+3y:4+2kz>x_ 448\  8+2)

—-2X+y =-2\ 7 7

zZ=A
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68. Discute el siguiente sistema para los d

Las matrices asociadas al sistema son A=

maximo 3y 4, respectivamente.

istintos valores del parametro.

X+y+z=0

X+2y+3z2=0
mx+(Mm+2y+(m-1)z=m-2
3X+(M+3)y+4z=m-2

1 1 1 1 1 1 0
1 2 3 1 2 3 0
y A*= , con rango
m m+1l m-1 m m+1l m-1 m-2
3 m+3 4 3 m+3 4 m-2

[A*=0=2m?>-8m+8=0=>m=2

e Para m=#2 tenemos |A* =0, con lo que rg(A*) = 4. Como rg(A) <3 tenemos rg(A) # rg(A*) y el sistema es

incompatible.
111 1110
e Para m=2 tenemos |A*|:O, A= 123 y A*= 1230 . Como el sistema es homogéneo, sera
2 31 2 310
3 5 4 3540
1 1 1
compatible. Como el menor (1 2 3/=-3#0 tenemos rg(A)=n°deincégnitas=3 y el sistema es

2 31

compatible determinado.

69.
a=1.

Las matrices asociadas al sistema son

con rango maximo 3.

Discute el siguiente sistema para los distintos valores del parametro y halla todas sus soluciones cuando

I-)x +Ra+y +2a+2)z =a
oaX +ay =20+2
2X +(a+y +(a-Dz=a?-2a+9

1-o0 200+1 20+2 l1-a 200+1 20.+2 o
A= o o 0 y A*=| «a o 0 200+2 |,
2 o+l o-1 2 o+l o-1 a?-2a+9

[Al=0= -0*+30*-200=0=a=0,00= a=2

e Para a#0,a=1lyoa=2 tenemos |
compatible determinado.

Al=0, con lo que rg(A)=rg(A*) =n° de incognitas =3 y el sistema es

11 2 11 20
e Para o =0 tenemos |A|=O, A=/0 0 Oy A*=|0 0O O 2|, con lo que la segunda ecuacion es
2 1 1 2 1 -19
0 =2, siendo, por tanto, el sistema incompatible.
0 3 4 0 3 41
e Para a=1 tenemos |[A/=0, A=|1 1 Oy A*=|1 1 0 4|. El menor 0 :i‘=3¢0, con lo que
2 20 2 2 0 8
rg(A) = 2. Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:
0 3 1
1 1 4=0=rg(A¥)=2
2 2 8

Por tanto, rg(A)=rg(A*) =2 <n°de incégnitas =3 y el sistema es compatible indeterminado con grado de
indeterminacion 1. Ademas, teniendo en cuenta el menor de orden 2 anterior, lo podemos resolver eliminado la

tercera ecuacion y tomando z =2 :

3y =1-4)r 11+4)1 1-4)0
= X= Y = yZ=X
X+y=4 3 3
ST Sistemas de ecuaciones lineales | Unidad 9
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-1 5 6 -1 5 6 2 o
e Para a=2 tenemos |A|=0, A=| 2 2 0|y A*=| 2 2 0 6|. El menor 1‘_2;&0, con lo que
2 3 1 2 3 19

rg(A) = 2. Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

5
2 =-26#0=rg(A*) =3
3

= O O
© N

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.

1 2 m
70. Sea B=|2 0 1| lamatrizde coeficientes de un sistema lineal. Halla razonadamente los valores de m
m 1 2

paralos que el sistema es compatible determinado.

El sistema sera compatible determinado si |B| es no nulo. Tenemos:

|B|=0:4m—9=0:>m=%

Por tanto, el sistema es compatible determinado si m ;t% .

X-3z=-1
y-t=2
-3x+2z2=0
—4xX +At =-5

71. Dado el sistema

a) Discute su compatibilidad segun los distintos valores de 2 .

b) Resuélvelo para L =7.

10 -3 0 10 -3 0 -1
01 0 1 01 0 -1 2
a) Las matrices asociadas al sistema son A= y A*= , con rango
-3 0 2 O -3 0 2 0 O
-4 0 0 A -4 0 0 A -5

maximo 4.
JAl=0=-7A=0=1=0

e Para A =0 tenemos |Al#0, con lo que rg(A) =rg(A*) = n° de incognitas = 4 y el sistema es compatible
determinado.

10 -3 0 10 -3 0 -1
e Para . =0 tenemos |Al=0, A= 01 0 y A*= o1 02
-3 0 2 0 -3 0 2 0 O
-4 0 0 O -4 0 0 0 -5
10 -3
Elmenor | 0 1 0{=-7=0,conloque rg(A)=3.
-3 0 2

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

10 -3 -
0 1 2

=27 =1g(A) =4
3 0 0 = rg(A%)
-4 0 0 -5

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.
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b) Segun el apartado anterior, si A =7 el sistema es compatible determinado y lo podemos resolver con la regla

de Cramer:
-1 0 -3 O 1 -1 -3 0
2 1 0 -1 0O 2 0 -
00 2 O -3 0 2 O
X:—5 0O O 7:—_1423 y:—4 -5 0 k:ﬂzﬂ
A -49 7 A -49 49
10 -1 O 10 -3 -
0 1 2 -1 0 1 0 2
-3 0 0 O -3 0 2 O
22—4 0 -5 7:ﬂ:§ t:—4 0O O —5_2_7_ 27

72. Discute los siguientes sistemas para los distintos valores de los parametros ay b.

X+ay+2z=3 ax+(2a+y-az=1
a) ix-3y-z=-1 Cc) Jax+y-az=-2b
—-X+8y+4z="hb ax+(-a)z=b
2x-y-2z=b ax+y+z=b+1
b) {x+y+z=5 d) jax+y+a?z=2
4x -5y +az =-10 X+y+az=2b
1 a 2 1 a 2 3
a) Las matrices asociadas al sistemason A=| 1 -3 -1|y A*=| 1 -3 -1 -1|, conrango maximo 3.
-1 8 4 -1 8 4 b

IAl=0= -3a+6=0=a=2
e Para a=2 tenemos |Al#0, con lo que rg(A) = rg(A*) = n° de incognitas =3 y el sistema es compatible
determinado para cualquier valor de b.
1 2 2 1 2 2 3 1
e Para a=2 tenemos |[A|=0, A=| 1 -3 -1/y A*=| 1 -3 -1 -1|.Elmenor |
-1 8 4 -1 8 4 b
lo que rg(A)=2. Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos
independientes:

2
‘:—S:to,con
-3

1 2 3
1 -3 -1=-5b+25=rg(A*)=3 sib=5 yrg(A*)=2 si b=5
-1 8 b

Por tanto, el sistema es incompatible si a=2 y b =5,y compatible indeterminadosi a=2 y b=5.

2 -1 -2 2 -1 =2 b
b) Las matrices asociadas al sistemason A= 1 1 1|y A*=|1 1 1 51, con rango maximo 3.
4 -5 a 4 -5 a -10

|Al=0=>3a+24=0=>a=-8

e Para a=-8 tenemos |Al=0, con lo que rg(A) =rg(A*) = n° de incognitas =3 y el sistema es compatible
determinado para cualquier valor de b.

2 -1 -2 2 -1 -2 b 5
e Para a=-8 tenemos |[Al=0, A=|1 1 1|y A*=|1 1 1 5 |. El menor _i'=3¢0,con
4 5 -8 4 -5 -8 -10

lo que rg(A)=2. Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos
independientes:

2 -1 b
1 1 5=-9=rg(A")=3sib%0yrg(AY)=2sib=0
4 -5 -10

Por tanto, el sistema es incompatible si a=-8 y b # 0, y compatible indeterminadosi a=-8 y b=0.
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a 2a+l -a a 2a+l1 -a 1
c) Las matrices asociadas al sistema son A=|a 1 -a |y A*=|a 1 -a -2b|, con rango
a 0 1-a a 0 l-a b

méximo 3.
|Al=0=-2a=0=a=0

e Para a=0 tenemos |A| #0, con lo que rg(A)=rg(A*) =n°de incégnitas =3 y el sistema es compatible
determinado para cualquier valor de b.

0 10 0 10 1
e Paraa=0 tenemos |A|=0, A=|0 1 O|yA*=/0 1 0 -2b|.
0 0 1 0 01 b

1
El menor

2‘:1¢0,con lo que rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

1 0 1
1 0 -2bj=2b+1=rg(A*)=3 si b;t—l y rg(A*) =2 si b:—1
01 b 2 2

Por tanto, el sistema es incompatible si a=0 y b = —% , y compatible indeterminado si a=0 y b= —% .

a 1l 1 a 1l 1 b+l
d) Las matrices asociadas al sistemason A={a 1 a®’|y A*=|a 1 a® 2 |, conrango maximo 3.
11 a 11 a 2b

|Al=0=-a’+a’+a-1=0=>a=-la=1

e Para a#-1 y a=1ltenemos |A| #0, con lo que rg(A)=rg(A*)=n°de incognitas=3 y el sistema es
compatible determinado para cualquier valor de b.

-1 1 1 -1 1 1 b+1
e Paraa=-1tenemos |A|=0, A=-1 1 1|yA*=-11 1 2
11 -1 1 1 -1 2b

El menor

_i i'_—Z;tO,con lo que rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

-1 1 b+
-1 1 2 |=-2b+2=rg(A*)=3 sib#1yrg(A")=2 sib=1
1 1 2b

Por tanto, el sistema es incompatible si a=-1y b #1, y compatible indeterminadosi a=-1y b=1.

111 11 1 b+1
e Para a=1tenemos |A|=0, A=1 1 1|y A*=|1 11 2
111 111 2b

Observemos que rg(A)=1, rg(A*)=2 si b=1y rg(A*)=1si b=1.

Por tanto, el sistema es incompatible si a=1y b =1, y compatible indeterminadosi a=1y b=1.
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Sistemas homogéneos

73. Determina para qué valores del pardametro k cada uno de los siguientes sistemas tienen soluciones
distintas de la trivial y resuélvelo en tales casos.

X+ky—-z=0

X+ky-z=0
a) {2x-y+2z=0 b) <kx-y+z=0
X—-4y +kz=0 (k+D)x+y =0

Al tratarse de sistemas homogéneos, tendran soluciones distintas de la trivial si el rango de la matriz de
coeficientes es menor que el nimero de incoégnitas, es decir, si el determinante de la matriz de coeficientes es

nulo.
1 k - 5

a) [Al=]2 -1 2/=0=>-2k’+k+15=0=>k=-=,k=3
1 -4 k 2

Por tanto, el sistema tiene soluciones distintas de la trivial si k = —g ok=3.

1 -2 -1
5 2 -
e Para k= 5 tenemos A=|2 -1 2|, el menor 2“: 420, por lo que podemos resolver el
1 -4 -3
2
sistema eliminando la tercera ecuacién y tomando y =\ :
X-z =§k 3L
2 :>x:7,y:k,z:—k
2X+2z =X
1 3 -1 3
e Para k=3 tenemos A=|2 -1 2|, el menor ]‘_ -7 #0, por lo que podemos resolver el sistema
1 -4 3 -
eliminando la tercera ecuacion y tomando z =2 :
X+3y =\
Ty :x:—ﬂ,y:ﬂ,z:k
2X -y =-2A 7 7
1 k -
b) |Al=| k -1 1|=0=k’>-k-2=0=>k=-1k=2
k+1 1 O

Por tanto, el sistema tiene soluciones distintas de la trivial si k =-1 o k=2

1 -1 -1
e Para k=-1 tenemos A=|-1 -1 1|, el menor _j——lvzo, por lo que podemos resolver el
0 1 0

sistema eliminando la primera ecuacion y tomando z =2 :

{_X_y:_k:x=k,y=0,z=k

y=0
1 2 -1 1
e Para k=2 tenemos A=|2 -1 1|, el menor 71 j: -1#0, por lo que podemos resolver el sistema
3 1 0
eliminando la primera ecuacion y tomando x = A :
— =-2\
y+z —X=hy=-3\z=-5L

y =-3A
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74. Discute y resuelve, cuando sea posible, los siguientes sistemas.

AX+2y+z=0 3Xx-y-2z2=0
a) {Ax-y+2z=0 b) {mx+3y-z=0
X—Ay +22=0 3x-y+5z2=0

Al tratarse de sistemas homogéneos seran siempre compatibles. Serdn compatibles determinados si el rango de la
matriz de coeficientes en igual al niUmero de incégnitas, es decir, si el determinante de la matriz de coeficientes es

no nulo.
A2

a) |A|:k -1 2|=0=>A?-6AL+5=0=>A=1A=5
1 A 2

e Paral#1ly A=5 tenemos |A| #0 vy, por tanto, el sistema es compatible determinado.

Su Unica solucion es la trivial, x=y =z=0.

1 21
e Para A =1 tenemos |A| =0, A=|1 -1 2|y elsistema es compatible indeterminado.
1 -1 2

1
Como el menor 4

2 - .
=-3 # 0, podemos resolverlo eliminando la tercera ecuacion y tomando z =p :

X+2y =—
y H:x:—i,yzﬂ,z:u
X—y=-2u 3 3
5 2 1
e Para A =5 tenemos |A| =0, A=|5 -1 2| yelsistema es compatible indeterminado.
1 -5 2

Como el menor

2]‘ =5 %0, podemos resolverlo eliminando la tercera ecuacion y tomando X =p:

2y +z =-5u
X=Wwy=-u2z=-3
{—y+22=—5u: MY =—1 H
3 -1 -2
b) |A|:m 3 -1=0=>7m+63=0=>m=-9
3 -1 5

e Para m = -9 tenemos |A| # 0 y, por tanto, el sistema es compatible determinado.

Su Unica solucion es la trivial, x=y =z=0.

3 -1 -2
e Para m=-9 tenemos |A| =0, A=|-9 3 -1]yelsistema es compatible indeterminado.
3 -1 5

Como el menor

-1 -2 o L
3 J =7 # 0, podemos resolverlo eliminando la tercera ecuacion y tomando x =\ :

{_y_zzz_sk:x:x,yzsx,ho

3y-z=91
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75.

76.

La matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo es:

-1 2 3
2 1l-a 0
4 1 2a+2

Discutelo y resuélvelo cuando tenga infinitas soluciones.

Al ser un sistema homogéneo, es siempre compatible. Sera determinado si el determinante de la matriz de
coeficientes es no nulo.

[Al=0=2a%?+4a-16 =>a=-4,a=2
Por tanto, el sistema es compatible determinado si a=-4 y a=#2,y es compatible indeterminado si a=-4 o
a =2 . De este modo, debemos resolver el sistemasi a=-4 o a=2.

e Para a=-4 el menor

3 . . i
o= -15 # 0, con lo que podemos resolver el sistema eliminando la tercera ecuacion

2 =
ytomando x =2: y+3z X:x:k,yzfﬂ,z:%
5y =-2) 5 5

e Para a=2 el menor

3 . L L
O‘ =3 =0, con lo que podemos resolver el sistema eliminando la tercera ecuacion y

2y +3z=»\

P =>X=AYy=2\,2Z2=-LA

tomando x =A: {

Discute el siguiente sistema para los distintos valores del parametro y resuélvelo para m =0.

3X-y+mz=0
X+y=m
mx —3y +mz =-2m

3 -1 m 3 -1 m O
Las matrices asociadas al sistemason A=| 1 1 O|yA*=|1 1 0 m |,conrango maximo 3.
m -3 m m -3 m -2m

[Al=0=-m?+m=0=>m=0m=1

e Para m#0 y m=1 tenemos |Al=0 con lo que rg(A)=rg(A*) =n°deincognitas=3 y el sistema es
compatible determinado.

3 10 3 -1 00
e Para m=0 tenemos |AlI=0, A=|1 1 0|y A*=|1 1 0 O0|. Como el sistema es homogéneo, es
0 -3 0 0 -3 00
compatible indeterminado. Como el menor 0 ]‘=3¢0, lo podemos resolver eliminando la primera
., X+y =0
ecuacion y tomando z =1 : =x=0y=0z=X
-3y =0
3 -1 1 3 .11 o0
e Para m=1tenemos |Al=0, A=|1 1 0|y A*=[1 1 0 1|.Elmenor| j:—lsto,con lo que
1 -3 1 1 -3 1 -2
rg(A) = 2. Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:
-1 1 0
10 =0=>rg(A¥) =2
-3 1 -2

Por tanto, rg(A) =rg(A*) =2 vy el sistema es compatible indeterminado.

-y+z=-3\

y=1-% =>X=AYy=1-12z2=1-40

Tomando x=2: {
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77.

78.

Dado el sistema de ecuaciones lineales:

X+my =-1
(1-2m)x -y =m

a) Discute el sistema segun los valores del parametro m.
b) Resuelve el sistema en los casos en que la solucion no sea Unica.

c) Calcula los valores de m para que (-3, 2) sea solucién.

. . . 1 1 -1 L.
a) Las matrices asociadas al sistema son A = m y A* = m con rango maximo 2.
1-2m - 1-2m -1 m

|A|=0:>2m2—m—1=0:>m=—%,m=1

e Para m= —% y m=1 tenemos |A| #0, con lo que rg(A)=rg(A*) =n°de incognitas =2 Yy el sistema es

compatible determinado.

1 1 -1 1 -2 4
e Para m=—§ tenemos |A|=0, A= 2|y A*= 2 e
2 -1 2 -1 -

Las filas de A son proporcionales, pero las de A* no lo son, por tanto, rg(A) =1, rg(A*) =2 y el sistema es
incompatible.

1 1 1 1 -
e Para m=1tenemos |[Al=0, A= y A* = .
-1 - -1 -1 1

Tanto las filas de A como las de A* son proporcionales, por tanto, rg(A) =rg(A*) =1<n° de incognitas = 2
y el sistema es compatible indeterminado.

b) Segun el apartado anterior, tenemos que resolver el sistema para m=1. Para ello, podemos eliminar la
segunda ecuacion y tomar y = , obteniendo x =-1-1.

-31-2m)-2=m

_ 2m=-1 =1 L.
c) { 3+2m = {m = Para m =1 es solucién el punto (-3, 2).

Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

X+(M+1y +2z=-1

mx+y+z=m

L-m)x+2y +z=-m-1
a) Discute el sistema segun los valores del parametro m.

b) Resuelve el sistema para m =2. Para dicho valor de m, calcula, si es posible, una solucién en laque z=2.

1 m+1l 2 1 m+1 2 -1
a) Las matrices asociadas al sistema son A=| m 1 1|y A*=| m 1 1 m |, con rango
1-m 2 1 1-m 2 1 -m-1

maximo 3.

IAI:O:—2m2+5m—2:O:m:%,m:Z

e Para m ¢% y m=2 tenemos |A|=0, con lo que rg(A)=rg(A*) =n. de incognitas =3 y el sistema es

compatible determinado.
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1 E 2 1 i 2 -1
2 2
e Para m=2 tenemos |Aj=0, A= LY y A* = R
2 2 2 2
l 2 1 1 2 1 72
2 2 2

1
El menor

j——l;to,con lo que rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

3 2 -1
2
1
1 1 5 =320=rg(A*) =3
2 1 _3
2

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.

1 3 2 13 2 -1
e Para m=2 tenemos |A|:0,A= 2 1 1|lyA=2 11 2
-1 2 1 -1 2 1 -3

1
El menor
2

1‘:—1¢0,con lo que rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

2 _
1 2/=0=rg(A%)=2
1 -3

N b W

Por tanto, rg(A) =rg(A*) = 2 < n° de incognitas = 3 y el sistema es compatible indeterminado con grado de
indeterminacion 1.

b) Segun el apartado anterior, si m =2 el sistema es compatible indeterminado con grado de indeterminacion 1.

Ademas, teniendo en cuenta el menor de orden 2 considerado en dicho apartado, lo podemos resolver
eliminando la primera ecuacion y tomando x = A :

{y+z—2—2k

=X=AYy=-5+31,2z2=7-51
2y +z=-3+A

Para encontrar una solucion en la que z =2 observemos que z=2=7-5\=2= A =1, por tanto, la solucién
buscadaes x=1y=-2z=2.
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79.

80.

81.

Se sabe que el sistema de ecuaciones lineales

X-2y +3z=4
2x-y+z=8 ,aeR
X -5y +az=4

es compatible indeterminado.

a) Calcula ay resuelve el sistema para dicho valor del parametro.

b) Para el valor de a encontrado, da una solucion particular del sistema tal que x =y .

a) Para que el sistema sea compatible indeterminado el determinante de la matriz de coeficientes debe ser nulo:

[Al=0=3a-24=0=a=8

1 -2 3 1 -2 3 4 1
Para a=8 tenemos A={2 -1 1|y A*=|2 -1 1 8|. Elmenor 5 _1‘=3¢0, con lo que rg(A)=2.
1 -5 8 1 -5 8 4 -

Como sabemos que el sistema es compatible indeterminado, no es necesario determinar rg(A*), sabemos que
debe ser rg(A*)=2. Ademas, para resolver el sistema, teniendo en cuenta el menor de orden 2 anterior,
podemos eliminar la tercera ecuaciéon y tomar z =\ :

{x—Zy:4—3k2X 12+ 5\

2Xx-y =8-% 3

=—,Z2=\
y 3

l

12+% _ 50

b) Tenemos x=y =
3 3

= A =3, por tanto, la solucién buscadaes x=5y=52z=3.

Se sabe que el vector (2, 1, —1) es solucién del sistema:

ax +by +cz=a+c
bx -y +bz=a-b-c
cx—by +2z=b

Calcula el valor de los parametros a, b y c.

Sustituyendo las coordenadas del vector tenemos:

2a+b-c=a+c a+b-2c=0 a+b-2c=0 a+b-2c=0 a=3
2b-1-b=a-b-c= —a+2b+c:1E o 3b-c=1 =g 3b-c=1 =ib=1
2c-b-2=b 2b+2c=2 = | -2b+2x=2 = 4c=8 |c=2

Se consideran las matrices:

3 -1 0 100
A=l-1 3 0 l,={0 1 0
0 0 2 00 1

a) Resuelve la ecuacion det(A-xl,)=0.
b) Discute el sistema de ecuaciones homogéneo cuya matriz es A—xl, segun los valores del nimero real x.
c) Resuélvelo en aquellos casos en que el sistema sea compatible indeterminado.
3-x -1 0
a) det(A-xl,)=0=| -1 3-x 0 [=0=-x’+8x*-20x+16=0=>x=2x=4
0 0 2-x

b) Segun el apartado anterior, el sistema sera compatible determinado si x#2 y x =4, y sera compatible
indeterminadosi x=2 o x=4.

1 -10
c) Si x=2 tenemos rg(A-2,)=rg| -1 1 0|=1, por lo que el sistema se reduce a una ecuacioén, x-y =0,
0 0O
consolucién x=Ay=1z=p.
-1 -1 0
Si x=4 tenemos rg(A-2,)=rg|-1 -1 0|=2, por lo que el sistema se reduce a {;Xz_oy :O, con
0 0 -2

solucion x=-A, y =1, z=0.
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X—-2y +3z2=5

82. Dado el sistema { :

a)

b)

a)

b)

Xx-3y+2z=0

Calcula el valor del pardametro o para que al afadirle la ecuacion ax+3y+z =9, resulte un sistema
compatible indeterminado. Resuélvelo, si es posible, para a.=0.

¢ Existe algun valor de o para el que el sistema con estas 3 ecuaciones no tenga solucion?

1 -2 3 1 -2 3 5
Afadiendo la ecuacion, las matrices asociadas al sistema seran A=| 1 -3 2|y A*=| 1 -3 2 0].
a 3 1 a 3 19

Para que el sistema sea compatible indeterminado los rangos de Ay A* deben coincidir y ser menores que el
namero de incégnitas, es decir, que 3.

. 1
Observemos que para cualquier valor de o, rg(A) > 2, ya que el menor 1

:z‘ =-1=0, por tanto, para que el
sistema sea compatible indeterminado debe ser rg(A) =rg(A*)=2.
Para que rg(A) =2, |A| debe ser nulo:

|N=O:5a+2=03a=—§

Ademas, para este valor de o, rg(A*) =2, ya que ampliando el menor de orden 2 anterior con la columna de
términos independientes tenemos:

125
1 -3 0=0
_g 3 9

5

Por tanto, el sistema es compatible indeterminado si o = —é .

Para o =0 tenemos |A| =2=0, con lo que el sistema es compatible determinado y lo podemos resolver por la
regla de Cramer:

5 -2 3 15 3 1 -2 5
0 -3 2 10 2 1 -3 0
X:izgzo y:&:izz Z:uzgzg
A A2 A2

Segun el apartado anterior no existe ningun valor de o para el que el sistema sea incompatible, si o = s es

compatible determinado y si o = —% es compatible indeterminado.
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83. Se considera el sistema de ecuaciones lineales que depende de los parametros a, b y c:

2ax +by +z=3c
3Xx -2y -2cz=a
bax -2y +cz =-4b

a) Justifica razonadamente que para los valores de los pardametros a=0, b=-1 y c=2 el sistema es
incompatible.

b) Determina razonadamente los valores de los pardmetros a, b y c, para los que se verifica que
(%Y, 2) =@ 2, 3) es solucion del sistema.

¢) Justifica si la solucion (x, y, z) =(1, 2, 3) del sistema del apartado b) es, o no, Unica.

a) Sia=0, b=-1y c=2 las matrices asociadas al sistema son:

0 -1 1 0 -1 16
A=|3 -2 4|yA*=3 -2 4 0
0o -2 2 0 -2 2 4

0
Tenemos |A|=0 y el menor 3

21‘=S¢0,porloque rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

0 -1 6
3 -2 0/=-24%0=rg(A*)=3
0 -2 4

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.

b) Sustituyendo los valores de x, y, z tenemos:

2a+2b+3=3c 2a+2b-3c=-3 -a-6¢c=1 —-a-6¢c=1 —-a-6¢c=1
3-4-6Cc=a =J-a-6¢c=1 e 2a+2b—3c:—3E = 2b—15c:—1E = 2b-15¢c =-1=
5a-4+3c=-4b |5a+4b+3c=4 = |5a+4b+3c=4 E-f5E [4b-27c=9  |3c=11

11

a=-23b=27c=—
3

NOTA: El sistema obtenido con incognitas a, b y ¢ es de Cramer, ya que el determinante de la matriz de
coeficientes es no nulo, por lo que podriamos haber usado la regla de Cramer para resolverlo.

c) Segun el aparatado anterior, si (X, y, z) = (L 2, 3) es solucion tenemos a=-23, b=27yc = % .

Para estos valores de los parametros el determinante de la matriz de coeficientes del sistema es:

-46 27
3 -2 —% =23249=0
-115 -2 1
3

Por tanto, el sistema es compatible determinado, con lo que (x, y, z) =(, 2, 3) es la Unica solucion.
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X-2y+3z=1

5 5 halla dos constantes a y B de manera que al afiadir al sistema anterior
X+y—2z=

84. Dado el sistema {

unatercera ecuacion 5x +y +az =, el sistema resultante sea compatible indeterminado.

1 -2 3 1 -2 3 1
Afadiendo la ecuacién, las matrices asociadas al sistema seran A=| 2 1 -1y A*=|2 1 -1 2.
5 1 «a 5 1 o B

Para que el sistema sea compatible indeterminado los rangos de Ay A* deben coincidir y ser menores que el
namero de incégnitas, es decir, que 3.

. 1
Observemos que para cualquier valor de o, rg(A)>2, ya que el menor 5

_ZJ =520, por tanto, para que el
sistema sea compatible indeterminado debe ser rg(A) =rg(A*)=2.
Para que rg(A) =2, |A| debe ser nulo:

|A|:0:>5a+2:0:a:—§

Para este valor de o, rg(A*) =2 si el determinante obtenido ampliando el menor de orden 2 anterior con la
columna de términos independientes es nulo:

1 -2
rgAN=2=2 1 2/=0=53-25=0=p=5
5 1 B

85. a) Considera la matriz y los vectores siguientes:

Xy z a 1
M=y z x A=|b B=|0
zZ Xy c 1
1
donde X, y y z son numeros reales. Determina x, y y z para que el vector A=| 2| sea solucién del sistema
3

MA=B.

b) Sean ahora la matriz y los vectores siguientes:
a b c X 1
N=|b c a X=|y B=|0
c ab z 1

donde a, b y ¢ son nimeros reales que verifican a0, c=a y a+b =0. Determina si el sistema NX =B es
compatible determinado.

Xy z\(1 1 X+2y+3z=1 X+2y+3z=1 X+2y+3z=1
a MA=B=|y z x|/2|=|0|= 3x+y+22=0F = —5y—7z=—3F = -5y -7z=-3=
z x y)3) 1 2Xx+3y +z=1F>Rk2R| —y-5z=-1 -18z=-2
2 4 1
>X=—-—,Yy=—,2=—
9 9 9

b) El determinante de la matriz de coeficientes del sistema es:

a -a a
INj=|-a a aj=-4a°#0
a a -a

Por tanto, el sistema es compatible determinado.
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86. El sistema AX =B donde:

104

>
Il
D O
g N O
D O
X
Il
N < X

tiene diferentes soluciones segln sea la matriz A.

a)

b)

c)

a)

b)

c)

Determina, si existen, el valor o los valores de a para los que el sistema es compatible determinado
(independientemente del valor de B).

0
Sia=4y B=| 1], determina, si existen, el valor o los valores de b para los que el sistema es incompatible.
—b

0

Sia=4 y B=| ¢ |, determina, si existen, el valor o los valores de c para los que el sistema es compatible
10

indeterminado. Resuelve el sistema.

El sistema serd compatible determinado si el determinante de A no es nulo, pero |A| =0 para cualquier valor de
a, por lo que no existe ningln valor de a para el que el sistema sea compatible determinado.

. 1
Si a=4 tenemos |A|=0 y el menor 0 (2):2¢0,con lo que rg(A)=2.

Para que el sistema sea incompatible, rg(A*) debe ser 3, es decir, el determinante que se obtiene ampliando el
menor de orden 2 anterior con la columna de términos independientes no debe ser nulo. Tenemos:

10 O
0 2 =-2b-5
4 5 b

Por tanto, el sistema es incompatible si b = —g.

Como en el apartado anterior, si a =4 tenemos rg(A)=2.

Para que el sistema sea compatible indeterminado, rg(A*) debe ser también 2, es decir, el determinante que

se obtiene ampliando el menor de orden 2 anterior con la columna de términos independientes debe ser nulo.
Tenemos:

c|=20-5c

1
0
4 10

o N O

Por tanto, el sistema es compatible indeterminado (con grado de indeterminaciéon 1) si c =4 .
Ademas, teniendo en cuenta el menor de orden 2, para resolver el sistema en este caso podemos eliminar la
tercera ecuacion y tomar z =2 :

=-A
X =>X=-AYy=22=A
2y =4
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CUESTIONES

87.

88.

89.

Razona la veracidad de las siguientes afirmaciones.
a) Un sistema con mas ecuaciones que incognitas no puede ser indeterminado.
b) Un sistema con mas incégnitas que ecuaciones puede ser compatible.

¢) Un sistema con mas incognitas que ecuaciones puede ser compatible y determinado.

a) La afirmacion es falsa, si partimos de un sistema indeterminado siempre podremos afiadirle ecuaciones que
sean combinacion lineal de las originales y el sistema seguira siendo indeterminado. Por ejemplo,

x-y=0
2x-2y =0
3x-3y =0

€s un sistema con mas ecuaciones que incognitas e indeterminado.
b) La afirmacion es correcta, el sistema podria ser compatible indeterminado, aunque no determinado.

En efecto, si el sistema tiene n ecuaciones y m incognitas con m > n y A es la matriz de coeficientes del
sistema, tenemos rg(A) <n <m, por lo que es imposible que los rangos de las matrices asociadas al sistema
coincidan con el numero de incognitas, es decir, es imposible que el sistema sea compatible determinado.

L S . . . X — z=0
En cambio si puede ser compatible indeterminado, por ejemplo, el sistema {x z " ;-0

c) La afirmacién es falsa, como hemos probado en el apartado anterior.

Las columnas de la matriz de los coeficientes de un sistema de ecuaciones son C,, C,, C, y C,. Y la
matriz de los términos independientes es B =C, +C, . Razona si el sistema es compatible o incompatible.

Si Ay A* son las matrices asociadas al sistema, tenemos rg(A) =rg(A*), ya que la columna que se afiade a A
para formar A*, formada por los elementos de B, es combinacion lineal de las columnas de A.

Por tanto, el sistema debe ser compatible.

Sean Sy S' dos sistemas de ecuaciones lineales con la misma matriz de los coeficientes. Se pide:
a) Justificar con un ejemplo que uno de los dos sistemas puede ser compatible, y el otro, incompatible.

b) Siambos sistemas son compatibles, ¢ puede ser uno determinado y el otro indeterminado?

Xx-y=0

es compatible (indeterminado), con solucién x =y =X .
2x -2y =0

a) El sistema {

Xx-y=0

es incompatible.
2x-2y =1

En cambio, el sistema {
b) No es posible, ambos sistemas comparten la matriz de coeficientes A, por tanto, si uno de los sistemas es
determinado, tendremos rg(A) = n°® de incognitas .

Ademaés, para cualquier posible matriz ampliada A* tendremos rg(A) <rg(A*) <n° de incégnitas , de donde se
deduce que rg(A) =rg(A*) =n°de incognitas, es decir, cualquier sistema con matriz de coeficientes A sera
compatible determinado.
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90. Se considera un sistema de ecuaciones S con m ecuaciones y n incégnitas y el sistema homogéneo S' en
el que todos los coeficientes de las incognitas coinciden con los de S. Prueba que si (s, s,, S, ...S,) ¥
(t,, t,, t5, ..1,) son dos soluciones de S, entonces (s, -t,, s, -t,, s, —t;, ...s, —t,) es solucién S'.
Consideremos la forma matricial de los sistemas Sy S’:
AX +AX, +..+AX, =B AX +AX, +..+AX, =0
Tenemos  A(s,—t)+A(S, —t,)+..+ A (S, —t,) =(AS, +As, +...+As, ) — (At +At, +..+ At )=B-B=0, es
decir, (s,-t, s, —t,, s; —t; ..5, —t,) essolucion de S’.
91. Considera el sistema compatible determinado de dos ecuaciones con dos incégnitas:
Xx+y =1
X-y =3
cuya solucion es el par (2, —1). Sea S' el sistema que se obtiene al afiadir a S una tercera ecuacion
ax + by =c . Contesta razonadamente las siguientes preguntas.
a) ¢Puede ser S' compatible determinado?
b) ¢Puede ser S'incompatible?
c) ¢Puede ser S' compatible indeterminado?
a) Si, siempre que la nueva ecuacién sea combinacion lineal de las originales, el sistema seguira siendo
compatible determinado, ya que los rangos de las matrices asociadas no cambiaran. Por ejemplo, el sistema
X+y=1
X —y =3 sigue siendo compatible determinado.
X+y=1
X+y=1
b) Si, basta que la ecuacion afiadida contradiga una de las originales. Por ejemplo, el sistema {x-y =3 es
X+y=0
indeterminado.
¢) No, si hubiera infinitos pares que verificasen las tres ecuaciones del nuevo sistema, los habria que verifican las
dos ecuaciones originales, lo que no es posible, ya que la Unica solucion de éste es la dada en el enunciado.
PROBLEMAS
92. Se tiene una pieza rectangular de carton cuyo perimetro mide 148 cm. Para hacer una caja se corta un

cuadrado en cada esquinay se dobla de modo que resulta la base de la caja con un perimetro de 100 cm y
una de las caras laterales con un perimetro de 72 cm. Calcula las dimensiones de la caja.

Sean x, y y z el largo, ancho y alto (en cm) de la caja respectivamente, es decir, de la pieza rectangular de
dimensiones x+2z e y + 2z recortamos un cuadrado de lado z en cada esquina.

Las condiciones del enunciado nos llevan a plantear el sistema lineal:

2(Xx+2z+y +2z)=148 X+y+4z=74 x =20
2(x+y)=100 =iXx+y =50 =y =30
2y+2)=72 y+z=36 z=6

Resolviendo el sistema obtenemos que las dimensiones de la caja son y =30 cm de largo, x =20 cm de anchoy
z =6 cm de alto.
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93.

94.

95.

En una tienda venden camisetas de calidades baja, media y alta, a 5, 10 y 15 €, respectivamente. En una
semana se han vendido 150 camisetas, lo que ha supuesto unos ingresos de 1450 €. Si se hubieran
vendido 5 camisetas méas de calidad baja y 5 menos de calidad media, habria coincidido el nimero de
camisetas vendidas de estas calidades. Calcula cuantas camisetas se han vendido de cada clase.

X: camisetas calidad baja y: camisetas calidad media  z: camisetas calidad alta

Las condiciones del enunciado nos llevan a plantear el sistema lineal:

X+y+z=150 X+y+z=150
5x+10y +15z =1450 = {x + 2y + 3z = 290
X+5=y-5 x-y=-10

Resolviendo el sistema obtenemos que se han vendido x =50 camisetas de calidad baja, y =60 de calidad
mediay z =40 de calidad alta.

Juan y Pedro invierten 2000 € cada uno. Juan coloca una cantidad A al 4 % de interés, una cantidad B, al
5%, y el resto, al 6 %. Pedro invierte la misma cantidad A al 5 %, la B, al 6 %, y el resto, al 4 %.

Determina la cantidad B, sabiendo que Juan obtiene unos intereses de 105 € y Pedro de 95 €.

Las condiciones del enunciado nos llevan a plantear el sistema lineal:
0,04A +0,05B +0,06(2000 — A — B) =105 N 0,02A+0,01B =15
0,05A +0,06B +0,04(2000 - A—B) =95 0,01A+0,02B =15

Resolviendo el sistema obtenemos que B =500 € (también A =500 €).

Las normas de un juego establecen que cuando un jugador pierde debe repartir entre el resto de los
jugadores la mitad de lo que tiene. Tres jugadores empiezan a jugar con un total de 12 € y después de jugar
dos veces, en las que pierde distinto jugador, acaban los tres con la misma cantidad.

¢Con cuanto dinero empez0 a jugar cada uno de los jugadores?

Sean A, By C los jugadores, siendo A el primero que pierde y B el segundo en perder. Sean x, y y z las cantidades
con las que comienza cada jugador respectivamente. La siguiente tabla recoge las condiciones del enunciado:

Jugador A Jugador B Jugador C
Inicio X Y z
1.2 partida % y+% z+%
X X X
2epartida | x Y 4 _ox .y | Y4y x|, x Y4 5.y
2 4 16 4 2 2 8 4 4 16 4

Obtenemos, por tanto:

X+y+z=12

ox y y X X+y+Z:lZ

—_—t = —

16 4 2 8 =7Xx-4y =0 =>x=4€y=7€2=1€
X, y_ 5.y, [x-4z=0

16 4 16 4

NOTA: Este problema se resuelve de manera mucha mas sencilla razonando “hacia atras”. Como el total en juego,
12 €, no cambia, al final cada jugador acaba con 4 €. Asi, el jugador que perdié la segunda partida tenia antes de
jugarla 8 €, y los otros dos tenian 2 € cada uno. Por tanto, el jugador que perdié la primera partida tenia antes de
jugarla 4 €, y los otros dos tenian 7 € y 1 €, respectivamente.
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96.

97.

98.

La liga de fatbol de un cierto pais la juegan 21 equipos a doble vuelta. El equipo campedén obtuvo 70
puntos en total, 3 puntos por cada partido ganado, 1 punto por los empatados y 0 puntos por los perdidos.
Sin embargo, hasta el afio pasado los partidos ganados valian 2 puntos y el resto igual. Con el sistema
antiguo el actual campedn hubiera obtenido 50 puntos. ¢Cuéantos partidos gand, empat6 y perdié el equipo
campeodn?

x: partidos ganados y: partidos perdidos  z: partidos empatados

Observemos que cada equipo juega 40 partidos, 20 de ida y 20 de vuelta, por tanto, las condiciones del enunciado
nos llevan a plantear el sistema lineal:

X+y+z=40
3x+y =70
2x+y =50

Resolviendo el sistema obtenemos que el equipo ganador ha ganado x =20 partidos, ha empatado y =10
partidos y ha perdido z =10 partidos.

En una fabrica producen tres modelos de automovil. La capacidad de produccion es de 6000 unidades
cada mes. La demanda del modelo A es el triple que la demanda del modelo B y la demanda del modelo C
es la tercera parte de la demanda conjunta de los otros dos modelos. Calcula cuantas unidades de cada
modelo debe producir la fabrica cada mes.

X: unidades modelo A y: unidades modelo B z: unidades modelo C

Las condiciones del enunciado nos llevan a plantear el sistema lineal:

X+Yy +z=6000 X+Y +2 = 6000
X =3y = x-3y =0
z=% -X-y+3z=0

Resolviendo el sistema tenemos que se deben producir x =3375 unidades de A, y =1125 de By z=1500 de C.

La suma de las tres cifras de un namero es 16 y la suma de la primera y la tercera cifras es k veces la
segunda. Permutando entre si la primera y la tercera cifras se obtiene un nimero que supera en 198
unidades al numero dado.

a) Plantea un sistema de ecuaciones lineales cuya resolucion permita hallar el nimero dado.
b) Estudia para qué valores del parametro k el sistema tiene solucion.

c) Para k =1, determina el nimero de tres cifras que cumple las condiciones del enunciado.

a) Siel numero buscado es N =100x +10y + z, las condiciones del enunciado nos llevan al sistema lineal:

X+y+z=16 X+y+z=16
X+2z=ky =ix-ky+z=0
100z +10y + x =100x +10y +z+198 —X+z=2
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1 11 1 11 16
b) Las matrices asociadas al sistemason A=| 1 -k 1|y A*=| 1 -k 1 0.
-1 0 1 -1 0 1 2

Al=0=> -2k-2=0=k=-1

e Si k=#-1 tenemos |Al#0, por tanto, rg(A)=rg(A*) =n° de incognitas =3 y el sistema serd compatible
determinado.

e Si k=-1, tenemos |Al=0 y rg(A)=2, ya que el menor

;‘:1;& 0. En cambio, rg(A) =3, ya que al

ampliar el menor de orden 2 anterior con la columna de términos independientes tenemos:

1 1 16
1 1 0/=16=0
-1 0 2

Por tanto, el sistema es incompatible.

c) Si k=1, resolviendo el sistema lineal del apartado a mediante el método de Gauss o de Cramer, obtenemos
x=3,y=8yz=5, conloque el ntmero buscado es N =385.

99. Las edades (en afios) de un nifio, su padre y su abuelo verifican las siguientes condiciones: La edad del
padre es a veces la del hijo. El doble de la edad del abuelo més la edad del nifio y mas la del padre es 182
afnos. El doble de la edad del nifio més la del abuelo es 100.

a) Establece las edades de los tres suponiendo que o =2.
b) Para o =3, ¢qué ocurre con el problema planteado?

¢) Siguiendo con o =3, ¢qué ocurre si en la segunda condicion la suma es 200 en vez de 182?

Sean x, y y z las edades respectivas del nifio, el padre y el abuelo. Las condiciones del enunciado nos llevan al
sistema de ecuaciones lineales:

y =ax —ax+y =0
22+ X+y =182= {x+y+22=182
2x+z =100 2x+z =100
- 1 0 - 1 0 O
con matrices asociadas A= 1 1 2|, A*=| 1 1 2 182|y |Al=-a+3.
2 0 1 2 0 1 100

a) Si a=2 tenemos |Al=1£0, por lo que el sistema serd compatible determinado y lo podemos resolver
aplicando la regla de Cramer:

0 10 2 0 0 2 1 0
182 1 2 1 182 2 1 1 182
x-00 0 1 .o 12 100 1 5 ,_[2 0 100 g,
|Al |Al |Al

Por tanto, el nifio tiene 18 afos, el padre, 36, y el abuelo, 64.

. 1
b) Si a =3 tenemos |Al=0 y rg(A) =2, ya que el menor 0

2 . .
1‘ =1+ 0. En cambio, rg(A) =3, ya que al ampliar

el menor de orden 2 anterior con la columna de términos independientes tenemos:
10 O
1 2 182(=18=+0
0 1 100
Por tanto, el sistema es incompatible, el problema no tiene solucién.
c) En este caso, rg(A) sigue siendo 2, pero para determinar rg(A*) tenemos:
10 O
1 2 200[=0=rg(A*)=2
0 1 100

Por tanto, el sistema seria compatible indeterminado, el problema tendria infinitas soluciones. En concreto, las
soluciones serian x =2, y =3\, z=100-2A .
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100. Por la compra de cinco cuadernos, dos rotuladores y tres boligrafos se han pagado 22 €. Si se compran
dos cuadernos, un rotulador y seis boligrafos el coste es de 14 €.

a) Expresa, en funcion del precio de un boligrafo, lo que costaria un cuaderno y lo que costaria un rotulador.

b) Calcula lo que deberiamos pagar si adquirimos ocho cuadernos y tres rotuladores.

a) Sean X, y y z los precios respectivos de un cuaderno, un rotulador y un boligrafo. Las condiciones del
enunciado nos llevan al sistema:

5X+2y +3z2=22
2X+y+6z=14

Tomando el precio de un boligrafo como parametro obtenemos:

Bx+2y =22-3
{“ y X =—6+92 y = 2624z

2x+y =14-62

NOTA: Teniendo en cuenta que los precios deben ser positivos obtenemos ademas que 2 <z< g

b) Ocho cuadernos y tres rotuladores costardn 8x +3y = 8(-6 +9z) + 3(26 —24z) = 30 €.

101. Se dispone de tres frascos que contienen una mezcla de tres sustancias A, B 'y C. El primero contiene 80 g
de A, 20 de B y 50 de C, el segundo contiene 40 g de A, 10 de B y 50 de C y el tercero contiene 40 g de A, 50

de By 70 de C. Se quiere tener una mezcla que contenga 60 g de A, 40 de B y 70 de C. Calcula qué parte de
cada frasco se debe afiadir a la mezcla.

Sean x, y y z la cantidad, en porcentaje, que hay que usar de cada uno de los tres frascos. Las condiciones del
enunciado nos llevan al sistema:

80x + 40y + 40z ~6

100 100 100

e 0 0 8x+4y +4z =600
_X+1_y+5_Z:40 = 12X +Yy +5z =400
100 100 100

50x 50y 70z 5x+5y +7z =700
—t——t+—0=7
100 100 100

Sustancia A:
Sustancia B:
Sustancia C:

Resolviendo el sistema obtenemos x =35%,y =17,5%yz=625%.
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PARA PROFUNDIZAR

102. Discute los siguientes sistemas para los valores posibles de los pardmetros ay b.

@+2)x+2y+2z=>b ax+y =1
a) jax+y-z=b-5 C) {2x+(b+Yy+z=1
—X+@+)z=5 —X+by+z=>b
(@a+D)x+5ay +az=a-b @+Dx+y+bz=a
b) <y-az=a+b d) {x+y=1
3ay +(2-a)z=hb —x-3y+2z=1
a+2 2 2 a+2 2 2 b
a) Las matrices asociadas al sistema son A=| a 1 1|y A*=| a 1 -1 b-5], con rango
-1 0 a+1 -1 0 a+1 5
méximo 3.

|Al=0=-a*’+a+6=0=a=-2a=3

o Para az-2 y a#3 tenemos |A|=0, con lo que rg(A) =rg(A*) =n° de incognitas =3 y el sistema es
compatible determinado para cualquier valor de b.

0 2 2 0 2 2 b
e Paraa=-2tenemos |A|=0, A=|-2 1 -1/yA*=|-2 1 -1 b-5]|.
-1 0 -1 -1 0 -1 5

El menor

_i' =-1+0, con lo que rg(A)=2. Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo

la columna de términos independientes:

2 2 b
1 -1 b-5=b-30=rg(A*)=3 si b=#30 y rg(A*)=2 si b=30
0 -1 5

Por tanto, el sistema es incompatible si a=-2 y b # 30, y compatible indeterminado si a=-2 y b=30.

5 2 2 5 2 2 b
e Para a=3 tenemos |[A|=0, A=| 3 1 -1|yA*=|3 1 -1 b-5|.
10 4 10 4 5

El menor

]1 =1+0, conlo que rg(A) = 2. Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la

columna de términos independientes:

5 2 b
3 1 b-5=-b+5=rg(A*)=3 si b=5 yrg(A*)=2 sib=5
-1 0 65

Por tanto, el sistema es incompatible si a=3 y b =5,y compatible indeterminadosi a=3 y b=5.
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a+l 5a a a+l 54 a a-b
b) Las matrices asociadas al sistema son A=| O 1 -a |y A*=| 0 1 -a a+b|, con rango
0 3a 2-a 0 3a 2-a b

méaximo 3.
[Al=0=3a’+2a’+a+2=0=a=-1

e Para a=-1 tenemos |Al=0, con lo que rg(A) =rg(A*) = n° de incognitas =3 y el sistema es compatible
determinado para cualquier valor de b.

0 -5 -1 0 -5 -1 -1-b
e Paraa=-1tenemos |Al#0, A=|0 1 1|yA*=/0 1 1 -1+b]|.
0 -3 3 0 -3 3 b

El menor j‘: 6 =0, con lo que rg(A) =2. Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo

1
-3 3
la columna de términos independientes:

-5 -1 -1-b
1 1 -1+b/=8b-24=rg(A*)=3 sib=3 yrg(A*)=2 sib=3
-3 3 b

Por tanto, el sistema es incompatible si a=-1y b # 3,y compatible indeterminadosi a=-1y b=3.

a 1 0 a 1 0 1
c) Las matrices asociadas al sistemason A=| 2 b+1 1|y A*=| 2 b+1 1 1|, conrango maximo 3.
-1 b 1 -1 b 1 b

[Al=0=>a-3=0=a=3

e Para a=3 tenemos |Al=0, con lo que rg(A) = rg(A*) = n° de incognitas =3 y el sistema es compatible
determinado para cualquier valor de b.

3 1 0 3 1 0 1
e Para a=3 tenemos |[A|=0, A=| 2 b+l 1|y A*=2 b+l 1 1|
-1 b 1 -1 b 1 b

El menor

0 . . -
1‘ =30, con lo que rg(A)=2. Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la

columna de términos independientes:

3 01
2 1 1=3b=rg(A*)=3 sib#0 yrg(A*)=2 si b=0
-1 1 b

Por tanto, el sistema es incompatible si a=3 y b= 0, y compatible indeterminadosi a=3 y b=0.

a+l 1 b a+l 1 b a
d) Las matrices asociadas al sistema son A=| 1 1 0|yA*=| 1 1 0 1|
-1 -3 2 -1 -3 2 1

[Al=0=2@a-b)=0=a=b

e Para azb rg(A)=rg(A*) =3 y el sistema es compatible determinado.

a+l 1 a a
e Para a=b tenemos A*=| 1 1 0 1|
-1 -3 2 1

0 . . I
El menor =20, con lo que rg(A) = 2. Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo

la columna de términos independientes:

1 a a
1 0 l=-2a-2
-3 2 1

Por tanto, el sistema es incompatible si a = -1 y compatible determinado si a = -1.
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103. Se llama “eliminacién de pardmetros” al proceso inverso a la resolucién de un sistema indeterminado: al
eliminar los parametros se obtienen una o varias ecuaciones en las que solo aparecen las incégnitas.

Para eliminar los parametros se busca la condicién o condiciones que deben verificar las incégnitas para
gue existan valores de los parametros que permitan obtenerlas. Es necesario entonces obligar a que el
sistema cuyas incognitas son los parametros tenga solucion.

a) Elimina los pardmetros s y t en las ecuaciones:
X=2+S+2t
y=1-s+t
z=-1+2s-t

b) Elimina los parametros A, py v:
X, =1+A+p
X, =2\ -V
Xy =-1l-p+v
X, =2-A+p

X=2+S+2t S+2t=x-2
a) jy=1-s+t =i-s+t=y-1.
z=-1+2s-t 2s-t=z+1

La matriz ampliada asociada al sistema con incognitas s y t y parametros x, y y Z es:

1 2 x-2
Af=-1 1 y-1|,
2 -1 z+1

Y para que este sistema tenga solucion el determinante de A* debe ser nulo, es decir, tenemos:

|A*=0= —x+5y+3z=0

X, =1+A+p Atp=X -1
b) X, =20 -V 2h—-Vv =X,
=
Xy =-1-p+v —H+v=X+1
X, =2-A+u A+p=Xx,-2

La matriz ampliada asociada al sistema con incégnitas A, py v y parametros X, X,, X; Y X, €s:

1 1 0 x-1

1
2 0 -1 x,
A* = :
0 -1 1 x,+1
-1 1 0 x,-2
Y para que este sistema tenga solucion el determinante de A* debe ser nulo, es decir, tenemos:

|A*=0= x,—2x,-2x, -3%X,+3=0

ST Sistemas de ecuaciones lineales | Unidad 9 113



SOLUCIONARIO

114

104. La ecuacion general de una circunferencia en el plano se puede escribir como:

X2+y?+ax +by +c=0

Se tienen los puntos: A(1, 2), B(-1, 1), C(m, 0) y D(0, m). Calcula el valor de m para que los cuatro puntos
pertenezcan a una circunferencia.

Para que los puntos A, B, C y D pertenezcan a una circunferencia, el siguiente sistema con incégnitas a, by cy
parametro m debe ser compatible, de hecho, compatible determinado, ya que 3 puntos distintos no pueden
pertenecer a méas de una circunferencia (hablamos de 3 puntos distintos debido a que C y D podrian coincidir si
m=0):

1+4+a+2b+c=0 a+2b+c=-5

1+l1-a+b+c=0 -a+b+c=-2
=

m?+ma+c=0 ma +c = -m?

m?+mb+c=0 mb +c¢ = -m?
Es decir, si las matrices asociadas al sistema son Ay A*, con rango maximo 3 y 4 respectivamente, debemos
tener rg(A) =rg(A*) = 3. En particular el determinante de A* debe ser nulo:

1 2 1 -5

-1 1 1 -2
=0=3m2-m(m+1)=0

o 1 e (2-m)(m+3)

0 m 1 —m?

e Para m=0 setiene rg(A) =rg(A*) =3, para ello basta observar que el menor

1 2
-1 1 1=3=%0
0 O

Por tanto, los puntos A, B, C y D pertenecen a la misma circunferencia si m =0. Ademas, resolviendo el
sistema, segun el menor de orden 3 anterior podemos eliminar la cuarta ecuacion, podemos obtener la
ecuacion de dicha circunferencia:

a+2b+c=-5 1 . 1 .
—a+b+c =—2:>a:—§, b =3 ¢ = 0 = Ecuacién de la circunferencia: x? +y? _EX_EY =0
c=0

e Para m=2 setiene rg(A) =rg(A*) =3 y resolviendo el sistema se obtiene la ecuacion de la circunferencia:

a+2b+c=-5
—a+b+c=-2=a=-1b=-1c=-2= Ecuacién de la circunferencia: x* +y?-x-y-2=0
2a+c=-4

e Para m=-1 se tiene rg(A) =rg(A*) = 3 y resolviendo el sistema se obtiene la ecuacion de la circunferencia:

a+2b+c=-5
—-a+b+c=-2=a=-1b=-1c=-2= Ecuacion de la circunferencia: x? +y?-x-y -2=0
-a+c=-1
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105. Se considera el sistema:

X+Kky -2z+t =2
2x -y +2z =k
kx +2y +t =5
-X+y+kz-t=k

a) Discutelo segun los valores del parametro k.

b) Resuélvelo cuando sea posible.

1 k -2 1 1 kK -2 1 2
. . . -1 2 0 2 -1 2 0 k L
Las matrices asociadas al sistema son A= y A*= , CON rango maximo 4.
k 2 0 1 k 2 0 15
-1 1 k -1 -1 1 k -1k

|A|=0=—k®-k+12=0=k=-4,k=3

Para k#-4 y k=3 tenemos |A| #0, con lo que rg(A)=rg(A*)=n°de incognitas=4 y el sistema es
compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

2 k -2 1
k -1 2 0
5 2 0 1
x=k 1 k —1:k3—4k2—k+12:_k2—k—4
|A —k? -k +12 k+4
1 2 -2 1
2 k 2 0
k 5 0 1
-1 ko k-1 Kk*-5k?-2k+24  k*-2k-8
Y= 1Al T K -k+12 k4
1 k 2 1
-1 k O
k 2 5 1
z=_l 1 k —1=—k3+k2+6k=k2+2k
|A| —k?-k+12  k+4
1 k -2 2
2 -1 2 Kk
k 2 0 5
o -1 1 k k :—k4+2k3+6k2—13k+12 _ k®+k?>-3k+4
A —k? -k +12 k+4
1 4 -2 1 1 4 -2 1 2
Para k =—4 tenemos |A|=0, A= 2 120 y A* = 2 120 _4.
-4 2 0 1 -4 2 0 1 5
-1 1 -4 -1 -1 1 4 -1 -4
-1 2 0
Elmenor |2 O =2=0, conloque rg(A)=3.
1 4 -

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

4 2 1 2
-1 2 -4

O 11240 1ga9-4
2 0 1 5
1 -4 -1 -4

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.
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1 3 -2 1 1 3 -2 12
2 -1 2 2 -1 2 03
e Para k=3 tenemos |A|=0, A= y A*=

3 2 0 1 3 2 0 15
-1 1 3 -1 -1 1 3 -1 3

-1 2 0

Elmenor |2 O =90, conloque rg(A)=3.
13 -

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

3 2 12
1 2 0 3
_0=rg(A% =3
2 o 1 5 07MA)
1 3 -1 3

Por tanto, rg(A)=rg(A*) =3 <n°de incégnitas =4 y el sistema es compatible indeterminado con grado de
indeterminacion 1.

Ademas, teniendo en cuenta el menor de orden 3 anterior, lo podemos resolver eliminado la primera ecuacion,
tomando x =X y aplicando la regla de Cramer al sistema resultante:

-y +2z=3-2\
2y +t=5-31
y+3z-t=3+A

3-2» 2 O -1 3-2» 0 -1 2 3-2\

5-3. 0 1 2 5-3 1 2 0 5-3r

3+2 3 - 7+ 2\ 1 3+r - 17 -8\ 1 3 3+Xx| 31-31

X=A y = = zZ= = t= =
9 9 9 9 9 9

AUTOEVALUACION

Comprueba qué has aprendido

1. Estudia cuéantas soluciones tiene el siguiente sistema.

2x+4y =0
xX-3y =2
—X+2y=-1
2 4 2 4 0
Las matrices asociadas al sistemason A=| 1 -3|y A= 1 -3 2].
-1 2 -1 2 -1

Como |A*| =-6 =0, tenemos rg(A*) =3 . Como rg(A) <2 tenemos rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible, es
decir, no tienen ninguna solucién.
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Aplica el método de Gauss para resolver los sistemas:

X=-2y+z=2
a) 2X—y—Z:1 b) 2X*3y+5222
—Xx+2y =0 3x-d4y+z=1
y-2z=-1
X—-y—-Z= —9Z =— —oZ=-
a) Y > y N Y =1 3y-32=-3-1y=1
—X+ 2y =0 E;»E-2E Z=2 EEE z2=2 &5
E;—»>E3+E; z=2 z=2
3y-2z=-1 3y-2z=-1 z=2
2x -3y +52=2 2x-3y+sz=2 |- T
b) i = N y - - y:74+13}\,
AX—4y +z=1 E2%,-3 y-13z=-4 _—

Discute los siguientes sistemas para los distintos valores del parametro y resuélvelos cuando sea posible:

-2X+2y+z=3 AX-y+2z2=0
a) jax+3y+2z=1 b) {2x+iry-z=0
X-y+@+1)z=0 X—-Ay+2z=0
-2 2 1 -2 2 1 3
a) Las matrices asociadas al sistemason A=| a 3 2 |yA*=la 3 2 1}, conrango maximo 3.
1 -1 a+1 1 -1 a+1 O

|A|=0:>—2a2—9a—9=0:>a=—3,a=—§

e Para az-3 y a= —% tenemos |A|=0, por tanto, rg(A) =rg(A*) =n° de incognitas =3 y el sistema es

compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

3 2 1 -2 3 1 -2 2 3
1 3 2 a 1 2 a 3 1
0 -1 a+l}  7a+12 |1 0 a+)] -3a®-5a+3 |1 10 3
- Al - -2a?-9a-9 |Al " af-9a-9 Al 2a+3
-2 2 1 -2 2 1 3
e Paraa=-3tenemos |A|=0, A=|-3 3 2|yA*=-3 3 2 1/
1 -1 -2 1 -1 -2 0

2
El menor
3

1
2‘ =1+0, por tanto, rg(A)=2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

2 13
3 2 1=-9+0=rg(A")=3
-1 -2 0

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.
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-2 2 1 -2 2 1 3
3 3 3
e Para a=-2 tenemos |A|=0, A= -5 3 2|y A= -3 3 2 1.
11 L 1 -1 -L o
2 2

2
El menor

;‘ =1+ 0, por tanto, rg(A) =2.

Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

2 13
3.2 1=2+0=rg(A)=3.
R

2

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema es incompatible.

b) Se trata de un sistema homogéneo y, por tanto, siempre serd compatible.

A -1 2
La matriz de coeficienteses A={2 A -1|, conrango maximo 3.
1 2 2

|A|=0=>2?-6L+5=0=>A=LA=5

e Paralzly A=5 tenemos |A| # 0, por tanto, el sistema es compatible determinado. Su Unica solucién es

latrivial x=y=2=0.

1 -1 2
e Para A =1 tenemos |A| =0, por tanto, el sistema es compatible indeterminadoy A={2 1 -1j.
1 -1 2

Para resolverlo observemos que el menor

_i' =3 =0, por lo que podemos eliminar la tercera ecuacion

ytomar z=t:

X—-y=-2t t 5t
> X=——,y=—,2z=t
2x+y =t 3 3
5 -1 2
e Para A =5 tenemos |A| =0, por tanto, el sistema es compatible indeterminadoy A={2 5 -1].
1 -5 2

Para resolverlo observemos que el menor

5 L .
5‘:—15;&0, por lo que podemos eliminar la primera
ecuacion y tomar z =t :

SX=-—,y=—,2=t

2x+5y =t t t
X -5y =-2t 3 3
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4. Setiene el sistema de ecuaciones lineales:

a)

b)

a)

b)

3x-5y+z=0
2X+y-2z=1

Halla el valor que debe tener m para que al afiadir la ecuacién x +my +3z = -2 resulte un sistema compatible
indeterminado.

Afiade una ecuacion al primer sistema de modo que resulte un sistema compatible determinado.

3 -5 1 3 -5 1 0
Las matrices asociadas al nuevo sistema son A=|-2 1 2|y A*=|-2 1 -2 1|, con rango
1 m 3 1 m 3 -2

méximo 3.
Para que el sistema sea compatible indeterminado es necesario (pero no suficiente) que

|[Al=0=4m-12=0=>m=3

Para este valor de m el sistema es compatible indeterminado, ya que el menor

2 _5]‘——7¢0,c0n lo que

rg(A) = 2, y ampliando este menor con la columna de términos independientes tenemos:

3 5 0
-2 1 =0=rg(A%) =2
1 3 -2

Para que el nuevo sistema sea compatible determinado debe ser |A| #0, es decir, m=3, por lo que, por
ejemplo, se puede afiadir la ecuacion x+3z =-2.

5.  En unatienda de alimentacién se vende carne de tres calidades a 10, 15 y 20 € euros el kilo. La semana
pasada se vendieron 150 kilos, obteniéndose unos ingresos de 2150 €. Los ingresos obtenidos por la venta
de carne de calidad superior han sido k veces los obtenido con la calidad inferior.

a)
b)

a)

b)

Plantea un sistema de ecuaciones que permita calcular cuanta carne se ha vendido de cada tipo.

Determina si hay algun valor de k para el que el sistema no tenga solucion.

x: kg de carne de calidad superior y: kg de carne de calidad media  z: kg de carne de calidad inferior

Las condiciones del enunciado nos llevan a plantear el sistema lineal:

X+y+z=150 X+y+z=150
20x +15y +10z = 2150 = {4x + 3y + 2z = 430
20x =10kz 2x-kz=0

Para que el sistema no tenga solucidon es necesario (pero no suficiente) que el determinante de la matriz de
coeficientes sea nulo:

11 1
|Al=0=4 3 2|=0=k-2=0=>k=2
2 0 —k

;‘:-1;&0, con lo que rg(A)=2,y

ampliando este menor con la columna de términos independientes tenemos:

Para este valor de k el sistema no tiene solucion, ya que el menor

1 1 150
4 3 430/=-40+0=rg(A%) =3
2 0 0
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SOLUCIONARIO

Relaciona y contesta

Elige la Unica respuesta correcta en cada caso

X+2y —z=1
1. Elsistemade ecuaciones {2x -y +2z =0
-X+ky -3z =1
A. Para k #2 es incompatible. C. Es siempre compatible.
B. Para k =3 es incompatible. D. Es siempre incompatible.
1 2 -1 1 2 -1 1
Las matrices asociadas al sistemason A=| 2 -1 2|y A*=| 2 -1 2 0], conrango maximo 3.
-1 k -3 -1 k -3 1

|Al=0= -4k +12=0=k =3

Para k = 3 tenemos |A| =0, rg(A) =rg(A*¥) =n° de incégnitas = 3 y el sistema sera compatible determinado.

1 2 - 1 2 -1 1 1 2
Para k=3 tenemos |[A|=0, A=| 2 -1 2|y A*=| 2 -1 2 0|.Elmenor ) J:—sqso, con lo que
-1 3 -3 -1 3 3 1 B

rg(A) = 2. Para determinar rg(A*) ampliamos este menor afiadiendo la columna de términos independientes:

1 2
2 -1 0|=0=rg(A*)=2
-1 3

Por tanto, para k = 3 tenemos rg(A) = rg(A*) = n° de incognitas = 2 y el sistema es compatible indeterminado.

Es decir, la respuesta correcta es C.

2. En un sistema de cuatro ecuaciones y tres incégnitas se sabe que el rango de la matriz ampliada es 3.
Entonces:

A. El sistema es compatible y determinado.
B. El sistema es compatible indeterminado.
C. El sistema es incompatible.
D

. Si A es la matriz de los coeficientes rg(A)=2 o rg(A)=3.

Sabemos que rg(A*) =rg(A) o rg(A*) =rg(A)+1, por tanto, D es correcta.

Ademas, si fuera rg(A*)=rg(A) el sistema seria compatible determinado y si fuera rg(A*)=rg(A)+1 seria
incompatible, por lo que B nunca se cumple, mientras que A y C no siempre se cumplen.

3. Siaun sistema compatible y determinado se le afiade una ecuacion. El nuevo sistema:
A. No puede ser compatible y determinado. C. No puede ser compatible indeterminado.

B. No puede ser incompatible. D. Necesariamente es compatible y determinado.

El nuevo sistema puede seguir siendo compatible y determinado, basta afiadir una ecuaciéon que sea combinacion
lineal de las originales. Por tanto, A es incorrecta.

También son incorrectas B y D, basta afiadir una ecuacién que contradiga a las originales para que el sistema sea
incompatible.

En cambio C es correcta, si el nuevo sistema fuera compatible indeterminado, infinitas soluciones verificarian sus
ecuaciones, en particular verificarian las ecuaciones originales, con lo que el sistema original seria compatible
indeterminado.
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Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas

4. Las soluciones del sistema 2x+y+z=1 pueden ser:
X—-y+2z=2
A. x=1-Ay=-1+Az=A C. X=Ay=-Az=1-1
B. x=Ay=1+A2z=1-% D. Todas son ciertas.

Sustituyendo los valores dados de X, y y z en las ecuaciones del sistema verificamos que las respuestas correctas
sonAyC.

Se tiene un sistema de ecuaciones S y el sistema homogéneo S' en el que los coeficientes de las
incognitas son iguales alos de S, ambos con el mismo nimero de ecuaciones que de incognitas:

A. Si S es compatible y determinado, S' solo tiene la solucion trivial.

B. Si S esincompatible, S' tiene soluciones distintas de la trivial.

C. Si S es compatible indeterminado, S' solo tiene la solucién trivial.

D. Si S'tiene soluciones distintas de la trivial, S es compatible indeterminado.

Como ambos sistemas tienen el mismo numero de ecuaciones que de incégnitas y comparten la matriz de
coeficientes tenemos que S es compatible determinado si y solo si el determinante de la matriz de coeficientes es
no nulo, es decir, siy solo si S’ es compatible determinado, es decir, si y solo si S’ solo tiene la solucion trivial.

Por tanto, las respuestas correctas son Ay B.

Elige larelacién correcta entre las dos afirmaciones dadas

6.

En un sistema de ecuaciones:

1. Elsistema es compatible y determinado. 2. La matriz de los coeficientes es cuadrada y regular.
A. 1= 2 pero 2 =1 C. 12
B. 2=1pero 1=2 D. Nada de lo anterior.

Sean Ay A* las matrices asociadas al sistema.
Si la matriz de coeficientes, A, es cuadrada de orden n y regular, tenemos rg(A) = rg(A*) = n° de incognitas=n vy,
por tanto, el sistema es compatible determinado, es decir, 2 = 1.

En cambio, si el sistema es compatible determinado tenemos rg(A) =rg(A*) =n° de incognitas, pero esto no

implica necesariamente que A sea cuadrada (ni, por tanto, regular), basta considerar como contraejemplo el
sistema de 3 ecuaciones y 2 incognitas compatible determinado (con solucién x =y =1)

X+y=2
Xx-y=0
x=1

Por tanto, la relacién correcta es B.

Sefala el dato innecesario para contestar

7.

Se tiene un sistema de ecuaciones con tres incégnitas en que la matriz de los coeficientes es A y la matriz
ampliada es A*. Se quiere saber si el sistema es compatible o no y si es determinado o no y se tiene la
siguiente informacion:

1. Tiene cuatro ecuaciones. 2. rg(A)=3 3. rg(A*) =3
A. Eldato 1 es innecesario. C. El dato 3 es innecesario.
B. El dato 2 es innecesario. D. Falta informacion para contestar.

De 2 y 3 se deduce que rg(A) =rg(A*) = n° de incégnitas = 3, con lo que el sistema seria compatible determinado y
el dato 1 seria innecesario.

En cambio, 1 y 2 no bastan para discutir el sistema, ya que podria ser rg(A*)=3 (compatible determinado) o
rg(A*) =4 (incompatible).

Analogamente, 1y 3 no bastan, ya que podria ser rg(A) =3 (compatible determinado) o rg(A) =2 (incompatible).
Por tanto, la respuesta correcta es A.
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