Integral
indefinida y definida

1. Reglas de integracidn

W Piensa y calcula
Calcula:a) y = x>, y' = b)y' =3x% y= Qy=e™ y = dyy=e¥y=
Solucion:
a)y' = 5x* b)y =x3 ) y' = 5e% d)y= %eb‘
@® Aplica la teoria
L. J’ 33— 5)7 d Solucién:
Se aplica la integral de una funcién logaritmica.
Solucién: Lix+3]+k
Se aplica la integral de una funcién polinémica.
(3x ; 5)8 . 6. j(xz — 4x) dx
Solucién:
dx 3
L X
2',[(3x+5)3 T—2x2+k
Solucion:
Se aplica la integral de una funcién racional. 7. J.Z"X dx
I
-—+
6(3x + 5)2 k Solucién:
Se aplica la integral de una funcién exponencial.
9 26x— 1
+k
3. jx 3 dx 3L2
Solucién: 8 J' x dx
Se aplica la integral de una funcién logaritmica. Tlx2-
ILx+3[+k Solucién:
Se aplica la integral de una funcién logaritmica.
4, jexdx %L|x2—l|+k
Solucion:
Se aplica la integral de una funcién exponencial. 9. J.4\/; dx
eX+k
Solucion:
5 j dx 8xx +k
Trx+3 e
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10 J 7 dx
2\N7x +5

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién irracional.

NV7x +5 +k

1. J-6x3 dx

Solucion:

3x
— tk

| | 2
D — =+ =
12 J(2\/§ 2 X3)dx
Solucion:

V-2
X

X

|3.Ji/§dx

Solucion:
3x%/;
+
4

k

14. J.Zx(xz + 1) dx

Solucion:

4
X
—— +x2+k
2

|
5. J.W dx
Solucion:

I
(x+3)

+k

16. J(x3—6x2 + 1) dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién polinédmica.
x4

T—2x3+x+k

17. Jx(xz +5) dx

Solucion:

x4 5x2
— + =+ k
4 2

IS.J%

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA'Y DEFINIDA

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién irracional.

2Vx— | +k

19. je"’z dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién exponencial.

2eX2+k

2
X
20. jm+k

Solucion:
—1
——d
33+1)

3
21. j(x—3)4 dx

Solucioén:

Se aplica la integral de una funcién racional.
1
(x-3)}

+ k

22. j(4x + 1)° dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién polinémica.

(4x + IZ"’
2 Tk

23. jd—x

X

Solucion:
Lx+k

24. j3 2™ dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién exponencial.

23x
—_— +
L2

dx
25. J (2x - 1)*

k

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién racional.

e k
6(2x — 1)3

26. je—xdx

eX-5

289



Solucion:
L [ex=5] + k

2x -3
27. .|.x2—3x+5 dx

Solucion:
L [x2-3x + 5| +k

28. Jz V2x dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién irracional.

SXE{/Z(
3

2 dx
29, | —
J-V | —(2x)?

Solucion:

+ k

arc sen 2x + k

Se aplica la integral de una funcién logaritmica.

Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

30. Je‘h dx

Solucioén:

Se aplica la integral de una funcién exponencial.

—7x
7

3|.j dx
| —x

Solucion:

e

+ k

Se aplica la integral de una funcién logaritmica.
—L |l —x|+k

32. j(x“ —2x—5) dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién polinémica.

5
X 2
5 x-—5x + k

2. Integral definida

W Piensa y calcula

cuadradito es una unidad cuadrada.

Solucion:

Tiene exactamente 7,5 u?

Halla, contando, el drea de la 2° figura del margen, la que tiene un signo + dentro. Cada

® Aplica la teoria

2
33. Calcula J (5 —x2) dx
|

Solucion:
AY
| X
2\ o
3
a) F(x) = 5x — XT
-_14 =22
b) F-1)=-73~.F2) =3

290

2
c) j_l(S—xz) dx = 12 u?

3

34. Calcula J (2x + 1) dx
|

Solucion:

¥ X

SOLUCIONARIO
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=% — x2 2
a) F(x) =x—-x Gx) = x°
b) F(1) = 0,F(3) =6 2
3 G0)=0,G(2) =2
c)‘|-(5—x2)dx=—6u2 2
! J x dx =2 u?
0
35. Siendo |x| el valor absoluto o médulo de x, calcula la 2 0 2 5
2 J |x|dx=J (—x)dx+J.xdx=7=2,5u2
integral definida J [x] dx -1 - 0
-1
Solucién: !
36. Calcula el valor de J x_dzx
AY 0 e
Solucion:
AY
N X
-l 2 " . X
0 | o
2 0 2
a)J. x| dx=J. (—x)dx+J. x dx
-1 -1 0
Sea F(x) = J.(—x) dx |
—_ X
2 a) F(x) = 7 ©
F(x) = -5 | |
| b) F(O)——i,F(I)——ie
F-1)=-75,F0) =0 I
2 xdx _ | —T = 2
0 | <) . el —?(I—e )=032u
= =— 2
J._l( x) dx 7 u
G(x) = J.x dx
3. Calculo de areas .
W Piensa y calcula
Halla por aproximacién el area de las dos regiones, la amarilla y la verde, del dibujo del
margen. Cada cuadradito es una unidad cuadrada. L 3/ 1a X
Solucién: N
=2 lox—
La amarilla, 5 u? aproximadamente, y la verde 2 u? aproximadamente. ' N
En total, unas 7 unidades cuadradas. SEYIE Y

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA'Y DEFINIDA
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® Aplica la teoria

292

37. Halla el 4rea de la regién plana limitada por la gréifica
de f(x) = x3 = 3x2 — x + 3, el eje de abscisas y las rec-
tasx =0,x =3

Solucion:
olucion AY
| &
0 3 i
Raices:x; =—1,x, = I,x3=3
4 2
j(x3—3x2—x+3)dx=XT—X3—XT+3X

|
J(x3—3x2—x+3)dx=1u2
0 4
3
J.(x:"—3x2—x+3)dx=—4u2
I

Area = ? = 5,75 u?

38. Halla el 4rea del recinto limitado por la rectay = 3 — 2x
y la parabola y = 2x — x2

Solucion:

A%

Raices: x; = I,x, =3
3

J(—x2+4x-3) dx=—XT +2x2 — 3x

3 4
J (—x2+4x—3) dx=?u2
|

Area = % = 1,33 u?

39. Halla el 4rea de la region plana limitada por la grafica
dey=x3—4xy el eje X

Solucion:
AY

N

Raices: x; = =2,x, = 0,x3 =2
x4
(x3 —4x) dx = 4 2x2

0
J (3 — 4x) dx = 4 u?
2

2
J (3 — 4x) dx = —4 u?
0

Area = 8 u?

40. Calcula el 4rea de la region limitada por la curva

x2
Y= 3 y las rectasy = 0,x = 2,x = 3
x> -2
Solucioén:
AY
&
Raices:x =0
x? -1 3
S dx =3 L |x3-2|

2X3—

32 | 2
J 2dx—?(LZS—Lé)u
Area = %(L 25 — L 6) = 0,48 u?

41. Resuelve las siguientes cuestiones:

a) Dibuja el recinto limitado por las curvas:

= aX+2

y=e"4y=e™Xy=0,x=-2,x=0
b) Halla el drea del recinto considerado en el aparta-
do anterior.

Solucion:

L 2

Raices:x = — |

-1
J e*2dx=e— | u?
-2

0
J eXdx=e— | u?
iy

Area = 2e — 2 = 3,44 2
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42. Dada la funcién, definida en los nimeros reales salvo
enx=0

Solucion: AY
_ 2
f(x) =3 —x <
calcula el area de la regién plana limitada por la grafica
de f(x) y el semieje positivo X

Raices:x; = I,x, = 2
2
J(3—x—£) dx = 3x — =~ —2L|x|
X 2

2
J(3—x—£)dx=i—2L2u2
| X 2

Area=%—2L2=O,Ilu2

4. Aplicaciones de la integral definida

W Piensa y calcula

Un depdsito recoge agua de un grifo a una velocidad que sigue la funcion f(x) = 2x, donde f(x) se expresa en litros por mi-
nuto, y X, en minutos.

5
Calcula la integral J 2x dx e interpreta el resultado.
0
Solucién:
5
J. 2x dx = 25
0

Se recogen 25 litros de agua en los 5 primeros minutos.

® Aplica la teoria

43. Se estima que el ritmo de crecimiento de un feto du-
rante el embarazo viene dado por la funcion:

x2

X
fx) =-S5 + T J'30 x2 X
200 5 - X 2
, 7200 * 5|

Solucion:

a) El crecimiento sera:

donde x se mide en semanas y f(x) en centimetros
por semana. Calcula cuanto ha crecido el feto en las b) Fx) = j(_x_z
30 primeras semanas. 200
c) F(30) =45; F(0) =0
d) |F(30) - F(0)| = [45—0] = 45
Ha crecido 45 cm

x3 x2

+ X dx=—-2X_+
5/ 7600 " 10

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA'Y DEFINIDA
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45.

44. Una fibrica produce objetos de decoracién. La fun-

cion de ingreso marginal viene dada por:

i) =5+—1>

donde x es el nimero de objetos vendidos e i(x) vie-
ne dado en euros.

iCudl es el incremento de los ingresos obtenidos
cuando se pasa de vender 100 a vender 200 objetos?

Solucion:

AY

N

— N W A WU

YX

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

x+2

200 3
J- (5+ )dx=500+3(LIOI—L5I)=502,05€
100

La funcion que mide el caudal que sale de un deposi-
to es:

f(x) = 10 —x
donde f(x) estd dado en litros por segundo, y x, en
segundos.

iQué cantidad de agua sale del depdsito entre el se-
gundo 4 y el segundo 8?

Solucion:

AY

N

Y X

8

Volumen = J (10 — x) dx = 16 litros.
4

46. En un municipio se estima que el ritmo de generacién
de basura viene dado por la funcién:
f(x) = 10000 - e
donde x se mide en afios y f(x) en toneladas por afio.
Si se considera x = 0 el primer afio en el que se inicia
el estudio, jcudnta basura se generara en el municipio
durante los 5 primeros afios?

Solucion:

a) El crecimiento sera:

5
j 10000 %% dx
0

b) F(x) = jl 0000 €5 dx = 20000 €25

c) F(5) =243 650; F(0) = 20000
d) |F(5) — F(0)| = |243 650 — 20000| = 223 650
Se han generado 223 650 Tm

294
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Ejercicios y problemas

Preguntas tipo test

Bl Calcula la siguiente integral indefinida:

o3

xt x4

___+k
"

3
I:Il(x+£) +k
3 X
x3 25
XK =—+10x——+k
3 X
4
EIXT+L|x|+k

A Sea la funcion f(x) = 3x? — 6x. Si f'(x) representa su
derivada, encuentra una primitiva F(x) de f(x) que
verifique F(2) = f'(3)

O x3-3x2+5
O x3-3x2+ 13

x3=3x2+ 16
O x3-3x2

Calcula el drea de la region plana acotada limitada por
las gréficas de las funciones reales de variable real:

f(x) = x2 - x; g(x) = | —x?
O 4/3 u? O 8/9 u?
O 83w 9/8 u?

A Dada la funcién:

2
x-— |
f(x) =
) (x— 12
calcula el drea del recinto limitado por los ejes de
coordenadas y la grafica de la funcién.

O 23u?

O 1/3u?
| u?

six<0
six>0

] No se puede calcular el area porque la funcién
es discontinua en x =0

I Dada la funcién:

2 six<-3
fx) ={x* si-3<x<|
| six> |

calcula el drea limitada por la grafica de la funcién
y = f (x), las rectas x = —3,x = 2 y el eje de abscisas.

PAU

Contesta en tu cuaderno:

(] 31/3 u?
O3
O 35/3 u?
[ No se puede calcular el 4rea porque la funcién
es discontinua en x = —3
A Calcula el 4rea de la regién limitada por la parabola
8 P P
y=x*ylarectay =-x+2
a9 u?
g 3u?
O 21242
9/2 u?
Dada la funcioén f(x) = —x3 — 2x2 + 3x, calcula el drea

encerrada por la grifica de la funcién f(x) y por el
eje OX

0 323 u?
71/6 u?
[ 45/4 u?
O 712 u?

B} Una alfombra de flores lleva 21 rosas por cada 4 dm?
de superficie. Se quiere rellenar de rosas una parte
de la alfombra cuya grifica estd limitada por las fun-
ciones:

y=—x2+4x+3;y=3

Si se mide en metros y cada rosa cuesta 0,3 €,
icuanto cuesta rellenar esa parte de la alfombra?

(x] 1680 €
[]3570€
[]840€
] 18% <

KX Sea la funcion f(x) = 3x2 — 6x. Calcula el area limita-
da porlacurvayeleje Xentrex=1yx=3

[ 8u?
O 4u?
O 6u?
] 2 u?

Il0] Halla el drea limitada por la rectay = —4x + 4 y la
parte positiva de los ejes de coordenadas.

] 2 u? O 4u?
Q12w 08w

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA'Y DEFINIDA
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Ejercicios y problemas

1. Reglas de integracion
47. J4(4x — 1)5 dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién polinémica.

(4x - 1)® o
6

dx
“JWAP

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién racional.

_
C4x— 1) Tk

49. J(zx +7)2 dx

Solucion:

(2x+7!3 S
6

50. Je‘x dx

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién exponencial.
—eX+k

51. J dx
x— |

Solucion:
Se aplica la integral de una funcién logaritmica.
Lix—1I|+k

52. J% dx
X
Solucion:

5

2x2 *k

53. JZ“‘X dx

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién exponencial.

2—4x
T 412

+ k

296

x dx
o[22

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién logaritmica.

|
5L|x2+9|+k

3
55. JW dx

Solucion:

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién irracional.

2V3x +k

57.j X

x2— |

Solucion:

2Vx2— | +k

3x
58. sz_ 5 dx

Solucion:

3L[x*-5 .
2

59. je“x =7 dx

Solucion:
e4x -7

4

+ k

60. j (5 — 2x)* dx

Solucion:

=290,
10

| 3 X
“-Nﬁ“ﬁ*ﬁ+3“

Solucion:
I 3 L [x% + 3]

—— + + +
X 2x2 2 K

SOLUCIONARIO
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62. J(|OX4 + 23 —x— 1) dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién polinémica.

4 2
2x5+XT—XT—x+k
63. Jxx+|)2dx
Solucion:
— A+ =3+ —x2 +
4 3x 2x k

64. JW dx

Solucion:
Se aplica la integral de una funcién irracional.
5
5x Vx3 .
8

65. jeXB dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién exponencial.

3ex3 + k
2 _3x +
66. Jw dx
X
Solucion:
%X2—3X+L|X|+k
| 8
2 _ o
67. J(3x + | <+ + NG dx

Solucion:
Se aplica la integral de las operaciones.

x3+x—L|x+2|—%+k
X

68. J(Zx —1)3 dx

Solucién:

Se aplica la integral de una funcién polinémica.
(2x - *
=1 4

8 k

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA'Y DEFINIDA

69. J‘3xe"2 dx

Solucion:
3e¢
2

+ k

70. js - 773X dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién exponencial.

7—5x

L7tk

dx
" o

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién racional.
I

T x+7

+k

72. j(Zx + %) dx

Solucion:
5x

5

x2 + +k

3x2+5
73, | ——md
3 jx3+5x—| x

Solucion:
Se aplica la integral de una funcién logaritmica.
L [x3+5x— 1| +k

[t

Solucion:
X2

o) +L|x| +k

75. j(x+ 1)3 dx

Solucion:
+ 4
),

. k

297



Ejercicios y problemas

76. jxﬁ 5x + | dx

Solucion:
Se aplica la integral de una funcién irracional.

3(5x + 1) V5x + |

+k
20

77. J23X dx

Solucion:
23x
3L2

+ k

78. J2x3Vx2—I dx

Solucion:

32-2-1
4

79. jesx dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién exponencial.

5
eSX .
5 dx
80.
,[ 5x + 4
Solucion:

Se aplica la integral de una funcién logaritmica.
L |5x + 4| + k

81. J(éxz—x +2) dx

Solucion:

2x3—%x2+2x+k

82. J‘x3"2 dx

Solucion:

3¢
203

+ k

298

83. J‘xe"‘2 dx

Solucion:

s
_e2x +k

84. j 2 dx
x+ |

Solucion:
2L [x+ 1| +k

85. j(x3+%x2—8x+| dx

Solucion:
Se aplica la integral de una funcién polinémica.
xt 3

2+ 2 42+ x+
2 44xxk

86. j(x + \/;) dx

Solucion:

x2 2x \/;

Z + +
2 3 k

2. Integral definida

5
87. Calculaj (i + I) dx
o\ 2

Solucion:

Y X

a) F(x) = — +x

b) F2) = 3.F(6) = =
5
) L(% * |) dx = % = 8,25 u?

3
88. Calcula J (x% —2x —4) dx
[

SOLUCIONARIO

© Grupo Editorial Brufio, S.L.



. e
Solucién: 90. Calculaj (I + %) dx

0
Solucion:
a) F(x) = x + L|x|
b) F(e) = e+ I;F(l) = |

¥ X

0) Jo(l + %) dx = F(e) —F(l) = e

3
a) F(x)=XT—x2—4x

. dlcul ar
b) F(I)=—%,F(3)=—|2 3. Cadlculo de areas
91. Halla el area de la region plana limitada por la grifica de

3 -3 _ . . - _
0 J (2= 2x— 4) dx = _22 _ 73322 f(x) = x> — 4x, el eje de abscisas y las rectas x I,

© Grupo Editorial Brufio, S.L.

| 3 x=2
El drea es negativa porque el recinto esta debajo del eje X Solucion:
89. Seaf:R — R la funcion definida por f(x) = |x* - ||
a) Esboza la grifica de f
2 X
b) CalcuIaJ- f(x) dx . >
0 ' !
Solucién:
Raices: x; = =2,x, = 0,x; =2
. o4
X (3 —4x) dx = T—2x2
o 1 2 g °
r0 7
2 [ 2 (3 — 4x) dx = y u?
J|x2—||dx=J(—x2+I)dx+J(x2—|)dx Jo
0 0 I 02
(x3 —4x) dx = —4 u?
Sea F(x) = |(—x? + 1) dx Jo
3 ; 23
F(x) = _XT +x Area = e 5,75 u?
F(0) =0,F(l) = 2
(0)= 0. R(l) = 3 92. Halla el area del recinto limitado por las graficas de las
I 2 funciones
Jo(—x2+|)dx=?u2 y=2-x* y=x2
G(x) = J(Xz 1) dx Solucién:
AY
3
G() =5 —x
) X
2 2 SR >
G(l) = 3,G(Z)— 3 / \
2
J- (2-1)dx= 20
| 3 Raices:x; = —1,x, = |
2 I 2 c 3
J- [x2—1] dx=J (—x2+ I)dx+j E-1)dx=2u? j(_x4_x2+2) dx=—X?—XT+2x
0 0 I

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA'Y DEFINIDA
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Ejercicios y problemas

93. Dada la funcion f(x) = 4 — x2, calcula el drea encerrada
entre la grafica f(x) y el eje de abscisas.

Solucion:
AY
2
[2 2\ -
Raices: x| = =2,x, =2
3
(4-x? dx=4x—T

2
J- (4—x2)dx=£u2
) 3

Area = 33—2 = 10,67 u?

94. Calcula el drea de la regién limitada por la grifica de la

funcion f(x) = —4x3 + 5, el eje de abscisas, la recta
x=—lylarectax =1
Solucion:

¥ X

Raices: x = = 1,08
J.(—4x3 + 5) dx = —x* + 5x

|
J- (43 + 5) dx = 10 u?
I

Area = 10 u?

300

4. Aplicaciones de la integral definida

95. El caudal de un grifo viene dado por la funcién:
f(x) = | +2x
donde x se mide en minutos y f(x) en litros por minuto.

a) Escribe la funcién que expresa la cantidad de agua
que arroja el grifo al cabo de x minutos.

b) iCuanta agua arroja el grifo durante la quinta hora?

Solucion:

La funcién sera:

a) F(x)=J.(I +2x) dx = x + x2

5
J(I + 2x) dx

4
b) F(5) = 30; F(4) =20
c) [F(5) -F@4)|= 10

El grifo ha arrojado 10 litros.

96. La funcién de ingreso marginal de un producto, en mi-
llones de euros, es:

i(x) = 15-2x
donde x es el nimero de unidades vendidas en miles.

a) ;Qué ingreso se obtiene por la venta de 2000 uni-
dades?

b) iCual es el ingreso adicional al pasar de 2000 a 3 000
unidades vendidas?

Solucion:

2
j (15 — 2x) dx = 26 millones de euros.
0

3
j (15 —2x) dx = 10 millones de euros.
2

97. Dos hermanos heredan una parcela que han de repartir-
se. La parcela es la region plana limitada por la curva

y=Vx-—1 ylarectay= %(x— 1)
Calcula el area de la parcela.

Solucion:

SOLUCIONARIO
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Para ampliar
98. Calcula tres primitivas de la funcién:
y=x

Represéntalas. ;En qué se parecen?

Solucién:
x2
Y=
x2
y=g*!
2
X
y=7 -3

¥ X

Todas las curvas tienen en comln que son traslaciones ver-
ticales de la integral sin constante.

99. Dada la funcién:
y=-x+1
a) calcula su integral indefinida.
b) halla la primitiva que pasa por el punto P(4,— 1)
c) dibuja la funcién inicial y la primitiva que se pide en el

apartado anterior.

Solucion:

2
a)J-(—x+ I)dx=—XT+x+k

2

S

b)— = +4+k=—|

TN

k=3

2
y=—XT+x+3

) AY

L\

Y X

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA'Y DEFINIDA

100. Calcula la integral de la funcion:
f(x) = x3 — 4x

Solucion:

Es la integral de un polinomio.

4
X 92
p 2x- + k

|
101.jezx dx

Solucion:

2 e2x

102. j(l + 3x2) dx
X

Solucion:
L x| + >3 + k

+ k

103. Calcula la integral de la funcién:

y=eX+2

Solucion:

Es la integral de una funcién exponencial.
2+ k

3_
104.]("—’?2) dx
X

Solucion:

x2 2
T_lel_x + k

105.j(x + Lz) dx
X

Solucion:
2
X |
—_——— 4 k
2 X

106. Calcula la integral de la funcion:
f(x) = Vx — |

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién irracional.

%(x—l)\/x—l +k

301



Ejercicios y problemas

3

107. Calculaj L dx
o Xt I

Solucion:
AY

a) Fx) = L|x + 1]
b) F(0) = 0,F(3) = L 4

3
|
c) JOX+| dx=L4=1,39 u?

108. Sea la funcion f(x) = 2x3 + bx? + ax — 5

a) Halla los valores de a y b, de forma que f(x) tenga
un maximo en x = | y un minimo en x = 2

b) Halla el area de la regién limitada por la grafica f(x) y
eleje Xentrex=0yx=3
Solucion:
a) f'(x) = 6x2 + 2bx +a

En los puntos en los que tiene el maximo y el minimo,
la primera derivada se anula.

Se obtiene el sistema:

at2b+ 6=0
;;1+4b+24:o}:>a"2'b‘"9
y=23-9%+ 12x -5
i _ _ 5
b) Raices:x, = I,x, = X
AY
| 3} =
x4
'F(x)=T—3x3+6x2—5x
_ -_3 -_5 -_3
*F(0) = 0,F(l) = 2,F(5/2)— 32,F(3)— )
°Area=i=3,l9u2
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109. Sea la funcién f(x) = 3x — x3

Halla el drea de la regién limitada por el eje X y dicha

funcion.
Solucion:
Raices:xI = —\/E,xz = 0,x3 =3
Y
\ \3 s
3 \40 \ g
4 2
a) F(x) == + %

b) F(-3) = %,F(O) =0,F(V3) =

IRV}

c) Area = % = 4,5 u?
110. Considera las funciones f,g : R — R definidas por:
fx)=6-x% g(x)=|x, xeR
a) Dibuja el recinto limitado por las graficas fy g

b) Calcula el area del recinto descrito en el apartado
anterior.

Solucion:
a) Dibujo:

[2 2\

b) Raices: x| =—2,x, =2

v X

0
j (6—x2+x)dx=%

2
j(6—x2—x)dx=£
0 3

Area = % = 14,67 u?

111. Calcula el valor de a, positivo, para que el area encerra-
da entre la curva y = ax — x? y el eje de abscisas sea 36.
Representa la curva que se obtienen para dicho valor
dea

SOLUCIONARIO
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Solucion:

ax—-x2=0=>x=0,x=a
a

J.(ax—xz)dx=36=>a=6
0

y = 6x — x?
AY

VY X

° i

112. Resuelve las siguientes cuestiones:
a) Dibuja la regién limitada por la curva de ecuacién
y =x(3 —x) y la recta de ecuacién y = 2x — 2

b) Halla el drea de la regidn descrita en el apartado an-

terior.
Solucion:
a) Grifica:
AY
Y/ X
! 2 g
b) Raices:x; =—1,x, =2

2
Area=J- (—x2+x+2)dx=%=4,5u2
[

113. Halla los valores de m para que el area de la region li-
mitada por la parabola y? = x y la recta y = mx sea |

Solucion:

|
Raices:x, = 0,x, = —
' 2 m2

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA'Y DEFINIDA

Y X

114. Calcula el drea de la region limitada por la curva y = e*
ylasrectasx =0y x =2

Solucion:
AY
2
_ X
2 Ll
a) jex dx = e*

b) F(2) = € F(0) = |
c) Area = Jzex dx = |F(2) = F(0)| = e2— | u?
0

115. Halla el valor del parametro a sabiendo que el area li-

mitada por la grifica de la pardbola y = x* — ax y el
v 32
eje X es 3
Solucién:
x2—ax=0=x=0,x=a
0
J (2 —ax) dx| = TZ
a
|a3] = 64
=4
a=—4
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AY AY
X X
—4 0 e 0 R
Problemas
116. Calcula tres primitivas de la funcién:
- ) AY
y=-x
Represéntalas. ;En qué se parecen?
Solucion:
X2 . Z(
T2 A
X2
y=-—5%3
X
YT

¥ X

Todas las curvas tienen en comln que son traslaciones ver-
ticales de la integral sin constante.

117. Dada la funcién: y = e*
a) calcula su integral indefinida.
b) halla la primitiva que pasa por el punto P(l, I)

c) dibuja la funcioén inicial y la primitiva que se pide en el
apartado anterior.

Solucion:
a) J.exdx=ex+k

byel +k=l=k=l-e=y=e+1|-e

304

118. Calcula la integral de la funcién:
f(x) = x* — 4x3 + x2 + 6x
Solucién:

Es la integral de un polinomio.

x°

3
2 4+X_+ 2 4
5 3 3x° + k

119. Calcula la integral de la funcién:
_ x2—3x+2
fx) = X

Solucién:
Se aplica el método de integracion de funciones racionales.
La descomposicion es:

x—3+ 2
X
La integral es:

X2
T_3X+2L|X|+k

SOLUCIONARIO
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120. Calcula la integral de la funcién:

y=e>

Solucién:
Es la integral de una funcién exponencial.
—e >+ k

121. La recta que pasa por los puntos (0,—6) y (I,0) (obser-
va el dibujo) es la gréfica de la funcién derivada segunda
f” de una cierta funciéon f: R — R. Se sabe que el origen
pertenece a la curva y = f(x) y que en ese punto la rec-
ta tangente tiene pendiente igual a 3. Determina una
expresion de la funcién f

AY
y = £
X
Solucion:
f'(x) = 6x—6
f'(x) = 3x2 — 6x + k,
f'0)=3=k =3
f'(x) = 3x2 — 6x + 3
f(x) = x3—3x2 + 3x + k,
f0)=0=k,=0
f(x) =3 — 3x2 + 3x
AY
X

122. Se considera la funcién real de variable real definida por:

X
x2+ |

f(x) =

Calcula el valor de a > 0 para el cual se verifica la igual-

a
dad j f(x) dx = |
0

Solucion:

a
X L
J-ox2+ldx_ ) L@ +1)

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA'Y DEFINIDA

Se resuelve la ecuacion y se toma a > 0:

%L(a2+l)=I:>a= e?— |

AY
|
0,5
: &
05 I 1,55 2 25 3 35 4 45 5 g
o
123. Calcula el valor de a > 0 para quej 1 dx=3
0
Solucion:
a
dx
= +
Jo . L@+1)
L@+ )=3=a=e3-1
AY
10
0.8
0,6
0,4
0,2
A
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
124.Se consideran las funciones f(x) = x> — 2x + 3,
gx)=ax?+b

a) Calcula a y b para que las grificas f(x) y g(x) sean
tangentes en el punto de abscisa x = 2

b) Para los mismos valores de a y b, halla el area limita-
da por las grificas de las funciones y el eje vertical Y

Solucion:
a)a= %, b=1
b) Area:
X
0 2 o
2x2_4x + 4 4
J dx = = = 1,33 u?
0 2 3



Ejercicios y problemas

125. Sean las funciones f(x) = x2 + ax + b, g(x) =—x* + ¢

Raices:x; = —1,x, = 0,x3 = 2,x, = 3
a) Determinense a, b y c sabiendo que las grificas de
ambas funciones se cortan en los puntos (—2,-3) y a) F(x) = X_S N X_3 + 32
(1,0) 5 3
b) Calcula el drea de la regién limitada por las graficas b) F(-1) = 2 F(0) = 0,F(2) = 76
<) y £x) '> >
. 98
Solucién: c) Area = 15 = 6,53 u?
a) f(x) =x2 +2x—3,g(x) = —x2 + |
b) Area: 128. Se quiere dividir la region plana encerrada entre la para-
bolay = x*y larectay = | en dos regiones de igual drea
A Y .
mediante una recta y = a. Halla el valor de a
\/ X Solucién:
| g Y
"""""""""" "&/’"""""""""'")‘(
) I Aplicando el célculo integral, se tiene:
Area=J (-2x2 —2x + 4) dx = 9 u? |
-2 j (1-x¥) dx = 3 u?
-1
iV =ay =2
126.Halla el 4rea del recinto delimitado por la curva Siy=ay=x
_ 2 _
y=x*+4x+5ylarectay=5 x2=a:>x|=—\/;,x2=\/;

Solucion:

. 4
La mitad de 3853

\a |
"""""""""""""" j (a—xz) dx=?

0
2a\/;_ _Sﬂ

1
3 2

129. Resuelve las siguientes cuestiones:

a) Dibuja el recinto limitado por los semiejes positivos
. 0 32 de coordenadas y las curvas:
Area=| (-x*-4x)dx= 3 - 10,67 u?
-4

y=x2+|,y=%ey=x—l

b) Halla el area del recinto considerado en el apartado

127. Sea la funcion f(x) = x* — 4x3 + x2 + 6x anterior.
Calcula el area determinada por la grafica f(x), el eje ho- oz
- Solucion:
rizontal y las rectas x =—1 y x =2 )
a) Recinto:
Solucion:

¥ X

b) Area del recinto.

I
Jo(xz + I)dx=%

306 SOLUCIONARIO
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2(2 | ! 5
= — =—— 3 _ = —
J.I(X x + I)dx > tL4 jo(ax 3ax) dx =

Aren = 2 - 2 22 _ 3
Area—6+L4—2,22u 7 32

a=-1

. . fx) = - + 3x
130. Resuelve las siguientes cuestiones:

9_x2 AY

7
la recta tangente a esta curva en el punto de abscisa ]
x = | y el eje de abscisas.

a) Dibuja el recinto limitado por la curva y =

Y X

b) Calcula el area del recinto considerado en el aparta-
do anterior.

Solucion:

a) Recta tangente:

_5-x
)

Para profundizar

X 132. La recta de ecuacién 3x —y + 2 = 0 es tangente a la pa-
/ i ribola de ecuacién y = ax? + ¢ en el punto P(l,5)
a) Calcula las constantes a y c de la ecuacion de la para-
b) Area del recinto. bola describiendo el procedimiento que sigas.
36 _ 9 2 2 b) Dibuja la regién plana limitada por el eje, la parabo-
J ( X _ X ) dx = = lay la recta tangente.
2 4 3 c) Calcula el area de la regién descrita en el apartado
55_« anterior.
J. 2 dx = |
3 Solucién:
Area = % = 1,67 u? a) La pendiente de la recta es m = 3
La derivada de la parabola es y' = 2ax
Por tanto,parax=| =>2a=3=a= 2
131. De la funcién f: R — R definida por: . )
f(x) = ax3 + bx? + cx + d Si la parabola pasa por el punto P(l, 5), se deduce que
se sabe que tiene un maximo relativo en x = I, un c= %
|
5
punto de inflexién en (0, 0) y que:J f(x) dx = y b) Dibujo:
0
Calculaa, b,cyd 1
Solucion:
Si tiene un maximo relativo en x = |, la primera derivada
se anula para x = | :
3a+2b+c=0 i
Si tiene un punto de inflexion en (0, 0), pasa por ese pun- 5 | )é
to; por tanto,d = 0 y la segunda derivada se anula en x =0 /
b=0 I/ 352
3x 7 _ 0
De donde se obtiene: c = —3a <) jo(T + 2 3x — 2) dx = 2
La funcién es: ’ I 5
) = 3 — 3ax ATERS Gr ST

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA'Y DEFINIDA
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133. La figura siguiente representa la grafica de una funcién

f:[0,7]1 > R
AY

N
N

Y X

Sea F:[0,7] —» R Ila funcién definida por:

F(x) = J f(t) dt
0
a) Calcula F(4) y F(7)
b) Dibuja la grifica F(x) explicando cémo lo haces.

Solucion:

a)

b)

F(4) es el drea comprendida entre el eje X y la funcién
en el intervalo [0, 4], F(4) = 4 u?

F(7) se obtiene como F(4), pero hay media unidad mas
positiva y una y media negativa, F(7) = 3 u?
La férmula de F(x) es:
* En el intervalo [0, 4] es:
f(t) = | = F(x) =x

* En el intervalo [4, 6] es:
2
f(t)=—x+5:>F(x)=—XT+5x+k|

con la condicién de que debe pasar por el punto
P(4,4). De donde se obtiene que k; =—8

2
F(x) == +5x—8

* En el intervalo [6, 7] es:
f(t) = —1 = F(x) =—x + k,

con la condicién de que debe pasar por el punto
P(6,4). De donde se obtiene que k, = 10
F(x) =—x+ 10
X si0<x<4
s
F(x) = —7+5x—8 sid<x<6
-x+ 10 si6<x<7
AY

A%

134. Halla la recta tangente a la curva de ecuacién y = x3 — 3x

308

en el punto de abscisa x = |

Dibuja el recinto limitado por dicha recta tangente y la
curva dada, y calcula su érea.

Solucion:
AY
|
[N«
/—I 2 o
La recta tangente en el punto de abscisax =—1 esy =2
2
J 2-x3+3x)dx = %
-1

Area = 20 _ 6,75 u?

el

135. Calcula el area de la region limitada por las curvas y = €,

y=e*ylarectax=|

Solucion:

)

¥ X

(ex—e‘x)dx=e+%—2

Area=e+%—2= 1,09 u?

136. En la figura aparece una curva que representa una fun-

cion polinémica de grado 2. Los puntos de interseccion
de la curva con el eje X son el A(1, 0) y el B(3, 0).Ade-
mas, el drea limitada por la curva y los dos ejes coor-
denados vale 4/3. Halla la expresion de dicha funcion.

AY

/N

Y X

Solucion:
f(x) =a(x— I)(x—3)
f(x) = a(x? — 4x + 3)

|

(x2—4x+3)dx=—i=>a=—l
0 3

f(x) = —x% + 4x - 3

SOLUCIONARIO
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137. Dibujar con la mayor exactitud posible las graficas de
las funciones f(x) = 3x% — 6x y g(x) = —x* + 6x — 8. Re-
presenta el recinto limitado por ambas funciones y ob-

tén su area.
Solucion:
AY
I Lﬂ\ X
: Ll
Raices: x| = 1,x, = 2

2 2
J(—4x2+ 12x — 8) dx=?
|

Area = % = 0,67 u?

138. Representa grificamente el recinto plano limitado por
la curva y = x3 — x y su recta tangente en el punto de
abscisa x = |. Calcula su area.

Solucion:

La ecuacion de la recta tangente en el punto P(l, 0) es:
y=2x-2

Y X

139. Determina el area comprendida entre las curvas y = x2,

y = Vx y la recta que pasa por los puntos A(2, 4) y
B(4,2)

Solucion:
y

N

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA'Y DEFINIDA

3
J0X+adx=5
Solucion:
3
+
J | gx=L@+a)—La=L 2
0x+a
+ +
L3 a=5=>3 a=e5=>a= 3
a a e®— |

141. Se consideran las curvas y = x? e y = a, donde a es un
nimero real comprendido entre 0y 1(0 < a < ). Ambas
curvas se cortan en el punto (x,, y,) con abscisa positi-
va. Halla a sabiendo que el drea encerrada entre ambas
curvas desde x = 0 hasta x = x;, es igual a la encerrada
entre ellas desde x = x; hasta x = |

Solucion:

0,2 044 0,6 0,8 1,0 12

Al punto (x,, ) se le puede llamar (\/;, a)

j\/;(a —x2) dx = J.\;Z(X2 —a) dx

0

2 ~_2 i
?a\/;—3a a—a+3
|

a= 5

3
142. Considera la funciéon f: R — R definida por:
f(x) =2 + x —x?

2
Calcula a, a < 2, de forma que J f(x) dx = %
a

309
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Solucion:

~
—T~

2 9
J(2+x+x2)dx=7
a
2 a2 . 10_9 .=l
3 2 ATz Tp=aThaTgy

Elvalora<2esa=—1I

143. De la grifica de la funcién polinémica f : R — R dada
por:
f(x) =x3 +ax2 + bx + ¢
se conocen los siguientes datos: que pasa por el origen
de coordenadas y que en los puntos de abscisas | y -3

tiene tangentes paralelas a la bisectriz del segundo y
cuarto cuadrantes.

a) Calculaa,byc

b) Dibuja el recinto limitado por la grifica de la funcion
f(x) y el eje de abscisas, y calcula su area.

Solucion:
a)a=3,b=-10,c=0
f(x) = x3 + 3x%2 — 10x

b) Dibujo:
AY
30
20
1o
-
—6{5—4—3—2—I PZEE "
Raices:x; = =5,x, = 0,x5 = 2
4
F(x) = 24 +3 - 532
F(-5) = —%, F(0) = 0,F(2) =8

Area = %= 101,75 u?

310

144. Determina una constante positiva a sabiendo que la figu-
ra plana limitada por la parabola y = 3ax? + 2x, la recta
y =0y la recta x = a tiene area (a% — 1)?
Solucién:

La parabola pasa por el origen de coordenadas.

AY

v X

a
j (3ax? + 2x) dx = a* + a2
0

Por tanto:
at+al=@2-1)2
Resolviendo esta ecuacidn, se obtiene:

V3 V3
a=—4,a=——

3 3
Solo se toma el resultado positivo, como indica el enun-
ciado del problema.

SOLUCIONARIO
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Linux/Windows [ WiR!s Windows Derive [®

Paso a paso

145. Calcula la siguiente integral indefinida:

Solucién:
J (€ + x2) dx Resuelto en el libro del alumnado.
Solucién: 147. Dibuja y calcula el 4rea del recinto limitado por el
. ., _ 2 _ _ .
Resuelto en el libro del alumnado. ?16) >4<]Y la funcién f(x) = x* ~ 2x — 3 en el intervalo
146. Calcula la integral: Solucién:
F(x) = J. (2x—5) dx Resuelto en el libro del alumnado.

Halla la primitiva que pase por el punto P(4, 3).

Representa la primitiva obtenida para comprobar
que pasa por dicho punto.

Practica

148. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es y elige
Matemadticas, curso y tema.

149.J‘(x3 —6x2+1) dx

Solucidn:

Ejercicio 149

1
‘/.(x3—6x2+1)dx—>

150. J% dx

X

Solucién:

Ejercicio 150

i dx = -5
x3 2-x2

1
151, | ——
J(3X+ 5)2 dx

Solucién:

Ejercicio151

152.]5 7% dx

Solucidn:

Ejercicio 152

—ex4-2.x3+x 5. 7% dx =» Lk
4 In(7)

1
183, | —
j(x+3)2 dx

Solucién:

Ejercicio 153

2 -2
dx =»
‘/(x+3)2 X+3

154. j(eX/ >+ x%) dx

Solucién:

Ejercicio 154

X X x3
e5 +x2|dx => 5.5+
_1 3

1
—
‘f(3x+5)2 dx = g x+15

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA'Y DEFINIDA 311
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155. Calcula la integral: F(x) = J(sz —4x—-1)dx

Halla la primitiva que pase por el punto P(2, 1).
Representa la primitiva obtenida para comprobar

que pasa por dicho punto.

Solucién:

[ Ejercicio 155
| f(x) =3x2-4x -1 =» x—3-x2-4.x-1

F(x) =/f(x) dx =» x—=x3-2.x2-x

| P =punto(2, 1) => (2,1)
Sustituimos el punto P(2, 1)
| resolver(F(2) +k = 1) => {{k=3}}
Lafunciénes:
[F(x) =F(x) +3 = x>x3-2.x2-x+3
| dibujar(F(x), {color=negro, anchura_linea=2})
| dibujar(P, {color = negro, tamafio_punto = 8})

i B tablerol @
WiR!S
5 DB e umlo@s s s BoB

156. Dibuja el recinto correspondiente y calcula la si-
guiente integral definida.

Jj(x_ 1) dx

Observa y justifica el signo del valor obtenido.

312

Solucién:

[ Problema 156
[f(x) =x-1 => xx-1
| dibujar(x = 2, {color = negro, anchura_linea = 2})
| dibujar(x = 5, {color = negro, anchura_linea = 2})
| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
| resolver(f(x) =0) => {{x=1}}

Hay una sola region en el intervalo [2, 5]

5
15
lf(x) dx => >

El signo es positivo porque la region esta encima del eje X

tablerol == i
WiR!S
|2 DEe 2 ub|o@Es s s BOB

157. Dibuja el recinto correspondiente y calcula la si-
guiente integral definida.

4
J- (x% — 6x + 4) dx
1
Observa y justifica el signo del valor obtenido.

Solucién:

[ Problema 157

[f(x) =x2 - 6x+4 => x—x2-6-x+4

| dibujar(x = 1, {color = negro, anchura_linea = 2})
| dibujar(x = 4, {color = negro, anchura_linea = 2})
| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})

| resolver(f(x) = 0) = {{x=-/5+3},{x=1/5+3}}

Hay una sola region en el intervalo [1, 4]

4
ff(x)dx - -12
1

El signo es negativo porque la region esta debajo del eje X

SOLUCIONARIO
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158. Dibuja el recinto correspondiente y calcula la si-
guiente integral definida.

4
[ i
-4

Solucién:

| Problema 158

| f(x) = [x] => x— [x]

| dibujar(x = -4, {color = negro, anchura_linea = 2})
| dibujar(x = 4, {color = negro, anchura_linea = 2})

| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})

4
‘f f{x) dx = 16
-4

-tablelul _ @
WiR!S
| DEe e umo@s s sEDB |

curval 10
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TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA'Y DEFINIDA

Windows Derive [®

159. Dibuja el recinto limitado por las siguientes fun-

ciones y calcula su 4rea.

f(x) =4 —x2 g(x) =2x +1

Solucién:

[ Problema 159

[f(x) =4 - x2 = x—-x2+4

|g(x) =2x+ 1 => x—2-x+1

| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
| dibujar(g(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
| resolver(f(x) = g(x)) =» {{x=-3},{x=1}}

1
U (f0) - gx) dx > =
-3

. 32
Area = 5 u?

tablerol
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160. Dibuja y calcula el drea del recinto limitado por el

eje X y la funcién:
f(x) = —x + x% + 2x
Solucién:

[ Problema 160

[f(x) = —=x3 + x2+ 2x = x—-x3+x2+2.x

| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})

| dibujar(y = 0, {color = negro, anchura_linea = 2})

| resolver(f(x) =0) = {{x=-1}, {x=0}, {x=2}}
Hay dos regiones en los intervalos [-1, 0] y [0, 2]

0
5
ff(x)dx - e
-1
2
8
/u.f(x)dx = 3

|_i|+|E| .
121713 12
3

o = 3
12 3.0833

; 37
= —u2= 2
Area 12 u 3,08 u

1 tablerol @
WiR!S
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161. Una fdbrica produce chips para ordenadores. La

funcién de ingreso marginal viene dada por:
2

x+1

ix) =3+

donde x es el nimero de chips vendidos e i(x) vie-
ne dado en euros. Si vende 10 000 unidades, ;cud-

les son los ingresos obtenidos?

Dibuja la regién correspondiente a los ingresos ob-

tenidos.

Solucién:

[ Problema 161
s 3-x+5

x+1 x+1
| tablere{centro = punto(5000, 1), anchura = 11000, altura = 6}
\ dibujar(x = 0, {color = negro, anchura_linea = 2})
\ dibujar(x = 10000, {color = negro, anchura_linea = 2})
| dibujar(i(x), {color = negro, anchura_linea = 2}
| resolveri(f(x) =0) = {1}

Hay una unica regién en el intervalo [0, 12]

10000
f i(x) dx =» 30018.
0

Ingresos = 30018 €

i(x) =3 +

;tahleml : @'
WiRS
IE]|E.®.91:1I]|<E>|E'.?'|5".?'E3‘u|[@ ‘
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162. Calcula el 4rea encerrada por las funciones: 163. En una ciudad de 500000 habitantes, se estima
fx) = x3 + 3x2, g(x) =x + 3 que la velocidad de enfermos por dia que hay en
una epidemia de gripe sigue la funcién:
Solucién: f(x) =2x + 20
| Problema 162 donde x se mide en dias y f(x) en miles de personas
[ f(x) =x3 + 3x2 => x—x3+3-x2 cada dfa.

|g(x) =x +3 => x—x+3

| resolver(f(x) = g(x)) =» {{x=-3},{x=-1},{x=1}}
| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})

| dibujar(g(x), {color = negro, anchura_linea = 2})

| dibujar(x = -3, {color = negro, anchura_linea = 2})
| dibujar(x = -1, {color = negro, anchura_linea = 2})
| dibujar(x = 1, {color = negro, anchura_linea = 2})

Calcula el nimero de personas que enfermardn en-
tre el segundo dia y el quinto dia.

Solucién:

[ Problema 163
i | f(x) =2x + 20 => x—2-x+20
| resolver(f(x) =0) => {{x=-10}}
‘/ (f(x) = g(x))dx => 4 | tablero{centro = punto(2.5, 15), anchura = 6, altura = 40}
_:: | dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
| dibujar(x = 2, {color = negro, anchura_linea = 2})
‘[1 (f(x) = g(x))dx = -4 | dibujar(x = 5, {color = negro, anchura_linea = 2})

5
f f(x) dx = 81
2

| Area = |4] + |[-4] => 8

Area=8 u?
— @ | Habra en total 81000 enfermos.
1 : X
Pﬁg cumlolassBEons | WiRS =
i IE'] DEe ¢ 1l omlss o H ‘
el L —
i 5 s 3 | 4 g | b |
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164. El ritmo de crecimiento de una determinada po-
blacién de peces viene dado por la funcién:

f(x) =—x>+2x + 8

donde x se mide en meses y f(x) en miles de peces
por cada mes.

Calcula el crecimiento de peces en los tres prime-
ros meses.

Solucién:

| Problema 164

[f(x) = - x2+2x+8 = x-x2+2.x+8

| resolver(f(x) =0) =» {{x=-2}, {x=4}}

| tablero{centro = punto(1.5, 5), anchura = 4, altura = 12}
| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})

| dibujar(x = 0, {color = negro, anchura_linea = 2})

| dibujar(x = 3, {color = negro, anchura_linea = 2})

3
ff(x) dx = 24
0

La poblacion ha crecido en 24000 peces.

B tablerol @
WiR!S
5 DB s um o@assBos |
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165. Se estima que el ritmo de crecimiento de un feto
durante el embarazo viene dado por la funcién:

2
fx) =2+ X
®==200"3

donde x se mide en semanas y f(x) en centimetros
por semana. Calcula cudnto ha crecido el feto en
las 30 primeras semanas.

Solucién:

| Problema 165
i + 1 = XH—L-x2+l-x

200 5 200 5

| resolver(f(x) =0) =» {{x=0}, {x=40}}

| tablero{centro = punto(15, 1), anchura = 35, altura = 3}
| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})

| dibujar(x = 0, {color = negro, anchura_linea = 2})

| dibujar(x = 30, {color = negro, anchura_linea = 2})

30
f f(x) dx => 45
0

Ha crecido 45 cm

‘f(x)=—

EJ tablerol : .'
WiRS
IE]|E.®.91:1I]|<E>|E'.?'|5".?"Sa|[@ ‘
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Problemas propuestos

1. Dada la funcién f(x) = 4 — 3x2 + x3, determina:
a) la monotonia y la curvatura de f(x)

b) los puntos donde la funcién alcanza sus extremos rela-
tivos.

c) la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) en el
punto de abscisa x = —1

Solucion:

a) Se calculan la |* derivada para estudiar la monotonia y
la 2°* derivada para la curvatura:
f'(x) = —6x + 3x?
f'(x) = —6 + 6x
Estudio de la monotonia:
() =0=3x2—6x=0=3x(x-2) =0=>x=0,x=2
Six=0=f(0)=4-3-02+03=4=A(0,4)
Six=2=1f(0)=4-3-22+23=0= B(2,0)
x=1=f(1)=3-12-6-1=3-6=-3<0()
e A S T
x 0 2
Creciente (7): (—20,0) U (2, +0)
Decreciente: (\): (0, 2)

Estudio de la curvatura:
f'xX)=0=>6x-6=0=x= I
Six=1=f(l)=4-3-12+13= 2= C(l,2)
x=0=f"'0)=6-0-6=-6<0(-)

f'(x) - +

x o
Convexa (U): (I, +0)
Céncava (N): (—oe, 1)

b) Extremos relativos
f'0)=6-0-6=-6<0(-) = A(0, 4) es un maxi-
mo relativo
f'"2)=6-2-6=6>0(+) = B(2,0) es un minimo
relativo

c) Ecuacion recta tangente
Six=—1=f(-1)=4-3-(=1)2+ (=1)}=0= P(-1,0)
f'—1)=3(=1)2-6(-1)=9
La recta tangente es:
y—-0=9x+1)=y=9+9

2. Dada la funcién:

[x + 2| six<—|
f(x) =1k si—l <x<|
(x=2)2 six=1

a) halla el valor de k para que la grifica sea continua para
x=—1

b) para ese valor de k, dibuja la grafica.

BLOQUE II. ANALISIS

PAU

c) calcula el area del recinto limitado por la grafica de fy
el eje de abscisas.

Solucion:
—x—2 six<-2
X+ 2 si—2<x< -1
3) 169 =19, sicl<x<|
(x=2)% six=>|

La funcién esta definida por cuatro funciones polinémi-
cas que son continuas en todo R. Los Gnicos puntos en
los que puede haber problemas son los valores en los
que cambia la definicién. En concreto,x = —1,x = |

Para que sea continua los limites laterales deben coin-
cidir y ser iguales al valor de la funcién.

Enx =—1
f(-1)=1
lim f(x)= lim (x+2)=1
x——1" x——1" _
=>k=1
lim f(x) = lim k=k
x——1* X—>—
Enx = |
f(l) =
lim f(x) = lim k=k
x— I~ x— I~ _
k=1
lim f(x) = lim (x—2)2= |
x— 1t
Para k = | la funcién es continua.
b) AY
N\ X
c) AY

fx) =0 x=-2,x=2

2
X
2 A € —
o) 2x six <=2
X—2+2x si—2<x<—I
F(x) =4 2 -
X si—l<x< |
3
T—2x2+4x six> |
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ol

A= (x + 2) dx =|F(—I)—F(—2)|=%
J2
ol

A, = dx| = |F(1) = F(=1)| = 2
- |

A; = (x—2)2 dx =|F(2)—F(I)|=?
i

3. a) Sif' es la derivada de la funcién dada por
f(x) = 23 — 6x2 + % (x # 0), calcula f'(=2)
X

b) Dibuja la funcién f(x) = 2x> — 6x2. Obtén el drea que li-
mitan la curvay el eje Xentrex =2y x =4

Solucion:
a) f'(x) = 6x% — 12x — 12
X5
, _ 387
)= -
b) AY
40
30
20
10
- | X
fx) =0=>x=0,x=3
F(x) = j(2x3 - 6x2) dx = %x“ - 2x3
F(2) = -8;F(3) = —%; F(4)=0
APAs o] I
A = || 2 —6x%) dx| = [F(3) — F(2)| =5
2
At 27
A, = || (2x°—6x%) dx| = |F(4) — F(3)| = >
3
, I 27
= + == = 2
Area 5 ) 19u

4. El coste de fabricaciéon en euros de x unidades de un arti-
culo viene dado por la funcion

f(x) = x—2Vx + 20

a) ¢Cual es la funcién que determina el coste de fabrica-
cién unitario?

b) ;Para qué produccién resulta minimo el coste unitario?
iCuanto vale éste? Justifica que es minimo.

318

Solucioén:

a) Coste de fabricacién unitario

Cfx) _ x-2Vx+20 . 2Vx 20
c(x) = L = = - + =
X X X X
2Vx . 20
==

b) Minimo coste unitario

c'(x) =§—%:>c'(x) = 0:%—%=0:>
x =400

c'(x) = — % i 1—2 = c"(400) = 1/6 400000 > 0 =
minimo relativo.

Para x = 400 unidades es minimo.

c(400) = 1/6 400 000 € cada unidad.

5. Supongamos que tenemos un alambre de longitud a y lo

queremos dividir en dos partes que van a servir de base a
sendos rectangulos. En uno de los rectangulos su altura es
el doble de su base y en el otro su altura es el triple de su
base. Determina el punto por el cual debemos cortar el
alambre para que la suma de las dreas de los dos rectan-
gulos sea minima.

Solucion:

a) Datos, incognitas y dibujo

3y
2x

S Y

b) Funcién que hay que maximizar
A(x,y)=X'2x+y-3)'=2x2+3y2
Sujeta a las condiciones:x +y =a=y=a—-x
c) Se escribe la funcion con una sola variable
A(x) = 2x% + 3(a — x)2
d) Se calculan maximos y minimos
A'(X) = 4x — 6(a — x) = |10x — 6a
Ax)=0= 10x—-6a=0 = x = 3a/5
e) Se comprueba en la 2° derivada
A"(x) = 10 > 0 (+) = minimo relativo.

Hay que cortarla por los 3/5

SOLUCIONARIO
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6. Un taller artesanal estd especializado en la produccion de
cierto tipo de juguetes. Los costes de fabricacion, C(x), en
euros estan relacionados con el nimero de juguetes fa-
bricados, x, a través de la expresion:

C(x) =10x2 — | 850x + 25000
El precio de venta de cada juguete es de 50 €.

a) Plantea la funcidn de ingresos que obtiene el taller con
la venta de los juguetes producidos.

b) Plantea la funcidn de beneficios, entendidos como dife-
rencia entre ingresos y costes de fabricacion.

c) {Cuantos juguetes debe fabricar para maximizar bene-
ficios? ;A cuanto ascenderan estos beneficios!?

Solucién:
a) Funcioén ingresos
I(x) = 50x

b) Funcion beneficios
B(x) = I(x) — C(x) = 50x — (10x2 — | 850x + 25000)
B(x) =—10x2 + | 900x - 25 000

c) Maximizar los beneficios
B'(x) = —20x + 1900
B'(x) =0 = —20x + 1900 = 0 = x = 95 juguetes.
B"(x) =—20 < 0 (-) = maximo relativo.
B(95) =—10 - 952 + 1900 - 95 — 25000 = 65250 €

Los beneficios ascienden a 65 250 €

7. El consumo de un motor, en un trabajo de 6 horas, viene
dado por la expresion

C(t) =—t2 + 8t + 20, siendo t el tiempo en horas,
0<t<eé6

a) ;Qué momento es el de mayor consumo? ;Cuanto es
el consumo maximo?

b) i{Cuanto consume en total el motor en las 6 horas que
dura el trabajo?

Solucion:

v X

a) Maximo consumo
C(t)=—-2t+8
C(x)=0=-2t+8=0= t=4 horas.

BLOQUE II. ANALISIS

PAU

C"(t) = -2 < 0 (-) = maximo relativo.
C4) =-4>+8-4+20=36

b) Consumo total
6

El consumo total es J' (—t2 + 8t + 20) dx
0

t3
F(t) = J(—tz + 8t +20) dx = —? + 4¢2 + 20t

F0)=0
F(6) = 192
Consumo total = 192

8. Estudia la continuidad de la funciéon

x3 —5x +2

x2—5x + 6

y clasifica las discontinuidades que se encuentren. ;Es po-

sible definir de nuevo la funcién para evitar alguna discon-
tinuidad?

f(x) =

Solucién:
Factorizando el numerador y el denominador se obtiene:
C (x=2)(x+ I —\2)(x + | +2)

(x—2)(x—3)

Es discontinuaenx =2,x = 3

f(x)

a) x = 2 es una discontinuidad evitable; se evita definiendo
f(x) como la funcién simplificada
(=2 + 1= \N2)(x+ 1 +V2) _ x>+ 2x |
(x—2)(x-3) x—3

f(x) =

b) x = 3 es una discontinuidad de |I* especie de salto in-
finito.

9. El nimero de plazas ocupadas de un aparcamiento, a lo
largo de las 24 horas de un dia, viene expresado por la
funcion

1 680 + 20t si0<t<8
f(t) = 4 —10t2 + 260t + 400 si8<t< 16
—10t2 + 360t + 1200 si l6 <t<24

a) ¢A qué hora del dia presenta el aparcamiento una ocu-
pacién méaxima? ;Cuantos coches hay a esa hora?

b) ;Entre qué horas la ocupacién del aparcamiento es
igual o superior a 2000 plazas?

Solucién:
a) Maximo
Hay que hallar el maximo absoluto; para ello se hallan

los méaximos relativos en cada uno de los intervalos y
en los extremos de los intervalos.

El primer trozo es una recta, que vamos a llamar:

g(t) = 1 680 + 20t = no tiene méximos relativos.
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g(0) = 1680 Solucién:

g(8) = 1840 a) Maximos, minimos y crecimiento

El segundo trozo es parte de una parabola; lo vamos a
llamar:

h(t) = —10t2 + 260t + 400
h'(t) = —20t + 260, h'(t) =0 = —20t + 260 = 0 =
t=13

h(13) =2090

h"(t) = —20 < 0 (-) = maximo relativo.
h(8) = |1 840

h(16) = 2000

El tercer trozo es parte de una parabola; lo vamos a lla-
mar:

i(t) = — 102 + 360t + | 200
i'(t) = =20t + 360,i'(t) =0 = —20t + 360 =0 = t = I8

i(18) = 4440
i"(t) = —20 < 0 (-) = maximo relativo.
i(16) = 4400
i(24) = 4080

El maximo absoluto es para t = |8 horas y en ese mo-
mento hay 4440 coches

b) Ocupacion superior a 2 000 plazas
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Hay que resolver las inecuaciones:
1 680 + 20t > 2000 = x > 16, que no sirve.
—10t? + 260t + 400 > 2000 = 10<t< 16

—10t2 + 360t + 1200 > 2000 = 2,38 < t < 33,62, solo
sirve |6 <t<24

. La funcién:

2

tt—t+ |

fO=—Q7m77"
to+ |

representa la concentracién de oxigeno en un estanque

contaminado por residuos orginicos en un tiempo t

(medido en semanas).

a) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento
de f(t) para t = 0, asi como los instantes en los que la
concentracion es maxima y minima.

b) De forma razonada, y conforme a los datos anterio-

res, representa graficamente la funcién para t 2 0 y
estudia con todo detalle sus asintotas.

, t2— |
MO ey
f)=0=>t2—-1=0=t=1,t=—1;t =1 no sirve.
f(l)=1/2
-2¢3 + 6t
f"(t) = (t2 o |)3
f'(1) = 172> 0 (+) = minimo relativo.
f(0) = |

El maximo lo alcanza en el instante inicial,t = 0,y el mi-
nimoent= |

f'(2) = 3/25

f'(x) - +

X 0 I
Creciente (7): (1, +)
Decreciente: (\): (0, 1)

b) Asintotas y grafica

AY

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

¥ X

I 234567 89 10II
Verticales: no tiene, porque el denominador nunca se
anula.
Horizontales:
t2—t+ |

2+ |
tes principales.

k= lim = |, es cociente de los coeficien-

t—+oo
Asintota horizontal k = |

Oblicuas: no tiene, porque el grado del numerador no
es uno mas que el del denominador.

SOLUCIONARIO
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