7. Sistemas lineales
con parametros

1. Teorema de Rouché

W Piensa y calcula

Dado el siguiente sistema en forma matricial, escribe sus ecuaciones:

b3l

Solucion:
x+2y—-3z=0
2x — y =2

® Aplica la teoria

l. Escribe los siguientes sistemas en forma matricial: Solucién:
a) x-y =2 b) 2x+y- z=2 a) Se calcula el determinante de la matriz de los coefi-
2x+y+22=0 x+y+2z=35 cientes:
x—y+2z=1 —X +5z=3 3 | 2
Solucion: 1<l = ; _g (I) =-13
2) ; _: g x _ (2) Como el determinante de C es distinto de cero, el
L —1 2 Z | R(C) = 3 y se tiene:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas = Sistema
by[ 2 I —I)(x 2 compatible determinado.
I - 2fly =13 b) Se calcula el determinante de la matriz de los coefi-
-0 5)\z 3 cientes:
3 2 2
2. Escribe en forma ordinaria el siguiente sistema: ICl=] 3 -2 -2|=0
10 =2\ [x\ (I -3 3
30 Hly|=13 Como el determinante de C es igual a cero, se halla
2 _1 2fl; 0 el rango de Ay C por Gauss:
.. 3 2 2 15
Solucion: Rl 3 -2 -2 —1|=
x -2z=I -1 3 3 3
3x+y+ z=3 =
2x—y+2z=0 -1 3 3 3 2
=Rl 3 -2 -2 —I|2+3.-1> = 5
3 2 2 I5)/3x-2 =
3. Discute los siguientes sistemas: =
a) 3x— y+2z= | b) 3x+2y+2z= 15 _R‘(') ; ; ; _ s
x+4y+ z= 0 3x—2y —2z=—| - 0 4 4 16 33.4_ §
2x — Sy =-2 —x+3y+3z= 3 ‘ e
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-1 3 3 3
=R| 0 7 8 =
o I I 4/7-3-2
-1 3 3 3
=R| 0 7 7 8
0 0 0 20
R(C) =2 < R(A) = 3 = Sistema incompatible.

4. Discute los siguientes sistemas:

Q) 2x+y-z=0 b) x+2y+ z=1

x+y = 2x+3y+2z=0

-X +tz=1| x+ y+2z=3
Solucion:

a) Se calcula el determinante de la matriz de los coefi-
cientes:
2 1 -l
ICl=]| I I
-0 |

Como el determinante de C es igual a cero, se halla
el rango de Ay C por Gauss:

I
=R|0 | |
0 | I 2
0

I
AR
I
R(C) = R(A) = 2 < nimero de incégnitas = Sistema
compatible indeterminado.

b) Se calcula el determinante de la matriz de los coefi-
cientes:

2 1
Icl=[2 3 2|{=-1I
|

Como el determinante de C es distinto de cero, el
R(C) = 3 y se tiene:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas = Sistema
compatible determinado.

2. Regla de Cramer y forma matricial

W Piensa y calcula

Dado el siguiente sistema, resuélvelo matricialmente:

bl

Solucion:

b= IE)=(0

® Aplica la teoria

5. Resuelve por Cramer:

a) 2x+ y =5 b) x+ y-2z= 6

X +3z=16 2x+3y-7z=16

59— z=10 S5x+2y+ z=16
Solucién:

a) Determinante de los coeficientes:

2 I 0
ICl =!I 0 3|=-29
0 5 -—I
La solucién es:
5 I 0
16 0 3
110 5 -1 _—29_I
T e 29

TEMA 4. SISTEMAS LINEALES CON PARAMETROS

2 5 0
I 16 3
1o 10 <1 a7 _
T T R
2 1 s
I 0 16
o 5 10| —i4s
ST 29 0

b) Determinante de los coeficientes:

)
Icl=]2 3 -7|=2
5 2 |
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La solucién es:

6 1 -2
l6 3 -7
l6 2 1| 6
x=————— =73
I 6 -2
2 16 -7
s e il_2
y=—— =3~
I 16
2 3 16
s 2 16l 2
z——2 =5 ==

6. Resuelve por Cramer en funcién del parametro a:

La solucién es:

x+ vy =a
X +z=0
X+2y+z=2

Solucion:

0 4 5 5

0 0 3 —I

10 1 =5 0
11 3 2 ol 290
* 290 =290 !

4 0 5 5

2 10 3 -l

I —10 =5 0

o 1 2 ol_ 2%
/= ~290 =290 !

4 4 0 5

2 0 10 -l

I 1 -10 0

o 3 1 ol —s80_
£ ~290 —290 ~ 2

4 4 5 0

2 0 3 10

I 1 -5 —I0
o 3 2 1l 80 _
£° 290 “ 290~ 2

Determinante de los coeficientes:

| )
IC| =1 0 I =
| 2 |
La solucién es:
a | 0
0 O |
2 2 I| _2-2a _ |
X = = =5 Ta-
| a 0
| 0 |
— I 2 I ___2—|
Y= ) =7 "
| | a
| 0 0
| 2 2 2a-2
z= = |l —a
-2 -2

7. Resuelve por Cramer:

4x + 4y + 5z + 5t =

2x +3z- t=
x+ y—->5z =
3y +2z =

Solucion:
Determinante de los coeficientes:

4 4 5 5
2 0 3 -

=1 1 s o
0 3 2 0

-2

0
10
-10
I

8. Resuelve matricialmente el sistema:

3x+2y+z= 5
2x— y+tz= 6
x + Sy =-3
Solucion:
X | 5 -5 -3 5 2
y|=7 -1 | | 6[=1-1
z -1 13 7/\-3 |
x=2,y=-l,z=|

9. Resuelve matricialmente el sistema:

5 8 I\/x 2
3 -2 6|ly|=[-7
2 1 -l)\z -5
Solucion:
X | -4 9 50 2 -3
yl|="n715 =7 27(|-7|=( 2
z e/ 7 11 -34/\-5 |
x=-3,y=2,z=|

10. Resuelve matricialmente el sistema:
2x -3y + z=-7

X+4y +2z=—1|
x — 4y =-5
Solucion:
X | 8 -4 -10\(-7 -1
y|=7 2 -1 =3)|-1f=] 1
z -8 5 I1)\-5 -2
La solucién es:x =—1,y = |,z=-2
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3. Discusion de sistemas con parametros

W Piensa y calcula

. . - . x+ y=3
Discute, segun los valores de k, el siguiente sistema: Y
2x +2y =k

Solucion:

x+ y=3 x+y=3
2x+2y=k}:> 0=k-6

Para todo valor k # 6 el sistema es incompatible.

Para k = 6 el sistema se reduce a x + y = 3 = Compatible indeterminado.

® Aplica la teoria

guientes sistemas:
a) ax+ y+ z=1
X+ay+ z=a

X+ y+az=a?
b) a+ I)x+ y + z=0
x+@+Il)y+ z=0
x + y+t(@+1)z=0
Solucién:
a | |
a)Secalcula|C|=|1 a I[=a3-3a+2

I 1 a
¥-3a+2=0=>a=-2,a=|
Para todo valor de a # -2 y a # | se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = numero de incognitas Y, por lo
tanto, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|

* Para a = —2 se tiene:

-2 | | |
Rl I -2 | =-2|=
| I -2 4
| I -2 4
=Rl | -2 | -2|pr-22 =
-2 | | If2-12+3
| I -2 4
=R|0 3 -3 6|22:3 =
0 3 -3 933
| I -2 4 | I -2 4
=R|O0 | -1 2 =R[O0O I -1 2
0 I -1 3/3-20 0O 0 o0 |

Se tiene que R(C) = 2 < R(A) = 3 y, por lo tanto, el
sistema es incompatible.

TEMA 4. SISTEMAS LINEALES CON PARAMETROS

I 1. Discute, segin los valores del pardmetro a, los si-

*Para a = | se tiene:

Se tiene que R(C) = R(A) = | < nimero de incogni-
tas y, por lo tanto, el sistema es compatible indeter-
minado.

a+t| | |
b)Secalcula|C|=| | a+1 |
| I a+]l

=a3+3a

a®+3a=0=2a%(a+3)=0=>a=-3,2a=0

Para todo valor de a # —3 y a # 0 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas y, por lo
tanto, el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

e Para a = —3 se tiene:

-2 | | | I -2
R I -2 I[=R[ I -2 I]pr-2 =
| I -2 -2 | I)2-12+3
| | -2
=R[0 3 -3 23:3=R((|) : j)
0 3 -3/=2

Se tiene que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incogni-
tas y, por lo tanto, el sistema es compatible indeter-
minado.

* Para a = 0 se tiene:
|
RIT I ||=I
[ I

Se tiene que R(C) = R(A) = | < nimero de incogni-
tas y, por lo tanto, el sistema es compatible indeter-
minado.
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12. Discute, segin los valores del pardmetro k, los si-
guientes sistemas:

a) kx +y+ z=4 b) x+y+ z=0
x+y+ z=k kx +2z=0
x—y+kz=2 2x—-y+kz=0

Solucion:
I

k
a) Se calcula [C| = | |
|

I

| 1|=k2-1
-1 k
K—1=0=k=-I,k=1

Para todo valor de k #—1 y k # | se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas y, por lo
tanto, el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

* Para k = —1 se tiene:
-1 | I 4 -1 1 | 4
Rl 1 | I —1|r+22=R| 0 2 2 3
I =1 =1 2/ 12+ 3 0 0 0 6

Se tiene que R(C) = 2 < R(A) = 3 y, por lo tanto, el
sistema es incompatible.

* Para k = | se tiene:

| | I 4
R| I | | I ]12-2 =
[ | I 2] 1P-3
| | I 4 | | I 4
=R{0 0 0 3 =R{0 I 0 1
0 2 0 2/3:2 0O 0 o0 3

Se tiene que R(C) = 2 < R(A) = 3 y, por lo tanto, el
sistema es incompatible.

I
b) Se calcula |[C| = [k 0 =-k?-k+6
2 -1

~N —

KZ+k-6=0=k=-3k=2
Para todo valor de k # -3 y k # 2 se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas y, por lo
tanto, el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para k = —3 se tiene:

RI-3 0 2|2+3-1*? =
2 - =-3[/2-1°P-3
| | | | | |
=Rf0 3 5 =R( )
0 3 5/=2 0 3 3

Se tiene que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incogni-
tas y, por lo tanto, el sistema es compatible indeter-
minado.

* Para k = 2 se tiene:

| | |

R{2 0 2f2-1P-20 =
2 -1 2)2»-3

[
= R(o | o)
Se tiene que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incogni-

tas Y, por lo tanto, el sistema es compatible indeter-
minado.

| | |
=R[{0 2 O
o I 0

13. Discute, seglin los valores del parémetro a, el siguien-

te sistema:
3x + 10y =—4
ax+ y= |
x+ 3y=-I
Solucion:

Como hay mas ecuaciones que incégnitas, se calcula el
determinante de la matriz ampliada:

3 10 -4
Se calcula |A|=[a | |
I 3 -1

=2-2a

2-2a=0=a=|
Para todo valor de a # | se verifica que:

R(C) < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es incompa-
tible.

*Para a = | se tiene:
3 10 -4 | | |
R| I | I|=R]|I 3 —l|2-12 =
| 3 -1 3 10 —4)32-3.°
| | | | | |
=R|0 2 -2|22:2 =R|0 I -1 =
0 7 -7/3:7 0 I =) =2

[
- R(o |- |)
Se tiene que R(C) = R(A) = 2 = nimero de incognitas
Y, por lo tanto, el sistema es compatible determinado.

14. Discute, segin los valores del pardmetro m, los si-
guientes sistemas:

a) x+ y =1
mx + z=0
x+(l+m)y+mz=m+ |

b) (2m + 2)x + my + 2z=2m-2

2x + (2—-m)y = 0
(m + 1)x +(m+ Hz= m-1|

SOLUCIONARIO
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Solucion:

| | 0
a) Se calcula |C| = |m 0 I [=-m2-m
I I+m m
mi+m=mm+1)=0=>m=-1,m=0

Para todo valor de m #—1 y m # 0 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas Y, por lo
tanto, el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

*Para m = —| se tiene:
| I 0 | | I 0 |
R[-I' 0 I Of|r+2=|0 I | | |=
I 0 -1 0)2+3 0O 0 o0 O
1 I 0 |
“to | |

Se tiene que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incégni-
tas y, por lo tanto, el sistema es compatible indeter-
minado.

* Para m = 0 se tiene:
| I 0 |
RfIO 0 I © =R(I 0 I)
| I 0 /=

Se tiene que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incogni-
tas y, por lo tanto, el sistema es compatible indeter-

minado.
2m+2 m 2
b) Se calculael [C|=| 2 2-m 0 |=
m+ | 0 m+ |
=-2m(m + [)(m-1)
mm+ )m-1)=0=m=0m=-I,m=|

Para todo valor de m #0,m # —| y m # | se verifica
que:

R(C) = R(A) = 3 = numero de incognitas Y, por lo
tanto, el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

Para m = 0 se tiene:

2 0 2 -2\=2-3
R[2 2 0 o|ra =

I 0 1 -

I 1 0 o0 I 1 0 o0
‘R(l 0 I —|)|=_23‘R(o Lo

Se tiene que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incégni-
tas y, por lo tanto, el sistema es compatible indeter-
minado.

Para m = —1 se tiene:
0o -I 2 -4 2 3 0 o0
R[22 3 0 O|=R[0 -1 2 -4

0 0 0 -2 0 0 0 -2

Se tiene que R(C) = 2 < R(A) = 3 y, por lo tanto, el
sistema es incompatible.

Para m = | se tiene:

4 1 2 4 1 2
R|2 | 0 =R[2 I 0]=
2 0 2/3:2 I 0 |
I 0 | I 0 |
=R|4 | 2|22-4-1> =R|0 I -2 =
2 | 0/ 3@-2-12 0 | -2/ =2

Se tiene que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incogni-
tas y, por lo tanto, el sistema es compatible indeter-
minado.

TEMA 4. SISTEMAS LINEALES CON PARAMETROS
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Preguntas tipo test

[l Un sistema lineal heterogéneo es compatible deter-
minado si (C, matriz de los coeficientes, y A, matriz
ampliada con los términos independientes):

U R(©) <R(A)
R(C) = R(A) = N° de incégnitas
U R(©) > R(A)

U R(C) #R(A)

A Si tenemos el sistema lineal matricial CX = B tal que
existe C!, la solucién es:
d X=BC O X=BC!

] X=cB x] X=C'B

Un sistema lineal homogéneo:
siempre es compatible.
] siempre es incompatible.
] unas veces es compatible y otras incompatible.

] ninguna de las anteriores es cierta.

A Un sistema lineal de tres ecuaciones con dos incognitas:
si R(C) = R(A) = 2, es compatible.
[ si R(A) = 3, es compatible.
[ si R(C) = 3, es compatible.

[ si R(C) =R(A) = 3, es compatible.

I Un sistema lineal de tres ecuaciones con tres incog-
nitas:

[ si R(C) = R(A) = 2, es compatible determinado.
[ si R(C) # R(A), es compatible determinado.
si R(C) = R(A) = 3, es compatible determinado.

[ si R(C) < R(A), es compatible determinado.

PAU

Contesta en tu cuaderno:

A Se considera el sistema lineal de ecuaciones, depen-
dientes del parametro real a:

x—-2y+ z=0
3x+2y—-2z=3
2x+2y +az=8

Discute el sistema para los distintos valores de a
a#-7/4,S.C.D,sia=-7/4,S.l.

] a=-7/4,S.CD,sia=-7/4,Sl

[ a#2SCD,sia=25S.l
da=2,SCD,sia#2,5S.l.

Resuelve el sistema del ejercicio 6 paraa = 4
Ux=2y=3,z=4
U x=-2y=3,z=-4
x=y=z=1I
dx=-ly=-2,z=-3
IEY Discute, en funcién del parametro a, la solucién del
siguiente sistema de ecuaciones lineales.
x+4y+ z= 2
3x— y+2z= |
2x — S5y +taz=-a
da#-1,SCD,sia=-I,S.l
a#I,S.CD,sia=1,S.Cl
da=1,SCD,siaz|S.C..
da=2SCD,siaz2S.l.
KX Resuelve el sistema del ejercicio 8 cuando sea com-
patible determinado.
Ux=y=z=5
Ux=15y=62z=1
U x=-1/2,y=2/3,z=-4/5
x=15/13,y=6/13,z=—1
1] Resuelve el sistema del ejercicio 8 cuando sea com-
patible indeterminado.
Ox=y-2,z=-y+2
x=9y—-3,z=—13y+5
Ox=3y—-1,z=-3y+1
O x=-9y+3,z=13y-5
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Ejercicios y problemas

1. Teorema de Rouché

15. Discute el siguiente sistema:
3x— y+2z= |
x+4y+ z= 3
2x -5y + z=-2

Solucion:

Como |C| = 0, se halla el rango de C y de A por Gauss y
se obtiene:

R(C) =2 = R(A) < nimero de incdgnitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible indeterminado.

16. Discute el siguiente sistema:

S5x+4y +5z2=9
X — 2y =1
S5x+3y+5z=5

Solucion:

Como |C| = -10, el R(C) = R(A) = 3 y, por lo tanto, el
sistema es compatible determinado.

17. Discute el siguiente sistema:
2x+y+4z= 0
4x-y+22=—4
Ix—y+ z=-2

Solucion:

Como |C| = 0, se halla el rango de C y de A por Gauss y
se obtiene:

R(C) =2 <R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es incom-
patible.

18. Discute el siguiente sistema:

8x+ y+4z=9
S5x—-2y+4z=6
X+ y =1

Solucion:

Como |C| = 0, se halla el rango de C y de A por Gauss y
se obtiene: R(C) = 2 = R(A) < nimero de incognitas Y,
por lo tanto, el sistema es compatible indeterminado.

19. Discute el siguiente sistema:
2x— y+ z=-2
x+2y +3z=—|
x—-3y—-2z= 3

Solucion:

Como |C| = 0, se halla el rango de C y de A por Gauss y
se obtiene: R(C) =2 < R(A) = 3 y, por lo tanto, el sistema
es incompatible.

TEMA 4. SISTEMAS LINEALES CON PARAMETROS

20. Discute el siguiente sistema:

x+2y—4z= |
2x+ y—-5z=-1
X— y— z=-2

Solucion:

Como |C| = 0, se halla el rango de Cy de A por Gauss y
se obtiene:

R(C) =2 = R(A) < nimero de incdgnitas Y, por lo tanto,
el sistema es compatible indeterminado.

21. Discute y resuelve, si es posible, el siguiente sistema:

2x+4y—- z+2t= 0

x+ y+ z = 3
S5x—-2y—-4z— t=-12

Solucion:

Como hay mas incégnitas que ecuaciones, se pasa t al
2° miembro y se resuelve por Gauss, y se obtiene la solu-
cion:

_3t—-2 _9-7t _ 4t+32
T3 YT 3P
La solucién en ecuaciones parametricas es:
X=37»—2
13
=9—7?\.
Y"TI3 taeR
Z=4?\.+32
13
t=2A

2. Regla de Cramer y forma matricial

22. Resuelve por Cramer:
I7x+ 2y +3z=15
5x— 3y+2z=15
10x— 1y + 5z =36

Solucion:
Como |C|=—36, el sistema es de Cramer.

La solucién es:x =2,y = -1,z = |

23. Resuelve por Cramer:

3x+2y +4z=|
2x+ y+ z=0
x+2y+3z=1|

Solucion:

Como |C| = 5, el sistema es de Cramer.

. 2
La solucién es:x =——,y=0,z= —

5 5

137



Ejercicios y problemas

24. Resuelve por Cramer:

x+ y+ z=1
3x — 4y =5
7x— y—3z=8

Solucion:

Como |C| = 46, el sistema es de Cramer.
27 17 9

——z=

La solucién es: x = CYRATE 46

25. Resuelve por Cramer:

x+2y+3z=0
x+2y+ z=0
2x+ 3y +4z=2
Solucién:
Como |C| = -2, el sistema es de Cramer.

La solucion es:x =4,y =-2,z=0

26. Resuelve matricialmente:

L2 1) x) (I
2 -1 2ly|=]2
11 2f\z) |3

Solucion:

|C|= —5. Calculando la matriz inversa de los coeficientes
se tiene:

X 2 1\

y|=(2 -1 2 2=

y4 I 2 3

X | -4 -3 | I -1
y|="% -2 | 0|-(2]=| O
z 31 - 3 2
La solucién es:x =—1,y=0,z=2

27. Resuelve matricialmente:

Solucion:

|C|= 2. Calculando la matriz inversa de los coeficientes se
tiene:

x\ (1 0 1\ 2
yl=l1 1 of [-2]|=

z[ \o 1 | 0

x\ [0 1= 2 0
y|=5|-t 1 r[-2|={-2
z -1 0 2

La solucién es:x = 0,y =-2,z=2
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3. Discusion de sistemas
con parametros

28. Discute, segin el valor del parametro m, el siguiente

sistema:
mx + my =6
x+(m-1y=3

Solucién:
Se calcula |C| = ‘T mT | ‘ =m?—2m

m-2m=0mm-2)=0=>m=2,m=0

Para todo valor de m # 2 y m # 0 se verifica que:

R(C) = R(A) =2 = nimero de incégnitas y, por lo tanto, el
sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

* Param = 2 se tiene:

R(C) = R(A) = | < numero de incdgnitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible indeterminado.

e Para m = 0 se tiene:

R(C) = | < R(A) = 2 y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.

29. Discute, segin el valor del parametro m, el siguiente

sistema:

(m+I)x+ y+ z=3
x+ 2y +mz=4
x+my+ 2z=2

Solucion:
m+ | | |

ICl={ I 2 m|=-m3-m2+6m
| m 2

mi+m2-6m=0&m=0,m=-3,m=2

Para todo valor de m # 0, m #—3 y m # 2 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas y, por lo tanto, el
sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

* Para m = 0 se tiene:

R(C) =2 = R(A) < nimero de incégnitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible indeterminado.

¢ Para m = —3 se tiene:

R(C) = 2 < R(A) = 3 y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.

e Para m = 2 se tiene:

R(C) = 2 < R(A) = 3 y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.

SOLUCIONARIO
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30. Discute, segiin el valor del parametro a, el siguiente sis-

tema:
Xx+y+2z=3
2x—y+az=9
X—y—-6z=5
Solucién:
12
Secalcula|C|=|2 -1 a|=2a+16
I -1 -6

2a+16=0=2a=-8

Para todo valor de a # —8 se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas y, por lo tanto, el
sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

* Para a = —8 se tiene:

R(C) = R(A) = 2 < nimero de incdgnitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible indeterminado.

31. Discute, segiin el valor del parametro a, el siguiente sis-

tema:
X+y+2z=2
2x—y+3z=2
S5x-y+az=6
Solucién:
I 1 2
[Cl=]2 -1 3|=-3a+24
5-1 a

32-24=0=a-8=0=2a=8

Para todo valor de a # 8 se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = niimero de incognitas y, por lo tanto, el
sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C| = 0

* Para a = 8 se tiene:

R(C) = R(A) = 2 < nimero de incégnitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible indeterminado.

32. Discute, seguin el valor del parametro k, el siguiente sis-

tema:
3x-5y=6
x+ y=k
x+2y=2
Solucién:

Como hay una ecuacién mas que incognitas, se estudia el
determinante de la matriz ampliada.

3-5 6
Al=]1 1 k|=-1lk+22
I 2 2

Ik-22=0=>k-2=0=>k=2

TEMA 4. SISTEMAS LINEALES CON PARAMETROS

Para todo valor de k # 2 se verifica que:
R(C) <R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es incompatible.
Se estudian los valores que son raices de |A|
* Para k = 2 se tiene:
R(C) = R(A) = 2 = nimero de incdgnitas Y, por lo tanto,
el sistema es compatible determinado.

33. Discute, seglin el valor del parametro k, el siguiente sis-

tema:
X+ y =1
3x+2y— z=3
kx +3y—-2z=0
-X -4z=3
Solucién:

Como hay una ecuacion mas que incognitas se estudia el
determinante de la matriz ampliada.

I 1 0 |
3 2 -1 3

|A| = K 3 -2 0 =k+20
-1 0 -4 3

k+20=0=k=-20
Para todo valor de k #—20 se verifica que:

R(C) < R(A) = 3 y, por lo tanto, el sistema es incompa-
tible.

Se estudian los valores que son raices de |A|

* Para k = =20 se tiene:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible determinado.

34. Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones,
dependiente del parametro m:

2x +y— z=2
x+y+ 2z=5
-X +(m+2)z=3

a) Discute el sistema para los distintos valores de m

b) Resuelve el sistema param = 3

Solucion:
a)|C|=m-1I
m-1=0=>m=1I

Para todo valor de m # | se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas Y, por lo tan-

to, el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

e Para m = | se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < nimero de incdgnitas Y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.

b) Para m = 3 la solucién del sistema es:
x=-3,y=8,2z=0
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Para ampliar

35. Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones,
dependiente del parametro real a:

X—y =2
ax+y+2z=0
x—y+az=I|

a) Discute el sistema segun los diferentes valores del
parametro a

b) Resuelve el sistema paraa = —|
2

c) Resuelve el sistema para a

Solucién:
a)|C|=a%2+a=a(a+I)
a?+a=0=a@@+1)=0=a=0,a=—1
Para todo valor de a #—1 y a # 0 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para a = —| se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < numero de incégnitas Y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.
* Para a = 0 se tiene:
R(C) =2 < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.
b) Para a = —| la solucion del sistema es:
x=2+yz=1

La solucién en ecuaciones paramétricas es:

xX=2+A
y=»X con A € R
z= |

c) Paraa = 2 la solucién es:
x=ly=-1l,z=-1/2

36. Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
ax+ y—-z=0
2x + ay =2
—X +z=|
a) Discute el sistema segun los valores del parametro a

b) Resuelve el sistema cuando tenga mas de una solu-

cion.
Solucion:
a) |C|=a%?-a-2
a2—a-2=0= a=-1l,a=2

Para todo valor de a #—1| y a # 2 se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|
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* Paraa = —1 se tiene:
R(C) =2 <R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.
* Para a = 2 se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < nimero de incognitas Y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.
b) Para a = 2 la solucién del sistema es:
x=z—-I|,y=2-z
La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:
A=
2-%
A

conAeR

N < X
1

37. Siendo a un numero real cualquiera, se define el sis-

tema:
x+2y—az=|
_y+ z=0
ax + z=a

a) Discute el sistema en funcion del valor de a
b) Encuentra todas sus soluciones paraa = |

Solucién:
a) |C|=-a2+2a-1I
al-2a+l=0=a=|
Para todo valor de a # | se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
*Paraa = | se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < nimero de incognitas Y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.
b) Para a = | la solucidn del sistema es:
x=1l-zy=1z
La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:

=X
A conAeR
A

N < X
1

38. Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones,
dependiente del parametro real A:

x+ y+5z2=0
2x — Ay =0
x— y+ z=0

Discute el sistema segun los diferentes valores del pa-
rametro A y resuélvelo.

SOLUCIONARIO
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Solucién:
a) [C|=4r- 12
A-12=0=A=3
Para todo valor de A # 3 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para A = 3 se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < numero de incégnitas Y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.
b) Para A = 3 la solucién del sistema es:
x=-3z,y=-2z
La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:

x = -3t
y=-2t rconteR
z=t

Para A # 3 la solucién del sistema es la solucién trivial:
x=0,y=0,z=0

39. Se considera el siguiente sistema de ecuaciones:
mx+ y+z=|
X— y =m
x+my+z=|
a) Discute la compatibilidad del sistema en funcién del
parametro m

b) Encuentra, cuando existan, sus soluciones.

Solucion:
a) |C| = 0 para cualquier valor de m

Se estudia el sistema por Gauss y se obtiene que es in-
compatible.

b) No hay soluciones.

40. Se considera el siguiente sistema de ecuaciones:
ax+2y+6z=0
2x+ay +4z=2
2x+ay+té6z=a-2
a) Discute el sistema en funcién del parametro a

b) Resuélvelo paraa =2

Solucién:
a) |C|=2a2-8
al-4=0=a=-2,a=2
Para todo valor de a # -2 y a # 2 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
*Para a = —2 se tiene: R(C) = 2 < R(A) = 3 y, por lo
tanto, el sistema es incompatible.
* Para a = 2 se tiene: R(C) = R(A) = 2 < niimero de in-
cégnitas y, por lo tanto, el sistema es compatible inde-
terminado.

b) Para a = 2 la solucidn del sistema es:
x=3-yz=-I|
La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:
x=3-A
y=»A

z=—|

con A eR

Problemas

41. Se considera el siguiente sistema de ecuaciones:

x—y+ z= 6
—-x—-y+(@-4)z=7
x+y+ 2z =11

a) Discute el sistema en funcion del parametro real a

b) Resuélvelo paraa = 4

TEMA 4. SISTEMAS LINEALES CON PARAMETROS

Solucién:
a) |IC|=-2a+4
22-4=0=a-2=0=a=2
Para todo valor de a # 2 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para a = 2 se tiene: R(C) = 2 < R(A) = 3 y, por lo tan-
to, el sistema es incompatible.
b) Para a = 4 la solucidn del sistema es:

x=-5y=-2,z=9
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42. Sea el sistema de ecuaciones:

@+ )x+2y+z=a+3
ax + vy =a
ax+3y+z=a+2
a) Discute el sistema en funciéon del parametro real a

b) Resuelve el sistema en los casos en que resulte com-
patible determinado.

Solucion:
a) |C|=a+ |
atl|l=0=a=-1
Para todo valor de a # —1 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
*Para a = —| se tiene: R(C) = R(A) = 2 < nimero de
incégnitas Y, por lo tanto, el sistema es compatible in-
determinado.
b) Para a #—1 la solucién del sistema es:
x=1,y=0,z=2

43. Se considera el sistema:
2x + my =0
X +mz=m
x+ y+ 3z=1
a) Discute el sistema segun los valores de m

b) Resuelve el sistema param = 6

Solucién:
a) |C| = m?2-5m
m2-5m=0=>mm-5=0=m=0,m=5
Para todo valor de m # 0 y m # 5 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para m = 0 se tiene: R(C) = R(A) = 2 < nimero de in-
cognitas y, por lo tanto, el sistema es compatible inde-
terminado.

* Para m = 5 se tiene: R(C) =2 < R(A) = 3 y, por lo tan-
to, el sistema es incompatible.
b) Para m = 6 la solucién del sistema es:

x=—12,y=4,z=3

44. Sea el sistema homogéneo:
X + z=0
x + my + 2mz =0
2x+my+(2m+3)z=0
a) Calcula el valor de m para el que el sistema tenga
soluciones distintas de la trivial.

b) Halla las soluciones.
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Solucion:
a) |C| =2m
2m=0=m=0
Para todo valor de m # 0, la solucién es la trivial.
b) Para m = 0 se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < nimero de incognitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible indeterminado.
La solucién es:x =0,z =0

La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:

conAeR

1
o > O

X
Y
z

45. Dado el sistema de ecuaciones:

2x+y+z=|
x—y+z=2

a) estudia su compatibilidad.

b) afade al sistema una ecuacién de tal forma que el
sistema resultante tenga solucién Unica. Justifica la
respuesta y encuentra dicha solucion.

c) afade al sistema dado una ecuacién de tal forma que
el sistema resultante sea incompatible. Justifica la
respuesta.

Solucién:
a) R(C) = R(A) =2 < numero de incdgnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible indeterminado.

by 2x+y+z=1|
xX—-y+z=12
z=0

El sistema tiene como solucién:
x=ly=-1,z=0
c) Se afiade una ecuacién contradictoria con las otras

dos; por ejemplo, sumando y cambiando el término in-
dependiente:

3x+2z=0

46. Se considera el siguiente sistema:
X—y = a
x o+ alz=2a+ |
x—y+ta@@-1)z=2a
a) Discute el sistema segln los valores del pardmetro
real a

b) Resuelve el sistema paraa =3

SOLUCIONARIO
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Solucion:
a) [C|=a%-a

a2

—a=0=a@-1)=0=a=0,a=1
Para todo valor de a #0 y a # | se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para a = 0 se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < numero de incégnitas Y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.
*Paraa = | se tiene:
R(C) =2 < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.
b) Para a = 3 la solucién del sistema es:

x=5/2,y=-112,z=1/2

Para profundizar

47. Se considera el siguiente sistema de ecuaciones en las
incégnitas X, Y, z, t:
x+ 2y+ z =0
y+2z+t=0
2x + 2ky -t=0
a) Encuentra los valores de k para los que el rango de
la matriz de los coeficientes del sistema es 2

b) Resuelve el sistema anterior para k =0

Solucion:
a) Estudiando la matriz de los coeficientes por Gauss se
obtiene que si k = 3/2,el R(C) = 2
b) Para k = 0, la solucién es:
x=t2,y=0,z=-t/2

La soluciéon en ecuaciones paramétricas es:

A

)

=0

v A conAeR
X:—i

t=A

48. Se considera el siguiente sistema de ecuaciones:
Ax + 2y = 3
-X +20z=  -—|
3x— y— 7z=A+1
a) Halla todos los valores del parametro A para los que
el sistema correspondiente tiene infinitas soluciones.

b) Resuelve el sistema para los valores de A obtenidos
en el apartado anterior.

c) Discute el sistema para los restantes valores de A

TEMA 4. SISTEMAS LINEALES CON PARAMETROS

Solucion:
a) [C|=2A2 + 121 - 14
2+ 12— 14=0= N2 +6L-7=0=>A=-7, A= |
Se estudian los valores que son raices de |C|
*Para A = =7 se tiene: R(C) = 2 < R(A) = 3 y, por lo
tanto, el sistema es incompatible.
*Para A = | se tiene: R(C) = R(A) = 2 < numero de in-
cégnitas y, por lo tanto, el sistema es compatible inde-
terminado.

b) Para A = | la solucién del sistema es:
x=1+2z,y=1-z
La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:

x=1+2)\
y=1-X pconieR
z=)

c) Para todo valor de L #—7 y A # | se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.

49. Discute el sistema, segiin el valor del parametro m, y
resuelve en los casos de compatibilidad.

2x+ 3y+ z= 4
3x+ y+mz= 6
—-2x—- 10y — 2z=m-4

Solucion:
a) |C| = 14m - 14
I4m-14 =0=>m-1=0=>m=|

Para todo valor de m # | se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = numero de incdgnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

* Para m = | se tiene:

R(C) = 2 < R(A) = 3 y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.

b) Para m # | la solucién del sistema es:

_3m?+2/m-28 _-m(2m-3) _ -m
X [4m-1) 7 T4m-1) % 2m-1)
50. Dado el siguiente sistema:
X + z=|
y+t+(a-1)z=0

x+@-ly+ az=a
a) discute el sistema segun el valor del parametro a

b) resuelve el sistema en todos los casos de compatibi-
lidad.
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Solucién:
a) |C|=-a%+3a-2
a?-3a+2=0a=l,a=2
Para todo valor de a # | y a # 2 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas Y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para a = | se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < nimero de incégnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible indeterminado.
* Para a = 2 se tiene:

R(C) = 2 < R(A) = 3 y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.
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b) Paraa = | la solucién es:

x=1-zy=0

La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:

x=1-A
y=0
z=A

con A e R

Paraa # | y a # 2, la solucién es:

X =

a—| _a—|

a—2'Y " a_2'%" "

I
a—2

SOLUCIONARIO
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Windows Derive [®

Paso a paso

51. Discute el siguiente sistema:

x+2y+ z=1
3x+ y+4z=5
2x— y+3z=4

Solucidn:
Resuelto en el libro del alumnado.

52. Resolver matricialmente el siguiente sistema:

x+2y— z=0
2x + 5y =4
x+3y+2z2=5

Solucién:
Resuelto en el libro del alumnado.

53. Discute, segtin los valores de k, el siguiente sistema:

(1-k)x+ v+ z=0
x+ (1 -ky + z=k
X + y+ (1 —k)z = k?

Solucidn:
Resuelto en el libro del alumnado.

54. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es y elige

Matemdticas, curso y tema.

Practica

55. Resuelve el sistema:

2x— y+ z=-8
x+3y—-2z= 5
2x+ y+3z= 4

Solucién:
Ejercicio 55
2x-y+z=-8
resolver{x + 3y - 2z =5 ; = {{x=-3,y=4,2=2}}
2x+y+3z=4

Solucién: x=-3,y=4,z=2

56. Considera el siguiente sistema de ecuaciones:
ax+ y+z=4
x—ay+z=1
X+ y+z=a+2

a) Resuélvelo para el valor de a que lo haga compa-

tible indeterminado.

b) Resuelve el sistema que se obtiene paraa =2

TEMA 4. SISTEMAS LINEALES CON PARAMETROS

Solucidn:

[ Ejercicio 56

a1 1 a 1 1
Clay=[1-al1| = a—~|1-a1

11 1 11 1

a1 1 4 a1 1 4
Afa)=(1 -a1 1 = a—|1 -a1 1

11 1a+2 1 1 1 a+2

| Ic(a)] = -a2+1
\resolver(—a2+1=0) = {{a=-1},{a=1}}
-1 11
Cl-1) = |1 11
1 11
| rango(C(-1)) = 2
-1114
Al-1) =» [ 1 111
1111
| rango(A[-1)) => 2
Paraa = -1, R(C) = R(A) =2 < 3 = numero de incognitas.
Sistema compatible indeterminado.
111
C(1) =» |1 -11
171 1
| rango(C(1)) = 2
171 14
A1) = |1 -111
171 13
| rango(A[1)) => 3
Paraa=1,R(C) =2+ R(A) =3
Sistema incompatible.
Es compatible indeterminado paraa= -1
Lo resolvemos paraa = -1

-Xty+z=4 3 5

resolverix +y+z=1 ; =» {{x=—5,y=—z+5,z=z}}
x+y+z=1

b) Resuelve el sistema que se obtiene paraa=2
2x+y+z=4

resolveryx—2y+z=1; =» {{x=0,y=1,z=3}}
Xty+z=4

Solucién, x=0,y=1,z=3

a) Resuélvelo para el valor de a que lo haga compatible indeterminado.
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57. Discute, segtin los valores del pardmetro k, el si-
guiente sistema:

kx + y=1
x+(k+1y=1
X + ky =1
Solucién:
[ Ejercicio 57
k 1 k 1
C)=[1k+1] = ko[ 1 k1
1 k 1 k
k 1 1 k 1 1
Ak)=[1k+1 1] = k=|1 k+1 1
1 k 1 1 k 1
| |A(K)| => k-1

| resolver(k — 1 =0) => {{k=1}}
Parak #* 1, R(C) < R(A) = 3, sistema incompatible.
Parak =1

11
c(y = |12
11
| rango(C(1)) => 2
111
A1) = |121
111
| rango(A(1)) => 2

Sik =1, R(C) = R(A) =2 = n" de incognitas.
Sistema compatible determinado.

58. Clasifica el sistema siguiente segtn los valores del
pardmetro k

kx +y—-2z=0
—x—-y+kz=1

x+y+ z=k
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Solucién:

[ Problema 58
k 1 -2 k 1 -2
Cki=|-1 -1 k | = k=|-1 -1 k
1 1 1 1 1 1
k 1 -20 k 1 -20
AK=|-1-1 k 1| = k—=|-1 -1 k 1
1 1 1 k 1 1 1 k
[ IC(k)| = -k2+1
|resolver(—k2+1=0) = {{k=-1},{k=1}}
Parak #+ -1,k # 1, R(C) = R(A) = 3 = numero de incognitas.
Sistema heterogéneo compatible determinado.
-1 1 -2
C(-1) = [ -1 -1 -1
1 1 1
| rango(C(-1)) => 2
-1 1 -2 0
A(-1) = [ -1 -1 -1 1
1T 1 1 -1
| rango(A(-1)) => 2
R(C) = R(A) = 2< 3 = numero de incognitas.
Sistema compatible indeterminado.

11 -2
0(1)->(—1 -1 1)

17 1 1
| rango(C(1)) => 2
1 1 -20
A = | -1 -1 1 1
1 1 11

| rango(A(1)) => 3
R(C) # R(A), sistema incompatible.

59. Dado el sistema homogéneo:
x+ky—-z=0
kx— y+z=0
k+DDx+y =0
averigua para qué valores de k tienen soluciones
distintas de x = y = z = 0. Resuélvelo en tales casos.

Solucién:

[ Problema59
‘ 1 k -1

k -1 1
k+1 1 0
|reso|ver(k2—k—2=0) =» {{k=-1},{k=2}}
Tiene soluciones distintasdex =y =zparak #+ -1,k # 2
Parak = -1

= k2-k-2

x-y-z=0
resolvery —x-y+z=0; =» {{x=z,y=0,z=2z}}
y=0
Solucionx =z, y=0
Parak =2
X+2y-z=0 1 3
resolveri2x -y +z=0; =» {{x=—g -z,y=g -z,z=z}}
3x+y=0

Solucién x = -zI5, y = 3zI5

SOLUCIONARIO
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60. Dado el sistema de ecuaciones lineales

x—ay=2
ax— y=a+1
determina para qué valor o valores de a el sistema
tiene una solucién en la que y = 2

Solucidn:

Problema 60
Resolvemos el sistema cuandoy =2

x-2a=2 o __3_ __
resolver{a_x_2=a+1} ==l {{a—1,x—4},{a— E,x— 1}}

Tiene la soluciony =2 cuandoa=10a=-3/2

61. Plantea y resuelve el sistema de ecuaciones dado por:
1+3x  2)(3} (5
X ~1/\y] |4

Solucidn:

Problema 61

1+3x 2 ) (3 =y 9.x+2.y+3
X =1 y 3-x-y
9x+2y+3=5 {{ _2 }}
resolver{sx -y=4 } = X= 3,y— 2

Lasoluciénes: x=213,y=-2

62. Dada la matriz:

2 1
A=
L
calcula dos nimeros reales x e y tales que se verfique:

A+xA+yl=0

siendo I la matriz unidad de orden 2 y O la matriz
nula de orden 2

Solucidn:

_Problema62
_ (21 21
a=(33) > (33)

= (s9) = (o%)

2-x+y+2 x+1
A+x-At+ty- | = ( 2.x+2 3-x+y+3)
2x+y+2=0
x+1=0
resolveri, .5 _ o = {{x=-1,y=0}}
3x+y+3=0

Lasoluciénes: x=-1,y=0

TEMA 4. SISTEMAS LINEALES CON PARAMETROS

Windows Derive

63. Se considera el sistema:

z=1
3x — 5y + z=4
x—y+@-2)z=2

x—2y+

a) Discutir el sistema para los distintos valores de a

b) Halla todas las soluciones para a = 3

Solucién:

[ Problema 63

1 -2 1 1-2 1
Cla=|3 -5 1 | = a—~[3 -5 1
1-1a-2 1-1a-2

| Ic(a)] = a-1
| resolver(|C(a)| =0) => {{a=1}}
Para a # 1, sistema compatible determinado.
Paraa=1
1 -2 1
C(1) = |3 -5 1
1 -1 -1
| rango(C(1)) => 2

1-1-12
Sistema compatible indeterminado.
b) Paraa=3

1-2 1 1
rango|(3 -5 1 4| =» 2

X-2y+z=1
resolveri3x -5y + z=4; = {{x=3,y=1,z=0}}
X-y+z=2
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