6 Limites, continuidad

y asintotas

1. Limite de una funcidn en un punto

W Piensa y calcula

Completa mentalmente la tabla siguiente:

Solucién:
X 1,9 1,99 1,999 - 2 - 2,001 2,01 2,1
fx) =x+ | 2,9 2,99 2,999 - 3 - 3,001 3,01 3,1
® Aplica la teoria
I. Observando la gréfica, halla el limite en cada caso;si no Solucion:
existe, justificalo:
2) lim () b) im g(x) X e I I el I
7 7 f)=x2—1 —0,19 —0,0199 0001999 — 0
AY AY
f(x) () X I, 1,01 1,001 — I
f(x) = x2 - | 0,21 0,0201 0,002 — 0
X 11X a) lim (2=1)=0 b) lim (x2—1)=0
i \ v x— 1= x—I*
3. Calcula mentalmente los siguientes limites:
2x
, 3_ + ,
D I @=2e )8
Solucion: >
’ ’ -2
2) lim f(x) = 4 9 Jim Vw4 9 i, >
X—>

b) Iim3 g(x) no existe porque los limites laterales son
X—>
distintos.

lim g(x) =—2; lim g(x) = |
x— 3" x—3*

2. Completa las tablas para estimar el limite en cada caso:

X 09 099 099 - I
f(x) = x> -1 -
X 1 1,0l 1,000 — 1
f(x) = x% - | -

a) lim (2-1)

x— 1~

b) lim, 2=

e) lim L (4x +2)
x—= 1

Solucién:
a) lim (—2x+1)=8-4+1=5
x—2

, 2x 6 _
0 Jim 5= =

c) Iimo\'x2+4=\/z=2
x—

d) lim 5%-2=50= |

x—2

e) lim L(4x+2)=L6
x— |
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2. Limite de una funcion en el infinito

W Piensa y calcula

Completa mentalmente la siguiente tabla:

Solucion:
X —co¢ —1000 —100 -10 -1 | 10 100 1000 — +oo
f(x) = 1/x 0 -0,001 -0,01 -0l —1 | o,l 0,01 0,001 0

® Aplica la teoria

4. Usa la grafica para estimar el limite en cada caso;y si no i log x ) X
existe, justificalo: e) XI_Lnfm x2 f X'_'PJM NN
+ 1
a) lim f(x), lim f(x) siendo f(x) = x | 2\ x5
X—>—00 X +oo -
- - x g lm (5 — h) lim ————
) i . . x—+e | X5 =5 x>+ L (x +5)
b) lim g(x), lim g(x) siendo g(x) = signo (x)
X—>—co X—> teo
AY AY ) Jim X227 ) Jim_ (Vs +x - 3%)
f(X) —_x+d g(X) =|signo (X) Solucion:
x|— 1 a) o0 + oo = + o0
X X ool = i 2 = 4o
g > ¥ p[e-wl= lim 2=+
o m—— (Observa que: lim x2> lim 3x
X— too X—>+oo
I
) _-=0
Solucién: d) s> =0
3) Xl_i>njm fed =1, XE}TM f6) = 1 e) E] =0 (Observa que: Xin;lw log x < xin;mw xz)
b) lim gx)=—1, lim g(x)=I oo
H=>=ea H=Aes f) ?] Indeterminado.
g) [I ] Indeterminado.
5. Indica si los siguientes limites son infinitos, un nimero
o una indeterminacion: h) ﬁ] = dhes
a) lim (2 +3x) )
Xt (Observa que: lim e*=%> lim L (x+ 5))
R X— too X—>+oo
b) i -3
) Jim (x* = 3x) e (el
LR S
c) lim 27
Xt (Observa que: lim x2< lim 2")
X—> +oo X—>+oo
d) lim x> ; -
X—>+oo l) oo+ oo =400
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3. Limites de funciones polindmicas y racionales

W Piensa y calcula

Indica cual de las siguientes expresiones es determinada, y calcula el resultado, y cual indeterminada:
4 0 0 5 oo
00)3 b) o3 — d) — — - —_—
) (=) ) 9% )% 9y n= 9~
Solucién:
4 0
—oo3=—<x> <x>3—<x> — = oo —_=
2) (~=<) b) 93 d) 4 =0
0 . 5 o ,
e) 0 Indeterminada. ) =0 g) = Indeterminada.
® Aplica la teoria
6. Calcula los limites siguientes: 9. Calcula los limites siguientes:
im (—x5 + x2 im o (—x3 _ 2 4 24
3) lim & *xE+3)  b) lim (x+ 5x—4) 2) lim X3 b) lim %2
x—+eo X7 + 2X x—+eo X+ |
Solucién: Solucién:
7 ) 2) 0 b) 3
7. Calcula los limites siguientes:
2 2 10. Calcula los limites siguientes:
, X —X X+ 2x-3
a) I|mI ER S b) I|m3—2+ "o 3+ 5t — x
X2l X XEEX X3 xmTXx a) lim -x b) lim - 2x
x>+ | X2 + 2 x>+ | X2+ 3
Solucion:
+ 2 4
a) 112 b) 2 9 lim (3x2 | x 3)
X—>+o0 X
8. Calcula los limites siguientes:
, x3—4x2  x
i x+5 b [ X+ 2 d) lim W) |_7
) Jim, Sy ) e\ 2
Solucion: Solucion:
. x+5 . x+5 a) 0
a)xinjz_ x+2 xinjr a b) +
+2 X+ 2 )+
b) lim = —co li = +oo
)N e Ry d)-2
4. Continuidad
W Piensa y calcula AY
y = Ent(x)
Indica en qué valores es discontinua la funcion parte entera del 1" grafico del margen:
o——0
X
o—
Solucién:
o——0
En los valores enteros en los que tiene una discontinuidad de salto finito.
O@=——=0
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® Aplica la teoria

1. Ala vista de la grafica, clasifica las discontinuidades de

las siguientes funciones:

a) AY b) AY

L 2%
L 2%

C) AY d) AY

y = x +|Ent(x)

¥ X
¥ X

Solucion:

a) Tiene una discontinuidad evitable en x = 3, que se
evita haciendo f(3) = 6

b) Tiene una discontinuidad de |* especie de salto infini-
toenx=—lyx=1

c) Tiene una discontinuidad de |* especie de salto finito
en los valores enteros.

d) Tiene una discontinuidad de |* especie de salto in-
finito en x = 2.

12. Representa y estudia la continuidad de las siguientes

funciones:
-2x six<2
a)f(x)_{x2—2x+l six>2
2X-2 six< |
b =
) &) {Lx six> |
Solucion:
AY

L A%

La funcién esta definida a trozos con dos funciones poli-
némicas que siempre son continuas en su dominio. El
Unico punto conflictivo puede ser para x = 2

a) f(2) = -4

b) Iin‘zl_ f(x) = lim (—2x)=-4

li
X—2

lim f(x) = lim (2 -2x+1)=1
x—2* x—2*

TEMA 6. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS

Como los limites laterales no son iguales, no existe el
lim f(x)

x—2

Existe una discontinuidad de |I* especie de salto finito
enx =2

b)

La funcion esta definida a trozos con una funcién ex-
ponencial y una logaritmica que siempre son conti-
nuas en su dominio. El Unico punto conflictivo puede
ser para x = |
2) g(1)=0
b) Iim f(x) = lim (2*-2)=0
x— 1= x—= 1
lim f(x)= lim Lx=0
x— 1+ x— 1*
Como los limites laterales son iguales, el XITI f(x) =0

La funcién es continua.

I13. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

2_
a) f(x) = —sz_ | b) f(x) = —’)‘( = 4

2
Solucion:

a) Es una funcién racional que es continua en todo su
dominio.

Los valores donde no existe la funcién son x = —1 y
x =1
* Enx =1
lim 2 = —oo im ) =+
x—-1" x4 — | x—>—1* x4 — |

La funcién tiene una discontinuidad de |* especie
de salto infinito.

* Enx =1
, X ,
lim > =—o0 lim > = +oo
x— 1= x5 —| x— 17 x4 — |

La funcion tiene una discontinuidad |° especie de
salto infinito.

b) Es una funcién racional que es continua en todo su

dominio.
El valor donde no existe la funciéon es x = 2
2
. x*—4
lim ——— =4
x—2 X—2

La funcién tiene una discontinuidad evitable. Se evita
haciendo f(2) = 4
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14. Halla el valor del parametro k para que la siguiente
funcion sea continua en x = 2

=[5

six<2
six>2

Solucion:

a) f(2) = 0

b) lim f(x)= lim V2-x =0
x—2" x—2"
lim f(x) = lim (kx—1)=2k—I
x—2* x—2*

c) Para que sea continua, el limite debe existir cuando x
tiende a 2,y ser igual que f(2)

2k—-1=0=k=1/2

5. Asintotas de funciones racionales

N Piensa y calcula

Calcula mentalmente los siguientes limites:
I

a) XII—Q‘ x—2 b) XII—?;+ x—2 C) xl—l>n;]r>o ;
Solucion:
a) —oo b) +oo 0

@® Aplica la teoria

—X

5. f(x) =

2

Solucion:

Verticales: x = —-2,x =2

, | , [
lim = —oc0 lim =+

x—-2" 4 —x2 x—-2" 4 — x?2

. - , - _
lim = +oo lim = —oo
x—2" 4 — x2 x—2t 4 — x2

Horizontales:y = 0

, |
lim - =0
x——0 4 —x

La gréfica esta por debajo de la asintota.

, |
lim =0
Xx—+oo 4 — x2

La grifica esta por debajo de la asintota.

Oblicuas: no tiene.
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Calcula las asintotas y la posicion de la gréfica respecto de las asintotas de las siguientes funciones:

x2

16. f(x) = —-

x+2

Solucion:

Verticales: x = -2
lim x? = lim x?
= —o0
x—-2- X+ 2 x—-2t X+ 2

Horizontales: no tiene.
Oblicuas:y = x — 2

. 4 _
xI—I>njoo x+2 =

La gréfica esta debajo de la asintota.

, 4 4
xl_lmoo x+2 =

La grifica esta encima de la asintota.
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X
x2 + |

17. f(x) =

Solucion:

Verticales: no tiene.

Horizontales:y = 0

. X - A=
lim > =0
x——c0 X%+ |

La grifica esta debajo de la asintota.

=0t

lim )
x—+oo X& + |

La gréfica esta encima de la asintota.

Oblicuas: no tiene.

x2— |

18. 109 = =

Solucion:
Verticales:x = 0

x2—1 _

lim 5 = =ee lim
x— 0~ X

Horizontales:y = |
o=l
lim — =0

X—>—o0 X

La grifica esta debajo de la asintota.

. =1
lim 2 =0
X—teo X

La gréfica esta debajo de la asintota.

Oblicuas: no tiene.

TEMA 6. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS
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Ejercicios y problemas

Preguntas tipo test

Bl Dada la funcién real de variable real definida por:
fog = =30
x+3
determina las asintotas de la funcién.
[ Asintota vertical:x = 3
[ Asintota oblicua:y = x
Asintota vertical: x = —3, asintota oblicua:y =x -9

[ No tiene asintotas.

A Dada la funcién f(x) = {Xz - 2 S! x<0
x—1) six>0

estudia su continuidad en el punto x =0

[ Es continuaenx =0

Tiene una discontinuidad de salto finito.

[ Tiene una discontinuidad evitable.

[ Tiene una discontinuidad de salto infinito.

La profundidad de la capa de arena en una playa se
verd afectada por la construccién de un dique. En una
zona de la playa, esa profundidad vendra dada por la
siguiente funcion (P es la profundidad en metros,y t,
el tiempo en afos desde el inicio de la construccién).
Si la profundidad llegara a superar los 4 metros, se
deberia elevar la altura del paseo maritimo.

2+ 2
8t2—t— |

22

{Es la profundidad una funcién continua del tiempo?

sio<t< |

PO = §0> |

Es continua para todo valor de t
[ Tiene una discontinuidad de salto finito en t = |
[ Tiene una discontinuidad evitable en t = |

[ Tiene una discontinuidad de salto infinito en t = |

I3 En el enunciado anterior, por mucho tiempo que pa-
se, jsera necesario elevar la altura del paseo por
causa de la profundidad de la capa de arena?

[ No, porque no pasard de | m
No, porque no sobrepasara los 4 m
[ Si, porque sobrepasara los 4 m

] No se puede saber.

I Estudia la continuidad en el intervalo [0,4] de la si-
guiente funcion:

o) = {2x +3

si0<x< |

3—6x2+9x+ 1 sil<x<4

PAU

Contesta en tu cuaderno:

[ Tiene una discontinuidad de salto finito en x

[ Tiene una discontinuidad evitable en x = |

[ Tiene una discontinuidad de salto infinito en x =

Es continua para todo valor de x

x+ | .
, se pide calcular sus

Dada la funcién f(x) =
3 Dada Ila funcion f(x) 7 %

asintotas.
[ Asintota vertical: x = —2
[ Asintota oblicua:y = —x

[ Asintota vertical: x = 2,
asintota horizontal:y = 1/2

Asintota vertical: x = 2, asintota horizontal:y = —|1

Estudia la discontinuidad de la funcién:
x3 —5x + 2
x2—5x+ 6

[ Tiene una discontinuidad de salto finito en x = 2

f(x) =

[x] Tiene una discontinuidad evitable en x = 2 y una
discontinuidad de salto infinito en x = 3

[ Tiene una discontinuidad evitable en x = 3

[ Es continua para todo valor de x

IEX Supongamos que el valorV, en euros, de un produc-
to disminuye o se deprecia con el tiempo t, en me-

ses, donde:
25¢2
V(t) =50 —————=;t#0

(t) €+ 27

Halla el lim V(t).
t—>+oo
75 50 25 1+~
EA Calcula los valores de a, b € R para que la funcién:
x+a six<0
f(x) = M x=Nl=x si0<x< |
3x
bx six> |

sea continua en todo punto.
Oa=1,b=3 Oa=-1/3,b=-3
Xl a=1/3b=V2/3 Oa=1b=V2

1 El nimero de individuos, en millones, de una pobla-
cion viene dado por la funcion:
2

(0 = 18 + t2
(t+3)
donde t es el tiempo medido en afios desde t = 0.
Calcula el tamafio de la poblacién a largo plazo, cuan-
do el tiempo tiende a oo

x 1 s Oes [ +e
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Ejercicios y problemas

1. Limite de una funcién en un punto

19. Observando la grifica en cada caso, halla el limite, y si
no existe, justificalo:

2_3x+
2) lim f(x) siendo f(x) = X2 *2
x—2 -2
-1 six<0
b) Il’mo g(x) siendo g(x) =40 six=0
X—>
I six>0
AY AY
f(x) g(x)
X 1 X
L I L

Solucion:

a) lim f(x) = | b) lim f(x) no existe.
x—2 x—0

20. Completa la tabla para estimar el limite en cada caso:

29 299 299 - 3

%
3,1 3001 3000 — 3

%

b) xll—>n?‘l+ X—-2
Solucién:

_ 29 299 299 — 3
-|,||| ol 100l — |
_ 3,1 300 3000 — 3
- 0909 0990 099 5 |

I L b) Ii =

a) XI_)IT;_ X—2 - )xl—)rr;+ X—2 -

21. Calcula mentalmente los siguientes limites:

+ 4
b) lim x
x—=2 x + |

a) lim (x*-5x +2)
x—4

¢ lim V2-x

x——-6

TEMA 6. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS

Solucion:
a) -2 b) 2

) 2V2
2. Limite de una funcién en el infinito
22. Completa la tabla en cada caso:

—-10 —-100 -1000 —» -

%
10 100 1000 — +e
%
) m ST 0

Solucion:

-100 -100 -1000 —» -

Lieeer o1 1,000 — I

10 100 1000 — +oo

09090 0,99 0999 — I

= b) lim ——= I

x—+e X T |

a) lim
)X—)—oc x + |

23. Asocia cada grifica con una funcién ayudéndote de los
limites a los que tiende la funcién cuando x tiende a in-

finito.
2
X o X
f(x)—XZ_'_2 I(X)_3+x4+l
a) AY b) AY
X X
Solucién:
_ X 7
f(x) = 2432 es la grafica b)
x? p
=34 :
i(x) =3 o la grifica a)



Ejercicios y problemas

24. Ordena de menor a mayor los érdenes de los siguientes

infinitos:

a) lim 3, lim x, lim x2/3
X—>+oo X—> +oo X—>too

b) lim 2%, lim 1,5%, lim e*
X—>+0o0 X—> oo X—>too

c) lim log, x, lim 3% lim x!'0
X—>+oo X—> +oo X—>too

d) lim x4 lim Lx, lim 2,5%
X—+oo X—> +oo X—>+oo

Solucion:

a) lim x3< lim x< lim x3

X—>teo X— too X—>+oo

b) lim

X—> too

[,5*< lim 2*<
X—>too

lim e*
X—> too

lim x'9< [im 3%

c) lim log, x <
X—> too X—> too X— too

d) lim Lx< lim x*< lim 2,5%
X—> +oo X—> +oo X—>too

25. Indica si los siguientes limites son infinitos, un nimero
o una indeterminacion:

a) lim (x*+x?) b) lim (x—Vx)
X—>—o0 X—> +oo
, 4% i log (x2 + 1)
C) xin;]oc x+5 d) xin;]w X2
Solucion:
a) + oo b) [oo—oo] C) + oo d)o

3. Limites de funciones polindmicas
y racionales

26. Calcula los limites siguientes:

a) lim (x*+5x2-x+2)

X—>too
b) lim (=23 +5x2—4x+ |)
X—>—00
Solucion:
a) + co b) + co

27. Calcula los limites siguientes:

L X3 —4x2 + 4x ) x2+2x -3
a) lim —w————— b) lm —/———
x—»2 x3—3x2+4 x—>-3 x2+4x +3
Solucion:
a) 2/3 b) 2

28. Calcula los limites siguientes:

a) lim M b) lim X2+4—X_5
x>l x2+x-=2 x—>-6 X3 + 10x2 + 25x
Solucion:
a) 0 b) -7/6
194

29. Calcula los limites siguientes:

a) lim b) lim

x—>2 X2 —2x xo-1 x2— |
Solucion:
, X , |
a) lim = lim = —oo
x—2" X2 — 2% x—=2 X —2
, X ,
lim = lim =+
x—2" %2 — 2x x—2t x =2
, 2
b) lim = +oo
x——1" %2 — |
, 2
lim =—co
x——1* x2— |
30. Calcula los limites siguientes:
2x2 + x 7x2—x + |
a) lim ——— b) lim ————
) X—>+oo X3 + 2 ) X—>—o0 2X2 + 3
Solucion:
a) 0 b) 7/2
31. Calcula los limites siguientes:
3 3
x> +5 2x> + x— |
a) lim ——— b) lim ——s——
) X—>—o0 X2 + 2X ) X—>+oo 4'X3 + 3
Solucion:
a) —oo b) 172

32. Calcula los limites siguientes:

x+ | B 2x3 -4
X—> +oo (X+2 _X) b) XI—IPDW( X2+ | 2X)

a) lim
(13
9 Jim, (K‘?)

Solucion:
a) —oo b) 0
| 3\ _
9% (2_ i 7) "t
(o3
e \2x x| T
4. Continuidad
33. Se considera la funcién
x2 + x six>0
f(x)_{e‘x— I six<0

Razona si es continuaen x =0
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Solucion:
f(0)=0

lim f(x) = lim (¢e*-1)=0
x— 0~ x—0~

lim f(x) = lim (x2+x)=0
x—0* x—0*

lim f(x) =0

x—0
f(0) = lim f(x) =0

x—0

f(x) es continua en x = 0

34. Representa y estudia la continuidad de la siguiente

funcién:
fx) = —x2 + 5x si0<x<5
x-5 si5<x<10

Solucion:

X

Como la funcién esta definida por dos funciones poliné-
micas que son continuas, el Unico punto conflictivo puede
ser para el valor x = 5

f5) =0

lim f(x) = lim (-x%+5x) =0
x—57 x— 57

lim f(x)= lim (x—5)=0
x—5% x—5%

f(5) = I|’m5 f(x) = 0 = f(x) es continuaen x =5
xX—

35. Dada la funcién f(x):

x2 — 4x

f(x) = 4

el segundo miembro de la igualdad carece de sentido
cuando x = 4. ;Cémo elegir el valor de f(4) para que la
funcién f(x) sea continua en ese punto?

Solucion:
x2 — 4x " x(—74)
—4 xin4 x=7

f(4) = lim = lim x=4
x—4

36. Estudia la continuidad de la funcién:

0=

Solucién:
La funcién estd definida para [0,4) U (4, +oo)
Se estudian los valores x =4y x =0

TEMA 6. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS

* Enx=4
f(4) no existe.

Vx =2
4

= 1/4

Tiene una discontinuidad evitable que se evita haciendo
f(4)=1/4
*Enx=0
f(0) =172
lim f(x) no existe.
x— 0~

lim f(x) = 172
x—0*

Es continua por la derecha.

Hay una discontinuidad de 2* especie en x = 0

37. Se considera la funcion:

six< |

six> |
Determina el valor de k para que la funcién sea con-
tinua.

Solucion:

Como esta definida por funciones polindmicas, el punto
que puede ser conflictivo se da para el valor x = |

f(l)=7

lim f(x) = lim (2x+5)=7

x— 1~ x— 1~

lim f(x) = lim (x*+k)=1+k
x— I x— I

Como para ser continua
f(1) = lim f(x)

x— |
se tiene:
|l +k=7=k=6

5. Asintotas de funciones racionales

38. Calcula las asintotas de la siguiente funcién y estudia la
posicion de la curva respecto de ellas:

2x2

Solucion:

Verticales: x = |

, 2x2
lim = —o0
x—=1- x— |
2x2
lim =+
x—=1* X— |

Horizontales: no tiene.
Oblicuas:y = 2x + 2
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Ejercicios y problemas

La gréfica esta por debajo de la asintota.

lim =0*
X— 40 X — |

La grifica esta por encima de la asintota.

39. Calcula la asintota de la siguiente funcién y estudia la
posicion de la curva respecto de ella:

x+ |

x2+8

f(x) =

Solucion:
Verticales: no tiene.
Horizontales:y = 0

. x+ | _
lim =0
x——c0 X2 + 8

La grifica esta por debajo de la asintota.
. x+ |
lim ———=0"

x—+o X2 + 8

La grifica esta por encima de la asintota.

Oblicuas: no tiene.

40. Calcula las asintotas de la siguiente funcién y estudia la
posicion de la curva respecto de ellas:

x2 +3

x2—4

f(x) =

Solucion:
Verticales: x =—-2,x =2

x2+3
lim 7 = +o0
x—=-2 X —4
lim x2+3 _
1 = —o0
x—>-2" x2—4
x2 + 3

Para ampliar

x2+3
x2—4
Horizontales:y = |

=0"

lim = +oo
x—2*

lim
oo X2 _

La grifica esta por encima de la asintota.

=0*

lim G
x—+oo X% — 4

La grafica esta por encima de la asintota.

Oblicuas: no tiene.

41. Calcula las asintotas de la siguiente funcién y estudia la
posicion de la curva respecto de ellas:

2
X
fx) = ————
) x2+x—2
Solucion:
Verticales: x =-2,x = |
2

, X

lim ————— =+
x—>-2" X*+x—2

. x?

lim ST, T
x—>-2t X*+x—2

. x2

lim e
x=1- X4 +x-=2

lim X’ =+

i — = [
x— 1 x2 +x-2
Horizontales:y = |

; —x+2

lim ———— =0*

xo—e X2+ X —2
La grafica esta por encima de la asintota.
; —x + 2
lim ————=0"
x—+oo X+ X —2
La gréfica esta por debajo de la asintota.

Oblicuas: no tiene.

42. Estudia la continuidad de la funcién:

| —x? six< |
f(x) =13x2—12x + 9 sil<x<3
-2x2 + 16x — 30 six>3
Solucion:
* Enx =1
f(1)=0

lim f(x)= lim (I -x%=0

x— I~ x— |~

lim f(x) = lim (3x2—12x+9) =0
x— 1" x— 1"

I|'mI f(x) = f(I) = La funcién es continua en x = |
X—>
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* Enx=3
f3)=0
lim f(x)= lim (3x2—12x+9)=0
x— 3~ x—> 3~

lim f(x) = lim_ (-2x%+ 16 x —30) =0
x—3* x—3*
Iim3 f(x) = f(3) = La funcién es continua en x = 3
X—>
La funcién es continua en R

43. Estudia la continuidad de la funcién:

X2+ 2x + |

six<—I
f(x) =92x +2 si—1 <x<2
—x2 + 8x six>2

SOLUCIONARIO
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Solucion:
e Enx=-1
f(-1)=0

lim f(x)= lim (x2+2x+1)=0
x——1" x——1"
lim f(x)= lim (2x+2)=0
x——I1* x——I1*
IimI f(x) = f(—1) = La funcién es continua en x = — |
X——
* Enx=2

f2)=6
lim f(x) = lim (2x+2)=6
x—2" x—2"

lim f(x) = lim (—x%+8) =12

x—2* x—2*

I|’m2 f(x) # f(2) = La funcién no es continua en x = 2
X—>

Tiene una discontinuidad de | especie de salto finito.

44. Estudia la continuidad de f(x)

x2+3 six< |
f(x) =14 sil<x<4
(x—4)2%+2 six>4
Solucion:
* Enx =1
f(l)=4

lim f(x) = lim (x*+3) =4
x— I~ x— |~
lim f(x) = lim 4=4
x— 1* x— 1*
I|’mI f(x) = f(I) = La funcién es continua en x = |
X—>
* Enx=4
f(4) =4
lim f(x) = lim 4=4
x—4 x—4"
lim f(x) = lim ((x-4)%2+2)=2
x—4* x—4*

I|’m4 f(x) # f(4) = La funcién no es continua en x = 4
X—

Tiene una discontinuidad de | especie de salto finito.

TEMA 6. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS

45. Estudia la continuidad de la funcién:

Vx -2 six>2
f(x) = .
X(x—2) six<?2
Solucion:
Enx =2
f(2) =0

lim f(x) = lim x(x—-2)=0

x—2" x—2"

lim f(x)= lim ¥x-2 =0

x—2* x—2*

I|’m2 f(x) = f(2) = La funcién es continua en x = 2 y por
X—

consiguiente es continua en R

46. Estudia la continuidad de f(x)

;((i IZ six<2
fe) = 3x% — 2x
— six>2
X+ 2
Solucion:

La funcion esta definida mediante dos funciones raciona-
les. Ademas de estudiar el valor x = 2, hay que estudiar
el valor x = |, para el que no esta definida la funcién
X+ 2
x— |

e Enx =1

f(1) no existe.

lim ) = lim 2 =
xl—>n‘}’ (X) - anT’ x— | -
+
lim ) = lim <% = oo
x— 1t x— 1t x— |
La funcién es discontinua en x = |, donde tiene una dis-
continuidad de |? especie de salto infinito.
e Enx=2
f(2) = 4
+2
lim f(x) = lim —— =
x—2" x—2- X— |
3x2 — 2x
lim f(x)= lim ———— =2
xl—>n;+ (X) xl—>n;+ x+2

La funcién es discontinua en x = 2, donde tiene una dis-
continuidad de |? especie de salto finito.
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Problemas

47. Se considera la funciéon
x2 —25

x—5
0 six=5

six=5

f(x) =

a) Demuestra que f(x) no es continua en x = 5

b) iExiste una funcién continua que coincida con f(x)
para todos los valores x # 5? En caso afirmativo, da
su expresion.

Solucion:

a) f(5) =0
. o x2-25 . (x=S)(x+5) _
)!Ts fq = )(IT)15 5 JTS x=5 -

= lim (x +5) =10
x—5

En x = 5 hay una discontinuidad evitable. Se evita defi-
niendo f(5) = 10

wan=ﬁ@

six#5
six=5

48. Calcula las asintotas de la funcion y estudia la posicion
de la grafica respecto de ellas.

3x2 — 3x
f(x) = ———
() 2
Solucion:
Verticales: x = -2
3x2 — 3x _
x+2

Horizontales: no tiene.
Oblicuas:

3x2—3x _ 18
Txr2 X9ty

y=3x-9

lim 0

xo—ee X +2

La grifica esta por debajo de la asintota.
. — _ 0t
A %7 =0

La gréfica esta por encima de la asintota.

49. Se considera la funcién

x3 + 3x + |
X

2x

x— |

six>—1

f(x) =

six<—I
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a) Estudia la continuidad de f

b) Halla las asintotas de la grifica de f

Solucién:

a) La funcién esta definida mediante dos funciones racio-
nales.Ademas de estudiar el valor x = —1, hay que estu-
diar el valor x = 0, para el que no esta definida la fun-

X3+ 3x+ |
cion ———
* Enx=-1
f1)=3
lm f0)= lim ——— = |
im f(x) = lim =
x——I1- x>—1= X— I
3
, o x>+ 3x+ |
lim f(x)= lim —— =3
x——1* x——1* X
La funcién es discontinua en x = — |, donde tiene una

discontinuidad de |I* especie de salto finito.
*Enx=0

f(0) = no existe.

, 3+ 3x+ |
lim f(x) = lim —— =-
x— 0~ x— 0" X
3
B , x>+ 3x + |
lim f(x) = lim —— = +o
x—0* x— 0" X

La funcién es discontinua en x = 0, donde tiene una
discontinuidad de |* especie de salto infinito.

b) La funcién tiene una asintota vertical en x = 0

Tiene una asintota horizontal eny =2

50. Determina el valor de ay b para que la funcién f(x) sea

continua.
-2x—a six<0
f(x) ={x—1 si0<x<2
bx -5 six>2
Solucion:

Hay que estudiar los valores x =0y x =2
f(0) = —a

XIi_)n‘(;_ f(x) = xli_)n?)_ (-2x—a)=—a

Jm, 092 i, (<= 1 =~

Se tiene que cumplir:

Xli_)ng_ f(x) = Xli_)n?)+ f(x) = f(0)
—-l=—a=a=|

Enx=2

f2) =1

XIi_)mT f(x) = xli_)n;ﬁ x-0N=1

lim f(x) = lim (bx—5)=2b—5
x—2* x—2*

SOLUCIONARIO
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Se tiene que cumplir:
lim f(x) = lim_f(x) = f(2)
Xx—2" x—2*

I=2b-5=2b=6=b=3

51. Se considera la funciéon

fx) = a*-6 six <2
|x - 5] si2<x< 10
Determina el valor de a sabiendo que f es continua y
quea>0
Solucién:
f(2) =3

lim f(x)= lim (@*—6)=a%2-6
x—2" x—2"

lim f(x)= lim [x—5]=3

x—2* x—2*
Se tiene que cumplir:

lim f(x) = lim_f(x) = f(2)

x—2" x—2*
a2-6=3=a?=9=a=%3
Comoa>0=a=3

52. Se considera la funcién

3x + 5a six<0
f(x) ={bx2 + 3 si0<x<2
x2— 4 si2 <x

Estudia la continuidad de f(x) segun los valores de las
constantesay b

Solucion:
Enx=0
f(0) = 3

lim f(x) = lim (3x + 5a) = 5a
x—0" x— 0~

lim f(x) = lim (bx?+3)=3
x—0* x—0*

Se tiene que cumplir:

lim 169 = lim, (<) = (0)

5a=3=a=3/5
Enx =2
f2) =0

lim f(x)= lim (bx2+3)=4b+3
xX—>2" x—>2"

lim f(x) = lim (x2—4)=0

x—2* x—2*
Se tiene que cumplir:

lim 169 = lim_ () = (2)

4b+3=0=b=-3/4

TEMA 6. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS

Para profundizar

53. Estudia la continuidad de f(x)

ex six<—1
4
f(x) = si—l <x<|
() x+3
I+Lx six>|
Solucién:
La funcion esta definida por funciones continuas en sus
dominios. Los valores que se estudian son x = —|;x = |
* Enx=-1I
f—1)=2
lim f(x)= lim e*=l/e

x—=I" x—=1"

lim f(x) = lim =2
x——1* ( ) x——1* X+ 3
La funcion tiene una discontinuidad de |? especie de sal-

to finito en x = — |

* Enx =1
f(ly =1
xlll—>n?‘ f(X) - x"—>nal|‘ x+3 gl

lim )= lim (I +Lx)= 1
x— It x— 1"

La funcién es continua en x = |

54. Se considera la funcion

_|x*+ax+a-—|
f(x)_{L(x—l)

Estudia la continuidad segln el valor del parametro a

six<2
six>2

Solucion:
f2)=3a+3

lim f(x)= lim (x®+ax+a—1)=3a+3
x—2" x—2"

lim f(x)= lim L(x—-1)=0

x—2* x—2*

Se tiene que cumplir:
lim f(x) = lim_ f(x) = f(2)
x—2" x—2*

3a+3=0=>a=-1

55. Se considera la funciéon

ax?—2 six<-2
f(x) =qa si—2<x<2
X six>2

a) Calcula el valor de a para que f(x) sea continua en

x=-=2
b) Para el valor de a hallado, jes continua la funcién en
x =27
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Solucion:
a) Enx=-2
f(-2) =4a-2

lim f(x)= lim (ax?®-2)=4a—-2
x—-2" x—-2"

lim f(x)= lim a=a
x—-2* x—-2*

Se tiene que cumplir:

lim f(x) = lim _f(x) = f(-2)
x—-2" x—-2*
4a—2=a=a=2/3

b) Paraa =2/3
f(2) = 2/3
lim f(x) = lim 2/3=2/3
x—2" x—2"
lim f(x) = lim x=2
x—2* x—2*

La funcion tiene una discontinuidad de |I* especie de
salto finito.

56. Se ha estudiado la evolucién de la ganancia y en cénti-
mos de euro en cada instante desde un tiempo inicial,
hasta pasados 5 afios, por la fabricacién de un determi-
nado producto y se ha modelizado funcionalmente di-
cha evolucion asi:

Durante el primer afio:y = 2t2
Durante el segundo y tercer afio:y = 4t —2
Durante el resto:y = e3¢

Explica la continuidad de la funcion.

Solucion:
Se escribe la funcién:
212 sio<t< |

4t-2 sil<t<3
e3-t  sit>3

fe) =

Se estudian los valorest = | yt =3
Ent=1

f(l) =2

lim f(x) = lim 22=2

x— 1~ x— 1=

lim f(x) = lim_ (4t—2)=2
x— 1t x— 1t

La funcién es continuaen t = |
Ent=3
f(3) = |

lim f(x) = lim (4t—2)=10
x—3" x— 3"

lim f(x) = lim e3-t=|

x— 3" x— 3"

La funcién no es continua en t = 3.Tiene una discontinui-
dad de |I? especie de salto finito.
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57. Un comerciante vende un determinado producto. Por
cada unidad de producto cobra la cantidad de 5 €. No
obstante, si se le encargan mas de 10 unidades, decide
disminuir el precio por unidad, y por cada x unidades
cobra la siguiente cantidad:

5x si0<x<10
<™=\ rrcen o
ax*+500 six>10

a) Halla a para que el precio varie de forma continua al

variar el nimero de unidades que se compran.

b) ¢{A cuénto tiende el precio de una unidad cuando se

compran «muchisimas» unidades?

Solucion:

a) Se estudiaenx = 10

f(10) = 50
lim f(x) = lim 5x =50
x— 10~ x— 10"

lim f(x) = lim Vax2+ 500 = \100a + 500
x— 10* x— 10"

Se tiene que cumplir:

i, 9= iy, 0 =010
N 100a + 500 =50 =a=20

b) El precio por unidad es:

c(x)
X
N20x? + 500 _ 20
X

Se calcula lim
X—> 00

58. Estudia la continuidad de la funcién f(x) = I+|x|
Solucién:
Es el cociente de dos funciones continuas, luego es conti-
nua; salvo cuando se anule el denominador, lo que nunca
sucede, ya que:

| +|x| =1

La funcién es continua en R

59. Calcula, de forma razonada, dos funciones que no sean
continuas en un cierto valor x = a de su dominio y tales
que la funcién suma sea continua en dicho valor.

Solucion:

Cualquier funciéon constante es continua en R. Se trata de
buscar dos funciones que se rompan en un punto y que al
sumarlas dé una constante. Por ejemplo:

_Jo six<0
f) = {I six>0
_Jl six<0
&) = {0 six>0
La funcién f(x) + g(x) = | es continua en R

SOLUCIONARIO
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Linux/Windows wWiRis

Windows Derive

Paso a paso

60. Halla el siguiente limite y representa la funcién
correspondiente para comprobarlo grdficamente.
lim (x*-1)

x—>2

Solucidn:

Resuelto en el libro del alumnado.
61. Halla los siguientes limites y representa la funcién
correspondiente para comprobarlo grificamente.
lim L; lim _2x
e
Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

Practica

62. Representa la siguiente funcién y estudia sus dis-

continuidades.
x—1 si x<2
y=13 si x=2
2 —4x+5 si x>2
Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

2
. x“—3x+3
63. Representa la funcién y = —1 halla sus
X —
asintotas y represéntalas.

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

64. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es y eclige
Matemadticas, curso y tema.

Halla los siguientes limites y representa la funcién
correspondiente para comprobarlo grificamente.

65. lim (x>-2x+1)

x—2
Solucidn:

[ Ejercicio 65
|f(x) =x3 - 2x+1 = x—+x3-2.x+1
limf(x) = 5

x—2
| dibujar (f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
Cuandox = 2, sevequey =5

TEMA 6. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS

I tablerol =) |

|E1||ﬂ@ 21l owEe S| EBW ‘
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X

66. lim 3—2
X—>+00 X

Solucidn:

[ Ejercicio 66
3% 1
‘f(x) = F — x-—-FG"
lim f(x) =» +00
X—+ o
| dibujar (f{(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
Cuando x - +00, sevequey — 0

'E_jtahleml : @
WiR!IS
o DEe e umo@s s Boo |

— — — _ — — —

B tablercl @“‘1
| HEe e ub| 0w s s BB |
10

68. lim 52

x—2

Solucidn:

[ Ejercicio 68
| f{x) =5%"2 = xrs5X-2
lim f(x) => 1.

x—2
| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})

67. lim (ef—x?)

X—> +00
Solucidn:

[ Ejercicio 67
| f(x) = eX - x2 => x—reX-x2
lim fi{x) =» +00

X—+ 00
| dibujar (f{x), {color = negro, anchura_linea = 2})
Cuando x = +00, se ve que y — +00

202

Cuandox — 2, sevequey — 1

(Euoeo . =]
s DEe e umlo@s s aBos |

8
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69. lim (-x®>+x*+3x-1)

X—>—oo
Solucidn:

[ Ejercicio 69
|fix) == x3 +x2 +3x =1 => x—-x3+x2+3-x-1
lim f(x) =» +cO

X—-od
| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
Cuando x —» -00, seve quey — +00

Bl ablerot =
WiR!IS
|5 DEe e umoEs s 5B |

1 ] -5 4 4 g 10
70. lim (x> +x*+3x-1)
X—> +00
Solucién:
[ Ejercicio 70
|fix) = - x3 +x2 +3x =1 = x—-x3+x2+3 -x-1
lim f(x) =» -cO
X— o0

| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
Cuando x = +00, seve quey — -00

TEMA 6. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS

Windows Derive [®

[ B tobiersr ~
||E@91:1I]|<3>|6‘:52@1|@ |

7. lfm X3
x—3 X2 —3x
Solucidn:
[ Ejercicio 71
Xx-3
fix) =——— = X—
‘ ) xZ - 3x X
1
limfi{x) = —
x—3 ( ) 3
| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
1
Cuandox = 3,y = 3
[ BT tablerct - =)

WiRIS
IIEE o ullloMsss B |
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, o 3x- — — S —
72. lim > 1 tablerol
o2 x-2 WiR!S
., =] B 2 £ 11 ] | B B2 ) |3 (=) ‘
Solucién: l [ lj|<:>—||3 aEvY
| Ejercicio 72
3x-5 3-x-5
Re)= X2 SHOES x=2
‘ Ii_rr;f(x) = 00
Como da mas y menos infinito, tenemos que hallar los dos limites laterales
Hi_.mz,ff(x) = +00
“i_rr;_f(x) = -00
\ dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
Cuandox — 2™, se ve que y — +00 -10 & -6 B Ed / 2 4 ] 10
Cuandox — 27, sevequey — -00
Bbleot e T =
s DB s um o@assBos |
10
g8
a8
10
4
2
X
74. lim =—
\ x—>+00 3%
-10 E-] B E.] E:] 3 9 i3 : ] 10 S oluci(') n:
2 [ Ejercicio 74
2 2
X X
4 ‘f(x)=— - X, —
3* 3%
..5 lim f(x) = 0
X—+ 00
A | dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
Cuando x = +00, y = 0
-10 -
ﬂtal‘rleml " i " %
; WiRIS
73, lim [x+1-—2 s DEe e umlo@ssaBoo |
. 3 -
X—>+oo x“—-9 10
Solucidn: Q
Ejercicio 73
3 v A A=
X x=-9.x-9
fx) =x+1- - X !
- Sl x=8 i
lim f{x) = 1 i
M0 1 8 -8 2 s 8 1D
| dibujar (f{x), {color = negro, anchura_linea = 2})
Cuando x = +00, y = 1 2

204 SOLUCIONARIO
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7x2

75. lim 5

X—> 400 3X

Solucidn:

[ Ejercicio 75
7x2 7

= = X —

‘ fi(x) 32 X 3

7
lim f(x) = —
Xx—+00 3

| dibujar (f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})

¥
Cuando x = +00, y = 3

1) tablerol
WiRIS
IIE@ el oMmss s Be |

1 B 6 4 2 2 4 il g 10
-6
-2
-1d
X
76. lim 2
X—> +00 3X
Solucién:
[ Ejercicio 76
X X
‘ fix) = 2 = x.-.z—
3% 3%
lim f(x) =» 0
X— 00
| dibujar (f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
3/-2
Cuandox = 1, seve quey — : =0.71653

TEMA 6. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS

)

Windows Derive

ﬁl
WiRIS
IILDS9 pulloms s BB |

2

Representa las siguientes funciones y estudia sus conti-
nuidades.

77. f(x) = -1
x—1
Solucién:
Ejercicio 77
f(x) = ’;2_'11 - X x+1

| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
Es discontinua en x = 1, donde tiene una discontinuidad evitable.

WiRIS
o DEe s umo@ssaBon |
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78. f(x) = x=-1
X—2
Solucidn:
| Ejercicio 78
x-1 x—1
)= —5 = x> 5

| dibujar (f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
Es discontinua en x = 2, donde tiene una discontinuidad de 1° especie
de salto infinito.

Bl toblerot =
WiR!S
[ EEeeuE c@ass@RD |

1 8 ] 4 -2 "'-\ 2 L) il 8 10
4
&
)
10
—2x si x<2

79. f(x) = {

x2-2x+1 six>2

Solucién:

Ejercicio 79
\ dibujar (- 2x, -00..2, {color = negro, anchura_linea = 2})
\ dibujar (punto(2, —4), {color = negro, tamano_punto = 8})
‘ dibujar (x? - 2x + 1, 2.. +00, {color = negro, anchura_linea = 2})
Es discontinua en x = 2, donde tiene una discontinuidad de 1* especie de salto 5
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80. f(x) = 2X-2 Sfx_l
Lx si x>1
Solucién:
| Ejercicio 80

| dibujar(2* - 2, -00..1, {color = negro, anchura_linea = 2})

| dibujar(punto(1, 0), {color = negro, tamario_punto = 8})

| dibujar(In(x), 1..+00, {color = negro, anchura_linea = 2})
Es continua en tocla la recta real IR
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81. f(x) = x2—1 si x<2
| —X+5 si x>2
Solucidn:
[ Ejercicio 81

| dibujar(x? — 1, -©0..2, {color = negro, anchura_linea = 2})

| dibujar (punto(2, 3), {color = negro, tamafio_punto = 8})

| dibujar(-x + 5, 2..+00, {color = negro, anchura_linea = 2})
Es continua en toda larecta real IR
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TEMA 6. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS

Windows Derive [®

Representa las siguientes funciones, halla sus asintotas
y represéntalas:

2
82. f(x) = —=
X +
Solucién:
[ Ejercicio 82
2
‘ dibujar(%, {color = negro, anchura_linea = 2})
La asintota vertical es la raiz del denominador: x = -2
| dibujar(x = - 2, {color = negro, anchura_linea = 2})

Asintota horizontal : no tiene, porque los grados del
numerador y denominador no son iguales.
Asintota oblicua:
x2 |x+2 = x2 |x+2
4 x-2
La asintota oblicuaesy =x - 2
| dibujar(x - 2, {color = negro, anchura_linea = 2})
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83. f(x) = —=

X —
Solucidn:

[ Ejercicio 83
X X
‘ f(x) = m — XHﬁ
| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
La asintota vertical es la raiz del denominador: x =3
| dibujar(x = 3, {color = negro, anchura_linea = 2})
lim f{x) = 1

x—+00

‘ lim f(x) = 1
x—-00

La asintota horizontales: y =1

| dibujar(y = 1, {color = negro, anchura_linea = 2})
Asintota oblicua no hay porque el grado del numerador
no es uno mayor que el del denominador.
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2
X° + 2X +
SAM:LT_i
x“+1
Solucién:
[ Ejercicio 84
3x2+2x+3 3-x242-x+3
fix) =——7%—— = x»—
x2+1 xZ+1

| dibujar (f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
Asintota vertical no hay, porque el denominador nunca se anula.
lim f(x) = 3
—+o0
lim f(x) = 3
x—-cd

La asintota horizontales: y =3

| dibujar(y = 3, {color = negro, anchura_linea = 2})
Asintota oblicua no hay porque el grado del numerador
no es uno mayor que el del denominador.
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