Aplicaciones
de las derivadas

8

1. Maximos, minimos y monotonia

W Piensa y calcula

Dada la grafica de la funcién f(x) =

Solucién:

Méaximo relativo: O(0, 0)

Minimo relativo: B(2, 4)
Creciente (7): (—20,0) U (2, +20)
Decreciente (N): (0, 1) U (1,2)

los minimos relativos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

representada en el margen, halla los maximos y AY

VXX

@® Aplica la teoria

I. Calcula los méximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de las siguientes funciones:

a) y=x3-3x2+3 b) y = 3x* — 4x3
Solucion:
a) y' =3x% - 6x

y=0=x=0,x=2

Maximo relativo: A(0, 3)

Minimo relativo: B(2,— 1)
Creciente (7): (—22,0) U (2, +)
Decreciente (\): (0, 2)

b) y' = 12x3 — 12x2
y=0=x=0,x=1|
Maximo relativo: no tiene.
Minimo relativo: A(l,—1)
Creciente (7): (I, +0)
Decreciente (\): (—oo, )

2. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la siguiente funcion:

X2+
y X
Solucion:
y' = x2— |
X2
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y=0=>x=-I,x=1

Méaximo relativo: A(-1,-2)
Minimo relativo: B(I, 2)

Creciente (7): (—oo,—1) U (I, +0)
Decreciente (N): (—1,0) U (0, 1)

3. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la siguiente funcion:

_ 3
y_x2+|
Solucioén:
T > S
T e
y=0=>x=0

Méaximo relativo:A(0, 3)
Minimo relativo: no tiene.
Creciente (7): (=<, 0)
Decreciente (\): (0, +0)

4. Calcula los méximos y los minimos relativos y determi-

na la monotonia de la siguiente funcion:y = Vx2 + 4

Solucion:
X

Vx2 + 4

y:

y=0=>x=0
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Maximo relativo: no tiene.

Solucion:

Minimo relativo: A(0, 2) y' = (I —x)e* y=0=>x=
Creciente (7): (0, +o0) Méximo relativo:A(l, e)
Decreciente (\): (—<o,0) Minimo relativo: no tiene.
Creciente (7): (-0, I)
5. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi- Decreciente (%): (I, +o)
na la monotonia de la siguiente funcién:y = (2 — x)e*
2. Puntos de inflexion y curvatura
W Piensa y calcula
2x AY
Dada y = ———— representada en el margen, halla los puntos de inflexion y los intervalos _
V2 + | L x|

de concavidad y convexidad.

Solucién:

Punto de inflexion: O(0, 0)
Convexa (U): (-, 0)
Céncava (N): (0, +oo)

® Aplica la teoria

6. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatu-
ra de las siguientes funciones:

a) y=>x3—9x% +27x - 26 b)y =—x3+3x2-2

Solucién:

a)y' =3x%— I18x +27
y"=6x—18
y'=0=x=3
y"=6
y"(3)=6=0

Punto de inflexién:A(3, 1)
Convexa (U): (3, + o)
Concava (N): (—oo, 3)

b) y' = —3x? + 6x

y'=—6x+6
y'=0=x=|
y" =6
y"(I)=-6+#0

Punto de inflexién:A(l, 0)
Convexa (U): (—oo, )
Concava (N): (I, +o0)

TEMA 8. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

7. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatu-
ra de la siguiente funcioén:

_ X
y x2— |

Solucion:
0 x2 + |
Yoy
"= 2x1x2+3)

(=13
y'=0=>x=0
,,,=_6§x4+6x2+ )
¢ o2 1y
y"(0)=-6=0

Punto de inflexion: O(0, 0)
Convexa (U): (—=1,0) U (I, +o0)
Coéncava (N): (—oo,—1) U (0, )

8. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatu-
ra de la siguiente funcion:
_ 3

y x2 + |
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Solucion:

30 -x)
YT ey
"= 6x(x2 -3

o2+ 1)3
y'=0=x=-V3,x=0,x=3
w1804 —6x2 + 1)

(X2+ |)4

y"(=V3)=9/16 20
y"(0)=—18%0

y"(V3)=9/16 %0

Puntos de inflexion:
A(-V3,-33/4),0(0,0), B(V3,3V3/4)
Convexa (U): (-V3,0) U (V3, +0)
Céncava (N): (=, —V3) U (0, V3)

9. Calcula los puntos de inflexiéon y determina la curvatu-
ra de la funcién y = xe*

Solucion:
y'=(x+ I)e*
y' = (x + 2)e*

y'=0=>x=-2

y" = (x+ 3)ex

y"(=2) = 1/e? %0

Punto de inflexién:A(-2,—2/e?)
Convexa (U): (=2, +)
Coéncava (N): (—oo,—2)

10. Calcula los puntos de inflexion y determina la curva-
tura de la funcion y = L (x2 + 4)
Solucion:
v_ _ 2x
x2+4
wo_202-4)
02+ 42
y'=0=>x=-2,x=2
w o AX(2—12)
02+ 4
y"(=2)=1/8=0
y"(2)=-1/8=0
Puntos de inflexion:A(-2,3 L 2),B(2,3 L 2)
Convexa (U): (-2,2)
Coéncava (N): (oo, —2) U (2, +o0)

3.

Problemas de derivadas

W Piensa y calcula

Solucion:
f(x) = x2 —4x + 4

La funcién f(x) = x2 + ax + b pasa por el punto A(0, 4) y tiene un minimo en el punto B(2, 0). Calcula mentalmente el valor
deayb
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Aplica la teoria

I 1. Obtén los valores de los parametros a, b y c para
que la funcién f(x) = ax?® + bx + c pase por el pun-
to O(0, 0) y tenga un minimo local en A(l,—1)

Solucién:
a) Pasa por O(0,0)
f0)=0=c=0

b) Pasa por A(l,—-1)

f(l)=—I =>a+b+c=—I

c) Tiene un minimo local en A(1,—1)
f'(x) = 3ax? + b
f(1)=0=3a+b=0
Se resuelve el sistema:

C

3a+b

0
0r=>a=1/2,b=-3/2,c=0
atb+c=-1

La funcién es f(x) = %x3 - ix

2
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12. Calcula dos niimeros cuya suma sea 100 y de forma
que su producto sea maximo.

Solucion:
a) Incognitas y datos.
X = primer ndmero.

y = segundo nimero.
x +y=100

b) Funcién que hay que maximizar.
f(x.y) =xy
Sujetoa:x +y = 100 = y = 100 — x
c) Se escribe la funcién con una sola variable.
f(x) = x (100 — x)
f(x) = 100x — x2

d) Se calculan los maximos y minimos relativos.
f'(x) = 100 — 2x
100-2x=0=x=50
Six=50=1y=50

e) Se comprueba en la segunda derivada.

f"(x) = =2 < 0 (-) = maximo relativo.

f) El primer niumero es x = 50; el segundo,y = 50

I13. Calcula las dimensiones de un rectingulo cuyo peri-
metro mida 64 m y su area sea maxima.
Solucién:
a) Incognitas, datos y dibujo.
x = longitud de la base.
y = altura.

Perimetro = 64 m

Y S(xy) = xy

b) Funcion que hay que maximizar.
S(x.y) = xy
Sujeta a las condiciones:

Perimetro = 64 m = x +y = 32

c) Se escribe la ecuacién con una sola variable.
x+ty=32=y=32-x
S(x) = x(32 — x)
S(x) = 32x — x2

TEMA 8. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

d) Se calculan los méaximos y minimos relativos derivando.
S'(x) = 32 — 2x
32-2x=0=>x=16
Six=16=y=16
e) Se comprueba en la segunda derivada.
§"(x) =—2 < 0 (-) = maximo relativo.

f) El recinto mide 16 m por 16 m

14. Calcula el drea del mayor tridngulo isésceles inscrito
en un circulo de radio 4 cm

Solucién:

a) Incégnitas, datos y dibujo.
2y = base del tridngulo.

h = altura del triangulo = BD

B

x O 4cm

Seax = OD

El triangulo ABC es rectingulo en A

Por el teorema de la altura:

y2=BD :-DC=(4+x): (4-x) = 16 —x?

b) Funcién que hay que minimizar.
A(y,h) = %th
Sujeta a las condiciones:
y2=l6-x2=y= V16— x2
h=4+x
c) Se escribe la ecuacién con una sola variable.
Ax) = V16 =2 (4 +x)
AK) = (4 +x) V16—
d) Se calculan los méximos y minimos relativos derivando.
A() = m—(ﬁx)%
- X

4x + x?

V16— x2

Vi - XX g = gx=2
16 — x?

Si x = —4, no tiene sentido en el problema.

Six=2cm=>y=\/ﬁcm;h=6cm

Ax)= VI6—x2 -
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e) Se comprueba en la segunda derivada.
_ X + x3 — 32x — 64
Vie-x2 (16 -x) V16— x?

A"(2) = —2Y3 < 0 (-) = méximo relativo.

A'(x) =

f) El tridngulo tiene un area de

%-Zx/ﬁ‘6=6\/ﬁ=l2\/§ cm?

I5. Calcula la altura y el radio que debe tener un bote ci-
lindrico cuya drea total, incluyendo las dos tapas, es de
150 cm? para que su volumen sea maximo.

Solucion:

a) Incognitas, datos y dibujo.
R = radio del cilindro.
H = altura del cilindro.
Superficie = 150 cm?

N

b) Funcidn que hay que maximizar.
VR, H) = tR2H
Sujeta a las condiciones:

Superficie = 150 cm? = 2nR2 + 2tRH = 150

c) Se escribe la ecuacién con una sola variable.

150 — 2nR? _ 75

2 = = = —_
2nR*+ 2nRH = 150 = H 7R R

R

V(R) = nRz(;—: - R)

V(R) = 75R — tR3

d) Se calculan los méximos y minimos relativos derivando.
V'(R) = 75 — 3xR?

5 _s5Vn

75-3tR2=0=R=—= =

\r T
5Vrn 10Vr

T
=>H=
T T

SiR=

e) Se comprueba en la segunda derivada.

5vVn

V'(R) = —67R = V"
T

< 0 (-) = méximo relativo.

f) El cilindro mide # cm de radio y % cm de

altura.
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Ejercicios y problemas

Preguntas tipo test

Bl La grifica de la funcién f(x) = ax? + bx? + ¢ pasa por
el punto (0, 0) y tiene un maximo local en el punto
(1,2). Obtén los valores de los coeficientes a,b y ¢

da=2b=-2,c=0
dJa=4b=-6,c=0
X] a=—-4,b=6,c=0
[Ja=-4b=0c=6
A Halla los valores de a y b para que la funcién

b

f(x) =ax + —

(x) = ax N

tenga un extremo relativo en el punto (1, 2)

Hda=-I,b=-1I
a=1,b=1
da=0b=1
da=2b=-2

Descompén el nimero 25 en dos sumandos tales
que el doble del cuadrado del primero mas el triple
del cuadrado del segundo sea minimo.

O 12y13
15y 10
O 14y 11

[ El problema no tiene solucion.

I Se ha determinado que el coste total (en euros) que
le supone a cierta empresa la produccion de n uni-
dades de un determinado articulo varia segln la
funcion:

c(n) = 2n3 + 270n + 2048

Calcula el nimero de unidades que debe producirse
para hacer minimo el coste por unidad.

az 8
45 a2
I Calcula los puntos de inflexién de la funcién
2x -2
f =
™) =
4 (0,-2)
a 1,0
aaen

No tiene puntos de inflexién
A Calcula los intervalos de concavidad y convexidad
de la funcién f (x) del ejercicio anterior.
] Convexa (U): (=1, +)
Céncava (N): (—oo,—1)

PAU

Contesta en tu cuaderno:

Convexa (U): (—oo,— 1)
Coéncava (N): (=1, +o0)

[ Convexa (U): (==, 0)
Céncava (N): (0, +o0)

[ Convexa (U): R
Coéncava (N): D

Encuentra el valor de b € R para que la funcién
b
f = 2 + —
(0 =2+

tenga un minimo cuando x = |
-2 O
O -1 2

] Una institucion de beneficencia estatal quiere deter-
minar cuantos analistas debe contratar para el pro-
cesamiento de solicitudes de la Seguridad Social. Se
estima que el coste (en euros) C(x) de procesar una
solicitud es una funcién del nimero de analistas x
dada por:

C(x) =0,003x2 - 0,216 Lx + 5
siendo x > 0 (L = logaritmo neperiano).

Si el objetivo es minimizar el coste por solicitud
C(x), determina el nimero de analistas que debe-
rian contratarse.

[ 5 analistas
[ 7 analistas

6 analistas
] 8 analistas

E3 Un comerciante ha estado vendiendo plumas estilo-
graficas a 20 € la unidad y las ventas mensuales han
sido de 35 unidades. Quiere subir el precio y calcula
que por cada euro de aumento en el precio, vendera
dos unidades menos. Por otro lado, cada pluma le
cuesta a la tienda 10 €. ;A qué precio debe vender
las plumas para que el beneficio sea maximo?

24€ 30€
]21,25€ 23,75 €

i Una parabola tiene la forma
f(x) = ax? + bx + 2
Se sabe que en el punto (1,3) tiene un maximo o un

minimo. Calcula el valor de a y b. Determina si el
punto (1,3) corresponde a un maximo o a un minimo.

a=-1,b =2.El punto es un méximo.
[ a=-1,b =2.El punto es un minimo.
] a=2,b=1.El punto es un méaximo.

[d a=-2,b = I.El punto es un méximo.

TEMA 8. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS
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Ejercicios y problemas

1. Maximos, minimos y monotonia

16. Identifica en las siguientes grificas los méximos y los
minimos relativos y los intervalos donde la funciéon es
creciente y decreciente:

a) AY
f(x)
X
b) AY
g(x)
X
Solucion:

a) Maximo relativo: no tiene.
Minimo relativo: A(2, —2)
Creciente (7): (2, +°)
Decreciente (\): (—oo, 2)

b) Maximo relativo: O(0, 0)
Minimo relativo:A(—1,—1),B(l,—1)
Creciente (2):(—1,0) U (I, <)
Decreciente (\): (—oo,—1) U (0, I)

17. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de las siguientes funciones:

I
a)y=?x5—x b) y = 2x3 + 3x% — 12x

Solucion:

a) y'=x*-1|
y=0=>x=-1,x=1
Maximo relativo: A(— |, 4/5)
Minimo relativo: B(I,—4/5)
Creciente (7): (—oo,— 1) U (I, +o0)
Decreciente (N): (-1, 1)

b) y' = 6x2 + 6x— 12
y=0=>x=-2,x= |
Maximo relativo: A(-2, 20)

Minimo relativo: B(I,—-7)
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Creciente (7): (—0,—2) U (I, +)
Decreciente (N): (-2, 1)

18. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de las siguientes funciones:

x4+ | x2
a)y= 2 b))'=x2_9
Solucion:
. 2§x4—|!
a)y' = 3
X
y=0=>x=-I,x=1

Maximo relativo: no tiene.

Minimo relativo: A(—1, 2), B(I, 2)

Creciente (2):(—1,0) U (I, +o0)

Decreciente (\): (—eo,—1) U (0, I)
18x

(2 - 9)2

y=0=x=0

b)y'=-

Méaximo relativo: O(0, 0)

Minimo relativo: no tiene.
Creciente (7): (—0,—3) U (-3,0)
Decreciente (\): (0, 3) U (3, +0)

19. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la siguiente funcion:

eX
Y=—_
X
Solucion:
v e(x=1)
Y= 2
X
y=0=>x=1

Méximo relativo: no tiene.
Minimo relativo: A(l, €)
Creciente (2): (I, +0)
Decreciente (N): (-0, 0) U (0, I)

20. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la siguiente funcién:

y=L(x2+ 1)
Solucion:
- 2x
x2 + |
y=0=x=0

Méximo relativo: no tiene.
Minimo relativo: O(0, 0)
Creciente (7): (0, + o)
Decreciente (\): (—°, 0)

SOLUCIONARIO
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2. Puntos de inflexion y curvatura

21. Identifica en las siguientes graficas los puntos de infle-
xion y los intervalos de concavidad y convexidad:

a) b)

AY AY
f(x) f(x)

VAN

\

Solucién:

a) Punto de inflexion:A(l,—1)
Convexa (U): (oo, — 1)
Concava (N): (— 1, +o0)

b) Punto de inflexién: O(0, 0)
Convexa (U): (= 1,0) U (I, +c0)
Céncava (N): (—eo,—1) U (0, )

X
v X

Iz

22. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de las siguientes funciones:

a) y = 3x° - 5x3 b)y=%x4—x3—2

Solucion:
a) y' = I5x* — 15x2

y" = 60x3 — 30x

y'=0=x=-v2/2,x=0,x=V2/2

y" = 180x2 - 30

y"(-V2/2) =60 %0

y"(0)=-30=0

y"(V2/2) = 60 = 0

Puntos de inflexion:
A(-\2/2,72/8),0(0,0), B(\2/2,-72/8)
Convexa (U): (-V2/2,0) U (V2/2, +)
Céncava (N): (o0, —V2/2) U (0, V2/2)

b) y' = x3 — 3x2
y" = 3x2 - 6x
y'=0=>x=0,x=2
y"=6x-6
y"(0)=-6#0
y"(2)=6#0

Puntos de inflexién: A(0, —2), B(2,—6)
Convexa (U): (—20,0) U (2, +<0)
Céncava (N):(0,2)

TEMA 8. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

23. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la siguiente funcién:

r= x2 + |

Solucion:
Vo 2x
Y (X2+ |)2
"o _ 2g3x2— D)

62+ 1)?
y"=0=x=-v3/3,x=3/3
" — 24x!x2— D)
Y (X2 + |)4

y"(=V3/3) = 273/16 % 0

y"(V3/3) ==273/16 # 0

Puntos de inflexién:

A(=V373, 1/4),B(\3/3, 1/4)

Convexa (U): (-V3/3,V3/3)

Céncava (N): (oo, —\3/3) U (V3/3, +00)

24. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la siguiente funcién:

Ry
y x2— |
Solucion:
y'= 2x
02~ 1)2
,,:_2§3x2+ )
E-1)3
y"'#0

Puntos de inflexion: no tiene.
Convexa (U): (=1, 1)
Coéncava (N): (—oo,— 1) U (I, +o0)

25. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la siguiente funcién:

y=Vis
Solucion:

X
Y 4—x2

"o _ 4
RNy
y"#0

Puntos de inflexion: no tiene.
Convexa (U): &
Céncava (N): (-2,2)
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Ejercicios y problemas

26. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura

de la siguiente funcioén:
2

y=e>
Solucion:
y'=-2x e
y'= (4x2—2)ex
y'=0=x=-2/2,x=2/2
y" = 4x(3 - 2x}) e
y"(=V2/2) = 4V2/\Ne 20
y"(N2/2) = —42/e 2 0
Puntos de inflexion: A(-\2/2, 1/\e),B(V2/2, 1/e)
Convexa (U): (—e0,—\2/2) U (V2/2, + )
Céncava (N): (-V2/2,V2/2)

27. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la siguiente funcion:

_ X
™
Solucion:
v _ =l +Lx
T 2x
w_ 2—-Lx
/= x L3x

y'=0=x=e?

" — -6 +12x
x2 L4 x

[
") =———=%0
y"(e”) 8

Puntos de inflexion: A(e2, e2/2)
Convexa (U): (I, e?)
Céncava (N): (0, 1) U (&2, +)

3. Problemas de derivadas

28. Para cada valor de a, se considera la funcién:

x2 — ax

3
f(x) = 2

Calcula el valor de a para que f(x) tenga un minimo re-
lativo en x =2

Solucion:
3x2+ 12x —2a
(x+2)

Si ha de tener un minimo en x = 2
f'2)=0
18—a
8

f(x) =

=0=a=18
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f'(x) = A+ 6)
(x+2)}

at

16

Efectivamente, es un minimo.

f'(2) = 6>Opar'aa= 18

29. Expresa el nimero 60 como suma de tres enteros posi-
tivos, de forma que el segundo sea el doble del primero
y su producto sea maximo. Determina el valor de dicho
producto.
Solucion:
a) Incégnitas y datos.
X = primer nimero
y = segundo ndmero

Z = tercer nUmero

+ty+z=
T 2_60}:>z=60—3x
y = 2x
b) Funcidn que hay que maximizar.
f(x,y,z) = xyz
Sujeto a:
x+y+z=60
y =2x

c) Se escribe la funcién con una sola variable.
f(x) = x - 2x - (60 — 3x)
f(x) = 120x% — 6x3
d) Se calculan los maximos y minimos relativos.
f'(x) = 240x — 18x2
240x — 18x%2 =0 = x = 0,x = 40/3
Six=0=>y=0=2z=60
Six=40/3=y=80/3=>2z=20
e) Se comprueba en la segunda derivada.
f"(x) = 240 — 36x
f"(0) = 240 > 0 (+) = minimo relativo.
"(40/3) = —240 < 0 (-) = maximo relativo.
f) El maximo se alcanza en x = 40/3, pero el enunciado
del problema pide que los nimeros sean enteros posi-

tivos. Como 40/3 € [13, 14], se debe buscar la solucién
en los extremos del intervalo cerrado:

f(x) = 120x% — 6x3
f(13)=120- 132 -6 - 133 =7098
f(14)=120- 142—6 - 143 = 7056

La solucién entonces es x = 13,y =26,z = 2|

30. Calcula el area maxima que puede tener un triangulo
rectangulo tal que la suma de las longitudes de sus cate-
tos valga 4 cm

SOLUCIONARIO

© Grupo Editorial Brufio, S.L.



© Grupo Editorial Brufio, S.L.

Solucion:

a) Incognitas, datos y dibujo.

Y
x = longitud de un cateto.
y = longitud de otro cateto.
x+y=4

b) Funcién que hay que maximizar.

fxy) = 5

Sujeto a:
xty=4=>y=4-x
c) Se escribe la funcién con una sola variable.

_ 2
fu)=zﬁle=2X_1_

2

d) Se calculan los maximos y minimos relativos.

f'i(x)=2-x
ffx)=0=>x=2
Six=2=y=2
e) Se comprueba en la segunda derivada.
f'(x) =—1
f"(2) =—1 < 0 (-) = maximo relativo.

f) El maximo se alcanza en x =2 cm,y = 2 cm, que es un
triangulo rectangulo isésceles cuya drea es 2 cm?

31. Halla la base x y la altura y de una cartulina rectangular
de 60 cm de perimetro, que, al dar una vuelta completa
alrededor de un lado vertical, genera un cilindro de vo-
lumen maximo.

Solucion:

a) Incognitas, datos y dibujo.

R = radio del cilindro.
H = altura del cilindro.
R+H=30cm

b) Funcion que hay que maximizar.

V(R, H) = tR2H

TEMA 8. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Sujeta a las condiciones:
R+H=30

c) Se escribe la ecuacién con una sola variable.
H=30-R
V(R) = nR%(30 — R)
V(R) =30 R2- 7R3

d) Se calculan los maximos y minimos relativos derivando.
V'(R) = 60nR — 37R2
60mR —37R2 =0 =R =0,R =20
SiR=20=H=10

La solucién R = 0 no tiene sentido.

e) Se comprueba en la segunda derivada.
V"(R) = 601 — 6mR
V"(20) = —60m < 0 (=) = maximo relativo.

f) El cilindro mide 20 cm de radio y 10 cm de altura.

32. Una empresa fabrica cajas de latén sin tapa de 500 cm?3
de volumen, para almacenar un liquido colorante. Las
cajas tienen la base cuadrada. Halla la altura y el lado de
la base de cada caja para que la cantidad de latén em-
pleada en fabricarlas sea la menor posible.

Solucion:

a) Incégnitas, datos y dibujo.

5 Y

X = longitud de la arista de la base.
y = altura de la caja.

Volumen = x2y = 500

b) Funcién que hay que minimizar.
A(x,y) = x2 + 4xy
Sujeta a las condiciones:
x%y = 500

c) Se escribe la funcién con una sola variable.
A(x,y) = x2 + 4xy

_ 500

x2

A) = x2 + 4x >0
X
2000

=52 il
A(x) = x* + ”
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d) Se calculan los maximos y minimos derivando.
Vo) = 2000
A'(x) = 2x — T

Ax) =0=>x=10
Six=10=y=5

Para ampliar

e) Se comprueba en la segunda derivada.

A'(x) = —4220 +2

A"(10) = 6 > 0 (+) = minimo relativo.

f) La caja mide 10 cm de arista de la base y 5 cm de alto.
El drea es A = 300 cm?

33. Dada la grifica de la funcién f(x), haz en cada caso un di-
bujo aproximado de la grifica de la funcion derivada f'(x):

3) AY b) AY
/f x)

f(x) )S )S

<) AY 9 AY

f(x)
f(x)
X X
Ll V »
Solucion:

a) La derivada de una funcién constante es cero.

AY

f(x)

o

b) La derivada de una funcién de primer grado es una
constante que coincide con la pendiente de la recta.

AY

f(x)
fi(x)

/ X
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c) La derivada de una parabola es una recta.

La funcién tiene en x = | un maximo. Luego f'(l) = 0.
Asi, a la izquierda del maximo f es creciente (f' > 0),y a
la derecha, f es decreciente (f' < 0)

AY

(%)
&

f(x)

d) La derivada de una cubica es una parabola.
A Y

f(x)
Vs

En x = 0 hay un maximo, f'(0) = 0, f' > 0 a la izquierda
dex=0,yf <0aladerechadex=0

En x = 2 hay un minimo, f'(2) = 0, f' < 0 a la izquierda
dex =2,y f' > 0aladerechadex=2

En x = | hay un punto de inflexién. La funcion f' pasa de
decreciente a creciente, es decir, f' tiene un minimo.

SOLUCIONARIO
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34

Dada la grifica de la funcién f(x), haz en cada caso un di-
bujo aproximado de la grifica de la funcion derivada
f'(x) y de la grafica de la segunda derivada f"(x):

) b)

i

<) d)
AY AY
f(x)
X L x
» ‘\./ »
Solucion:

a) f": La derivada de una funcién de primer grado es una

constante que coincide con la pendiente de la recta.

f": La derivada de una constante es cero.

AY

y X

£

b) La derivada de una parabola es una recta.

AY

()

[~
2%

f'(x)

f':La funcién tiene en x = — | un minimo. Luego f'(~1) = 0.
Entonces, a la izquierda del minimo, f es decreciente
(f' <0),y ala derecha, f es creciente (f' > 0)

f": La derivada de una funcién de primer grado es una
constante que coincide con la pendiente de la recta.
Como f es céncava, f" > 0

TEMA 8. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

c) La derivada de una cubica es una parabola.
AY
f'(x)

¥ X

£(x)

f': En x = —2 hay un méximo, f'(-2) = 0,f' > 0 a la iz-
quierda de x =—2 y f' <0 a la derecha de x = -2

En x = 2 hay un minimo, f'(2) = 0,f' < 0 a la izquierda
dex=2yf' >0aladerechadex=2

En x = 0 hay un punto de inflexién. La funcién f' pasa de
decreciente a creciente, es decir, f' tiene un minimo.

f":En x = 0,f"(0) = 0,y a la derecha de cero la funcién
es concava (f" > 0) y a la izquierda de cero la funcién es
convexa (f" < 0)

d) La derivada del seno es el coseno.

AY

(%) ()

f: En los puntos de maximo relativo, f' = 0,y a la iz-
quierda del valor f' > 0,y a la derecha del valor f' < 0
f": En los puntos de inflexién, f" = 0,y en los intervalos

de concavidad f" > 0,y en los intervalos de convexidad
fll < o

35. Se considera la curva de ecuacién y = x3 — 6x

Halla, si existen, las coordenadas de sus maximos y mi-
nimos relativos.

Solucion:
y' =3x2-6
y" = 6x

y'=0=>x=—\/5,x=\/i
Méximo relativo: A(—V2,42)
Minimo relativo: B(\/E,—4 \/E)

36. Dada la funcién f(x) = %x3 + %xz —-2x+ |

a) determina sus maximos y sus minimos relativos.

b) calcula sus puntos de inflexion.
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Solucién:

f'(x) =x* +x -2

a) f'x)=0=>x=-2,x= 1|
Maximo relativo: A(-2, 13/3)
Minimo relativo: B(I,—1/6)

b) f'(x) = 2x + |
f'x)=0=>x=-1/2
f"(x) = 2

Punto de inflexion: C(—1/2,25/12)

37. Determina los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de la funcion siguiente:

|
fx) = 2x + —
() = 2x + —~

Solucién:
I
fx)=2-—
() 2
fx)=0=>x=-1/2,x=1/2
Creciente (7): (—oo,—1/2) U (1/2, +o0)

Decreciente (\): (—1/2,0) U (0, 1/2)

38. Dada la curva siguiente:
_ox2—|
YT

calcula los maximos y minimos relativos y los intervalos
de crecimiento y decrecimiento de la funcion.

Solucion:

VN 4x
f'(x) = —(x2 " |)2
ffx)=0=>x=0

Méximo relativo: no tiene.
Minimo relativo: A(0, — 1)
Creciente (7): (0, +)
Decreciente (\): (—oo, 0)

39. Dada la funcién siguiente:
=7,

x2 + |

determina sus maximos y minimos relativos.

Solucion:

o =%
f(x)——(x2+ )2
fx)=0=>x=-1,x=|

Maximo relativo:A(l, 1/2)
Minimo relativo: B(—1,— 1/2)

40. Sea la funcion f(x) = 2x% — %x3

Calcula:
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a) las coordenadas de sus maximos y minimos relativos.

b) los intervalos donde es creciente y decreciente.

Solucién:

f'(x) = 4x — x?
f(x)=0=>x=0,x=4

Méaximo relativo: A(4, 32/3)

Minimo relativo: O(0, 0)

Creciente (2): (0, 4)

Decreciente (\): (—c0,0) U (4, +<0)

41. La grafica siguiente corresponde a la funcién f'(x), pri-

mera derivada de una cierta funcién f(x)
AY

y

Y X

a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcién
f(x) interpretando la grifica de f'(x)

b) Estudia la concavidad, convexidad y puntos de infle-
xion de la funcién f(x) utilizando solo la grafica de
f'(x)
Solucién:
a) La funcién derivada se hace cero en x = -2
A la izquierda de x = =2, f'(x) < 0; luego f(x) es decre-
ciente en (—o0,—2)
A la derecha de x = =2, f'(x) > 0; luego f(x) es creciente
en (=2, +oo)
En x = =2 la funcién f(x) tiene un minimo.

b) f'(x) es creciente en R. Por lo tanto, la funcion f(x) es
convexa en R; luego no tiene puntos de inflexion.

42. Calcula dos nimeros positivos tales que su producto
es 192 y la suma de tres veces el primero mas el segun-
do es minima.

Solucion:

a) Incognitas y datos.
X = primer numero.
y = segundo nimero.
xy = 192

b) Funcién que hay que minimizar.
f(x,y) =3x +y

Sujetoa:xy = 192 = y = %

SOLUCIONARIO
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c) Se escribe la funcién con una sola variable. Solucién:
fx) = 3x + 192 a) Si es funcién par:
X P(x) = ax* + bx? + ¢

d) Se calculan los maximos y minimos relativos derivando. b) Six = | es raizy x = -5 es raiz:
fx)=3- 122 P(I)=0=a+b+c=0
X P-V5)=0=25a+5b+c=0
192 _ _ —
d="g CUSRITLRSE ¢) Si P(0) = 5:
Six=8=y=24 e
El valor x = =8 no es vilido, ya que piden nimeros po- Se resuelve el sistema:
sitivos. a+ b+c=0
e) Se comprueba en la segunda derivada. 252+ 35b+c=0
c=5
f'(x) = 384
x3 a=1l,b=-6,c=5

f"(8) = 3/4 > 0 (+) = minimo relativo. La funcién es:

= x4 _ g2 +
f) El primer nimero es x = 8; el segundo,y = 24,y la suma PO) = x7 = 6x"+ 5

pedida, f(x) = 48 Sus puntos de inflexion seran:
P'(x) = 43 — 12x
P'(x) = 12x2— 12
43. Sea P(x) un Pc?linomic.a cI.e grado cuatro tal que verifica P'(x)=0=x=—I,x= I
las tres condiciones siguientes:
. P"(x) = 24x
* P(x) es una funcién par. P | E
— = — 7&
* Dos de sus raices son x = I,x=—\/€ P"'(I 124 9
«P0)=5 (1)=24=

Puntos de inflexion: A(— 1, 0), B(1,0
Halla sus puntos de inflexién. untos de inflexion: A(-1, 0), B(1, 0)

Problemas

44. Dada la grifica de la funcién f(x), haz, en cada caso, un di-

bujo aproximado de la grifica de la funcion derivada f'(x): Como f(x) es creciente, fi(x) > 0. Como f(x) es conca-

va, f'(x) es decreciente, y cuando x tiende a —2 por la
a) AY b) AY derecha, f'(x) debe tender a infinito, es decir, la recta
tangente debe ser una recta vertical.

& () b) .

Vadl X X
- - fi(x)
f(x)
X
Solucion:
a) AY
')
f(x) Como f(x) es creciente, f'(x) > 0. En (—oo, 0) la funcién
=T es convexa, por lo que f'(x) debe ser creciente, y en

¥ X

(0, +o0) la funcion f(x) es concava, luego f'(x) es decre-
ciente. En x = 0 la tangente a la grifica serfa vertical y
las derivadas laterales tenderian a infinito.

TEMA 8. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS
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45. Sea la funcién f(x) = x + ik conx =0
X

a) Halla las coordenadas de sus maximos y minimos re-
lativos. Estudia la monotonia.

b) Determina los intervalos de concavidad y conve-
xidad.

Solucion:

2) f(x) = | -%

fx)=0=>x=-1,x=1
Maximo relativo: A(—1,-2)
Minimo relativo: B(1, 2)
Creciente (7):(—oo,— 1) U (I, +o0)
Decreciente (\): (—1,0) U (0, I)

b) f(x) = %

f"(x) = 0 para todo x
Punto de inflexién: no tiene.
Convexa (U): (0, +0)
Concava (N): (—oo, 0)

46. Dada la funcién
9% — 3
f(x) =———F—parax#0yx#2,
®) =2 P y
determina los intervalos de crecimiento y decrecimien-
to de la funcién.

Solucion:
, :_3§3x2—2x+2!
) X2 (x - 2)?

f'(x) # 0 para todo x

Maximo relativo: no tiene.

Minimo relativo: no tiene.

Creciente (7): &

Decreciente (\): (—20,0) U (0,2) U (2, +0)

x2— |

47. Dada la funcién f(x) = ——5—, calcula:
X

a) los maximos y los minimos relativos.

b) los puntos de inflexién.

Solucién:
3 —x?

x4
f(x)=0=x=-V3,x=13
Maximo relativo: A(\/E, 2\/5/9)
Minimo relativo: B(—\/E,—Z\/E/‘))

a) f'(x) =

2_
b) f"(x) = _2(XX5 é)

242

f'x)=0=x=-V6,x=6

2
F(x) = 6!|(§(6 x%)
f"(-\6) = 1/9 %0
f"(V6) = 1/9 %0

Puntos de inflexién:

C(-V6,-5V6/36),D(V6,5V6/36)

48. Calcula los maximos y minimos relativos de:
f(x) = —x L x

Solucién:

f'x)=—1—-Lx
ffx)=0=x=lle
Maximo relativo:A(l/e, 1/e)

Minimo relativo: no tiene.

2
X
49. Dada la funcién f(x) = —————
ada la funcién f(x) Ztx_2
halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
la funcion.
Solucion:
oy - X(x—4)
i) =
(% + x —2)?

ffx)=0=>x=0,x=4

Maximo relativo: O(0, 0)

Minimo relativo: A(4, 8/9)

Creciente (2): (—o,—2) U (=2,0) U (4, +0)
Decreciente (\): (0, 1) U (1,4)

50. Sea f(x) = e *(x2 + éx + 9).Halla los intervalos de creci-
miento y decrecimiento.

Solucion:

f'(x) = —(x% + 4x + 3)e*
ffx)=0=>x=-3,x=-1I

Maximo relativo: A(— |, 4e)

Minimo relativo: B(—3, 0)

Creciente (7): (-3, 1)

Decreciente (\): (—o0,—3) U (I, +20)

51. La grifica siguiente corres- AY
ponde a la derivada f'(x) de
una cierta funcién f(x). De-
termina a partir de la grafica
si existen méaximos relativos,
minimos relativos o puntos
de inflexién en los puntos
deabscisax =1l yx=2

v X

£'(x)
N

SOLUCIONARIO
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Solucion:

En x = I,f'(x) = 0.A la izquierda de x = |,f'(x) > 0 y la fun-
cion f(x) es creciente;y a la derecha de x = I,f'(x) <0y la
funcién f(x) es decreciente. Luego f(x) en x = | tiene un
maximo relativo.

En x = 2,f'(x) tiene un minimo relativo. Luego a la izquier-
da de x = 2 la funcién derivada, f'(x), es decreciente y, por
lo tanto, la funcidn f(x) es concava;y a la derecha de x = 2,
f'(x) es creciente, con lo que f(x) es convexa. Por lo tanto,
la funcién f(x) tiene un punto de inflexién en x = 2

52. Un solar rectangular de 11250 m? se divide en tres zo-
nas rectangulares para venderlo como muestra la figu-
ra. Se valla el borde del campo y la separacién entre las
zonas. Calcula las dimensiones del solar para que la lon-
gitud de la valla utilizada sea minima.

A 1 1 1 N
| T

i | i
il |

| I A\ \' |

| 7 I \|

¥ \ |

|74 N
Solucion:

a) Incognitas, datos y dibujo.

X

y = largo del solar.

x = ancho de una parcela.

b) Funcién que hay que maximizar.
L(x,y) = é6x + 4y
Sujeta a las condiciones:

3xy = ||250:>y=31i

c) Se escribe la funcién con una sola variable.
L(x)=6x+4 - @

15000

L(x) = é6x +

d) Se calculan los maximos y minimos derivando.
Vo) = 15000
L'(x)=6— v

L'(x) = 0= x =—-50,x = 50
Six=50=y=75

El valor negativo no tiene sentido.

TEMA 8. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

e) Se comprueba en la segunda derivada.

30000
x3

L"(x) =

L"(50) = 6/25 > 0 (+) = minimo relativo.

f) La longitud se hace minima para x =50 m,y =75 m

53. Se ha de construir un gran depésito cilindrico de
8I% m3 de volumen. La superficie lateral ha de ser
construida con un material que cuesta 30 €/m?, y las
dos bases con un material que cuesta 45 €/m?

a) Determina la relacion que hay entre el radio, R, de
las bases circulares y la altura, H, del cilindro, y da el
coste, C(R), del material necesario para construir
el depésito en funcion de R

b) ;Qué dimensiones ha de tener el depésito para que
el coste de los materiales necesarios sea el minimo
posible?

c) {Cudl sera, en este caso, el coste del material?

Solucion:

)

R = radio del cilindro.

H = altura del cilindro.

Volumen = R2H = 8l m3
C(R)=30-2 RH + 2 - 45 - 7TR2
8l

C(R)=60 R +90 R?

4860
T” + 907R2

CR) =

b) Para calcular el coste minimo, se deriva:

4860m

CR)==""7" + 1801k
_%J' 180nR =0 = R = 3

SiIR=3m=H=9m
Se comprueba en la segunda derivada:

9720¢
R3

C"R) = + 180

C"(3) = 540m > 0 (+) = minimo relativo.

) C(3) = 2430m € =7634,07 €
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54. Se divide un alambre de 100 m de longitud en dos seg-
mentos de longitud x y 100 — x. Con el de longitud x se
forma un tridngulo equildtero y con el otro segmento
se forma un cuadrado. Sea f(x) la suma de las dreas del
triangulo y del cuadrado.

w|x
w|x

100 — x

X
3 4

a) Determina el dominio de la funcién f, es decir, los
valores que puede tomar x

b) Con el estudio de la derivada de f obtén cuando f es
creciente y cuando es decreciente.

c) Obtén de forma razonada para qué valor de x se ob-
tiene que las sumas de las areas del triangulo y el
cuadrado es minima.

Solucion:

2)

w]x
w|x

_ 2
f(x,h)=%'§-h+(|oo X)

La altura del triangulo:
R -2
3 6 6
xV3 (100 -x |2
+
36 4

Dom (f) = (0, 100)

f(x) =

, V3 x-100
D) =g+ 5
900
fx)=0=>x= ——
) 9+ 43
900
Creciente (#):| ———, 100
() 9+43 )

900 )

Decreciente (N): |0, ————
fente ( )( 9 +4V3

Q) f"(x) = —”32* o

Luego el drea sera minima.

> 0 para todo x del dominio.
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55. A partir de una cartulina cuadrada de 60 cm de lado se va
a construir una caja de base cuadrada, sin tapa, a base de
recortar cuatro cuadrados iguales en las esquinas de la
cartulina y doblando después de la manera adecuada. Un
observador indica que la caja de mas capacidad se obten-
dra si los cuadrados eliminados tienen 10 cm de lado. De-
cide si la observacion es correcta o no.

60 cm

60 cm

Solucién:
a) Incégnitas, datos y dibujo.

60 cm

60 cm

b) Funcidn que hay que maximizar.
V(x) = (60 — 2x)%x
V(x) = 4x3 — 240x2 + 3 600x

c) Se calculan los maximos y minimos derivando.
V'(x) = 12x% — 480x + 3 600
V'(x)=0=x=10,x =30
d) Se comprueba en la segunda derivada.
V"(x) = 24x — 480
V"(10) =—240 < 0 (-) = maximo relativo.
V"(30) = 240 > 0 (+) = minimo relativo.
e) Como el maximo se obtiene para x = 10, la observa-

cién es correcta.

56. Se considera la funcidn real de variable real definida por

Halla la ecuacién cartesiana de la recta tangente en el
punto de inflexién de abscisa positiva.

SOLUCIONARIO
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Solucion:

ven 2%

f'(x) = —(xz +3)2

wor = 602=1)

f'(x) = o2 +3)}
f'x)=0=>x=—-1,x=1
o _ 24x(3 —xz)
709 = (X2 + 3)4
f"(1)=3/16 =0

Punto de inflexion: A(l, 1/4)
Recta tangente en A:
y—1/4=£f()x-1)
y—1/4= —%(x— 1)

_3-x
A

57. Se considera la funcién siguiente:

I
4-x2

f(x) =

a) Halla los extremos relativos de la funciéon f(x) y sus
intervalos de concavidad y convexidad.

b) Halla el maximo y el minimo absolutos en el interva-
lo[-1,1]
Solucion:

2x
(4—x2)?
fx)=0=>x=0

224
f(x)=ﬁ:>f(0)=—>0

8
Maximo relativo: no tiene.
Minimo relativo: A(0, 1/4)
Punto de inflexién: no tiene.
Convexa (U): (-2,2)
Céncava (N): (—o0,—2) U (2, +0)

a) f'(x) =

b) Para calcular los maximos y minimos absolutos, se ob-
serva que la funcién es continua en [—1, 1], es decre-
ciente en (—1,0) y es creciente en (0, |)

Como:
f(—1)=1/3
f(l)=1/3
se tiene:

el minimo absoluto es A(0, 1/4), que coincide con el mi-
nimo relativo, y el maximo absoluto se alcanza en los
extremos del intervalo.

TEMA 8. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Para profundizar

58. Si es posible, dibuja de forma clara la grifica de una fun-
cion continua en el intervalo [0, 4] que tenga al menos
un maximo relativo en el punto (I,2) y un minimo rela-
tivo en el punto (3, 3). Si la funcién fuese polinémica,
icudl habria de ser como minimo su grado?

Solucion:

X

Se observa que f tiene al menos 4 extremos. Por lo tanto,
f' se anula 4 veces, es decir, es de grado cuatro. Si la fun-
cion es polinémica, para que f' sea de grado cuatro, f debe
ser de grado 5

59. Para cada valor de a se considera la funcién
f(x) =2x + ax2 -4 L x

a) Calcula el valor del parametro real a, sabiendo que
la funcion tiene un extremo relativo en el punto de
abscisa x = |. Clasifica el extremo.

b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimien-
to paraa =3

Solucién:
, 4
a) f(x)=2+2ax—;

Si tiene un extremo en x = | = f'(1) =0

2+2a-4=0
2a-2=0
a=|

F(x) = 22+
X

Paraa = | :>f"(x)=2+%

f'(1) = 6 > 0 (+) = minimo relativo.

Para x = | se tiene un minimo relativo.
, 4
b) f'(x) = 2+6x—;

f'x)=0=>x=2/3,x=—1

x = —1| no pertenece al dominio de f(x)
Six =2/3,f(2/3) = 8/3 —4 L(2/3)
Maximo relativo: no tiene.

Minimo relativo: (2/3, 8/3 — 4 L(2/3))
Creciente (7): (2/3, + )

Decreciente (\): (0, 2/3)
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60. Se sabe que la funcién f(x) = x3 + ax + b corta a su fun-
cion derivada en x = | y que ademads, en dicho punto,
f tiene un extremo.

a) Determina los valoresdeay b
b) Determina la naturaleza del extremo que f tiene en
x =1

c) ¢Tiene f algiin otro extremo?

Solucion:

a) Sifyf'se cortanen x = I:
f'(x) =3x% +a
3+a=1l+a+b

Si en x = | hay un extremo, f'(l) =0

3+a=0
. . 3+a=0
Resolviendo el sistema: 34a=]+a+ b}
a=-3,b=2
b) f"(x) = 6x

f'(1) = 6 > 0 (+) = minimo relativo.
c) f'(x) = 3x2 -3
fx)=0=>x=-1,x= 1|

f'(—1) =—6 < 0 () = maximo relativo.

61. Dada la funcion f(x) = ax* + 3bx3 — 3x2 — ax, calcula los
valores de a y b sabiendo que la funcién tiene dos pun-

N |
tos de inflexion,uno en x = | y otro en x = —

2

Solucion:

f'(x) = 4ax3 + 9bx? — 6x —a

f"(x) = 12ax2 + 18bx — 6
f'(1)=0=>12a+18-6=0=2a+3b=1
f'(1/2)=0=32a+9b-6=0=a+3b=2
Resolviendo el sistema:a=—1,b = |

62. De la funcion f(x) = ax3 + bx se sabe que tiene una gra-
fica que pasa por (I, ) y que en ese punto tiene una
tangente paralelaa 3x +y =0.Hallaayb

Solucion:

Si pasa por (I, 1) = f(l) = 1

at+tb=1|

Sien (I, 1) la tangente es paralelaay = —3x,f'(l) = -3
f'(x) = 3ax? + b

3a+b=-3

Resolviendo el sistema:
atb= |
3a+b=-3

a=-2,b=3
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63. La funcién f(x) = x3 + ax? + bx + c verifica que f(l) = I,
f'(1) = 0 y f(x) no tiene un extremo relativo en x = |.
Calculaa,byc

Solucioén:
f'(x) = 3x2 + 2ax + b
f'(x) = 6x + 2a

f(l)=I=1+a+b+c=1=a+b+c=0
f()=0=>3+2a+b=0=>2a+b=-3

Si no hay extremo relativo y f'(l) = =3, hay un punto de
inflexién:

f'(1)=0=>6+2a=0

Resolviendo el sistema de las tres ecuaciones:
a=-3,b=3,c=0

64. El nimero total de bacterias (en miles) presentes en un
cultivo después de t horas viene dado por:

N(t) = 2t(t — 10)2 + 50
a) Calcula la funciéon derivada.

b) Durante las 10 primeras horas, jen qué instante se
alcanza la poblaciéon méaxima y la minima?

Solucion:

N'(t) = 2(3t% — 40t + 100)

N't)=0=t=10/3,t= 10

Maximo relativo: A(10/3, 9 350/27)

Minimo relativo: B(10, 50)

Se comprueban los extremos del intervalo [0, |0]

f(0) = 50

El minimo se alcanza en los extremos, es decir,en t = 0

y t = 10 con 50000 bacterias, y el maximo se alcanza en
t = 10/3 con 9350/27 = 346 296 bacterias.

65. La capacidad de concentracién de una saltadora de al-
tura en una reunién atlética de tres horas de duracion
viene dada por la funcion f(t) = 300t(3 — t), donde t
mide el tiempo en horas.

a) Calcula los intervalos en los cuales la capacidad de
concentracion aumenta y los intervalos en los que
disminuye. ;Cuando es nula?

b) ;Cudl es el mejor momento, en términos de su capa-
cidad de concentracion, para que la saltadora pueda
batir su propia marca?

Solucion:

a) f'(t) =—600 t + 900
f()=0=1t=3/2
Maximo relativo: A(3/2, 675)
Minimo relativo: no tiene.
Creciente (2): (0, 3/2)
Decreciente (\):(3/2, 3)

SOLUCIONARIO
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Es nula en:f(t) =0= t=0yt=3

b) Cuando se alcanza el maximo de concentracién en
t=3/2

66. Sea la funcion f(x) = x? — 4x + 2
a) Determina los extremos relativos de la funcién.

b) Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafi-
ca de f(x) que pasan por el punto (3,-5)

Solucion:
a) f'(x) =2x—4
fx)=0=x=2

Maximo relativo: no tiene.
Minimo relativo: A(2, —2)

b) Una recta que pasa por el punto (3,—-5) es:

y+*+5=mx-3)=>y=mx-3m-5

TEMA 8. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Para que la recta sea tangente a la parabola, ésta y la
recta solo deben tener un punto en comun, es decir, el
sistema formado por la ecuacién de la funcién y la rec-
ta debe tener solucién Unica.

Se observa que el punto (3,—5) no estd en la parabola.
y=x%—4x +2 }

y=mx—-3m-5

xX2—(4+mx+3m+7=0

Para que tenga una solucién, el discriminante debe ser
cero:

4+m)2-4Bm+7)=0

m2—4m-12=0

m=-2,m=6

Las rectas tangentes son:

y=—2x+ |

y =6x—23
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Paso a paso

67. Dada la funcién:
y=x—6x?+9x—1
a) dibuja la funcién.
b) calcula los mdximos y los minimos relativos.
¢) determina la monotonfa.
d) calcula los puntos de inflexidn.

e) halla la curvatura.

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

68. Calcula el valor de los coeficientes a, b y ¢ para que
la funcién f(x) = x® + ax? + bx + c corte al eje X en
el punto A(1, 0) y tenga un punto de inflexién en el
punto B(3, 2)

Practica

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

Plantea el siguiente problema y resuélvelo con ayuda de
Wiris y Derive.

69. Se desea fabricar una caja abierta con base cuadrada
y con un drea de 300 dm?. ;Qué dimensiones debe
tener la caja para que el volumen sea méximo?

Solucidn:

Resuelto en el libro del alumnado.

70. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es y clige
Matemaiticas, curso y tema.

Dadas las siguientes funciones:

a) dibuja la funcién.

b) calcula los mdximos y los minimos relativos.
c) determina la monotonia.

d) calcula los puntos de inflexidn.

e) halla la curvatura.
7. y=x>-3x*+3

Solucién:

[ Ejercicio 71
[f{x) =x3 -3x2 +3 = x—x3-3-x2+3
| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
a) Maximos y minimos relativos :
| F(x) = 3-x2-6-x
| resolver(f(x) =0) =» {{x=0}, {x=2}}
| A = punto(0, f(0)) = (0,3)
| B = punto(2, f(2)) = (2,-1)
|f(x) = 6-x-6
|F(0) = -6
A(0, 3) Maximo relativo.
| dibujar(A, {color = negro, tamafio_punto = 8})
|2 = 6
B(2, -1) minimo relativo.
| dibujar(B, {color = negro, tamario_punto = 8})
b) Monotonia:
Creciente = (=00, 0) U (2, +00)
Decreciente = (0, 2)
c) Puntos de inflexién :
| resolver(f'(x) =0) =» {{x=1}}
| € = punto(1, f{1)) = (1,1)
[ (%) = 6
| F'(1) => 6
C(2, 3) Punto de inflexion.
| dibujar(C, {color = negro, tamafio_punto = 8})
d) Curvatura:
Convexa(U) = (1, +00)
Coéncava(n) = (-00, 1)
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72. y= 71

Solucidn:

[ Ejercicio 72
= X

‘f(x)— x2 -1 x2-1
| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
a) Maximos y minimos relativos :
-x2-1

x4-2-x2+1
| Fesolver(f(x) = 0) = {[}

No tiene maximos, ni minimos relativos.

b) Monotonia:
Discontinudades: x = - 1
Creciente = Nunca.
Decreciente = IR - {-1,1}=(-00, =1) U (-1, 1) U (1, +00)
c) Puntos de inflexion :

2-x3+6-x
x6-3-x4+3-x2-1
| resolver(f'(x) =0) => {{x=0}}
| A = punto(0, f(0)) => (0,0)
-6-x*-36-x2-6

x8-4.x6+6-x1-4-x2+1
| £°(0) => -6

A(0, 0) Punto de inflexion.
| dibujar(A, {color = negro, tamarfo_punto = 8})

d) Curvatura:

Convexa(U) = (-1, 0) U (1 +0Q)

Concava(N) = (-00, -1) U (0, 1)

‘f‘(x)—)
x=1

‘f"(x) -

‘ f(x) =

tablerol
WiRIS
ElF-EER R = slels

TEMA 8. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Windows Derive

73. Halla los puntos singulares de la funcién:
f(x)=x+2

Solucién:

[ Ejercicio 73
[f(x) =x5 +2 = x—x5+2

[F(x) = 5-x*

| A = punto(0, f(0)) = (0,2)
[F'(x) = 20-x3

|F(0) = 0

| F*(x) = 60-x2

| F(0) = 0

| F™'(x) => 120-x

| F(0) = 0

| £ (x) = 120

| F(0) = 120

A(0, 0) Punto de inflexion

WiRIS

| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})

| resolver(f(x) =0) => {{x=0}}

| dibujar(A, {color = negro, tamarfo_punto = 8})

|0 DEe 2 uBjo@s s BED
10
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74. Parala funcién f: R — R definida de la forma
f(x) = 8x3 — 84x? + 240x

determina su monotonia y sus extremos relativos.

Solucidn:

[ Problema 74
| f(x) = 8x3 — 84x2 + 240x => x—8-x3-84-x2+240-x
| tablero({centro = punto(3, 150), anchura = 10, altura = 400})
| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})

a) Maximos y minimos realtivos
| resolver(f(x)=0) => {{x=2}, {x=5}}
| f(2) = 208
| A = punto(2, 208) => (2,208)
| f'(x) => 48.x-168
| F'(2) = -72

- Maximo relativo A(2, 208)
| f(5) = 100
| B = punto(5, 100) => (5,100)
| F'(5) =» 72
- Minimo relativo B(5, 100)

b) Monotonia
| F(0) => 240

Creciente : (-00, 2) U (5, +00)

Decreciente : (2, 5)
| dibujar(A, {color = negro, tamafio_punto = 8})
| dibujar(B, {color = negro, tamafio_punto = 8})

bt =
WiRIS
I[E']|E.®91:1I]\<E}IE‘.?-E‘.?-@|@ ‘
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75. Dada la funcién:

f(x) =%—8x2+§

calcula los intervalos de concavidad y convexidad y

los puntos de inflexién de dicha funcién.
Solucién:

[ Ejercicio 75
X 1 48 -x3-x2-6
=——-8x2+ — =» A A L
fi(x) 3 8x +x X =By
| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
a) Puntos de inflexion

resolver(f'(x)=0) = {{x= l}}

2

f(1/2) =» n

12

1 # 1 1
a=punto( 5, 35) > (3.73)
| F'(112) => -96

. .. 1 1

Punto de inflexion A(E’ E)

| dibujar(A, {color = negro, tamarno_punto = 8})
Curvatura
| F'(1) => -14

Convexa (U) : (0, %)

Céncava (N): (-00,0) U (%,wo)

| Bl tablero :
WiR!S
0 DEe o umlo@s s s BOD

SOLUCIONARIO
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76. Se ha determinado que el coste total (en euros) que
le supone a cierta empresa la produccién de n uni-
dades de determinado articulo varia segtin la fun-
cién:

c(n) = 2n? + 270n + 2048
Calcula el nimero de unidades que debe producir-
se para hacer minimo el coste por unidad.

Solucién:
| Problema76
| e(n) = 2n3 + 270n + 2048 => n—2-n3+270-n+2048
.n3 ;
f(n) = c(n) =5 2-n°+270-n+2048
n n
| resolver(f(n) =0) => {{n=8}}
| F'(8) =» 12
Debe producir 8 unidades

77. Calcula los puntos de inflexién de la funcién:
2x -2
flx) = =—=

x+1

y los intervalos de concavidad y convexidad.

Solucidn:
[ Ejercicio 77

2x -2 2-x-2
‘f(x)— x+1 X2 T

| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
2x-2 |x+1 = 2:x-2 |x+1
._4 2
| dibujar(x = =1, {color = negro, anchura_linea = 2})
| dibujar(y = 2, {color = negro, anchura_linea = 2})
a) Puntos de inflexion :
| resolver(f'(x) =0) => {T}
No tiene puntos de inflexion.
b) Curvatura:
| factorizar(f'(x)) => (-1)71-8-(x+1) 3
| f'(0) => -8
Convexa(U) = (-00, -1)
Concava(n) = (-1, +00)

TEMA 8. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Windows Derive [®

' tablerol : ==}
WiRIS
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78. Halla el méximo y el minimo absolutos de la fun-
cién:
fx) =x>—6x%2 +9x— 1
en el intervalo [1, 2]

Solucién:

[ Problema 78
[f(x) =x3 - 6x2 +9x -1 = x—x3-6-x2+9-x-1
| dibujar(f(x)) => tablero1
| dibujar(f(x),0..2, {color = negro, anchura_linea = 2})
| A = punto(0, f{0)) = (0,-1)
| dibujar(A, {color = negro, tamarfo_punto = 8})
| B = punto(2, f(2)) => (2,1)
| dibujar(B, {color = negro, tamafio_punto = 8})
Aplicacion del teomera de Weiertrass
[F(x) = 3-x2-12-x+9
| resolver(f(x)=0) = {{x=1}, {x=3}}
| C = punto(1, f(1)) => (1,3)
| f'(x) => 6-x-12
| F'(1) => -6
C(1, 3) Maximo relativo de f(x) en [0, 2]
| dibujar(C, {color = negro, tamafio_punto = 8})
El maximo absoluto es C(1, 3)
El minimo relativo es A(0, —1)
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79. Obtén los pardmetros r, s y t para que la funcién 80. La gréfica de la funcién
f(x) =ax® + bx? + ¢

pasa por el punto (0, 0) y tiene un mdximo local
en el punto (1, 2). Obtén los valores de los coefi-

fx) =x3+ 2 —sx + ¢
tenga un méximo en x =—2, un minimoenx =0y
pase por el punto (1, —1)

Solucidn:

[ Problema 79
| fix) =x3 +r-x2 = s-x+t=> xr-x2-s-x+t+x3

[f‘(—2) = 0]
resolver{f(0) =0 = {{r=3,5=0,t=-5}}

fl1) = -1

[f(x) =x3 +3x2 - 5 = x—x3+3.x2-5
| dibujar(f{x), {color = negro, anchura_linea = 2})
| dibujar(punto(-2, f{-2)), {color = negro, tamafio_punto = 8})
| dibujar{punto(0, f{0)), {color = negro, tamafio_punto = 8})
| dibujar{punto(1, f{1)), {color = negro, tamafio_punto = 8})
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cientesa, by ¢

Solucidn:
[ Problema 80
[f(x) =a-x3 +b-x2+¢c => x—a-x3+b x2+c
f(0) =0
resolverif(1) =2 ; =» {{a=-4,b=6,c=0}}
f(1) =0

| f(x) = —4x3 + 6x2 => x—-4-x3+6-x2

| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})

| dibujar(punto(0, f(0)), {color = negro, tamafio_punto = 8})
| dibujar(punto(1, f(1)), {color = negro, tamafio_punto = 8})

SOLUCIONARIO
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81. Halla los valores de a y b para que la funcién

f(x) = ax + b
X

tenga un extremo relativo en el punto (1, 2)
Solucién:

[ Problema 81
a-x2+b

b
‘f(x)=a-x+? = X

resolver{;.((11)) i%} = {{a=1,b=1}}

x2+1

1
= — - X
‘f(x) X + g X

| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
| dibujar(punto(1, f(1)), {color = negro, tamafio_punto = 8})

TEMA 8. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Windows Derive [®
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82. Encuentra el valor de b € R para que la funcién

f(x) =x% + b
X

tenga un minimo cuando x = 1
Solucién:

[ Problema82
b+x3

b
‘f(x)=x2+?—> X+

| resolver(f(1) =0) = {{b=2}}
x3+2

2
‘f(x)=x2+;—> X

| dibujar(f(x), {color = negro, anchura_linea = 2})
| dibujar(punto(1, f(1)), {color = negro, tamafio_punto = 8})
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83. Calcula las dimensiones de un rectdngulo cuyo pe-
rimetro mida 64 m y su drea sea mdxima.

Solucidn:

[ Problema 83
Planteamiento : A(x, y) = xy
Condiciones : P(x, y) =2x + 2y
| resolver ({2x + 2y = 64}, {y}) => {{y=-x+32}}
| A(x) = x - (-x+32) => x—-x2+32-x
| resolver(A'(x) =0) => {{x=16}}
| f(x) = -x+32 => x++-x+32
| f(16) => 16
Dimensiones del rectangulo : largo = ancho =16 cm

254

84. Se desea fabricar un acuario con base cuadrada y
sin tapa, de capacidad 500 dm?3. La base y las pare-
des del acuario han de estar realizadas en cristal.
:Cudles deben ser sus medidas para minimizar la
superficie total del cristal empleado?

Solucién:

[ Problema 84
Planteamiento : A(x, h) = x2 + 4xh
Condiciones : x2h = 500
500
resolver ({x2 -h = 500}, {h}) = Hh=—2”
X
500 342000
Alx) =x? +4x-— = xis 2 TE
X X
| resolver(A'(x) = 0) => {{x=10}}
500 500
e,

h(x)=x—2—>x 2

| h(10) => 5
Dimensiones de la caja : arista de la base 10 dm y altura 5 dm

85. Descompén el nimero 25 en dos sumandos tales
que el doble del cuadrado del primero mds el triple
del cuadrado del segundo sea minimo.

Solucidn:

[ Problema 85
Planteamiento : f(x) = 2x2 + 3y2
Condiciones: x +y =25
| resolver({x + y = 25}, {y}) => {{y=-x+25}}
| f(x) = 2x2 + 3(25 - X)2 => x+5-x2-150 -x+1875
| resolver(f(x) =0) => {{x=15}}
| F'(15) = 10
Los numeros son 15y 10

SOLUCIONARIO
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