1. Maximos, minimos y monotonia

Aplicaciones
de las derivadas

Piensa y calcula

Dada la grafica de la funcién f(x) = x
X —

| representada en el margen, halla los maximos y AY

2
_lx
los minimos relativos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento. bl o \/

Solucién:

Méaximo relativo: O(0, 0)

Minimo relativo: B(2, 4)
Creciente (7): (—20,0) U (2, +20)
Decreciente (N): (0, 1) U (1,2)

¥ X
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Aplica la teoria

l. Calcula los méximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de las siguientes funciones:

a) y=x3-3x2+3 b) y = 3x* — 4x3
Solucion:
a) y' =3x% - 6x

y=0=x=0,x=2

Maximo relativo: A(0, 3)

Minimo relativo: B(2,—1)
Creciente (7): (—22,0) U (2, +)
Decreciente (\): (0, 2)

b) y' = 12x3 — 12x2
y=0=x=0,x=1|
Maximo relativo: no tiene.
Minimo relativo:A(l,—1)
Creciente (7): (I, +0)
Decreciente (\): (—oo, )

2. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de las siguientes funciones:

x2 + | 3
= b =
)y =", )Y = o
Solucion:
Lox2— |
a)y - X2

y=0=>x=-I,x=1

Méaximo relativo: A(-1,-2)
Minimo relativo: B(I, 2)

Creciente (7): (—oo,—1) U (I, +0)
Decreciente (N): (—1,0) U (0, 1)

6x
b)y'=-
)Y @+ 17
y=0=>x=0

Méaximo relativo: A(0, 3)
Minimo relativo: no tiene.
Creciente (7): (=<0, 0)
Decreciente (\): (0, +0)

3. Calcula los méximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la siguiente funcion:y = Vx2 + 4

Solucion:
, X

y' = 214 y=0=>x=0
Maximo relativo: no tiene.

Minimo relativo:A(0, 2)

Creciente (7): (0, + o)

Decreciente (\): (—oo, 0)

4. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-

na la monotonia de la siguiente funcion:y = (2 — x)e*

SOLUCIONARIO
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Solucion:

y' = (I —x)e*
Maximo relativo:A(l, €)

y=0=x=I

Minimo relativo: no tiene.
Creciente (2): (—oo, I)
Decreciente (\): (I, +0)

na la monotonia de la siguiente funcién en (0, 27):

1 sen X
¥ 5

5. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-

Solucion:

y' = 1/2 — cos x

y'=0= x=mn/3,x = 5n/3

ST 5t +3V3
3° 6

T n—3\/§)

Maximo relativo: A(
3 6

Minimo relativo: B(

Creciente (7): (m/3, 57/3)
Decreciente (\): (0, 7/3) U (5n/3, 2m)

2. Puntos de inflexion y curvatura

W Piensa y calcula

2x
Daday Nvor
de concavidad y convexidad.
Solucién:
Punto de inflexion: O(0, 0)
Convexa (U): (=, 0)
Céncava (N): (0, +o0)

representada en el margen, halla los puntos de inflexion y los intervalos f(x) = 2x

® Aplica la teoria

ra de las siguientes funciones:
a) y=>x3—9x% +27x - 26

Solucién:

a)y' =3x%— I18x +27
y"=6x—18
y'=0=x=3
y"=6
y"(3)=6=0

Punto de inflexién:A(3, 1)
Convexa (U): (3, + o)
Concava (N): (—oo, 3)

b) y' = —3x? + 6x

y'=—6x+6
y'=0=x= |
y" =6
y"(I)=-6+#0

Punto de inflexién:A(l, 0)
Convexa (U): (—eo, )
Concava (N): (I, +o0)

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

6. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatu-

b)y =—x3+3x2-2

7. Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatu-

ra de las siguientes funciones:

3x
a)y_x2_| b)y_X2+|
Solucion:
)y x2 + |
Ay =———
YT ey
"= 2x1x2+3)
02— 1)3
y'=0=x=0
,,,=_6§x4+6x2+ )
¢ 62— 1y
y"(0)=-6=0

Punto de inflexion: O(0, 0)
Convexa (U): (—=1,0) U (I, +e0)
Coéncava (N): (—eo,—1) U (0, 1)
v 3( —x2!
b)y' =2 2
(< +1)
. 6x(x*-3
02+ 1)?
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y"=0=>x=—\/§,x=0,x=\/§

w1864 —6x2+ 1)
(X2+ |)4

y"(-V3)=9/16 %0

y"(0)=—18%0

y"(V3)=9/16 %0

Punto de inflexion:
A(-V3,-33/4),0(0,0), B(\'3,3V3/4)
Convexa (U): (-V3,0) U (V3, +o0)
Céncava (N): (—e2,—V3) U (0, V3)

8. Calcula los puntos de inflexion y determina la curva-
tura de la funcién y = xe*

Solucion:

Y = (x+ e

y" = (x + 2)e*
y'=0=x=-2
y" = (x+ e

y"(=2) = 1/e2 %0

Punto de inflexién: A(-2,—2/e?)
Convexa (U): (-2, +)
Concava (N): (—o0,—2)

9. Calcula los puntos de inflexién y determina la curva-
tura de la funcién y = L (x2 + 4)

Solucion:

o 2x

x2 + 4
,,=_2x2—4
YT earap
y'=0=>x=-2,x=2
" _ 4x(x% - 12)

(2 + 4
y"(=2)=1/8%0
y"(2)=-1/8%0

Punto de inflexion:A(—-2,3 L 2),B(2,3 L 2)
Convexa (U): (-2,2)
Coéncava (N): (—o=,—2) U (2, +<0)

10. Calcula los puntos de inflexion y determina la curva-
tura de la funcién y = sen x cos x en (0, 27)

Solucién:
y'=—1 +2cos? x
y" = —4 sen x cos x

y"'=0=x=m2,x=mx=3n/2

y" =4(1 -2 cos? X)

y"(m/2) =4+#0

y"(m)=—-4#0

y"(3m/2) =40

Punto de inflexién:A(w/2, 0), B(r, 0), C(37/2, 0)
Convexa (U): (1/2, ) U (31/2, 27)

Coéncava (N): (0, /2) U (m, 31/2)

3. Teorema de Rolle y el teorema del Valor Medio

318

Piensa y calcula

Representa en unos ejes coordenados los puntos A(l,2) y B(5, 2) y dibuja una funcién que comience en A(l, 2) y finalice en
B(5, 2). {Hay algiin punto en el que la derivada es cero? ;Seria posible evitar que haya un punto asi?

Solucion:

Puede haber varios puntos en los que la derivada es cero. Por ejemplo: AY

A

L B

SOLUCIONARIO
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Se puede evitar si la funcién no es continua. Por ejemplo:

Y si es continua, que tenga un pico. Por ejemplo:

v

® Aplica la teoria

I 1. Explica por qué el teorema de Rolle no es aplicable a

las siguientes funciones en el intervalo [-1, I] a pesar
deserf(-1)=f(l)=0
2) b)
AY AY
il _ X2
f(x) = 2—=2Ix| sl
X X
Solucion:
a) f(x) no es derivable en (-1, I); no existe la derivada
enx=0
b) f(x) no es continua en [, I]; tiene una discontinui-

dad de salto infinito en x = 0

12. Discute si es aplicable el teorema de Rolle a las si-
guientes funciones en los intervalos que se dan:

a) f(x) = sen x en [0, 27]
b) f(x) = | + xZ en [=1, I]
¢) f(x) = x — Vx en [0, 1]

Solucién:
a) El dominio de f(x) es Ry [0,27] c R

* f(x) es continua en [0, 27t] porque las funciones tri-
gonométricas son continuas en R

* f(x) es derivable en (0, 21) porque las funciones tri-
gonométricas son derivables en su dominio.

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

» f(0) =f(2m) =0
Luego se puede aplicar el teorema de Rolle.
b) El dominiode f(x) es Ry [-I,I]c R
* f(x) es continua en [, |] por ser una funcién irra-

cional.

2
e f'(x) = —5—=, que en x = 0 no esta definida. Luego
() 3%& q g

no es derivable en (-1, I)

No se puede aplicar el teorema de Rolle.

c) El dominio de f(x) es [0, +<) y [0, I] < [0, +<0)

* f(x) es continua en [0, |] por ser la diferencia de
una funcién polinémica y una irracional.

* f(x) es derivable en (0, |) por ser la diferencia de
una funcién polinémica y una irracional.

« f(0) =f(1)=0

Luego se puede aplicar el teorema de Rolle.

13. Discute si es aplicable el teorema del Valor Medio a las
siguientes funciones en los intervalos [a, b] que se dan
y en caso afirmativo calcula los valores de ¢ € (a, b) ta-
f(b) — f(a)
b-a

a) f(x) =V2-x en [-2,1]

les que f'(c) =
b) f(x) = Vx2 en [0, ]
c) f(x) =1 +£en [1,2]

Solucién:
a) El dominio de f(x) es (—o0,2] y [-2, I] © (=29, 2]
* f(x) es continua en [-2, |] porque las funciones
irracionales son continuas en su dominio.

* f(x) es derivable en (-2, |) porque las funciones
irracionales son derivables en su dominio.
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Se puede aplicar el teorema del valor medio.

f)—f2) _ 1-2 _ 1

I-(-2) 3 3
I Y J R B TN L
2V2 —x 2V2-x 3 4

b) El dominio de f(x) es Ry [0, I]c R

* f(x) es continua en [0,l] porque las funciones irra-
cionales son continuas en su dominio.

* f(x) es derivable en (0, I) porque el unico valor
donde no es derivable es x = 0, pero si lo es por la
derecha.

Se puede aplicar el teorema del valor medio.

f()—-f©0) _ 1-0

-0 -0

=2 2
3x  3¥x
c) El dominio de f(x) es R — {0} y [1,2] c R - {0}

* f(x) es continua en [I,2] porque las funciones ra-
cionales son continuas en su dominio.

£'(x) = | = x=8/27

* f(x) es derivable en (I, 2) porque las funciones ra-
cionales son derivables en su dominio.

Se puede aplicar el teorema del valor medio.

fQ-f) __|

2-1 -2
' | [ |
f(X)=—; 7=—5
x=-V2,x =12

Solo vale el valor x = V2 € (1,2)

4. Regla de L'Hopital

N Piensa y calcula

Calcula mentalmente los limites siguientes:

-1 3x2 + |
a) lim > b) lim — 9 lm —
x> x— | xotee Afy x—>+oo X
Solucién:
a) 2 b) +oo Q)0

@ Aplica la teoria

sen X

14. Iim

x—0 X

Solucion:

sen X

lim
x—0 X

_|of_ lim 95X _ |
0 xl—>0 I

. Vx + |
lim

X—>+oo e
- e -
(e o)

I5.

Solucion:

I Vx + |
im

X —>+eo €

lim +=0

X2t DeX\x + |

16. lim x Lx

x—0

Solucion:

i = (=) = i _LX = ﬁ =
etee - con g 4 <[
X

320

X |—

= lim = lim (—x) =0
x— 0" | x—0*
X2
I
17. lim x!'-x
x— |
Solucion:

i 1 1 lim (ITLX) lim (ll%) |
limx' =X =[I*]=ex>!\' 7% /=g "X/ =gl =|/e
X—>

X —sen X
18. lim —
x—0 X
Solucion:

lim X=sen x 0] _ i | —cosx _|O]_
x—0 x3 0 x—0 3x2 0
= fim SENX 0 = 1im S%5% _ 1
= lim =|—[= lim =

x—0 6Xx 0 x—0 6

SOLUCIONARIO
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19. lim (cotg x)se"*
x—0

Solucion:
o lim (sen x L cotg x)
lim (cotg x)%e" X = [oo”] = *7° =
x—0

—cosec? x/cotg x

L cotg x sen x
"M I/sen x o x/ sen? 2
= gx>0 = @x20 —cosx/sen“x = gx-0 cos’X =
= eo =]

20. lim x®enX
x—0

Solucion:

) o lim (sen x L x) lim
||m0 xsen x = [00] = gx~°
x—

= x>0 I/senx —

1/x ~ —sen®x —2 sen X cos X

lim ————— im im
= @x0—cos x/sen“X = gx—>0 XCOSX = gx—-0 COSX—XsenXx —

=el0=|
3 2
21, lim |[-—-
xl—>n]+(LX X—l)
Solucion:
e (3 2\ 3x=3-2lx
A e e Sl Imis s e
, 2
0 , X
X—> LX+X_
x

22.

lim x*
x—0

Solucion:

lim x L x lim —— im I/X2
H = = X—> = X—> =] x—=0 —1/X =]
lim x* = [0°] = ex° ex20 X = gxs0 -1/
x—0

= exlino(_x) = eO = |

23. Iin?)+ (sen x)*

Solucion:
L
lim [x L senx] Iim+%
lim (sen x)* = e*° = ex?? =
x —0*
. cos x/sen x x2 cos x ~ 2x cos x — x2 sen x
lim ———— |Jn lim
= ex0" —1/x = exl0" senx = ax-50° cos X =
o
—e I = eo = |

lim e™>*x

X—> +oo

24,

Solucion:

£=[ﬁ]=

(o]

lim e*Vx =[0-e] = lim

X —>+oo x—+oo @X

=0

|
= lim
K= 2ex\/;

5. Problemas de optimizacidn

W Piensa y calcula

dimensiones del rectangulo que tiene mayor superficie.
Largo = x 0
Alto=y 4
Superficie
4 cm
3cm
2cm
0cm I ecm 2cm
Solucion:
Largo = x 0 | 2 3
Alto =y 4 3 2 I
Superficie 0 3 4 3
Un cuadrado de 2 cm de lado.

Un rectangulo tiene 8 cm de perimetro; por tanto, la base mas la altura mide 4 cm. Completa la siguiente tabla y calcula las

0Ocm

3cm

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

321



322

Aplica la teoria

25. Calcula dos ndmeros cuya suma sea 100 y de forma
que su producto sea maximo.

Solucion:

a) Incognitas y datos.
X = primer ndmero.
y = segundo nimero.
x +y =100

b) Funcién que hay que maximizar.

fexy) = xy
Sujetoa:x +y = 100 = y = 100 —x

c) Se escribe la funcién con una sola variable.
f(x) = x(100 — x)
f(x) = 100x — x2

d) Se calculan los maximos y minimos relativos.
f'(x) = 100 — 2x
100-2x=0=x=150
Six=50=1y=50

e) Se comprueba en la segunda derivada.

f"(x) = =2 < 0 () = maximo relativo.

f) El primer nimero es x = 50; el segundo, y = 50

26. Calcula las dimensiones de un rectingulo cuyo peri-
metro mida 64 m y su drea sea maxima.

Solucion:

a) Incognitas, datos y dibujo.
x = longitud de la base.
y = altura.

Perimetro = 64 m

y S(x,y) = xy

X

b) Funcién que hay que maximizar.
S(xy) = xy
Sujeta a las condiciones:
Perimetro = 64 m = x +y = 32

c) Se escribe la ecuacién con una sola variable.
x+y=32=y=32-x
S(x) = x(32 — x)
S(x) = 32x — x?

d) Se calculan los méximos y minimos relativos derivando.
S'(x) = 32 — 2x
32-2x=0=>x=16
Six=16=y=16
e) Se comprueba en la segunda derivada.
$"(x) =—2 < 0 (-) = maximo relativo.

f) El recinto mide 16 m por 16 m

27. Calcula el 4rea del mayor tridngulo isésceles inscrito
en un circulo de radio 4 cm

Solucién:
a) Incégnitas, datos y dibujo.
2y = base del triangulo.

h = altura del triangulo = BD

B

x O 4cm

Seax = OD

El triangulo ABC es rectangulo en A

Por el teorema de la altura:
y2=BD-DC=(4+x): (4—x) =16 —x?

b) Funcién que hay que minimizar.
A(y,h) = %th
Sujeta a las condiciones:
y2=16-xt=y=V16-x?
h=4+x

c) Se escribe la ecuacién con una sola variable.
AR) = V16— (4 +x)
AK) = (4 +x) V16—

d) Se calculan los maximos y minimos relativos derivando.

A'x) = V16 -x2 _(4+X)—|6X—x2

4x + x2

V16 —x?

Vi - XX g = gx=2
16 — x?

Si x = —4, no tiene sentido en el problema.

Six=2cm:>y=\/ﬁcm;h=6cm

Ax)= VI6—x2 -

SOLUCIONARIO
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e) Se comprueba en la segunda derivada.

_ X x3 — 32x — 64
Vie-x2 (16 -x) V16— x?

A"(2) = —2V3 < 0 (-) = méximo relativo.

A'(x) =

f) El tridngulo tiene un drea de

%-Zm‘6=6\/ﬁ=l2\/§ cm?

28. Calcula la altura y el radio que debe tener un bote ci-
lindrico cuya drea total, incluyendo las dos tapas, es de

150 cm? para que su volumen sea maximo.

Solucion:

a) Incognitas, datos y dibujo.
R = radio del cilindro.
H = altura del cilindro.
Superficie = 150 cm?

b) Funcién que hay que maximizar.
V(R,H) = tR2H
Sujeta a las condiciones:
Superficie = 150 cm? = 2nR2 + 27tRH = 150

c) Se escribe la ecuacién con una sola variable.
150 — 2nR? _ 75

2nR? + 2nRH = 150 = y = R =R "

R

V(R) = nRz(% - R)

V(R) = 75R — 7tR3

d) Se calculan los méaximos y minimos relativos derivando.
V'(R) = 75 — 3nR2

5 _ 5vn

75-3nR?=0=R= == p

r
5\Vn 1ovVr

SiR= =H=
T i

e) Se comprueba en la segunda derivada.

5vVn

V"(R) =—61R = V" ——| <0 (-) = maximo relativo.
T

10Vr

T

f) El cilindro mide 5\n

altura.

cm de radio y cm de

29. Dada la funcidn f(x) = x2, encuentra el punto de su

grafica que estd mas cerca del punto A(0, 2)

Solucién:

a) Incégnitas, datos y dibujo.
Punto incognita: P(x, y)
Punto fijo:A(0, 2)
Pardbola:y = x?

A(O\2)

b) Funcién que hay que minimizar.
d(A.P) =d(x,y) = Vx + (y - 2)?
Sujeta a las condiciones:
y=x?
c) Se escribe la funcién con una sola variable.
dy) = Vy + (y - 2)?
d(y) = Ny* =3y + 4

d) Se calculan los maximos y minimos derivando.

2y -3

d’ = =7 =
) Ny 3y v 4

-3  —ooy=3n

2Vy2 -3y +4
V6

S|y=3/2:>X:iT

e) Se comprueba en la segunda derivada.

d"() = !
4(y2 =3y + 4)Vy2 -3y + 4

217
7

d"(3/2) = > 0 (+) = minimo relativo.

f) Los puntos son: P(—%, 3/2) y Q(%, 3/2)

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS
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6. Problemas de derivadas

W Piensa y calcula

deayb

Solucion:
f(x) = x% — 4x + 4

La funcién f(x) = x2 + ax + b pasa por el punto A(0, 4) y tiene un minimo en el punto B(2, 0). Calcula mentalmente el valor

® Aplica la teoria

30. Halla la ecuacién de la recta tangente y de la normal a
la curva de ecuacién y = x3 — 3x en el punto de absci-
sax=0

Solucion:

y' =3x2-3

y'(0)=-3

y(0) = 0

Recta tangente:
y—0=-3x-0)=y=-3x

Recta normal:

y—0=%(x—0):>y=x/3

31. Halla el méximo y el minimo absolutos de la siguiente
funcion en el intervalo [0, 2]

3x
=T
Solucion:
a) Extremos relativos:
oy = 36 =1)
() (X2 o |)2
ffx)=0=>x=-1,x= 1

Solo se toma el valor x = |
Six=1=f(l)=3/2

6x(x% -3
O+ 1)

£'(x) =

() =—=3/2 < 0 (-) = maximo relativo.
Maximo relativo:A(l, 3/2)

b) Valores en los extremos:
f(0)=0
f(2) = 6/5

El maximo absoluto lo alcanza en el méximo relativo:
A(1,3/2)

El minimo absoluto lo alcanza en O(0, 0)

32. Demuestra que la ecuacion siguiente tiene una uUnica
solucién real.

x’+3x+3=0
Solucion:
Se toma la funcién:
f(x) =x’ +3x + 3
Existencia de la raiz:
f(x) es continua porque es una funcién polinémica.
f(-1)=-1
f(0) =3

Por el teorema de Bolzano, existe un valor c € (-1, 0) tal
que f(c) =0

Unicidad:
f'(x) = 7x6 + 3

f'(x) > 0 para todo x; luego la funcién f(x) es estricta-
mente creciente.

Solo puede cortar una Unica vez al eje X

33. Obtén los valores de los parametros a, b y ¢ para
que la funcion f(x) = ax3® + bx + ¢ pase por el punto
O(0, 0) y tenga un minimo local en A(1,—1)

Solucién:
a) Pasa por O(0,0)
f0)=0=c=0

b) Pasa por A(l,—1)
f(l)=—1=a+b+c=-1

c) Tiene un minimo local en A(1,—1)
f'(x) = 3ax?* + b
f(I)=0=3a+b=0

Se resuelve el sistema:

c= 0
3a+b = 0r=>a=1/2b=-3/2,c=0
atb+c=-I

iy Il 5 3
La funcién es f(x) = X T gx

324
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Ejercicios y problemas

Preguntas tipo test

ada la curva y = xe ™, el valor de la abscisa en e
Dada | = xe™*, el valor de la ab [
punto en el que la pendiente de la recta tangente es

maxima, es:
V6
dx=7
V2
Ux=5
X] x=0
] No existe ningun valor.
. sen? (2x)
n El x|T>10 x3 + x2
0 -4 ® 4
s a2
3x + |

La monotonia de la funcién f(x) = es:

Vx

[ creciente: (—o0,0) U (0, +)
decreciente: &

[X] creciente: (1/3, +oo)
decreciente: (0, 1/3)

[ creciente: (0, 1/3)
decreciente: (1/3, +o0)

[ ninguna de las anteriores es correcta

2x2 -3
A La funcion f(x) = # tiene:
e
[ méximo relativo: O(0, 0)

9
[¥] maximo relativo:A(3,—3)
e

. . I _Ne
minimo relativo: B[ —,—
2 e
[ méximo relativo:A(%, > . £ )

minimo relativo: B(3,i3)
e

[ No tiene maximos ni minimos relativos.

B e [ e

x=0\In(l +x) x

a-12
O
go
x] 112

PAU

Contesta en tu cuaderno:

. esenx-x

K E xIT;‘o 22+ xt
a-i1n x] 12
02 Q-2

Unos altos hornos producen al dia x toneladas de

acero de baja calidad y % toneladas de acero
de alta calidad, siendo 8 toneladas la produccion ma-
xima diaria de acero de baja calidad. Si el precio de
una tonelada de acero de baja calidad es 100 euros
y el precio de una tonelada de acero de alta calidad
es 250 euros, el nimero de toneladas que se deben
producir por dia de acero de baja calidad para que
el valor de venta de la produccién diaria sea méxi-

mo es:
42 s
Qs ® 5

IEX Los valores de a y b para que la funcién
f(x) = (x2 —a)e* + bx

tenga un punto de inflexiéon en x = 0 y un minimo

relativo en x = | son:
da=-2b=e X] a=2;b=-¢
Oda=2b=-1I da=-2b=1

EA Se considera la funcion f(x) = In (x2 — 4). Los interva-
los de crecimiento y decrecimiento de la funcién son:

[ creciente: (—oo, +0)
decreciente: &
[ creciente: (0, + <o)
decreciente: (—eo, 0)
[ creciente: (-2,2)
decreciente: (—o0,—2) U (2, +o0)
[¥] creciente: (—oo,—2)

decreciente: (2, + )

1] Sea la funcion con dominio los nimeros reales no
4
nulos f(x) = —
X

Los puntos M y N de la grifica de f(x) para los que
las rectas tangentes a la grifica en M y N se cortan
en el punto (4 ,—8) son:

M(1,4); N(-2,-2)

U M(=1,-4);N(2,2)

O M(1,-4); N(-2,2)

] No hay solucién porque (4, —8) no pertenece a
la grafica de f(x)

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS
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1. Maximos, minimos y monotonia

34. Identifica en las siguientes grificas los maximos y los
minimos relativos y los intervalos donde la funcién es
creciente y decreciente:

a) AY
f(x)
X
b) AY
g(x)
X
Solucion:

a) Maximo relativo: no tiene.
Minimo relativo:A(2, —2)
Creciente (7): (2, +°)
Decreciente (\): (—oo, 2)

b) Maximo relativo: O(0, 0)
Minimo relativo:A(—1,—1),B(l,—1)
Creciente (2):(—1,0) U (I, +<0)
Decreciente (\): (—eo,—1) U (0, )

35. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de las siguientes funciones:

I
a)y=?x5—x b) y = 2x3 + 3x% — 12x

Solucion:

a) y'=x*-1|
y=0=x=-1,x=1
Maximo relativo:A(— |, 4/5)
Minimo relativo: B(I,—4/5)
Creciente (7): (—oo,— 1) U (I, +o0)
Decreciente (N): (-1, 1)

b) y' = 6x2 + 6x — 12
y=0=>x=-2,x= |
Maximo relativo:A(-2, 20)

Minimo relativo: B(I,—7)
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Creciente (7): (—0,—2) U (I, +0)
Decreciente (N): (=2, 1)

36. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de las siguientes funciones:

xt+ 1 x2
a)y= 2 b)y=xz_9
Solucion:
, 2§x4—I!
a)y' = 3
X
y=0=>x=-I,x=1

Maximo relativo: no tiene.
Minimo relativo:A(-1, 2), B(l, 2)
Creciente (2):(—1,0) U (I, +c0)
Decreciente (\): (—oo,—1) U (0, 1)

' |1 8x
Y=o
y=0=x=0
Maximo relativo: O(0, 0)
Minimo relativo: no tiene.
Creciente (7): (—o,—3) U (-3,0)
Decreciente (\): (0, 3) U (3, +0)

37. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la siguiente funcién:

y = V(2 - 42
Solucion:
y'= 4x
3Vx2 -4
y=0=x=0

Maximo relativo: A(0, 2 {/7)

y'(X) no existe en los valores x = —=2,x = 2
Minimo relativo: B(-2, 0), C(2, 0)
Creciente (2):(—=2,0) U (2, +<0)
Decreciente (\): (—0,—2) U (0,2)

38. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la siguiente funcién:

eX
T
Solucion:
2
y=0=>x=1I

Méximo relativo: no tiene.

Minimo relativo:A(l, €)

SOLUCIONARIO
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Creciente (7): (I, +)
Decreciente (\): (—22,0) U (0, I)

39. Calcula los maximos y los minimos relativos y determi-
na la monotonia de la siguiente funcion:

y=L(x2+ 1)
Solucion:
- 2x
v x2 + |
y=0=x=0

Maximo relativo: no tiene.
Minimo relativo: O(0, 0)
Creciente (7): (0, +)
Decreciente (\): (—oo, 0)

40. Calcula los maximos y los minimos relativos, y determi-
na la monotonia de la siguiente funcién en (0, 27):

y=7x+cosx

Solucion:
y' = 1/2 —sen x
y'= 0= x =m/6,x = 5m/6

RM)

Maximo relativo:A(z, B
5t 5n—6V3 )
6’ 12
Creciente (): (0, ©/6) U (57/6, 2T)
Decreciente (\): (/6, 51/6)

Minimo relativo: B(

2. Puntos de inflexion y curvatura

41. lIdentifica en las siguientes graficas los puntos de infle-
Xién y los intervalos de concavidad y convexidad:

a) AY b) AY
f(x) f(x) L///

Solucién:

a) Punto de inflexion:A(l,—1)
Convexa (U): (oo, — 1)
Concava (N): (-1, +o0)

b) Punto de inflexién: O(0, 0)
Convexa (U): (= 1,0) U (I, +c0)
Céncava (N): (—eo,—1) U (0, )

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

42. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura

de las siguientes funciones:

I
a) y = 3x° - 5x3 b)y=7x4—x3—
Solucién:
a) y' = I5x* - 15x?
y" = 60x> — 30x

y"'=0=x=-2/2,x=0,x = V22

y" = 180x2 - 30

y"(=V2/2) =60 %0

y"(0) =-30%0

y"(V2/2) =600

Punto de inflexién:
A(=\2/2,72/8),0(0,0), B(\N2/2,-72/8)
Convexa (U): (-V2/2,0) U (V2/2, +e)
Céncava (N): (o0, —\2/2) U (0, V2/2)

b) y' = x> — 3x?
y" = 3x2 — 6x
y'=0=>x=0,x=2
y" =6x—-6
y"(0)=-6+0
y"(2)=6#0

Punto de inflexion:A(0, —2), B(2,—6)
Convexa (U): (o2, 0) U (2, +o0)
Coéncava (N): (0, 2)

2

43. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura

de las siguientes funciones:

x? x2-2
VYT YT
Solucién:
By =
02+ 1)
wo_23x-1)
Y (X2+ |)3
y"'=0=x=-v3/3,x=3/3
" _ 24x(x2 - 1)
(X2+ |)4

y"(=V3/3) = 273/16 20

y"(V3/3) =-273/16 20

Punto de inflexion:

A(=V373, 1/4),B(V3/3, 1/4)

Convexa (U): (-V3/3,V3/3)

Céncava (N): (o0, —V3/3) U (V3/3, +o0)
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2x
b)y' = —>—
)Y 02— 1)
W23+ 1)
YT ey
y"#0

Puntos de inflexién: no tiene.
Convexa (U): (=1, 1)
Céncava (N): (oo, — 1) U (I, +e0)

44. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la siguiente funcién:

y = V4 — x2

Solucion:

X
Y 4—x2

e 4
PR N e
y'#0

Puntos de inflexién: no tiene.
Convexa (U): &
Concava (N): (-2, 2)

45. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la siguiente funcioén:

y=e>
Solucion:
y'=-2x e
y' = @2 -2)e*
y'=0=x=-2/2,x=2/2
y" = 4x(3 — 2x3) e
y"(=V2/2) = 4\2/\e 0
y"(V2/2) = —4V2/\e %0
Punto de inflexion:A(—V2/2, 1/\e), B(\N2/2, 1/\e)
Convexa (U): (—e0,—\2/2) U (V2/2, + )
Céncava (N): (-V2/2,V2/2)

46. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la siguiente funcioén:

_ X
™
Solucion:
_ =1 +Lx
T 2x
w_ 2—-Lx
x L3x

y'=0=x=e?
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w_ —6% L2 x
x% L4 x
Y'() =gy %0
Puntos de inflexion: A(e?, e2/2)
Convexa (U): (1, e?)
Coéncava (N): (0, 1) U (€2, +)

47. Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la siguiente funcién en [0, 27]:

y =x+ 2 cos x

Solucién:
y'=1—-2senx
y" =—2 cos x

y"'=0= x=m/2,x = 3n/2

y" =2 senx

y"(®/2) =2#0

y"(3m/2) =-2%0

Punto de inflexion: A(/2, t/2), B(31/2, 31t/2)
Convexa (U): (n/2, 31t/2)

Céncava (N): (0, w/2) U (3m/2, 2m)

3. Teorema de Rolle y del Valor Medio

48. Sea la funcién f(x) = tg x, definida en el intervalo [0, 7t].
Deduce, de forma razonada, si son ciertas estas afirma-
ciones:

a) £(0) = f(m) = 0

b) La funcién f(x) es continua en [0, ] y derivable en
(0, m)

c) Por lo tanto, por el teorema de Rolle, existe un
c € (0, ) tal que f'(c) =0
Solucién:
a) Cierto: f(0) =f(m) =0

b) Falso: f(x) = tg x es discontinua en x = 1/2 y no es deri-
vable en x = /2

c) No se puede aplicar el teorema de Rolle.

49. Dada la funcién siguiente: f(x) =5 4
X

halla todos los valores c € (1, 4) tales que:

g = =)
Solucion:
El dominio de f(x) es R — {0} y [1,4] < R — {0}

* f(x) es continua en [|,4] porque las funciones racionales
son continuas en su dominio.

* f(x) es derivable (I, 4) porque las funciones racionales
son derivables en su dominio.

SOLUCIONARIO
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Se puede aplicar el teorema del valor medio. Solucién:

f(4)—f(1) _4-1 _ | f(x) es continua en [-1, I] y derivable en (-1, I) por ser
4-1 = 3 - una funcién polindmica.
f'(x):i2=>i2:|=>x:—2,x:2 f)y-f) - -2-0 _ _,
X X I —(1) 2
En el intervalo dado solo es vélido x = 2 f'(x) = 3x? —2x - 2
I2—2x-2=-1=x=—1/3,x= |
50. Dada la funcién siguiente:
| Es valido el valor x =—1/3 € (-1, 1)
— si—2<x<—I
X
9=15_ -
5 si—1<x<0 4. Regla de L’Hopital

comprueba que la funcién cumple las hipétesis del teo- Calcula los siguientes limites:

rema del Valor Medio y calcula el valor intermedio vati-

| — cos x
cinado por el teorema. Si hay varios valores, calcula to- 52. JTO —(ex — )2
dos ellos.
o Solucién:
Solucion: | 0 0
. — cos X . sen X
El dominio de f(x) es [-2, 0] lim ——~="=|5|= lim ————=|7|=
C x=0 (eX— )2 0] x—-02(eX—1)ex |[O
La funcién esta definida por dos funciones continuas y de- |
rivables en sus dominios. Hay que estudiar el punto de = [f —aBE oL
enlace. x>0 4e¥* —2e 2
Enx =1
fch)y==ly lim fx)= lim f(x)=-1= 3
( ) Y x——1" ( ) x—-1* ( ) 53. lim x4+Lx
f es continua en x = — | =0
| . Solucion:
, == si—2<x<—| 3 3 3L
f (X) = X2 = Ttix 0 lim (W LX) lim ﬁ
X si—l <x<0 lim x *=[0"]=e? * =ex? * =
x—0
. 1) _ lim % 3
||m|_ —? —_I =ex“° X =e
— {x=-
lim x=-I
x——I*

54. lim (| — cos x) cotg x
x—0

f es derivable en x = — 1

L . Solucion:
uego:
* f(x) es continua en [-2,0] y es derivable en (2, 0) Iimo(l —cos x) cotg x = [0 - o] = “mo% =
X—> X—>
Se puede aplicar el teorema del valor medio.
0
f0)—f(=2) _ =312+ 112 — ' “m%:o
0-(-2) 2 0] x—0 sec?x
) = 1 = ——I2=—I si—-2<x<-I
X) = — X .
55. lim (1 + x)3*
x==1  si-1<x<0 Ly (1)
x=—I,x=1 Solucién: -
3L +x) i X
51. Comprueba si se puede aplicar el teorema del valor lim (1 +x)¥*=[I"]=ex° X =0 | =
medio a la funcidn siguiente: =0
f(x) = x3 — x% — 2x =eX“T°'+X=e3
en el intervalo [—1, I]. En caso afirmativo, encuentra el
valor c € (-1, ) en el que f'(c) coincide con la pendien-
te de la recta secante a la grafica de f(x) que pasa por 56. lim 2- x)exz— (2+x)
LAED) y (1,£(1) x=0 X

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS
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Solucion:

o 2-xeX—(2+x) _|0f_

JTO x2 0

_ . €+ 2-x)e*-1 _|0 _
bt 2x [o]

—aX_ aX —- X

= lim =2 e+ (2-x)e -0
x—0 2

57. lim LxL(x-1)
x— |

Solucion:
limLxL(x—1)=[0":(=0)] = lim M =
x— | x— | |
L x
|

= lim x-1 . lim XL2x = [2]:

x—> | = x—> | —x + | 0

x L2 x

= lim (—L2x—2 Lx)=0

x— |

58. lim (sen x)®*
x—7/2

Solucion:

lim tg x L sen x
lim (sen x)®X*=[]] = ex>™ =
X —>T/2

im L sen x
= gxom2 lgx = g

lim (—cos x sen x)
x—0 =

, L
5. X'TO(L(Hx) x)
Solucion:
. I 1) _ _
X'TO(L(HX) _Y)‘[“"“’]‘
i x=L{+x)|_|0]|_
«oo| xL(I+x) | |o]~

= lim X = [2]—
x=0 (X + 1) L(l +x)+x 0
| |

=lim—F—Ts5=5

xsoL(l +x)+2 2

|
60. lim (X +x3)x

X— too
Solucion:
| |
= lim —L(eX+x3
lim (e +x3)* = [«0] = grrtex ¢ <) _
X — too
L+ xd) e + 3x2 eX + 6x
Xan: X +eo €+ 33 . o+ 3x2
=e o = X7t = X7t =
eX+6 i eX i eX
= exin:m e+ 6x — ex~'>n;]°° eX+6 — ex~'>n;]w e* — e
330

5. Problemas de optimizacion

61. Expresa el nimero 60 como suma de tres enteros posi-
tivos, de forma que el segundo sea el doble del primero
y su producto sea maximo. Determina el valor de dicho
producto.

Solucién:

a) Incégnitas y datos.
X = primer numero
y = segundo numero

Z = tercer nUmero

+ty+z=
T 2_60}:>z=60—3x
y =2x
b) Funcidn que hay que maximizar.
f(x,y,z) = xyz
Sujeto a:
x+y+z=60
y = 2x

c) Se escribe la funcién con una sola variable.
f(x) = x - 2x - (60 — 3x)
f(x) = 120x% — 6x3
d) Se calculan los maximos y minimos relativos.
f'(x) = 240x — 18x2
240x — 18x%2 =0 = x = 0,x = 40/3
Six=0=y=0=2z=60
Six=40/3=y=80/3=2z=20
e) Se comprueba en la segunda derivada.
f"(x) = 240 — 36x
f"(0) = 240 > 0 (+) = minimo relativo.
"(40/3) = —240 < 0 (-) = maximo relativo.
f) El maximo se alcanza en x = 40/3, pero el enunciado
del problemas pide que los nimeros sean enteros posi-

tivos. Como 40/3 € [13, 14], se debe buscar la solucién
en los extremos del intervalo cerrado:

f(x) = 120x% — 6x3
f(13)=120-132-6-133=7098
f(14) =120 - 142 -6 - 143 = 7056

La solucién entonces es x = 13,y =26,z = 21|

62. Calcula el darea maxima que puede tener un tridngulo
rectangulo tal que la suma de las longitudes de sus cate-
tos valga 4 cm

Solucion:

a) Incégnitas, datos y dibujo.

SOLUCIONARIO
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x = longitud de un cateto.

y = longitud de otro cateto.

x+y=4
b) Funcién que hay que maximizar.

f(y) = 5

Sujeto a:

xty=4=>y=4-x
c) Se escribe la funcién con una sola variable.
x(4 —x) x2

2

=2X—

f(x) = -

d) Se calculan los maximos y minimos relativos.

f'(x)=2-x
ffx)=0=>x=2
Six=2=y=2
e) Se comprueba en la segunda derivada.
f'(x) =—1
f"(2) =—1 < 0 () = maximo relativo.

f) El maximo se alcanza en x = 2,y = 2, que es un triangu-
lo rectangulo isésceles cuya drea es 2 cm?

63. Un tridngulo is6sceles tiene el lado desigual de 12 cm,y
la altura relativa a este lado, de 5 cm. Encuentra un pun-
to sobre la altura, tal que la suma de las distancias a los
tres vértices sea minima.

Solucién:
a) Incognitas, datos y dibujo.

B

A

6 cm 6 cm

x = distancia de P al lado desigual.
dPB)=y=5-x
dRC)=z=Vx2+62
dPA) =z= 2+ 6
b) Funcién que hay que minimizar.
f(x) =y + 2z
c) Se escribe la funcién con una sola variable.

f(x) = 5 —x + 2Vx2 + 62

d) Se calculan los maximos y minimos relativos.
2x

Vx2 + 36

f(x)=0=x=2V3

fx)=—1+

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

e) Se comprueba en la segunda derivada.

72
f" =
& (<2 +36)Vx2 + 36

£"(2V3) = V3/8 > 0 (+) = minimo relativo.

f) El minimo se alcanza tomando el punto x a una distan-
cia de 2V3 cm

La suma de las distancias: 6\/3 +5cm

64. Halla la base x y la altura y de una cartulina rectangular
de 60 cm de perimetro, que, al dar una vuelta completa
alrededor de un lado vertical, genera un cilindro de vo-
lumen méximo.

Solucion:

a) Incégnitas, datos y dibujo.

R = radio del cilindro.
H = altura del cilindro.

R+H=30cm

b) Funcién que hay que maximizar.
V(R, H) = tR2H
Sujeta a las condiciones:

R+H =30

c) Se escribe la ecuacién con una sola variable.
H=30-R
V(R) = nR%(30 — R)
V(R) = 30nR? — 7R3

d) Se calculan los maximos y minimos relativos derivando.
V'(R) = 607nR — 31tR?
60mR —31R2 =0 =R =0,R =20
SiR=20=H=10

La solucién R = 0 no tiene sentido.

e) Se comprueba en la segunda derivada.
V"(R) = 601 — 6nR

V"(20) = —60m < 0 (=) = maximo relativo.

f) El cilindro mide 20 cm de radio y 10 cm de altura.
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65. Una empresa fabrica cajas de latdn sin tapa de 500 cm?
de volumen, para almacenar un liquido colorante. Las
cajas tienen la base cuadrada. Halla la altura y el lado de
la base de cada caja para que la cantidad de latén em-
pleada en fabricarlas sea la menor posible.

Solucion:

a) Incognitas, datos y dibujo.

x = longitud de la arista de la base.
y = altura de la caja.
Volumen = x“y = 500

b) Funcién que hay que minimizar.
A(x,y) = x% + 4xy
Sujeta a las condiciones:
x%y = 500

c) Se escribe la funcién con una sola variable.
A(x,y) = x% + 4xy

_ 500

Y 2

X
500
X2

2000

=32 + 22
A(x) = x* + <

A(x) = x2 + 4x

d) Se calculan los maximos y minimos derivando.

2000

Ax)=2x - =
X

Ax) =0=>x=10
Six=10=y=5
e) Se comprueba en la segunda derivada.

4000 _ ,
x3

A'(x) =
A"(10) = 6 > 0 (+) = minimo relativo.

f) La caja mide 10 cm de arista de la base y 5 cm de alto.
El drea es A = 300 cm?

66. Halla la altura del cono de maximo volumen que se
pueda inscribir en una esfera de 10 cm de radio.
Solucion:
a) Incognitas, datos y dibujo.
R = radio del cono.

H = altura del cono = BD

332

El triangulo ABC es rectangulo en A
Por el teorema de la altura:
R2=BD :-DC=H(2: 10— H) = 20H — H?

b) Funcidn que hay que maximizar.

V(R,H) = %ERZH

Sujeta a las condiciones:
R2 = 20H — H2

c) Se escribe la ecuacién con una sola variable.

V(H) =

= 3 T(20H - H)H

V(H) = %n(ZOHZ — H3)

d) Se calculan los maximos y minimos relativos derivando.

V'(H) = %n(40H—3H2)
%n(40H—3H2)=0=>H=0yH=40/3

Si H = 0, no tiene sentido en el problema.

SiH=40/3cm:>R=203—\5cm

e) Se comprueba en la segunda derivada.

V"(H) = %n (40 — 6H)

40
A"(40/3) = =3 <0 (-) = miximo relativo,

f) El cono tiene una altura de 40/3 cm

6. Problemas de derivadas

67. Sea la funcién:
| |
f(x) = —x*——x3 - x% + x

4 3

Calcula de forma razonada los puntos de la grifica en
los que la recta tangente forma un 4ngulo de 45°

Solucién:

f'(x) = x3 —x2 = 2x + |

Pendiente de la recta tangente = tg 45° =
ffx)=1=>x=-1,x=0,x=2

SOLUCIONARIO
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Para ampliar

68. Demuestra que la siguiente ecuacién tiene una Unica

raiz real.
x3+6x2+15x-23=0

Solucion:
Se aplica el teorema de Bolzano a la funcién:
f(x) = x3 + 6x2 + 15x — 23

Como lim f(x) =—coy Ilim f(x) = +co, existe al me-
X—>—o0 X—>+oo

nos un c € R tal que f(c) = 0

f'(x) = 3x2 + 12x + I5

f'(x) > 0 para todo x,ya que el coeficiente de x> es 3 >0y
el discriminante A = 122 - 4-3-15=-36<0

La funcion f(x) es estrictamente creciente y solo corta el
eje una vez.

69. Utiliza el teorema de Bolzano y el célculo de derivadas

para demostrar que las funciones f(x) = x% g(x) = 27%,
definidas para x > 0, se cortan en un solo punto.

Solucién:
Se toma la funcién h(x) = x% — 2%
La funcién cumple las hipotesis del teorema de Bolzano.

Es continua por ser la diferencia de una funcién polinémi-
ca y una exponencial.

h(©) =1y lim f(x) =+

Luego por el teorema de Bolzano existe al menos un
c € (0, +0) tal que h(c) =0

Por otra parte:

h'(x) =2x+27*L2>0parax>0

Luego h(x) es creciente.

Si x2 — 27 = 0 para solo un valor ¢ € (0, +), se cumple
que fy g se cortan solo una vez para x > 0

70. Para cada valor de a, se considera la funcion:
f(x)

_ 3x2-ax
X+ 2

Calcula el valor de a para que f(x) tenga un minimo re-

lativo en x = 2

Solucion:
2 _
fi(x) = 3x4+ [2x —2a
(x +2)?
Si ha de tener un minimo en x = 2
f'2)=0
18—a _ _
g - 0=>a=18
f'(x) = 4(a+6)
(x+2)?

+
(2) = %> Oparaa= I8

Efectivamente, es un minimo.

71. Dada la grifica de la funcion f(x), haz en cada caso un

dibujo aproximado de la grafica de la funcion derivada

£'(x):

2) AY b) AY
Vi
i / x
C) AY d) AY
)
)
X X

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Solucion:

a) La derivada de una funcion constante es cero.

AY

b) La derivada de una funcién de primer grado es una
constante que coincide con la pendiente de la recta.

AY

fx)
fi()

N
L 2%

333
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c) La derivada de una pardbola es una recta.

La funcién tiene en x = | un maximo. Luego f'(l) = 0.
Asi, a la izquierda del maximo f es creciente (f' > 0),y a
la derecha, f es decreciente (f' < 0)

AY

f(x)
fx)
A

d) La derivada de una clbica es una parabola.

A

\Y
)
o

f(x)

En x = 0 hay un méximo, f'(0) = 0, f' > 0 a la izquierda
dex =0,y f' <0aladerechadex=0

En x = 2 hay un minimo, f'(2) = 0,f' < 0 a la izquierda
dex=2,yf' >0aladerechadex =2

En x = | hay un punto de inflexion. La funcién f' pasa de
decreciente a creciente, es decir, f' tiene un minimo.

72. Dada la grifica de la funcién f(x), haz en cada caso un di-
bujo aproximado de la grifica de la funcion derivada
f'(x) y de la grafica de la segunda derivada f"(x):
a) b)

AY AY

?
v

E
v

2d /
i Y

X
(F g
X

334

Solucion:

a) f" La derivada de una funcién de primer grado es una
constante que coincide con la pendiente de la recta.

f": La derivada de una constante es cero.

AY

Y X

(%)

b) La derivada de una pardbola es una recta.

AY
f*(x)
/ X
f'(x)
f': La funcién tiene en x = —1 un minimo. Luego f'(-1) = 0.

Entonces, a la izquierda del minimo, f es decreciente
(f' <0),y a la derecha, f es creciente (f' > 0)

f": La derivada de una funcién de primer grado es una
constante que coincide con la pendiente de la recta.
Como f es cdncava, f" > 0

c) La derivada de una cubica es una parabola.

AY
£(x)

¥ <

169

f': En x = —2 hay un méximo, f'(-2) = 0,f' > 0 a la iz-
querdade x = -2y f' <0 a la derecha de x = -2

En x = 2 hay un minimo, f'(2) = 0,f' < 0 a la izquierda
dex=2yf' >0aladerechadex=2

En x = 0 hay un punto de inflexién. La funcién f' pasa de
decreciente a creciente, es decir, f' tiene un minimo.

f":En x = 0,f"(0) = 0,y a la derecha de cero la funcién
es concava (f" > 0) y a la izquierda de cero la funcion es
convexa (f" < 0)

SOLUCIONARIO
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d) La derivada del seno es el coseno.
AY

%) £(x)

AR

f: En los puntos de maximo relativo, f' = 0,y a la iz-
quierda del valor f' > 0,y a la derecha del valor f' <0
f": En los puntos de inflexion, f" = 0,y en los intervalos

de concavidad f" > 0,y en los intervalos de convexidad
fll < 0

73. Se considera la curva de ecuacién y = x3 — 6x

Halla, si existen, las coordenadas de sus maximos y mi-

nimos relativos.

Solucion:
y' =3x2-6
y" = 6x

y=0=x=-V2,x=12
Méximo relativo:A(-\2, 4V2)
Minimo relativo: B(\/E,—4 \5)

I I
74. Dada la funcion f(x) = ?x3 + 3x2 —-2x+ |

a) determina sus maximos y sus minimos relativos.

b) calcula sus puntos de inflexion.

Solucién:

f'(x) = x2 + x -2

a) f'xX)=0=>x=-2,x= |
Maximo relativo: A(-2, 13/3)
Minimo relativo: B(I,—1/6)

b) f'(x) = 2x + |
f'x)=0=>x=-1/2
f"(x) = 2

Punto de inflexion: C(—1/2,25/12)

75. Determina los intervalos de crecimiento y decreci-

miento de la funcion siguiente:
I
f(x) =2x + —
() = 2x + —

Solucion:

|
fix)=2— ——
(x) 2

fx)=0=>x=-1/2,x=1/2
Creciente (7): (—oo,—1/2) U (1/2, +o0)
Decreciente (N): (—1/2,0) U (0, 1/2)

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

78. Sea la funcién f(x) = 2x2 — %x

79. Dadaf(x) =

76. Dada la curva siguiente:

x2 — |

Y x2+ |

calcula los maximos y minimos relativos y los intervalos
de crecimiento y decrecimiento de la funcion.

Solucion:
4x

f'(x) = —(x2 < 1)
f(x)=0=>x=0
Méximo relativo: no tiene.
Minimo relativo:A(0, - I)
Creciente (): (0, +0)
Decreciente (\): (oo, 0)

77. Dada la funcién siguiente:

X

=T

determina sus maximos y minimos relativos.

Solucion:

oo =%

f'(x) = ot 1)
ffx)=0=>x=-1,x=1

Maximo relativo:A(l, 1/2)
Minimo relativo: B(—1,—1/2)

3

Calcula:

a) las coordenadas de sus maximos y minimos rela-
tivos.

b) los intervalos donde es creciente y decreciente.

Solucién:

f'(x) = 4x — x?
f(x)=0=>x=0,x=4

Méaximo relativo: A(4, 32/3)

Minimo relativo: O(0, 0)

Creciente (7): (0, 4)

Decreciente (\): (—o0,0) U (4, +c0)

x?—2x +2

X —
cante a f que une los puntos (-2, f(—2)) y (2, f(2)). ¢Exis-
te un punto c en el intervalo [-2, 2] que verifica que la
tangente a la grifica de f en (c, f(c)) es paralela a la se-
cante que se ha hallado? En caso afirmativo razona la
respuesta y calcula c; en caso negativo, razona por qué
no existe.

, escribe la ecuacién de la se-

Solucion:
Secante:
A@2,-1),B(-2,-5/3)
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. _f@—-f(=2) _ -1+53 |
Pendiente = 2-(=2) = THh12 T g

| _x—8
Y+|_6(X_2):>Y_ 6

f(x) es continua en [-2, 2], puesto que lo es en su dominio.
Dom(f) = R — {4} = (=o0,4) U (4, +)
f(x) es derivable en (-2, 2)

Por el teorema del valor medio, existe un c € (-2, 2) tal
que

f(g) = f(;)—f(—Z) 1l

-2 6
o xX2—8x+6
f(x)——(x_4)2

f'(x)=%:>x=4+2\/§,x=4—2\/§

Como el valor 4 + 2V3 no pertenece al intervalo (-2,2), el

Unico valor que sirve es x = 4 — 2\3

80. Calcula un punto del intervalo [, 3] en el que la recta
tangente a la curva y = x> —x + 2 es paralela a la cuerda
que une los puntos A(l,2) y B(3,8)

Solucion:

Se puede aplicar el teorema del valor medio porque f(x)
es continua en [I, 3] y derivable en (I, 3), ya que es una
funcién polinémica.

Recta secante que pasa por A(l, 2), B(3, 8)

Pendiente: 2:? =3
y—-2=3x-1)=>y=3x-1
f'(x) = 2x — |
fx)=3=>x=2

81. La grifica siguiente corresponde a la funcién f'(x), pri-
mera derivada de una cierta funcién f(x)

m (o
8. xIT>1|(Lx sen(x—I))

Solucion:

xsen (x—1)—Lx

AY

y
X

/

a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcién
f(x) interpretando la grafica de f'(x)

b) Estudia la concavidad, convexidad y puntos de infle-
xion de la funcién f(x) utilizando solo la grafica de
f'(x)
Solucién:
a) La funcion derivada se hace cero en x = -2
A la izquierda de x = =2, f'(x) < 0; luego f(x) es decre-
ciente en (—o0,—2)
A la derecha de x = —2,f'(x) > 0; luego f(x) es creciente
en (=2, +o)
En x = =2 la funcién f(x) tiene un minimo.

b) f'(x) es creciente en R. Por lo tanto, la funcion f(x) es
convexa en R;luego no tiene puntos de inflexion.

Calcula los siguientes limites:

X COs X —sen X

82. lim 3
x—0 X
Solucion:
. xcosx—senx _|0|_ ., —xsenx _
I|m—3— —| = |Im—2—
x—0 X 0 x—0 3x
_{of_ lim —SENX =X COSX _ 0f_
0 x—0 6x 0
., —Ccos X —cos X + xsen x |
= lim =—=
x—0 6 3

(% | - -
XIT;“(U_ sen (X — I))_[oo_ <= XIILH(

x— |

sen(x—l)+xcos(x—|)—i 0
lim X =[E]=

%sen (x—I)+Lxcos(x—1)

Lxsen (x— 1)

cos (x— 1)+ cos(x—1)—xsen (x—1)—

B

lim
x—> |

x2

336

—Lsen (x— I)+lcos (x— I)+Lcos (x—1)—Lxsen (x—1)
X X

SOLUCIONARIO
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84. Iim + Solucién:
x—+e (LX) + 2x _
(L) AR 0 lim gx LK) lim —=
Solucién: I|m0 x =ll=e sa s
. X —
‘ & . | I o =lx _ sen’x -
lim —————=|—|= lim YY) = xl;rra+ —cosec? — xILn?)* X = xILn?)* senxcosx _ o=
x—>+oo(|_x)3+2x oo x—+e  3(L x) +9 2 =e =e =e =0 =]
, 3(L x)2 (1 I
Obsérvese que lim EICES s 0 90. Im |———
x>t X x—0\X  senXx
Solucion:
85. lim arc sen x cotg x
x—0 , | sen X — X
lim — —[oo—oo]— lim ——— =
— x—0| X  senx x—0 X sen X
olucion:
lim arc sen x cotg x = [0+ o] = i aresenX - =12 = lim ——2 X~ I
im X X=[0: oo] = lim ———— = = =
x—0 £ x—0 tgX 0 x—0 sen X + X Cos X
I = Iim —sen X _
= I =
0 i | —x2 | x—0 COS X + COS X — X sen X
=|— = ] —_— =
0 x—0 sec2
2x + 3¢
| 91. lim [——
3 x—+oo | 2% — |
86. lim (cos x)sen"x
X0 Solucién:
VR "
Solucion: | | , 2% + 3 |¥ lim x L §§_|3
lim L cos x lim 2 R =[] = ex>*=
lim (COS X)senzx = [|°°] = x>0 sen? x = X —>+oo | £X —
x—0
L 2x + 3
; L cos x —tg X —sec? x 1 2% — |
= @x>0 sen?x = ex%O sen 2x — ex%O 2cos2x — =e 2 = | XL'TW— ’ W)
e =e X = exote - 4x+3 = g2
1
87. lim_(cotgx)lx* 92. lim_(Lxy<~!
x—0 x— |+
elmdtns ) Solucién:
) L_ 0 im+ CI?CEX L(L )
lim (cotgx)-* =[c0] = x>0 t* = im ==X
x—0" | 0 lim (k= DL(Lx) =1 _|
lim =X cosec? x . —x x|i’1‘}+(|. x)*~ ! =[0"] = <! =e S =
- ex'ﬁn& cotg x = ex'ﬁn& Sen X Cos X —
—(x—1)? L =2(x= 1)
= ML lim, T+ 1 0
lim, ————— | =gl XEx  =ex> =e’ =1
= @x—0" cos*x—sen’x = e—l = —
88. lim —8X—SeNX 93. Calcula lim
x—0 X —sen X x—0
Solucion: Solucion:
tgx—senx lim seczx—cosx_ i | |
| - lim —+ 1 - —— 1 =[oo—oo]=
x—>0 X — sen X S — Ccos X X —0 X X
_|o i 2sec? xtgx +senx _ = Jim P+ x=NI-x _(9]_
0 x—0 sen X N \/; 0

lim . .
x—0 | No existe six — 0~

| |
: 2 +
m|—— + =
xII—>O(cos3x I) : , 2N + x 2V —x ={0 six = 0*

89. lim

x—0

o -

X El limite no existe cuando x — 0

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS
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94. Calcula dos nimeros positivos tales que su producto
es 192 y la suma de tres veces el primero mas el segun-
do es minima.

Solucion:

a) Incégnitas y datos.
X = primer nimero.
y = segundo nimero.

xy = 192

b) Funcién que hay que minimizar.
f(x,y) =3x +vy
Sujetoa:xy = 192 = y = lxﬁ
c) Se escribe la funcién con una sola variable.
_ 192
f(x) = 3x + »

d) Se calculan los maximos y minimos relativos derivando.

f'(x)=3—%
X
3—%=0:>x=—8,x=8
X

Six=8=y=24

El valor x = —8 no es viélido, ya que piden nimeros po-
sitivos.

e) Se comprueba en la segunda derivada.
woy — 384
FR="
f"(8) = 3/4 > 0 (+) = minimo relativo.
f) El primer nimero es x = 8; el segundo,y = 24,y la suma

pedida, f(x) = 48

95. Halla la ecuacién de la recta tangente en el punto de in-
flexion de la funcion siguiente:

L x
f(x) =—
(0=
Solucion:
| —Lx
f'(x) = ————
09=——
f,.()():2L>(3—3

X

f'x)=0=>x= e32

338

32

Six=e’*=y=

2e3/2

fr(x) = H=6Lx ‘Xf LX S e)= 2 20

e

Recta tangente:

y— 2e3/2 = f'(e3/2) (X _ e3/2)
3 __ 1
Y7 e T 96l bc=e™)

96. Sea P(x) un polinomio de grado cuatro tal que verifica
las tres condiciones siguientes:

* P(x) es una funcién par.
* Dos de sus raices sonx = |,x = -5
*P(0)=5

Halla sus puntos de inflexién.

Solucion:

a) Si es funcién par:

P(x) = ax* + bx? + c

b) Six =l esraizy x =—V5 es raiz:
P(l)=0=>a+b+c=0
P-V5)=0=25a+5b+c=0

c) Si P(0) = 5:
c=5

Se resuelve el sistema:

at+ b+c=0

252+ 5b+c=0
c=5

a=Il,b=-6,c=5
La funcién es:
P(x) = x*—6x2 + 5
Sus puntos de inflexion seran:
P'(x) = 43 — 12x
P'"(x) = 12x2— 12

P'x)=0=>x=—1,x= |
P"(x) = 24x
P"(-1)=-24%0
P"(1)=24+0

Puntos de inflexién: A(—1, 0), B(I, 0)

SOLUCIONARIO
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Problemas

97. Dada la grifica de la funcion f(x), haz, en cada caso, un
dibujo aproximado de la grafica de la funcion derivada

f'(x):
a) AY b) AY

) L
A f(x)

¥X
¥X

Solucion:
2) AY
f'(x)

v

Como f(x) es creciente, f'(x) > 0. Como f(x) es cdnca-
va, f'(x) es decreciente, y cuando x tiende a —2 por la
derecha, f'(x) debe tender a infinito, es decir, la recta
tangente debe ser una recta vertical.

b) Y
fi(x)
f(x)

VX

Como f(x) es creciente, f'(x) > 0. En (—eo, 0) la funcion
es convexa, por lo que f'(x) debe ser creciente, y en
(0, + <) la funcién f(x) es concava, luego f'(x) es decre-
ciente. En x = 0 la tangente a la gréfica seria vertical y
las derivadas laterales tenderian a infinito.

98. Sea la funcion f(x) = x + ik conx#0
X

a) Halla las coordenadas de sus maximos y minimos re-
lativos. Estudia la monotonia.

b) Determina los intervalos de concavidad y conve-
xidad.

Solucion:

a) f'(x) = | —#

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

fx)=0=x=—1,x=1

Maximo relativo:A(—1,-2)

Minimo relativo: B(I, 2)

Creciente (2):(—oo,— 1) U (I, +o0)

Decreciente (\): (—1,0) U (0, 1)
b) F'(x) = &

X

f"(x) # 0 para todo x

Punto de inflexion: no tiene.

Convexa (U): (0, +<0)

Céncava (N): (—eoo, 0)

2x
.z 2 . .
99. Dada la funcién f(x) = eX"* !, determina los intervalos
de crecimiento y decrecimiento, y los extremos relati-
vos de la funcion.

Solucion:

vor - 2(1=x))
f'(x) = ot 12
fx)=0=x=-1,x=1

Maximo relativo:A(l, €)

Minimo relativo: B(—1, I/e)
Creciente (7): (-1, 1)

Decreciente (N): (—oo,— 1) U (I, +o0)

100. Dada la funcién

f(x)=%parax¢0yx¢2,

determina los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de la funcion.

Solucién:
, __3§3x2—2x+2!
Fe x2(x — 2)2

f'(x) # 0 para todo x

Méaximo relativo: no tiene.

Minimo relativo: no tiene.

Creciente (7): J

Decreciente (\): (—0,0) U (0,2) U (2, +0)

2
o xt=2
101.Sea f(x) = L 1
Determina los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de f
Solucién:

Dom f = (=V2, 112) U (N2, +)
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Fi(x) = 22§x2 -x+2)
x*=2)(2x-1)

f'(x) # 0 para todo x

Maximo relativo: no tiene.

Minimo relativo: no tiene.

Creciente (7): (=V2, 1/2) U (V2, +0)

Decreciente (\): &

2

x* — |
3 , calcula:
X

102. Dada la funcién f(x) =

a) los maximos y los minimos relativos.

b) los puntos de inflexion.

Solucion:
3—x2
x4

a) f'(x) =

f(x)=0=x=-V3,x=13
Maximo relativo:A(\/E,Z\/E/9)
Minimo relativo: B(—\/E,—Z\/E/‘))

2_
b) f"(x) = _Z(XXS é)

f'x) =0 =x=-V6,x=6

2
09 = 6(I(l6 x?)
f"(-\6) = 1/9 %0
f"(V6) = 1/9 %0

Puntos de inflexién:

C(-V6,-5V6/36),D(V6,5V6/36)

103. Calcula los maximos y minimos relativos de:
f(x) = —x L x

Solucién:

f'x)=—1-Lx
fx)=0=>x=l/e
Maximo relativo:A(l/e, |/e)

Minimo relativo: no tiene.

2
X
104. Dada la funcién f(x) = —————
ada la funcién f(x) Ztx_2
halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
la funcién.
Solucion:
vy — _ X(x—4)
o) =
(02 + x —2)?

fx)=0=>x=0,x=4
Maximo relativo: O(0, 0)
Minimo relativo:A(4, 8/9)

340

Creciente (7): (—o0,—2) U (=2,0) U (4, +o0)
Decreciente (N): (0, 1) U (1,4)

105. Sea la funcién f(x) = x |x — 1|2 Halla los extremos y los
puntos de inflexién de la funcion f

Solucién:

fx) = x|x — 12 =x(x = 1)2=x3 —2x2 + x
f'(x) = 3x% —4x + |
ffx)=0=>x=1/3,x=1

f'(x) = 6x— 4

Maximo relativo:A(1/3,4/27)

Minimo relativo: B(l, 0)

f'x) =0=>x=2/3

Punto de inflexion: C(2/3, 2/27)

106. Sea f(x) = e™(x? + 6x + 9). Halla los intervalos de creci-
miento y decrecimiento.

Solucién:

f'(x) = —(x% + 4x + 3)e™*
ffx)=0=>x=-3,x=-1I

Maximo relativo:A(—, 4e)

Minimo relativo: B(—3, 0)

Creciente (7): (-3, 1)

Decreciente (\): (—o0,—3) U (I, +20)

107. Estudia el crecimiento de f(x) = e*(cos x + sen x) y
determina los maximos y minimos relativos para
x € [0, 2]
Solucién:
f'(x) = 2eX cos x
f'(x) =0 = x = 1/2,x = 31/2

T
(. . T 5
Maximo relatlvo:A(i, e? )

2
Creciente (2): (0, /2) U (37/2, 2)
Decreciente (\): (m/2, 31/2)

3 3n
Minimo relativo: B(—n,—e 2 )

108. La gréfica siguiente corresponde a la derivada f'(x) de
una cierta funcién f(x). De- AY
termina a partir de la grifica
si existen maximos relativos,
minimos relativos o puntos
de inflexién en los puntos
de abscisax=1yx=2

v X

£'(x)
N

SOLUCIONARIO
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Solucién:

Enx = |,f'(x) = 0.A la izquierda de x = |,f'(x) > 0y la fun-
cion f(x) es creciente; y a la derecha de x = |,f'(x) <0y la
funcion f(x) es decreciente. Luego f(x) en x = | tiene un
méximo relativo.

En x = 2, f'(x) tiene un minimo relativo. Luego a la izquier-
da de x = 2 la funcién derivada, f'(x), es decreciente y, por
lo tanto, la funcidn f(x) es concava;y a la derecha de x = 2,
f'(x) es creciente, con lo que f(x) es convexa. Por lo tanto,
la funcién f(x) tiene un punto de inflexién en x = 2

—x2 + i—-1<
109. Dada la funcién f(x) = {bx R |<_ X<<53
X C N SX>

halla a, b y c para que la funcién f(x) cumpla las hipéte-
sis del teorema de Rolle en el intervalo [-1, 5]

Calcula el punto en el que se verifica la tesis.

Solucién:
a) f(x) debe ser continua en [-1, 5]

Como la funcién esta definida por dos funciones poli-
némicas que son continuas, el punto conflictivo esta

parax =3
lim (—x?+ax) =—9 + 3a
x—3"

lim (bx +c)=3b+c
x—3*

-9+3a=3b+c
3a—-3b-c=9
b) Debe ser derivable en (-1, 5)

Como la funcién esta definida por dos funciones poli-
némicas que son derivables, el punto conflictivo esta
parax =3

f(x) = {;2" *a

lim (2x+a)=-6+a
x— 37

lim b=b

x— 3*
a—-b=6
c) f-1)=f5)=-1-a=5b+c
at5Sb+c=—1I
Resolviendo el sistema de las tres ecuaciones:
3a—3b-c= 9
a— b = 6
at5Sb+c=-1
a=10/3,b=-8/3,c=9

Para calcular el punto se tiene:

si— 1 <x<3
sid<x<5

=

—2x+B si—l<x<3
Vs 3
=1 ¢

-3 si3<x<5

f(x)=0=>-2x+10/3=0=x=5/3

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

110. En una carretera hay dos radares a una distancia de
10 km. Un coche pasa delante del primero a una veloci-
dad de 60 km/h,y 6 minutos mas tarde pasa a 70 km/h
por el segundo. Si en ese tramo de carretera el limite
de velocidad es de 90 km/h, demuestra que el coche ha
sobrepasado ese limite.

Solucién:

Sea t = 0 el instante en el que se pasa por el primer radar.

El instante en el que se pasa por el segundo radar es:
t=6/60=1/10 h

Sea e(t) el espacio recorrido por el coche.

La velocidad media del coche entre los dos puntos:

(= SO0 100 gy

Si la funcién e(t) es derivable, el teorema del valor medio
permite concluir que ha habido algin instante en el que la
velocidad ha sido igual a la media.

111. Calcula el valor de a para que:

4x + 5 \* 42+ 1|
lim = lim |(———

x—+eo | 4x + 3 x—+eo | 4x2 + 3
Solucion:
n
4x + 5\ Iime4x >
lim =[I=] = ex>r=  &*3 =
X — +oo 4x + 3
L4X+5
lim —X*3
x—>+oo | lim 8x? 1
=e X = exore 162432+ 15 = o2
2 4x2 + |
2 ax 0 2 2=
P el = LT
lim [I]=e
x—+oo | 4x2 + 3
4x2 + |
fm P23
Sat T - —8x*
— m 2 ., 5 . 4
—e x2 =g o= l6x* + 16x2 + 3 = 32

De la igualdad de los dos limites se tiene:

a=-—|

112. Determina el valor de a para el cual:

) x + 3|
lim =e
X—>+oo X
Solucion:
+3
i x + 3\ lim axLXT
lim < =[I°] = e =
X—>too
L x+3
a lim
=ve 4 a lim
=e X =exﬁ+mx+3=e3a

Sie2=e=a=1/3
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113. Halla el punto de la grifica de f(x) = Vx + | que esté
mas cerca del punto A(3, 0)

Solucién:

a) Incognitas, datos y dibujo.
Punto incognita P(x, y)
Punto fijo A(3, 0)

N
AY
LI
P(x. y)
//\/5

b) Funcién que hay que minimizar.
d(A.P) = d(x,y) = V(x=3)2+y
Sujeta a las condiciones:
y=Vx+1
c) Se escribe la funcién con una sola variable.
d(x) = V(x—3)2+x+ 1
d(x) = Vx*=5x + 10
d) Se calculan los maximos y minimos derivando.
2x -5
2Vx2 —5x + 10
d'(y) =0=x=5/2

’7
Six=52=y= 7=@

e) Se comprueba en la segunda derivada.

40 = I5
4(x2 = 5x + 10)\x2 —5x + 10

215

5 > 0 (+) = minimo relativo.

f) El punto es: P(% g)

d'(x) =

d"(5/2) =

114. De todas las rectas que pasan por el punto (I, 2), en-
cuentra la que determina con los ejes coordenados y
en el primer cuadrante un tridngulo de drea minima y el
valor de dicha area.

Solucion:
a) Incégnitas, datos y dibujo.
Punto fijo P(I, 2) B

Y X

342

Las rectas que pasan por el punto P(l,2) son:
y-2=mx-1)=>y=mx-1)+2

b) Funcién que hay que minimizar.
Area(A,B) = %OA - OB
Sujeta a las condiciones:
Acey=mx-1)+2 :A(mT_z,O)
Bey=m(x-1)+2=B(0,—-m+2)

c) Se escribe la funcién con una sola variable.

_ 1l m=2 __m 2
d(m) > T'(Z—m)——2 +2
d) Se calculan los maximos y minimos derivando.
(m) = -+ 2
dim)=-7 + =

d(m)=0=m=-2,m=2

e) Se comprueba en la segunda derivada.

4
dll ="
(m) ==
d"(-2) = 1/2 > 0 (+) = minimo relativo.
d"(2) =—1/2 < 0 (-) = maximo relativo.

f) La recta que hace el drea minima es:
y="2x-1)+2=y=-2x+4

115. Calcula las dimensiones de un tridngulo isésceles cuyo
perimetro es de 60 cm, de forma que su area sea ma-
Xima.

Solucién:

a) Incégnitas, datos y dibujo.

Y
Perimetro = 60 cm = 2x +y = 60 = y = 60 — 2x

b) Funcién que hay que maximizar.

|
A(y.h) = = yh

Sujeta a las condiciones:

2
-
2

y = 60 — 2x
c) Se escribe la funcién con una sola variable.

A(x) = %(60 - 2x) V% = (30 - x)?2
A(x) = (30 — x) V60x — 900

SOLUCIONARIO
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d) Se calculan los maximos y minimos derivando.
90(20 — x)
V60x — 900
A'x)=0=>m =20
Six=20, y=20

A'(x) =

e) Se comprueba en la segunda derivada.
All(x) = 2700(IO—X)
(60x — 900)V 60x — 900
A"(20) = 33 < 0 (-) = méximo relativo.

f) El area del triangulo es maxima para x =y = 20 cm

116. Calcula el area de un sector circular, cuyo perimetro es
de 100 m, para que su drea sea maxima.

Solucion:

a) Incognitas, datos y dibujo.

Perimetro = 100 m
L = longitud del arco.

R = longitud del radio.

b) Funcién que hay que maximizar.
A(LR) = % L-R
Sujeta a las condiciones:
L+2R=100=L=100-2R

c) Se escribe la funcién con una sola variable.
AR) = %(IOO—ZR) ‘R

A(R) = 50R — R?
d) Se calculan los maximos y minimos derivando.
A'(x) =50-2R
A'x)=0=R=25
SiR=25, L=50
e) Se comprueba en la segunda derivada.
A"(R) = -2 < 0 (-) > maximo relativo.

f) El area del sector es méaxima para R =25 m,L = 50 m

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

117. Calcula las dimensiones de un rectangulo inscrito en
un semicirculo de 10 cm de radio para que su area sea
maxima.

Solucién:

a) Incégnitas, datos y dibujo.

10 cm y

Radio = 10

2 2
24 (X = =1' X
y+(2) 100 =y 100 7

b) Funcién que hay que maximizar.

Alxy) = xy
Sujeta a las condiciones:

2

X
=/ 100-%
U 4

c) Se escribe la funcién con una sola variable.

A(x)=x‘\’ |00—XT2

A(x) = %x\Moo -x2

d) Se calculan los maximos y minimos derivando.
200 — x?

V400 — x2

Ax)=0=x=-10V2,x = 10V2

Six=10V2 = y=150 =52

El valor negativo no tiene sentido.

Alx) =

e) Se comprueba en la segunda derivada.

T = x(x2 — 600)
A (400 — x2)\ 400 — x2

A"(10V2) = =2 < 0 (-) = méximo relativo.

f) El drea del rectingulo es maxima para x = 10V2 cm,
y = 5V2 cm

118. Un solar rectangular de | 1250 m? se divide en tres zo-
nas rectangulares para venderlo como muestra la figu-
ra. Se valla el borde del campo y la separacién entre las
zonas. Calcula las dimensiones del solar para que la lon-
gitud de la valla utilizada sea minima.

A I
I

e

BENSN!
P 9% 9
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Solucién:
a) Incégnitas, datos y dibujo.
X

y = largo del solar.

x = ancho de una parcela.

b) Funcién que hay que maximizar.
L(x,y) = 6x + 4y
Sujeta a las condiciones:
3xy = II250=>y=ﬂ
c) Se escribe la funcién con una sola variable.

L(x)=6x+4'@

L(x) = 6x + 15000
d) Se calculan los maximos y minimos derivando.
o) = 15000
L'(x)=6- v

L'(x) = 0 = x =—-50,x = 50
Six=50=y=75
El valor negativo no tiene sentido.
e) Se comprueba en la segunda derivada.
w, \ _ 30000
L'(x) = —

X

L"(50) = 6/25 > 0 (+) = minimo relativo.

f) La longitud se hace minima para x = 50 m,y = 75 m

119.Se ha de construir un gran depésito cilindrico de
8l m3 de volumen. La superficie lateral ha de ser
construida con un material que cuesta 30 €/m?, y las
dos bases con un material que cuesta 45 €/m?

a) Determina la relacion que hay entre el radio, R, de
las bases circulares y la altura, H, del cilindro, y da el
coste, C(R), del material necesario para construir
el depédsito en funcion de R

b) {Qué dimensiones ha de tener el depdsito para que
el coste de los materiales necesarios sea el minimo
posible?

c) ;Cual serd, en este caso, el coste del material?

Solucion:

2)

344

R = radio del cilindro.

H = altura del cilindro.

Volumen = nR2H = 811t m3
C(R) =30 - 2nRH + 2 - 45 - TR?

C(R) = 607R 2L + 907R2
RZ

4860m
R

C(R) = + 90mR?

b) Para calcular el coste minimo, se deriva:

C'(R) = -850 , 1g0mRr
R2
- 48;20“ +1807TR =0 = R =3

SiIR=3m=H=9m
Se comprueba en la segunda derivada:

9720¢
R3

C"R) = + 1801

C"(3) = 540z > 0 (+) = minimo relativo.

) C(3) =2430n € =7634,07 €

120. Se divide un alambre de 100 m de longitud en dos seg-
mentos de longitud x y 100 — x. Con el de longitud x se
forma un triangulo equilatero y con el otro segmento
se forma un cuadrado. Sea f(x) la suma de las areas del
triangulo y del cuadrado.

w|x
w|x

X 100 — x

3 4

a) Determina el dominio de la funcién f, es decir, los
valores que puede tomar x

b) Con el estudio de la derivada de f obtén cuando f es
creciente y cuando es decreciente.

c) Obtén de forma razonada para qué valor de x se ob-
tiene que las sumas de las areas del triangulo y el
cuadrado es minima.

Solucion:

2)

w|x
w|x

100 — x

w|x

SOLUCIONARIO
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_ 2
f(x,h)=%'§-h+(|oo4 X)

La altura del triangulo:

B -2

3 6 6
09 = xl;f . ( |004—x )2
Dom (f) = (0, 100)
b) f(x) = Xf + X%g'oo
f'(x)=0=>x=—9-:_)(3‘0\/3
Creciente (7): %, IOO)

900
Decreciente (\N): |0, ————
fente ( )( 9 +4V3 )

o) f'(x)

Luego el drea sera minima.

= 4\/3—;9 > 0 para todo x del dominio.

121. A partir de una cartulina cuadrada de 60 cm de lado se va
a construir una caja de base cuadrada, sin tapa, a base de
recortar cuatro cuadrados iguales en las esquinas de la
cartulina y doblando después de la manera adecuada. Un
observador indica que la caja de mas capacidad se obten-
dra si los cuadrados eliminados tienen 10 cm de lado. De-
cide si la observacion es correcta o no.

60 cm

60 cm

Solucién:
a) Incognitas, datos y dibujo.
60 cm

60 cm

b) Funcién que hay que maximizar.
V(%) = (60 — 2x)%x
V(x) = 4x3 — 240x? + 3 600x

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

c) Se calculan los maximos y minimos derivando.
V'(x) = 12x% — 480x + 3 600
V'(x)=0=x=10,x =30

d) Se comprueba en la segunda derivada.
V"(x) = 24x — 480
V"(10) =—240 < 0 (-) = maximo relativo.
V"(30) = 240 > 0 (+) = minimo relativo.

e) Como el maximo se obtiene para x = 10, la observa-
cioén es correcta.

122. Se considera la funcion real de variable real definida por
0= oy
x=+3
Halla la ecuacion cartesiana de la recta tangente en el
punto de inflexion de abscisa positiva.

Solucioén:

ven _ 2%

f'(x) = —(xz +3)

won 6!x2— D)

f'(x) = o2+ 3)?

f'x)=0=>x=—1,x=|

F(x) = 24x(3 —xzz
SR

f"(1)=3/16 20

Punto de inflexion: A(l, 1/4)

Recta tangente en A:

y—1/4=£f()x-1)

y—1/4 :—%(x— )
_3-x

A

123. Sea la funcién f(x) = sen x. Calcula la ecuacién de la tan-
gente a la grifica de f en el punto de abscisa

L
X=—

4

Solucion:

f'(x) = cos x

Punto:A(1t/4, \2/2)

Recta tangente:

y — V272 = f'(n/4)(x — T/4)
y =272 = N2/2(x — /)
y = V2/2(x— /4 + 1)

124. Se considera la funcién siguiente:

f(x) =

4 —x2
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a) Halla los extremos relativos de la funcion f(x) y sus
intervalos de concavidad y convexidad.

b) Halla el méximo y el minimo absolutos en el interva-

lo[-1,1]
Solucion:
T = 2
a) f'(x) = T _’)‘(2)2

fx)=0=>x=0
f"(x) 4—x)} = f"(0) 8>0
Méximo relativo: no tiene.
Minimo relativo:A(0, 1/4)
Punto de inflexién: no tiene.
Convexa (U): (-2,2)
Concava (N): (o, —2) U (2, +<0)
b) Para calcular los maximos y minimos absolutos, se ob-

serva que la funcién es continua en [-1, I], es decre-
ciente en (-1, 0) y es creciente en (0, |)

Como:
f(-1)=1/3
f(l)=1/3
se tiene:

el minimo absoluto es A(0, 1/4), que coincide con el mi-
nimo relativo, y el maximo absoluto se alcanza en los
extremos del intervalo.

125. Dada la funcién f(x) = eX— (1 + x)
a) estudia los extremos de f(x)

b) demuestra que €* > | + x para todo x positivo.

Solucién:
a) f'(x) =e*— |
ffx)=0=>x=0

f'"x)=e*=f"0)=e’=1>0
Maximo relativo: no tiene.
Minimo relativo: O(0, 0)

b) Hay que demostrar que la funcién
f(x) = e — (I + x) > 0 para todo x positivo.
Como la funcién tiene un minimo en (0, 0) y es cre-

ciente en (0, +<9), se verifica que e* > | + x para todo x
positivo.

Para profundizar

b
126. Dada la funcién f(x) = ax + — siendo a y b constantes
positivas, se pide: X

a) demostrar que el minimo valor de f(x) en (0, +o) es
2Vab

+
b) deducir que Vab <2 b

346

Solucion:

b b
a) fi()=0=a-—=0=x=+\
X
b
En el intervalo (0, +o0) = x = "
Y- D _b+b _ 2baVab _
2 ]=a\5 t = = -
b Jb_ a
a a
=2vab
2b

f"(x) = =5 > 0 para todo x € (0, +2o)
X

Luego hay un minimo relativo en el punto:

A(\/g, 2vab )
[V
Creciente (7):| \| 5, to°
b
Decreciente (\): (0, \/;)

El minimo relativo es el minimo absoluto en (0, + <)
b)Six=1=f(l)=a+b

Como el minimo se alcanza en A, se tiene:

o

+
2ab <a+b = Vab < 270

127. Demuestra que la ecuacion tiene una Unica raiz posi-
tiva.

X +xb+x5+xt+x3+x2+x= |

Solucién:

fx) =x" +x8 + x5+ x* +53 +x2 + x|
es continua por ser polinémica

f(0) =—1

lim f(x) = +oo
X—> +oo

Por el teorema de Bolzano, existe un c tal que f(c) =0
Ademas

f'(x) = 7x® + 6x° + 5x* + 43 + 3x2 + 2x + |

f'(x) > 0 para todo x > 0

Luego f(x) es creciente porque todos los coeficientes son
positivos, y, por lo tanto, solo corta al eje X una vez.

128. Dada la funcién f(x) = x L x — | con x > 0, explica de
forma razonada por qué la ecuacidon x L x = | tiene
exactamente una raiz.

Solucién:

f(x) es continua por ser el producto de una funcién poli-
némica por una logaritmica menos una constante.

SOLUCIONARIO
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Como lim xLx=0
x—0*

lim f(x) = Ilim (xLx—1)=-1
x—0* x—0*
Como lim (xLx—1)=+eo
x—0*

Por el teorema de Bolzano, existe un c tal f(c) = 0
Para estudiar la unicidad, se estudia f'(x)
f'x)=Lx+ 1

ffx)=0=>x=l/e

Six=lle=f(l/le)=—l/e—1|

Maximo relativo: no tiene.

Minimo relativo: (I/e,—1/e — 1)

Creciente (7): (I/e, + o)

Decreciente (\): (0, 1/e)

La funcién solo puede cortar al eje X una vez, en (0, + o)

129. Determina los valores de las constantes a, b, c y d pa-
ra los cuales la grafica de la funcién

f(x) =asenx + bx2 + cx +d

tiene tangente horizontal en el punto (0, 4) y, ademas,
su segunda derivada es f"(x) = 3 sen x— 10

Solucién:

a) Si la funcidn pasa por A(0, 4)
f0)=4=d=4

b) Si la tangente es horizontal en x = 0
f'(x) =acos x + 2bx + ¢
f0)=0=>a+c=0

c) Sif'(x) =3senx—10
f'(x) =—asenx +2b
—asenx*+2b=3senx— 10
2b=-10=b=-5
a=-3
Luego:a=—-3,b=-5c=3,d=4

130. Si es posible, dibuja de forma clara la grifica de una fun-
cién continua en el intervalo [0, 4] que tenga al menos
un maximo relativo en el punto (I,2) y un minimo rela-
tivo en el punto (3, 3). Si la funcion fuese polindmica,
icudl habria de ser como minimo su grado?

Solucion:

X

Se observa que f tiene al menos 4 extremos. Por lo tanto,
f' se anula 4 veces, es decir, es de grado cuatro. Si la fun-
cion es polinémica, para que f' sea de grado cuatro, f debe
ser de grado 5

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

131. Para cada valor de a se considera la funcién
f(x) = 2x + ax? —4 L x
a) Calcula el valor del parametro real a, sabiendo que

la funcion tiene un extremo relativo en el punto de
abscisa x = |. Clasifica el extremo.

b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimien-
to paraa =3

Solucion:
, 4
a) f(x)=2+2ax—;

Si tiene un extremo enx = | = f'(1) =0

2+22-4=0
2a-2=0
a=|
f(x) =22+ &
X

—_— n — 4

Paraa =1 =f'(x) =2+ —
X

f'(1) = 6 > 0 (+) = minimo relativo.

Para x = | se tiene un minimo relativo.
, 4
b) f'(x) = 2+ 6x— —
X
f'(x)=0=x=2/3,x=—1I

x =—1 no pertenece al dominio de f(x)
Six =2/3,f(2/3) = 8/3 —4 L(2/3)
Méximo relativo: no tiene.

Minimo relativo: (2/3, 8/3 — 4 L(2/3))
Creciente (7): (2/3, + )

Decreciente (\): (0, 2/3)

132. Se sabe que la funcién f(x) = x> + ax + b corta a su fun-
cion derivada en x = | y que ademas, en dicho punto,
f tiene un extremo.

a) Determina los valoresdeay b
b) Determina la naturaleza del extremo que f tiene en
x =1

c) (Tiene f algiin otro extremo?

Solucién:

a) Sifyf'se cortanenx = I:
f'(x) = 3x% +a
3+a=Il+a+b

Si en x = | hay un extremo, f'(l) = 0

3+a=0
. . 3+a=0
Resolviendo el sistema: 34a=|+a+ b}
a=-3,b=2
b) f"(x) = 6x

f'(1) = 6 > 0 (+) = minimo relativo.
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) f'(x) =3x2-3
ffx)=0=>x=-1,x=1

f'(=1) =—6 <0 (-) = maximo relativo.

133. Sean las funciones f(x) =L x — b y g(x) = aVx +b

Determina a y b para que ambas funciones sean tan-
gentes entre si al pasar por x = |

Solucion:
a) Las funciones se cortan en x = |
f(l)=g(l)=LlI-b=a+b=a+2b=0

b) Las funciones tienen la tangente comun en x = |

f'(1) = g'(1)

IR S
Sia=2=b=-1

Las funciones son:

f(x) =Lx+ |

g(x) = 2Vx — |

134. Dada la funcion f(x) = ax* + 3bx3 — 3x2 — ax, calcula los

valores de a y b sabiendo que la funcién tiene dos pun-

I
tos de inflexién, uno en x = | y otro en x = kY

Solucion:

f'(x) = 4ax3 + 9bx? — 6x —a

f"(x) = 12ax? + 18bx — 6
f'(1)=0=>12a+18b-6=0=2a+3b=1
f'(1/12)=0=>3a+9b-6=0=a+3b=2
Resolviendo el sistema:a=—1,b = |

135. De la funcién f(x) = ax3 + bx se sabe que tiene una gra-
fica que pasa por (I, |) y que en ese punto tiene una
tangente paralelaa 3x +y =0.Hallaayb

Solucion:

Si pasa por (I, 1) = f(l) = |

at+tb=1|

Sien (I, 1) la tangente es paralelaay = —3x,f'(l) = -3
f'(x) = 3ax? + b

3a+b=-3

Resolviendo el sistema:
atb= |

3a+b=-3

a=-2,b=3

136. La funcion f(x) = x3 + ax? + bx + c verifica que f(l) = I,
f'(1) = 0 y f(x) no tiene un extremo relativo en x = |.
Calculaa,byc
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Solucién:
f'(x) = 3x% + 2ax + b
f'(x) = 6x + 2a

f(l)=I=1l+a+b+c=1=a+b+c=0
f'()=0=>3+2a+b=0=>2a+b=-3

Si no hay extremo relativo y f'(l) = —3, hay un punto de
inflexién:

f'(1)=0=>6+2a=0

Resolviendo el sistema de las tres ecuaciones:
a=-3,b=3,c=0

137. Dada la funcién f(x) = U+ 1 - 3\/; se pide:
a) hallar los maximos y minimos relativos.
b) hallar los puntos de la grifica de f(x) donde tiene

tangente vertical.

Solucion:
|

iy — |
VY= W+ 12 332
f(x)=0=x=-1/2
Méximo relativo:A(- 1/2, 4)
Minimo relativo: no tiene.

b) f'(x) no existe parax =0y parax + | =0

En x =0y en x = —| la tangente es vertical.

138. Dos postes de 12 m y 18 m de altura distan entre si
30 m. Se desea tender un cable uniendo un punto del
suelo entre los dos postes con los extremos de éstos.
{En qué posicion debe situarse el punto en el suelo
para que la longitud total del cable sea minima?

12m 18 m

X 30— x

Solucion:

a) Incégnitas, datos y dibujo.

12 m 18 m

SOLUCIONARIO
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b) Funcion que hay que maximizar.
L(x,y) =AP + PB = \x2 + 122 + V182 +y?

Sujeta a las condiciones:

y =30 -x

c) Se escribe la funcién con una sola variable.
L(x) = Vx2 + 122 + V182 + (30 - x)?
L(x) = X2 + 144 +Vx? — 60x + | 224

d) Se calculan los maximos y minimos relativos.

-30
L'(x) =~ + X
Vx2 + 144 \x2—60x + 1224

L'x)=0=x= 12

e) Se comprueba en la segunda derivada.

144
L"(x) =
&) 02+ 144)\>2 + 144
324
(x2 - 60x + 1224)Vx2 — 60x + | 224

L"(12) = 5V2/144>0 (+) = minimo relativo.

+

f) El cable debe estar a 12 m del poste que mide 12 m,y a
18 m del poste que mide 18 m

139. Calcula las dimensiones que debe tener un cilindro ins-
crito en una esfera de 5 cm de radio para que su volu-
men sea maximo.

Solucion:

a) Incognitas, datos y dibujo.

$
o)
H

R = radio del cilindro.

H = altura del cilindro.

H?2

- R2 =25

b) Funcién que hay que maximizar.
V(R, H) = nR2H
Sujeta a las condiciones:

H2
2 = - —
R?=25- —

c) Se escribe la funcién con una sola variable.
2
V(H) = n(25 = HT) H

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

V(H) = n(st - HT3)

d) Se calculan los maximos y minimos relativos.
3H?

V'(H) = n(25 - T)

10V3 10V3
3 3

La solucién negativa no tiene sentido.

10V3 56
3 3

VIH) =0=>H=- H=

SiH=

=R=

e) Se comprueba en la segunda derivada.

V"(@) = —513 < 0 (-) = méximo relativo.
f) El radio del cilindro debe medir R = 5Ve

3
10V3
3

cm,y la al-

tura,H = cm

140. Calcula las dimensiones de un cilindro inscrito en un
cono de 5 m de radio y 10 m de altura para que su vo-
lumen sea méaximo.

Solucion:

a) Incégnitas, datos y dibujo.

r = radio del cilindro.
h = altura del cilindro.
10 _ h

5 5-r

b) Funcién que hay que maximizar.
V(r, h) = r?h
Sujeta a las condiciones:
h=2(5-r)

c) Se escribe la funcién con una sola variable.
V(r) = 2nr3(5 - r)
V(r) = 2x(5r2 - r3)

d) Se calculan los maximos y minimos relativos.
V'(r) = 2n(10r — 3r?)
Vi(r)=0=r=0,r=10/3
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La solucién r = 0 no tiene sentido.
Sir=10/3=h=10/3

e) Se comprueba en la segunda derivada.
V"(r) = 2m(10 — 6r)
V"(10/3) = —20m < 0 (-) = maximo relativo.

f) El radio del cilindro debe medir r = 10/3 cm, y la altura,
h=10/3 cm

141. El nimero total de bacterias (en miles) presentes en un
cultivo después de t horas viene dado por:

N(t) = 2t(t — 10)2 + 50
a) Calcula la funcién derivada.

b) Durante las 10 primeras horas, jen qué instante se
alcanza la poblacién maxima y la minima?

Solucion:

N'(t) = 2(3t2 — 40t + 100)

N'(t)=0=t=10/3,t= 10

Maximo relativo:A(10/3, 9 350/27)

Minimo relativo: B(10, 50)

Se comprueban los extremos del intervalo [0, 10]

f(0) = 50

El minimo se alcanza en los extremos, es decir,en t = 0

y t = 10 con 50000 bacterias, y el maximo se alcanza en
t = 10/3 con 9350/27 = 346 296 bacterias.

142. La capacidad de concentracion de una saltadora de al-
tura en una reunion atlética de tres horas de duracion
viene dada por la funcién f(t) = 300t(3 — t), donde t
mide el tiempo en horas.

a) Calcula los intervalos en los cuales la capacidad de
concentracion aumenta y los intervalos en los que
disminuye. ;Cudndo es nula?

b) ;Cudl es el mejor momento, en términos de su capa-
cidad de concentracién, para que la saltadora pueda
batir su propia marca?

350

Solucién:

a) f'(t) =—600 t + 900
f()=0=1t=3/2
Méaximo relativo: A(3/2, 675)
Minimo relativo: no tiene.
Creciente (): (0, 3/2)
Decreciente (\):(3/2, 3)
Esnulaen:f(t) =0= t=0yt=3

b) Cuando se alcanza el maximo de concentracién en
t=3/2

143. Sea la funcién f(x) = x2 — 4x + 2
a) Determina los extremos relativos de la funcion.

b) Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafi-
ca de f(x) que pasan por el punto (3,-5)

Solucion:
a) f'(x) =2x -4
ffx)=0=>x=2

Maximo relativo: no tiene.
Minimo relativo:A(2, -2)

b) Una recta que pasa por el punto (3,—-5) es:
y+5=mx-3)=y=mx-3m-5
Para que la recta sea tangente a la parabola, ésta y la
recta solo deben tener un punto en comun, es decir, el

sistema formado por la ecuacién de la funcién y la rec-
ta debe tener solucién Unica.

Se observa que el punto (3,—-5) no esta en la parabola.
y=x2—4x +2

y=mx—-3m-5

x2—(4+mx+3m+7=0

Para que tenga una solucién, el discriminante debe ser
cero:

4+m)2—4@Bm+7)=0
m2—4m—-12=0
m=-2,m=6

Las rectas tangentes son:
y=—2x+ |

y = 6x—23

SOLUCIONARIO
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Linux/Windows wWiRis Windows Derive [

Paso a paso

144. Dada la funcién:
y=x—6x?+9x—1

a) dibuja la funcién.

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

b) calcula los mdximos y los minimos relativos. o )

: ) Plantea el siguiente problema y resuélvelo con ayuda de

c) determina la monotonia. Wiri .
iris y Derive.

d) calcula los puntos de inflexidn.

146. Se desea fabricar una caja abierta con base cuadrada

halla la curvatura.
© halla la curvarura y con un drea de 300 dm?. ;Qué dimensiones debe

Solucién: tener la caja para que el volumen sea méximo?
Resuelto en el libro del alumnado. .,
Solucién:
Resuelto en el libro del alumnado.
145. Calcula el lim 250 2%
x>0  senx
Representa la funcién correspondiente para com- 147. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es y elige
probar el resultado hallado. Matemdticas, curso y tema.

Practica

Dada las siguientes funciones:

a) dibuja la funcién.

b) calcula los mdximos y los minimos relativos.
¢) determina la monotonia.

d) calcula los puntos de inflexidn.

e) halla la curvatura.

148.y = x> — 3x% + 3

Solucién: Pm ﬂ“

T Epeeitsn 188 WiR!S
B ma? =3P & ) b ey T=3.5050 | 1 B
=090 21 2 gttt lBEe s umieEasaBOR |
8] Muabms e [

Fig] = ¥-at-da

rwpahinr [} = 0) == {{z=0} {w=37}}

A = punis|0, [O]) == §3,3]

B = purteld, BI)) == [2,-1]

gy == §-u=8

ity = -d

B0 X Maerrs raiefvo

gitegdur k. (godor = mpul, tamans_punta = §j
P = 4

i, =1 mervma e

St B, {opinr ® clen lamsta_punio T B
B Mhaarplid iemdi "|l.
Crppimiy w | -o0, 0§ LT, voeT)
Dhistticiaris = {0, 1)

c| Punion & mfleeisn
dnieslenr [T a] &3] == {fadfji}
G pams{f, 1)) = [1.1)
] = &

] ==&

B, 7] Pusln de rflealds,
ditjar{ T, {colar = magenta bemafia_punio = 0]

& Curastuep |
Correpns LI] = [0 il
| Cancivsdi] =[5, 1) |

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS



X

149.v =
y 2 -1

Solucién:

Ejercicis 145
Jase _E
| xt =1 xf=1

| dibuijar(fx], {selar = raje, anchure_lines = I}
a) Maxcimos y minimos relabivos
=gl =
Fle] == -y 7w
PaddlvarFia) = 0) == {7}
Mo Sene miximos, nl minimos relstives,
b] Monobonis :
Dépcontinudades - x= = 1, x =1
Crecienis = Munta.
Decracherts = | - {=1, 1) = [-20, =1] L {=1, 1) W [1, ==
ci Puriboa de inflaxion
| 2-kYaf-x
"R = e
| remalvar (M x) =0} == {{x=0}4}
| A= punbalD, 0T} = [0,0)
~B-x¥-36.x7-8
PP xf=d-xhaf xl=d.-xiaq
Py = =8
AlD, 0 Pumnbo de inflexion,
dibujar{ &, {color = magenta, tamafc_punto = B}
d] Curvabura :
Convexa[ L] = (=1, 0] U (1 «0a)
Concawal M) = (=03, =1) W (g, 1)

W
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150.y = (2 — x)e*
Solucién:

Ejercicle 160
| fix) = (2~ x) - &% = xes [-n+2) "
| dibujar(f{x). {color = rojo, anchura_linea = 2}
a) Maximos y minimos relativos -
| P{x) =+ [-x+1) ¥
| resolver(F{x) =0) =+ {{x=1}}
| & = punto(1, f{1)) == (1,e)
|l = -x-ex
| L1} =+ -&
A1, ] Maximo relativo.
| dibujar(A, {color = azul, tamarfio_punto = &}
b)) Monotonia:
Creciente = [-o2, 1)
Decrecients = (1, +o0)
¢] Puntos de inflexidn ®
| resalver (F'{x) =0) = {{x=01}
| € = punta(d, fO)) == (0,2}
[ F'fx) =+ [-x-1)-e%
| POy =+ -1
Ci{0, 2) Punto de inflexian.
| dibujar({C, {color = magenta, tamario_punto = &}
o) Curvatura:
Convexal ) =[-=2, 0)
ConcavalM) = (0, +29)

SOLUCIONARIO
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151.y =L (x> + 4)
Solucién:

Ejercicio 181
fMx] =[x’ + 4] == pesinx?+4)
dibiganfx), (goler = rojo, mnchura_Emeas = Jj)
) Mindmas i minimods helatives -
] iz
Fix) = el
mesolver(f{x] =0) == {{n=0)}
A = punba{d, O} == {07353
=2:%'+8

i - xl+8 .2 +18
LU
ALD, b d) minimo reletive,
dian A, (ealad = ElEn, amahs_purts = B
I} leanabania
Cracienia = [0, ==a}
Deefaclinls = [ -0, 0]
€] Purion de Ffleaxidn
resobver(F =0) = ({x=-2}, {x=2})
B = pustal -2, {{=3]] == [-3,207RE)
iC = punini2, B3] == [2,20784)

i-xl=48.x
AR il LB B LET T
"'[—51 - %
B] =2, 20784) Punto de inflacian.
ditngan 8, {oolor = megenta, Eamafo_purio = 8]
2] = ';
C[2, 20794} Punto de inflaxion
dibujan|C, {color = magenta, trmaso_punis = B]]
i} Curvaiurs !
Convexa(Ll} = =1 i
Concava(in] = [-e2, -3 U [2 ==

] ==

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

0

152.y = sen x cos x en [0, T)

Solucién:

Ejercicia 162

fx] = nen (x] - oos|0) == w—wenin] -coslu)
dibujer{fis), 0.8, {golor = rojo, anchura_lnes = I}
] Misimed i o8 Feathin

Flx) == -2.manfaj’+1

rosatverifix =01 = [[x= f'}-{:' T o2 - T

B = punio{3mid, [3mid]) = ["—'—H
Fix} == -4 cosix] senix)

PiriE = =3

A, 1EE] Maxime neleive.
b, fooer = azul, tamaho_panto = Il
FImiy - 2

B{Imid, =117 rrinimo reletive.

Sbudwrl, {color = chan, tasafio_punis = i)
[T —
Cracients = {0, %14 U (3814, )
Dacanciants = [R14, 3m14)

| Purdos de P

revalver(Fix) = 0) == {i:-ﬂj,h--ﬂ,htﬂ1{|n;]_[ﬂ-;]]
€ = puntafl, Sy —= B9}

- -4
E[0, &) Famo de infaaidn
aibuje|C. [color = maganin, iemans_punio = 37
O = punto{ mid, Amiz) == {;n}
Fimily == 4
D{ I3, 0} Punts de inflexitn.
dibujar| D, {coled = maganta, iwmafio_punta = 3
&) Curdsium -
Conena L) = [miZ, m)
ﬂmm =[G, mitd
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153. Halla los puntos singulares de la funcién:
fx)=x+2

Solucién:

Ejercicle 163
| Fix) = x* +2 = xrexb+e2
| dibujar(f{x). {color = rojo, anchura_linea = 2})
| F{x) =+ 5.
| resolver(Fix) =0) = {{x=0}}
| &= puntelg, f0)) = (0,2)
| r{x) =+ 20-x7
[ (o) = 0
| F{x) =+ BO-x2
| F(0) =+ 0
| F{x) => 120.x
| F*'{0) = O
| () == 120
| F(0) =+ 120
A[D, 0) Punte de inflaxién
| dibujar{A, {eolar = maganta, tamafio_punts = 8))

154. Dada la funcién:
f(x) =2 + (1 —x3)e
demuestra que f'(x) = 0 para algin valor de [-1, 1]

354

Solucién:

Elercicla 154
[f) =2 # (1= x7) 0% =% xo [=xT#1) p¥e2
| dibujar{f{=)] =+ tablera
| dibujar{f{x),=1..1, {color = rojo, anchura_linea = 2})
Hipatesis del teorema de Rolle
fx) os continua en [-1, 1] v derlvable en (-1, 1)
|f{=1) = 2
| 1) = 2
[ F{x) =+ [=%F=2:x+1)-4%
| resolverif(x) =0) =+ ({x==+2=1}, {x=y/2=1}}
| & = puntofs/2=1, f[/2=1)) = [0.41421,3.2636)
| dibujar{f, {color = azul, tamarfio_punto = B})

155. Demuestra que la funcién:
f(x) =5+ (x2 = 2)cos x

tiene en el intervalo (=3, 3) algtin punto tal que la
tangente sea horizontal.

Solucién:

[ Ejercicio 168

[ 56« (g = 7] -coafy) = geap¥=3.comix)jes

| disujmifu)] = tabisra

:ﬂ:ll.ﬂ-.[l'[l].-]..!.[cﬂll’l rojo, anchisa_linse = 71

| Mgt del tearwma ce Aclle

Il'|l:| i Sdentinud an [ =1, 3] y dervablean -3 Y]
=3} = -1

[ nn = -15008

| A= puniafl, RE) == [©0.3)

| dibuje, {codor = wende, snchura_lines = Tj]

| diujer(A, {color = apul, tamefo_purto = B

| Adamia hiny 504 dod pUAios, &0 los Gus Py Un miiess relative,

SOLUCIONARIO
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156. Dada la funcién: f(x) = 4 +1

X

halla todos los valores ¢ € (1, 4) tales que:

Ly f4) —FQ)
flo=-—7

Solucién:

| Ejercicio 155
= 4o o g B2
| dibujar{f{x)} =+ tablerol
| dibujar(f{x), 1..4, {ealer = azul, anchura_linea = 2}
| A = punte(1, 1)) =+ (1,5)
| B = punto{4, f{4)) = (4,2)
_ H4) - K1) -
e ——— 1
| s{x] =m-{x=1}+{1) =+ x—=x+BE
| dibujar{e(x), {color = verds, anchura_lines = 2})
Flx) =+ ;:
| resolver(Fx) =m) = {{x=-2},{x=2}}
| € = punte(2, f2}) = (2,3)
|t[:l] =m-[x =2) + f2) =k Kx=—=x+b
| dibujar{t]{x}, {celor = rejo, anchura_linea = 2}
| dibujar{ &, {color = azul, tamafio_punts = B}
| dibujar{B, {ealar = azul, tamafe_punts = 8})
| dibujar(C, {ealar = rejo, tamafie_punta = 8}

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Windows Derive [/

Calcula los siguientes limites:

157. lim
x—0* L sen x

Solucién:

Elercicio 167

_ In(x)
|"{":I “nseni " injsen(x))
|L= Illn‘_l'lxl = 1

| dibujar(f{x), {eoler = rojo, anchura_linea = Z})
| A = punte{0, L) = (0,1)
| dibujar(A, {eoler = azul, tamafio_punts = 8}
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158. Iim x L senx
0" (o &

Solucién:

 Ejercicio 158

[fix) = x - In{x) = xe—=x-In{x)

| L= .IIr.n.,ﬂ:I =+ 0

| dibujar(f{x]), {color = rojo, anchura_linea = 2})
| A= punto(d, L} =+ (0,0}

| dibujar{A, {color = azul, tamafio_punte = 8}) ' R -

160. h’m( 1 —l)

x—0 |\ sen x X
Solucién:
Elercicie 150
_ 1 sen(x)-x
fx) = Sen [X) % i —%-gan(x)

L= lmfix) = 0
[E=lm

| | | dibujar(f{x), {ealor = rojo, anchura_linea = 2}
" . - | A = punte{0, L) =+ (0,0)
| dibujar{A, {eoler = azul, tamafio_punte = 8))

—_

159. lim x*

X—> +00

Solucién:

[ Ejercicio 159
1 1

Ax) = x* — xrexX
L=lim flx) == 1

= )

| dibujar{f{x), {celor = rojo, anchura_linea = 2}
| dibujar(y = L, {eolor = azul, tamafie_punta = &}

356 SOLUCIONARIO
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161. Calcula las rectas tangente y normal de la funcién:
f(x) =x3 +x
en A(1, 2)

Solucién:

| Elercicio 161

|a=1=+1

[fx) =23 + x = xeaxtex

| dibujar (f{x). {color = azul, anchura_linea = 2}
| P = punto(a, f{a)) == (1,2}

| W) =Fa)-(x - a) +fa) = x—4-x-2

| dibujar(t{x), {color = rojo, anchura_linea = 2})
T:li fx = @] = fla) —= I-—--% -x-l-%

| dibujar {n{x), {color = verde, anchura_linea = 7}]
| dibwjar (P, {eelar = rojo, tamafe_punte = &)}

njx) ==

o
2DEe e umjclssaBRD |

TEMA 11. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Windows Derive [/

162. Halla el mdximo y el minimo absolutos de la fun-
cidn:
f(x) =x3—6x% +9x— 1
en el intervalo [1, 2]

Solucién:

[ Ejercicic 162

[f12) = %7 = BxZ + 9x = 1 =+ xax?=B.u¥ 4.2~

| dibugjar{f{x)) =+ tablerad

| dibujar(f{x),0..2, {eelor = reje, anchura_linea = 2}]

| A = punte(, ()] =+ (2,-1)

| dibujar{A, {color = azul, amafo_punte = 8}

| B = punte(2, fl2)) == (2,1}

| dibujarB, {sslar = axul, tamans_purbs = )
Aplicacion dal tasmera de Waisrtrags

| Fix) == 3 x2-12-x+8

| resolver(Fix)=0] == {{x=1} {x=3}}

| € = punte(1, f{1)) =+ (1,3)

| Fiix) =+ B-x-12

[T} = -5
G[1. 3) Maximo relative de fix) en [0, 2]

| dibujar]{C, {ealor = azul, tamafo_punta = B))

El maximo absoluto es C(1, 3)

El minime relative as A0, -1)

WhR!'S
s D@esune@ssaBon |
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163. Demuestra que la ecuacidn:
2X+x-2=0

tiene una tnica solucién real en el intervalo [0, 1]

Solucién:

:EJnr:nu!H

[Mujm3®eg=7 = pedVsn=7

dibigurifa]] == fablsmal

| dibujsifx] 2. 1, feolor = rejo, anchuie_linas = I}

A = punte(dl, G == (0.=1]

| dibuaith, [selel = a=ul temate_punee = B}

Bw pursde| 1) == [1,1]

bR (ool = el Eameta panin = 5

| Exmfsncinpss o Snodemas e Boliarka

| Ma] of eormaus en 08, 1], T80 <0, K1) = 0, saebs & @ 03, 1) el gua §e] =0
| LA=igigaad

Fix) = QSENIE 2844

Find = O abrspie, uego ia Pusssa e iemees cracianin
| Partanin, nods pubse consr o she X e un punts

164. Calcula el valor de los coeficientes a, b y ¢ para que
la funcién:

fx) =x®+ax? + bx + ¢
corte al eje X en el punto A(1, 0) y tenga un punto
de inflexién en el punto B(3, 2)

358

Solucién:
[ Ejercicio 164
[fix) =x + a-x¥+ by + ¢ =+ gxeea-x?+b-x+c+x’
) =0
J'Hﬂ-l'i'lr[l'li-l =2 =+ {{a=-9 b=24 e==-16}}
3 =

[fx] = x? =S¥ 24% = 16 = xeax?=9.x7+24 .x-16
| dibufarif{x), {celer = rojo, anchura_lines = 23)

| A = punto[1, 0} = (1,0}

| dibujar] s, {ealar = azul, tamafs_punts = B))

| B = punta(3, 2) = [3.2)

| dibujar{B, {color = magenta, tamarioe_punte = 81

165. Calcula las dimensiones de un rectdngulo cuyo pe-
rimetro mida 64 m y su drea sea mdxima.

Solucién:

Problema 165
Flanteamiento : &x, y) = xy
Condicionss : Px, y) = 2% ¢ 2y
| resolver({2x + 2y = 64}, iy}) =+ {{y=-x+32}}
|AIX) =%« [=x+32) =¢ Xmi=x?+32.X
| reselverfA'[x) =0) = {{x=16}}
| =) = —w+32 —b Hes-u+32
| f{16)} =+ 16
Dimensiones del rectangulo : largo = ancho = 18 cm

SOLUCIONARIO
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