.y Espacio afin

1. Rectas en el espacio

Piensa y calcula

- — e =

Calcula las coordenadas de un vector que tenga la direccién de la recta que pasa por los puntos A(2, 1,5) y B(3,—1,4)

Solucién:
AB(1,-2,— 1)

® Aplica la teoria

l. Halla las ecuaciones paramétricas de una recta deter-
minada por el punto A(3,2,—1) y el vector v(l, -4, 2)

Solucion:
x= 3+ t
y= 2-4t;teR
z=—-1+2t

2. Halla la ecuacién continua de una recta determinada
por los puntos A(l,3,-1)y B(2, I, 3)

Solucion:

A(l,3,-1) y AB(1,-2,4)
x—3 z+ |

S

3. Dada la recta siguiente:

x+y=3
r
y+tz=12
encuentra un punto y un vector director de la recta.
Solucién:

Se resuelve el sistema:

x+y=3 x=3-y

y+z=2}:>z=2—y
Soluciones particulares:
A(3,0,2),B(2,I,I):>A73(—I,I,—I)||(I,—I,I)
x—3=%=z—2
4. Dada la recta siguiente:

x—1 _y*+3 _
=3 =7 "2

escribe sus ecuaciones paramétricas.

Solucion:

A(1,-3,-2) V2,4, 1)
x= |+2t

y=—-3+4t;teR

z=—-2+ t

5. Dada la recta siguiente:
r=(xyz) =(1,0,-2)+t21,3);teR

escribe las ecuaciones implicitas de dicha recta.

Solucién:

x—| _ _z+2
=TT
x— |

2 Sy=x—-2y=

+
y = Z32 =3y-z=2
_x=2y =1
r= 3y—-z=2

6. Determina si los puntos A(l,-3,4) y B(2,0,—3) estin
en la recta siguiente:

=X=3_ =z
T YT T3
Solucién:
A(l,-3,4)
-3 _ 5+ =4 4
1~ 3+|—_3=>2¢—2¢—3
El punto A no pertenece a la recta.
B(2,0,-3)
2-3 _ _ -3 o
_—|—0+|—_3=>|—|—|

El punto B pertenece a la recta.
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2. Planos en el espacio

Piensa y calcula

Calcula un vector perpendicular al plano XY

Solucién:
El vector de coordenadas k(0, 0, )

® Aplica la teoria

7. Halla las ecuaciones paramétricas del plano determi-
nado por el punto A(2,-3, 1) y los vectores u(2,—1,4)
yv(l,3,-2)

Solucion:
Xx= 2+2A+ U

y=—-3-— A+3u; ApeR
z= | +40L-2p

8. Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto
A(1,-3,2) y tiene como vector normal n(l,—4,5)

Solucion:
x=1)—4(y+3)+5z-2)=0
x—4y+52-23=0

9. Dados los puntos A(3, -1, 2) y B(4, -2, —1), halla la
ecuacion del plano que pasa por Ay es perpendicular
al vector AB

Solucion:
A@3,-1,2)
ATB(I,—I,—3) es perpendicular al plano.

x-3)-(y+1)-3(z-2)=0
x-y—-3z+2=0

10. Halla la ecuacién del plano que pasa por los puntos
A@2,-1,3) y B(3,1,2) y es paralelo al vector v(3,—1,—4)

Solucion:
A@2,-1,3)
v3,—1,-4)
AB(1,2,—1)

x—-2 y+l|l z-3
3 -1 -4 |=0
I 2 -1

Ix—y+7z=40

1. Halla la ecuacién del plano que pasa por los puntos

A@4,—1,-1),B(2,0,2) y C3,~1,2)
Solucion:
A(4,—-1,-1)
AB(-2, 1,3)
AC(-1,0,3)
x—-4 y+l| z+]|
-2 | 3 |=0
1 0 3

3x+3y+z-8=0

12. Halla la ecuacién del plano que pasa por el origen de
coordenadas y es paralelo al plano

n=5x-3y+2z=3

Solucion:

Si el plano es paralelo a T, un vector normal sera:

n(5,-3,2)

0(0,0,0)

5x-0)-3(y—-0)+2(z-0)=0

5x-3y+2z=0

13. Halla la ecuacién del plano que pasa por A(2,—1,1) y

es perpendicular a la recta siguiente:

. 2x—z+1 =0
= y=0

Solucién:
A@,-1,1)
. . -
Si el plano es perpendicular a la recta r, el vector v de r
-
es el vector normal n al plano.

i j k
n=v=[2 0 -I|=i+2k=v(l,0,2)
0 1 0
(x—2)+2@z-1)=0
x+2z=4

TEMA 6. ESPACIO AFIN
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3. Posiciones relativas de rectas y de rectas y planos

Piensa y calcula

Indica la posicién relativa de la recta r = {y LY el planot=x=0
X =

Solucion:

. e
El vector director de la recta v(0, 0, |) es paralelo al plano. Luego la recta es paralela al plano.

Aplica la teoria

4. Estudia la posicién relativa de las siguientes rectas:
x— | x—2 -5 _z-3
= l =z+ 3; s = = y =

2 3 -1 2 5

r

Solucion:
A(1,0,-3) e, B(2,5,3) s
AB(1,5,6),u(2,3, 1) y v(~1,2,5)

Se calcula el determinante de las coordenadas de los
vectores:

I 5 6
2 3 I[|=0
-1 2 5

- >
Como los vectores u y v no son paralelos, las rectas se
cortan.

I5. Estudia la posicién relativa de las siguientes rectas:
y z—4

z+ |
T sTxAE R

. x—3 _ | =
2 y

Solucion:
AB,1,-1)erB(4,0,4) s
AB(1,—-1,5),6(2 1,-2) y ¥(1,2,2)
Il -1 5
2 | -2|=27
2 2

El rango es 3 y las rectas se cruzan.

16. Halla los valores de m y n para que las siguientes rec-
tas sean paralelas:

x—-5 _

4

r

—3=-— ;sS=E—="—=
Y Z;Ss m

Solucion:

Para que dos rectas sean paralelas, las coordenadas de
los vectores directores de las rectas tienen que ser pro-
porcionales:

4_1_=1
m 3 n
m=12
n=-3

17. Se consideran la recta y el plano siguientes:

— + =
rz{sx y+z=0 ; T=kx—6y+4z=>5
X—y—z=—4

Calcula el valor de k para que la recta r sea paralelaa 7.

Solucion:

Para que la recta r sea paralela al plano , el vector di-
rector de r y el vector normal al plano han de ser per-
pendiculares, es decir,
v-on=0

El vector director de r es:
i k
v=[5 -1 1|=@26-4](1,3,-2

I -1 -1
El vector normal al plano 7 es:
n(k,—6,4)
(1,3,-2) - (k,—6,4) =0
k-18-8=0
k=26

18. Se consideran la recta y el plano siguientes:

x—| _y+3 _z+2
= = ; T=x—-y+z=5
2 2 3 Y
Estudia su posicion relativa, y, si se cortan, halla el

punto de corte.

r=

Solucién:
Vector director de r: v(2,2, 3)
Vector normal al plano:n(l,—1, 1)
V' n=2-2+3=320
La recta corta al plano.

Punto de corte:

x= |+2t
y=—3+2t;teR
z=-2+3t

| +2t—(-3+2t)—2+3t=5
3t+2=5

t=1

El punto es:P(3,—-1, 1)
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4. Posiciones relativas de planos

W Piensa y calcula
Indica la posicién relativa de los planost=z=2;n'=z=3

Solucion:

Son planos paralelos.

® Aplica la teoria

19. Estudia la posicidn relativa de los siguientes planos:
a) T=2x+y-3z=lyn'=4x—-4y+3z2=0
byr=x+3y-z=5yn'=2x+6y—-2z=1
cgu=x+y-3z=2yn'=5x+5y—-152=10

Solucioén:

a) % # _|—4 = Los dos planos son secantes.

b) il = 3 = =L % £l = Los dos planos son paralelos.
2 6 271

<) 1_1_3 _2 = Los dos planos son coinci-
5 5 -I5 10

dentes.

20. Estudia la posicién relativa de los siguientes planos:
3x—5y+2z=4; 2x -5y +3z=1; x+3y—-4z=0

Solucion:

Se estudia el rango de la matriz de los coeficientes y la
matriz ampliada del sistema formado por las ecuaciones
de los tres planos:

3 -5 2
Ic|=]2 -5 3|=0
| 3 -4

Como las filas no son proporcionales, el R(C) = 2

3 -5 2 4 I 3 -4 0
Rf[2 -5 3 1 |=R[3 -5 2 4|3.-12-22 =
| 3 -4 0 2 -5 3 I/)2-1P-2°

Il 3 -4 0
=R[0 14 —-14 —4|2ra2=
0 Il =11 -1

I 3 —4 0
=R|0 7 -7 =2 =
o I =11 —=1/7-32-11-20

I 3 4 O

=R|O0 7 -7 -2
0 0 O 15

EIR(C) = 2 y R(A) = 3 = El sistema es incompatible.

Como los planos no tienen los coeficientes de las varia-
bles proporcionales, se cortan dos a dos formando una
superficie prismatica.

21. Estudia, seglin los valores del pardmetro k, las posi-
ciones relativas de los siguientes planos:

T=xtky+tz=k+2
w=x+y+kz=-2(k+ 1)
n'=kx+y+z=k

Solucion:

Se estudia el rango de la matriz de los coeficientes y la
matriz ampliada del sistema formado por las ecuaciones
de los tres planos:

Ik
ICI=|1 1 k|=k-3k+2
k 1|
k3-3k+2=0
k=1, k=-2

Para todo valor de k # -2 y k # | se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = ndmero de incégnitas Y, por lo tanto,
el sistema es compatible determinado.
Los tres planos se cortan en un punto.
Se estudian los valores que son raices de |C|:
* Para k = | se tiene
I 3
RI1T I 1 -4
I I
R(C) =1, R(A) =2
Los tres planos son paralelos.

e Para k = —2 se tiene

I =2 1 0
R| | | =2 2 |22-1 =
2 1 1 =2 maeaope

1 -2 1 0

=Rl0 3 -3 2 =
0-3 3 2=
I -2 1 0

=Rlo 3 -3 2

Se tiene que R(C) = R(A) = 2 y, por lo tanto, el siste-
ma es compatible indeterminado.

Como los coeficientes de los tres planos no son pro-
porcionales, se cortan en una recta.

TEMA 6. ESPACIO AFIN
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Ejercicios y problemas

Preguntas tipo test

PAU

Contesta en tu cuaderno:

[l Dada la siguiente recta
r=x=y=-z
el vector director es:
a v, 1,-1)
O v(0,0,0)

XV, 1,-1)
ava, L

A Dadala siguiente recta
rex=y=-z
pasa por el punto:
O A@©,1,-1)
O AL 1,0)

(¥] O(0,0,0)
QAL L)

Un vector normal al plano

n=x+y+z=0

es:
O n,1,-1) n(,0,1)
O nEt1L,-1) XIn(1,1,1)

I} Halla la posicion relativa de los siguientes planos:
T =2x+3y-z=5
T, =x-5y—-z=1
] Son paralelos.
[ Son coincidentes.
[X] Son secantes.

] Ninguno de los anteriores.

Il Halla la posicién relativa de los siguientes planos:
T =x+2y-z=1|
Ty=-2x—4y+2z=12
T,=3x+6y—-3z=-5

[¥] Son paralelos.
[ Son coincidentes.
[ Dos paralelos y el otro secante.

] Dos coincidentes y el otro paralelo.

I3 Un plano 7t determina sobre la parte positiva de los
ejes X,Y, Z tres segmentos de longitudes 2,3 y 4 m,
respectivamente. Halla la ecuacién del plano &

O 2x+3y+4z=1|
[ 2x+3y+4z=24
O 2x-3y+4z=|
X] 6x+4y +3z=12

Un plano T determina sobre la parte positiva de los
ejes X,Y, Z tres segmentos de longitudes 2,3y 4 m,
respectivamente. Halla la ecuacién de la recta que
contiene a los puntos A(2,0, 3) y B(0, 6, a) y estudia
la posicion relativa de 7 y r segln los valores de a

] Son siempre secantes.
[¥] Sia=—1,paralelos. En los demas casos, secantes.
[ Sia= I, paralelos. En los demés casos, secantes.
] Son siempre paralelos.

IEd Un plano it determina sobre la parte positiva de los
ejes X,Y, Z tres segmentos de longitudes 2,3 y 4 m,
respectivamente. Si la recta r es la del ejercicio an-

terior, para el caso a = 2, halla el punto donde se
cortanmyr

A4,-6,4)
1 B(1,2,3)

0 C(22,-3,2)
] D(0,0,-5)

EJ Considera la recta:

x—| _y+5 z+3
2 -5 4

r=

yelplanomr=2x +4y +4z=5
Estudia la posicion relativade ry &
[ Son coincidentes.

[ Son secantes.

Son paralelos.

[ Ninguno de los anteriores.

1] Considera la recta:

x—| _y+5_ z+3

2 -5 4

r

yelplanomr=2x +4y +4z=5

Calcula la ecuacién implicita de un plano 1, que es
perpendicular a Ty contiene a r

Ox+y+z=0
X] 2x—z=5
O2x+y-z=2

3x+2y-5z=9
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Ejercicios y problemas

1. Rectas en el espacio

22. Halla las ecuaciones paramétricas de una recta determi-
nada por el punto A(2, -3, 5) y el vector v(4, -1, 0)

Solucion:

x= 2+4t
y=-3- t;teR
z= 5

23. Halla la ecuacién continua de un recta determinada por
los puntos A3, 1,—4) y B(4,-2, 1)

Solucion:

AB(1,-3,5)
=yl _z+4

x—-3 3 R

24. Dada la recta siguiente:
{x -y+3z=4

r x-y+ z=2

encuentra un punto y un vector director de la recta.

Solucion:

Se resuelve el sistema:

x=1+y

z=|

y se hallan dos soluciones particulares y el vector di-

rector:
N

A(1,0,1),B2, 1, 1), AB(1, 1,0)

25. Dada la recta siguiente:

X z— |
=—=y+2=
=377 By

a) escribe sus ecuaciones paramétricas.

b) escribe sus ecuaciones implicitas.

Solucion:
a) A(0,-2, 1);v(3, I,-1)
X = 3t
y=-2+ t;teR
z= |-t
X
b)?=y+2=>x—3y=6

y+2=%:}y+z:—|

Las ecuaciones implicitas son:

x—-3y = 6
yt+tz=-|

TEMA 6. ESPACIO AFIN

26. Dada la recta siguiente:
r=xyz=03-2-1)+(-21,495teR

escribe las ecuaciones implicitas de dicha recta.

Solucion:

Se escribe la ecuacién continua:

x—3 _ _z+ |
2 Trt2=74
X —
) Sy+2=x+2y=-1|
z+ |
y+2=T=>4y—z=—7
Las ecuaciones implicitas son:
x + 2y =-
4y —-z=-7

27. Determina si los puntos A(2, 1,0) y B(3,—-3, |) estan en
la recta siguiente:

. 2x+y+ z=4
T x+y+2z=2

Solucion:

Se sustituyen las coordenadas en las ecuaciones:

2:24140=524 _
2+1+0=322 T
2:3-3+1=4 _

3_-3+42-1=2 —PEr

2. Planos en el espacio

28. Halla las ecuaciones paramétricas y general del plano
determinado por el punto A(l, 0 —2) y los vectores
u(3,-2,2) y v(1,2,-4)

Solucion:

Ecuaciones paramétricas:

x= |+30L+ u
y= —2A+2p; ApeR
z=-2+2\L-4u
Ecuacion general:
x— | y z+2
3 -2 2 |=0
I 2 —4

2x + 7y + 4z = -6

29. ElpuntoA(2,—1,—1) es el pie de la perpendicular traza-
da desde el origen de coordenadas a un plano. Halla la
ecuacion de dicho plano.
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Ejercicios y problemas

Solucién:

0O(0,0,0)

AQ2,—1,-1)

n=0A2—1,-1)

El plano es:
2x-2)—(y+ )= (@z+1)=0
2x-y—-z=6

30. Halla las ecuaciones paramétricas de un plano que pasa
por los puntos A(l,—1,-2) y B(3, I, I), y es perpendicu-
lar al plano siguiente:

m=x—-2y+3z=5

Solucion:

Si es perpendicular al plano , un vector normal de este
plano es paralelo al plano buscado:

n(l,-2,3)

AB(2,2,3)

Las ecuaciones paramétricas del plano buscado son:
x= 1+ A+2u
y=—1-2A+2u; A,peR
z=-2+3L+3u

31. Halla la ecuaciéon del plano que pasa por los puntos
AL, 1, 1),B(0,-1,2) y C(2,3,-1)

Solucion:
AB(-1,-2, 1)
AC(1,2,-2)
x—1 y—-1 z-1I
-1 -2 I [=0=>2x—-y=1I
| 2 -2

32. Halla la ecuacién de un plano que pasa por el punto
A(3,-2,-7) y es paralelo al plano siguiente:

n=2x-3z+5=0

Solucion:

Si el plano buscado es paralelo al plano w, sus vectores
normales son iguales.

n(2,0,-3)
2(x—3)-3(@z+7)=0
2x — 3z =27

33. Halla la ecuacion del plano que pasa por el origen de
coordenadas y es perpendicular a la recta siguiente:

2x— y+3z=1
r{x y+ 3z

x+2y+ z=0
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Solucion:

El vector de direccion V de la recta es perpendicular a los
vectores normales de los planos de las ecuaciones impli-
citas, es decir:
ik
-
v=12 -1 3|=(715] 7-1,-5)
2
El vector director v es normal al plano buscado, es decir,
n=v
Luego
7x—-y—-5z=0

3. Posiciones relativas de rectas
y de rectas y planos

34. Dadas las rectas:

x=1+A X = 1)
r=qy= A AeR; s=qy=2+2u; pelR
z= -A z=0

estudia su posicién relativa.

Solucién:

Recta r: A(1,0,0),u(l, 1,—1)
Recta s: B(0,2,0),v(l,2,0)
AB(=1,2,0)

-1 2 0

I 1 —1|=-4%0

I 2 0

Los vectores son linealmente independientes.

Las rectas se cruzan.

35. Dadas las rectas:

= I+t
r= X— t;telR; s= x*y *2=0
-1 ’ T x —z+1=0
z=-1-t
estudia su posicién relativa.
Solucién:
Recta r: A(1,0,—1),u(l, I,—1)
Recta s:
y=-x-2 —
{z= <+1> B(,-2, 1),C(1,-3,2) = BC(l,—-1I, 1)
AB(-1,-2,2)
-1 -2 2

| I —-1|=0
(I I

- -
Como u y v no son paralelos, las rectas se cortan.
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36. Estudia la posicidn relativa de las siguientes rectas:

. -9 x= l-t
rz{x rooT ; s=Eqy=—-l+t;teR
y—-z=|I _
zZ= t

Solucion:
Recta r:
{::3—_Iy = AQ,0,-1),B(I, 1,0) = AB(1, 1, 1)
Rectas: C(I,—1,0),u(=1,1,1)

Los dos vectores de direccion son el mismo; luego las
rectas pueden ser paralelas o coincidentes.

—
Como AC(—1,—1, I) no es paralelo a los vectores de di-
reccion, las rectas son paralelas.

37. Halla la posicién relativa de la recta y del plano si-

guientes:
x=-1-t
r=qy= —t;teR;, m=2x-3y+z+1=0
z= 2t
Solucion:
vi=1,-1,2)
n2,-3,1)

=

V'n=—2+3+2=3%0

La recta y el plano se cortan.

38. Estudia la posicién relativa del plano y de la recta si-

guientes:
x+| _y-2 z+3
= — +/=0;r= = =
n=2x—-3z+7=0;r 3 2 >
Solucién:
n(2,0,-3)
v(3,4,2)

V' n=6+0-6=0
La recta es paralela al plano o estd contenida en él.
A=1,2,-3)er
Se comprueba si pertenece al plano:
2:-(-1)-3-(=3)+7=14%0
Aegm

Luego la recta es paralela al plano.

39. Dadas las rectas siguientes:

x=1l _y_z-m _x_y z+]l

3 2 -1 T2 m 2
ipara qué valor de m estdn las rectas r y s contenidas
en un mismo plano?

r

TEMA 6. ESPACIO AFIN

Solucién:
Recta r: A(l,0,m),u(3,2,—1)
Recta s: B(0,0,—1),v(2,m,2)

AB(=1,0,—1 — m)

-1 0 —l-m
3 2 -1 [=0=3m2=0=m=0
2 m 2

Para m = 0, las rectas son paralelas o coincidentes.

Como los vectores de direccion no son paralelos, las rec-
tas se cortan y estdn en un mismo plano.

4. Posiciones relativas de planos

40. Determina la posicion relativa de los planos:
T, =2x+5=0
T,=3x+3y-4=0

Solucion:

2 0
- # 5 = Los planos son secantes.
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41. Determina la posicion relativa de los planos siguientes
segun el valor del parametro k:

T, =x+y+z=0
T,=kx+y+kz=0

Solucién:
I I I
—=—=—-=k=1
k1 k
Si k = I, los dos planos son coincidentes.

Si k # |, los dos planos son secantes.

42. Determina la posicién relativa de los planos siguientes:
T, =x+y+3z=5
M, =3x+3y+2z=8

ny=z=|
Solucion:
I 1 3
3 3 2|=0
0 0 |
Como las filas no son proporcionales, R(C) = 2
I 1 3 5
RI3 3 2 8f3.-1P-220 =
o o0 I |
I 1 3 5
=Rl0 0 7 7|=7-3 =
o o I |
I 1 3 5
“Rlo o 1

R(C) = R(A) = 2. Como los planos no tienen sus coefi-
cientes proporcionales, se cortan en una recta.



Ejercicios y problemas

43. Se consideran los planos siguientes:
T, =x+my+z=0
n,=2x-3y+z-5=0
Ty=x+y- 2z-15=0
Determina el valor de m, de forma que los tres planos
se corten en una recta.

Solucion:

Para que se corten en una recta, R(C) = R(A) =2

I m |
2 -3 I[[=0=5m+10=0=m=-2
-2
Para m = =2, R(C) = 2, porque las tres filas no son pro-
porcionales.
I -2 1 0
Ri2 -3 I 5]2-2,1=
I =2 I5/3-
I -2 I 0
=R|0O I -1 5 =
0 3 -3 I5/=3-2
I -2 1 0
“Rlo 1 -1 s

R(C) = R(A) = 2. Como los coeficientes de los planos no
son proporcionales, se cortan en una recta.

44. Determina la posicion relativa de los planos siguientes:
T, =x—2y+3z=4
T,=2x+y+z+1=0
My=x—-2y+3z=0

Solucion:
I -2 3
2 | | =0
I -2 3(=
| -2 3 4 I -2 3 4
R|2 | | -I|=R[{0 5 -5 -9
| -2 3 0 0O 0 o0 4

R(C) = 2,R(A) = 3

Los coeficientes de las variables del primer y tercer pla-
nos son iguales; por tanto, éstos son paralelos y el segun-
do es secante a ambos.

Para ampliar

45. Dada la recta siguiente:
x—y+ z=1
x+y-2z=0

halla las ecuaciones parametricas de dicha recta.

r

Solucion:
3z— |
2

. z+ |
Se resuelve el sistema: x = 7 Y =

Dos soluciones particulares:
A(l, 1 1), B(2,4,3), AXS(I,3,2)

x=1+t
y=1+3t; teR
z=1+2t

46. Halla la ecuacién continua de una recta que pasa por
el origen de coordenadas y es paralela a la recta si-
guiente:

. {x— y+2z+1=0

x+3y— z+2=0
Solucién:
Un vector director de la recta paralela a r es:
(L,=-1,2) x(1,3,-1) = (-5,3,4)
Yy _z

La ecuacion es: 2 =
a ecuacion es: _5 = 3 = 4
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47. Halla la ecuacién del plano determinado por los vecto-
res u(—1,2,0),v(l,3,5) y el punto P(—1,0, I)

Solucion:
x+| y z-1
-1 2 0 [=0
| 3 5

2x+y—-z+3=0

48. Halla las ecuaciones paramétricas de un plano que es
e .
paralelo al vector u(l, 2, 3) y que contiene a la recta

que pasa por el punto P(l, I, |) y es paralela al vector
vl 1,1
Solucién:
x=1l+ A+
y=1+2A+pu; L,ueR
z=1+30+p
49. Determina la ecuacion del plano que es perpendicular
al vector v(1,2, 3) y que pasa por el punto P(I, I, I)
Solucién:
x—1+2(y—-1)+3@z-1)=0
x+2y+3z=6

SOLUCIONARIO
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50. Dado el segmento AB, cuyos puntos extremos son
A(l,0,0) y B(3,—4,4), halla la ecuacién del plano que es
perpendicular a él y pasa por su punto medio.

Solucion:
Vector normal al pIano:ATé(Z, —4,4) | (1,-2,2)
Punto medio del segmento: M(2,-2, 2)

Ecuacién:
X—-2-2(y+2)+2z-2)=0
x—2y+2z=10

51. Obtén la ecuacién del plano que contiene a los puntos

A(2,1,0),B(0, 1, 1)y C(1,0, I)

Solucion:
AB(-2,0,1) || (2,0,~1)
AC1=1 1) [ (1, 1,-1)
x—-2 y—|I z
2 0 -I[=0
| | -1
x+y+2z=3

52. Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto
P(1,0,—1) y que contiene a la recta siguiente:

_x+y =
r‘{ z-1=0

Solucion:

Se resuelve el sistema:

_Ixty =0 _ Jx=-y
r:{ z—I=0:${z=l

A(0,0, 1), B(I,~1, I)
AB(l,~1,0)
AP(1,0,-2)

x y z—|I
[ 0 [=0
I 0 -2

2x+2y+z=|

53. Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto
P(1,0,—1) y es perpendicular al plano:

x—y+2z +1=0

y paralelo a la recta:

r

1l
—AN—
X
|
N
~
N
1nn
o o

Solucion:
Un punto del plano: P(1,0,—1)

El vector normal al plano dado es paralelo al plano bus-
- >
cado:u =n(l,-1,2)

TEMA 6. ESPACIO AFIN

q - Q
El vector director v de la recta r es un vector director
del plano buscado.

La ecuacién de la recta:

x =2t
r=qy=t ; teR
z=0
v (2,1,0)
La ecuacioén del plano buscado:
x—1 y z+]
[ 2 |=0
2 I 0
2x—4y—-3z=5

54. Halla la ecuacién del plano © que pasa por el punto
P(1,-2,0) y es perpendicular a la recta:

. x+y =0
y—3z+2=0

Solucién:

El vector director de la recta es perpendicular al plano:
(1,1,0)x (0, 1,-3) = (-3,3, 1) || 3,-3,-1)

Punto: P(1,-2, 0)

La ecuacion del plano es:

3x=1)-3(y+2)-z=0

3x-3y-z=9

55. Sean las dos rectas siguientes:

r=x+2:y—l _ztl
3 2 -1

goX-1_y-3_z
-2 -2 3

Halla la ecuacién de un plano que pase por la recta r y
sea paralelo a la recta s

Solucion:

El vector normal al plano es perpendicular a los vectores
de direccién de las rectas:

n=03,2-1)x(=2-23)=4-7,-2)
Punto:P(-2, |,—1)
La ecuacién del plano es:
4x+2)-7(y—-1)-2(z+1)=0
4x—-T7y—-2z+13=0

56. Dadas las rectas:

- _y-2_z
= ;s=x—|
Fr=X=Yy=2Z, s=X ) 2

estudia su posicién relativa.
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Solucion:
Recta r: A(0,0,0),u(l, I, 1)
Recta s: B(1,2,0),v(1,2,2)

AB(l,2,0)
I 2 0
I 1 1|=-220
1 2 2

Las rectas se cruzan.

57. Estudia la posicién relativa de las siguientes rectas se-
gun los valores del parametro a:

x=1+t x= a+2t
r=qy=2-t;teR; s=qy= 3+ t;teR
z= t z=2a+ t
Solucion:
Recta r: A(1,2,0),u(l,—1,1)
Recta s: B(a, 3,2a),v(2, I, )
AB(a— I, 1,2a)

Como los vectores de direccion de r y s no son parale-
los, las rectas se cortan o se cruzan.

Se estudia el rango de la matriz:
a—| I 2a

M= I -1 I
2 I I

= M| =4a+3

3
4a+3=0a=—"
a = a 4

3
Sia=——

4

R(M) = 2, porque las dos ultimas filas no son proporcio-
nales.

o
El vector AB es linealmente dependiente de u y V. Las
rectas se cortan.

3
Sia# —:, las rectas se cruzan.

58. Dados el plano y la recta siguientes:
x—z=3
n=x+2=0; r=
y=0
a) determina su posicion relativa.

b) calcula, si existe, el punto P interseccion de Ty r

Solucion:
a) Vector normal al plano T
n(l,0,0)

Vector director de r:
v=(1,0,—-1)x(0,1,0) = (1,0, )
n-v=(,00-(,01)=1=%0

El plano y la recta no son paralelos.

La rectay el plano se cortan en un punto.
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b) Con la recta r dada por sus ecuaciones implicitas, la
forma mds rapida de hallar el punto de interseccién es
resolver el sistema formado por los planos de las rec-
tas y el otro plano:

2x +4=0

X -z =3 =>x=-2,y=0,z=-5
y =0

P(-2,0,-5)

59. Estudia la posicion relativa del plano y de la recta si-
guientes:
-1=0
+5z+7=0

n=x—-3y—-z+6=0; rE{Zx—Sy
X

Solucién:

Vector normal al plano m:n(l,-3,—1)

Vector director de la recta r:

v =(2,-5,0) x (1,0,5) = (=25,-10,5) || (5,2, 1)
v-on=(52-1)-(,-3,-1)=0

Los vectores son perpendiculares.

La recta puede ser paralela al plano o estar en el plano.
Resolviendo el sistema de ecuaciones que definen r:
x=-5z-7

y=-2z-3

A(-7,-3,0)

n=x—-3y-z+6=0
—-7-3(-3)+6=820=A¢m

La recta es paralela al plano.

60. Determina la posicion relativa de los planos siguientes:
T, =x+ty+z=4
T,=x-2z=0
Ty=x+y=3

Solucién:
Se estudia el R(C):
[ I

ICl=|1 0 -I

I 1 0

R(C) =R(A) =3

Los planos se cortan en un punto.

=10

61. Para cada valor del pardametro real a, se consideran los
tres planos siguientes:

Ty =x+ty+az=-2
T,=x+tay+z=—|
My=ax+y+z=3
a) Calcula los valores de a para los cuales los tres pla-
nos anteriores tienen una recta en comun.

SOLUCIONARIO
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b) Para los valores de a calculados, halla unas ecuacio-
nes cartesianas de dicha recta comun.

Solucion:
a) Se calcula:

| | a
ICl=(1 a |
a | |

=-a3+3a-2

ad-3a+2=0=a=1l,a=-2
Se estudian los valores que son raices de |C| = 0.
¢ Para a = |, se tiene:
I
RIT 11 I
[ 3
R(C) = I,R(A) =2
Los tres planos son paralelos.

e Para a = —2, se tiene:

| I -2 -2
RI I =2 I =1 |r1r=-2 =
-2 | | 3/2-12+22
| |1 -2 =2
=R(0 3 -3 -I =
0 3 -3 -—l/=3
| | -2 -2
=Rlo 3 -3 -

Se tiene que R(C) = R(A) = 2 y, por tanto, el sistema
es compatible indeterminado.

Como los coeficientes de las variables de los tres pla-
nos no son proporcionales, se cortan en una recta.

62. Se consideran los tres planos siguientes:
T =x+ty+tz=|
Ty=x—y+z=2
My=3x+y+3z=5

a) ¢Se cortan T, y T,?

b) ;Hay algiin punto que pertenezca a los tres planos?

Solucion:
|

a)+¢

Los planos son secantes.

R(C) =2

[ I I I
=R|0 2 0 -I =R|0 2 0 -I
0 2 0 -2/3-2 0 0

R(C)=2yR(A) =3
Como las coordenadas de las variables de los puntos

no son proporcionales, se cortan dos a dos formando
una superficie prismdtica.

Luego no hay ninglin punto en comun a los tres planos.

Problemas

63. Se consideran la recta y el plano siguientes en funcién
del pardmetro real m:
x+(l+m)y+ z=0
r=
2+ m)x — y—2z=0
T=3x—z=m
a) Estudia la posicién relativa de la recta y el plano se-
gun los valores del parametro m

b) Para m = |, determina el punto de interseccion de la
recta y el plano.

Solucion:
a) Vector director de la recta r:
va(Ll+ml)x@2+m-1,-2)=
=(-2m— I, m + 4,-m2 — 3m — 3)
Vector normal al plano 7:
n(3,0,—1)

TEMA 6. ESPACIO AFIN

Se estudia el producto escalar:

v-n=(-2m-1l,m+4,-m2-3m-3)-(3,0,-1) =
=m2-3m

* Sim#0ym#3,larectay el plano se cortan.

» Sim = 0, los vectores son perpendiculares y la recta
es paralela al plano o esta en el plano.

Se toma un punto de la recta y se comprueba si esta

en el plano:
x+ty+ z=0
r-E{Zx—y—22=0
ST 21
3 3
A(l,—4,3)

T=3x-z=0
31 -3=0= El punto esta en el plano; luego la rec-
ta también esta en el plano.
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» Sim = 3, los vectores son perpendiculares y la recta
es paralela al plano o estd en el plano.

Se toma un punto de la recta y se comprueba si estd

en el plano:
x+4y+ z=0
rE{SX— y—2z=0
_z _ z
x=3.7="3
B(l,-1,3)
n=3x—-z=3
3:1-3=0#3=ElpuntoBegm

La recta es paralela al plano.

b) Se resuelve el sistema formado por los tres planos:

x+2y+ z=0 3 5 7
3x— y—2z=0y=>x=5ry=—552= 5
_ 2 2 2
3x - z=
3 57
P(z"?z)
64. Sean la recta y el plano siguientes:
+ — =
rz{x y 1=0
x + z+ | =

T=x+my—-z-3=0
a) Halla el valor del parametro m para el que la recta
sea paralela al plano.

b) Razona si hay algiin valor de m para el que la recta
esté contenida en el plano.

Solucion:
a) Vector director de la recta r:
v=(,1,0x(,01)=(,-1,-1)
Vector normal al plano m:
n(l,m,—1)
Se estudia el producto escalar:
ven=(L,-L=1)-(I,Lm-1)=2-m
2-m=0=m=2
* Param # 2 la recta y el plano se cortan.
* Para m = 2 los vectores son perpendiculares y la

recta es paralela al plano o esta en el plano.

b) Para ver si la recta esta en el plano, se toma un punto
de la recta y se sustituye en el plano:

_x+y -1=0 y= |l—-x
rz{x +z+|=0:>{z=—|—x
A@©, I,-1)

T=x+2y-z-3=0
0+2-1-1(-1)-3=0

El punto esta en el plano.
La recta esta contenida en el plano.
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65. Determina, en funcién de los distintos valores de m, la
posicion relativa de los planos siguientes:

Ty =mx+y—z=|
T,=x—y+tz=4

Ty=x+ty+tmz=m
Solucién:

m | -1
ICl=]1 -I |
| I m

=—-m2-2m-—|

m2+2m+ | =0=>m=—|
« Param #—1,R(C) =R(A) = 3

Los planos se cortan en un punto.

* Param=-1
=1 I -1 | =1 [
Y I I 4)1r+2=R[ 0O 0 O
| I =1 =1 rr+3 0 2 -2 0
R(C) =2y R(A) = 3 = Sistema incompatible.
Como las coordenadas de los coeficientes de x, Y, z del

primer y segundo plano son proporcionales, los dos
planos son paralelos.

(0,

El tercer plano corta a los dos paralelos.

66. Dados el plano y la recta siguientes:
n=x+y+z=0

que se cortan en un punto A, halla la ecuaciéon de la rec-
ta que pasa por Ay B(2,2,3)
Solucién:

Se obtiene el punto A sustituyendo las coordenadas gené-
ricas de un punto de la recta en el plano:

l+t+2-t-4+t=0

t—1=0

t=1

El punto A es: A(2, |,-3)

Vector director de la recta:ATé(O, 1, 6)
Las ecuaciones de la recta pedida son:

x= 2
y= I+ t;teR
z=-3+6t

67. Dados el punto P(2, 1,0) y la recta siguiente:
y—2
-2
calcula la ecuacién del plano que pasa por Py es per-

pendicular ar

r=x= =z+2

SOLUCIONARIO
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Solucién:

El vector normal al plano es:n(l,-2, 1)
La ecuacion del plano es:
x—-2-2(y-1)+z=0

x—-2y+z=0
68. Dados los puntos A(l, 1,—1),B(2,2,3) y la recta siguiente:
pox=l_y-2_.z
2 2 -1
a) halla la ecuacion del plano w paralelo a r y que pasa
porAyB

b) razona la existencia o no de un plano perpendicular
a r que pasa por A y B. En caso afirmativo, da su
ecuacion.

Solucion:

a) El plano 7 buscado cumple:

Lo
* AB(I, |,4) es un vector director plano.

. e
* El vector director de la recta v(2,2,—1) es otro vec-
tor director del plano.

* El punto A(l, I,—1) es un punto del plano.
Un vector normal al plano sera:
AB xV = (1,1,4) x (2,2,—-1) = (-9,9,0) || (1,—1,0)
La ecuacion del plano sera:
x—1l-y+1=0
x—y=0
b) Si el plano es perpendicular a r, el vector director de r

es normal al plano. Dicho vector debe ser perpendicu-
lar al vector AB

. AB(I, 1,4)

* V(2,2,—1) director de r que es normal al plano.
Ké'\_/}=(l,I,4)‘(2,2,—I)=2+2—4=0

Luegoﬁté v

Sea el punto A(l, I,—1) del plano.

La ecuacién del plano sera:

2x—-1)+2(y-1)—-(@z+1)=0

2x+2y—-z-5=0

69. Si existe, calcula el punto de interseccion entre la
recta r definida por el vector v(-4, 2, |) y el punto
A(l,-3,2) y el plano siguiente:

T=x+2y—-z=-3

Solucion:

Las ecuaciones paramétricas de la recta son:

x= | -4t
y=-3+2t;teR
z= 2+ t

TEMA 6. ESPACIO AFIN

Se sustituye un punto genérico de la recta en el plano:
| —4t+2(-3+2t)—-(2+t)=-3

t=—4

El punto buscado es:P(17,—11,-2)

70. Se considerael planon=3x+ay+z=6

a) Determina el valor del parametro a para que la

recta r, que pasa por el punto A(l, I, 2) y es per-
pendicular a dicho plano, sea paralela al plano
T=x-y=3

b) Escribe las ecuaciones paramétricas de dicha recta.

Solucion:

. - .7
a) Se halla el vector director v de la recta r en funcion
del parametro a:

. e
r es perpendicular a T = v(3,a, )

- o
Por otra parte, r es paralela a ©' = v es perpendicular
al vector normal de 7', es decir,

3,3, 1) - (1,-1,00=0
3-a=0
a=3
Para a = 3, se cumplen las condiciones del problema.
b) v(3,3, )
Las ecuaciones paramétricas son:
x=1+3t

y=1+3t; teR
z=2+ t

71. Estudia la posicion relativa de las rectas siguientes:
x+ y =0

. 2x + z=9 o=
B y =1’ "7 |—x+2y+2z=5

Halla el plano que contiene a r y es paralelo a s

Solucién:
Se halla un punto y un vector director de cada recta.
Recta r:

{2x+ z=9
r=
y |

AQ, 1,9)
B(I,1,7)
U = AB(l,0,-2)
Recta s:

{z=9—2x
= —
y=1

] x+y =0
5= —Xx+2y+2z=5 = =222

C-1,1,1)
D(1,~1,4)
vV =CD(2,-2,3)
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— -
Como u no es paralelo a v, las rectas se cortan o se cruzan.

Se estudia el rango de la matriz formada por los vectores
S - >
AC(-1,0,-8),u yv:

-1 0 -8
I 0 -2|{=20%0
2 -2 3

Las rectas se cruzan.
Plano que contiene ar y es paraleloa s
El vector normal es:
uxv=(1,0,-2) x(2,-2,3) = (-4,-7,-2) || (4.7,2)
La ecuacion del plano es:
A, I,9)
4x+7(y—-1)+2(z-9)=0
4x +7y +2z=125

72. Dados el plano
B=x+y+z-3=0
y la recta
r=—x=y—-|l=-z
a) determina la interseccién P del plano B y la recta r
b) calcula el plano T que pasa por Py es paralelo al plano
o=x-2y+3z+1=0
c) Sea s la recta en que se cortan los planos Ty 3. Da la
ecuacién general del plano v, determinado por las
rectas ry s
Solucién:

a) Las ecuaciones paramétricas de r son:

X =—t
y=1l+t; teR
z=—t

Para hallar la interseccién de ry B, se sustituye un pun-
to genérico de r en [3:

—t+l+t-t-3=0=t=-2

El punto es:P(2,-1,2)

b) P(2,-1,2)
Vector normal: n(l,-2, 3)
x—2-2(y+1)+3@z-2)=0
T=x—-2y+3z=10

c) Primero se halla la recta s, que es interseccién de Ty B
La recta s pasa por P(2,—1,2).
El vector de direccion es:

v=(1,1)x(1,-2,3)=(5-2,-3)

En segundo lugar, se halla el plano v
El plano pasa por P(2,-1,2)

El vector normal se obtiene del producto vectorial de
los vectores directores de r y s:

n=(=1,1,-1)x(5-2,-3) = (-5,-8,-3) || (5.8,3)
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La ecuacioén del plano es:
5x-2)+8(y+1)+3(z-2)=0
5x+8y+3z=8

73. Encuentra el punto de interseccion de la recta:

x=1+t
r=qy=2-t; telR
z=t

con el plano © perpendicular a r que pasa por el origen
de coordenadas.

Solucion:

Vector de direccién de r:

v(l,=1,1)

Vector normal del plano © que es perpendicular a r:
-
n(l,=1,1)

Como T pasa por el origen, su ecuacién es:
n=x—-y+z=0
La interseccion de ry T es:
l+t-2-t)+t=0
3t—1=0
I

t=?

45 |
El punto de corte es: A(3, 3’ 3)

74. Calcula el valor de a sabiendo que los planos
Ty =ax+y-7z=-5
n2£x+2y+azz=8
se cortan en una recta que pasa por el punto A0, 2, 1)
pero no pasa por el punto B(6,-3,2)

Solucién:

El punto A(0, 2, |) debe pertenecer a los dos planos:

Ty =ax+ty-7z2=-5=2-7=-5
n25x+2y+a22=8=>4+a2=8=>a=12

Para a = 2, la recta interseccién de los planos tiene por
ecuaciones:

+ - =—
. {ZX y—7z

x+2y+4z= 8
Se estudia si B pertenece a esta recta:
2:6-3-7-2=-5
{ 6+2(3)+4-2= 8~ BET
Para a = —2, la recta interseccién de los planos tiene por

ecuaciones:

~2x+ y-7z=-5
I"E{ X Y z

x+2y+4z= 8

SOLUCIONARIO
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Se estudia si B pertenece a esta recta:

—2-6-3-7-2%-5 B e
6-3-2+4-2=8 °FF

Luego el valor pedido esa = -2

75. Dados los planos:
T=2x—-y+3z +1=0
mW=3x+2y-z+2=0
y el punto P(—1, 3, 2), halla la ecuacién de una recta r
que, pasando por P, sea paralela a los planos t y 7'
Solucién:

El vector de direccién de la recta r es perpendicular a los
vectores normales de los planos dados:

v=nxn'=(2-1,3)x@3,2,-1)=(-511,7)

La ecuacién de la recta es:

x=-1- b5t
y= 3+1llt;telR
z= 2+ 7t

76. Sean los puntos A(2,0,0),B(0, 1,0) y C(0,0, 3)

a) Determina la ecuacién del plano © que contiene a
los tres puntos.

b) Calcula la ecuacién de la recta r perpendicular al pla-
no T y que pasa por el origen.

Solucion:

a) A2,0,0), AB(=2, 1,0), AC(-2,0,3)

xX—2 vy z

—2 I 0 =] O
-2 0 3
3x+6y+2z=6

b) Como r es perpendicular a
v=n(3,62)
x =3t
la ecuacidon es: \y =6t; teR
z=12t

Para profundizar
77. Calcula alguna recta que sea paralela al plano de ecuacion
x—2y+z=|

y que también sea paralela al plano que pasa por los
puntos de coordenadas A(2,0, I),B(0,2, I) y C(I,—1,0)

TEMA 6. ESPACIO AFIN

Solucion:

Se halla la ecuacién del segundo plano y se estudia la posi-
cién relativa de ambos.

U =AB(-2,2,0)|| (1,-1,0)
V=ACEL-1,=) || (I.1,1)

La ecuacién del segundo plano es:

x—-2 'y z—1I
I -1 0 (=0

I I I

x+y—-2z=0
x+ y—-2z =0

Luegosetlene:sz{x_zy_,_ z—1=0

Como los coeficientes no son proporcionales, los planos
se cortan en una recta.

Si hallamos una recta paralela a s y que pase por un punto
que no pertenezca a ninguno de los dos planos, la recta
sera paralela a los planos.

El vector director de la recta s es:
i j k
w=[l 1 =2[=(=3,-3-3)|| (I, 1,1
I -2 |
Se toma un punto que no esté en ninguno de los dos pla-
nos, por ejemplo (2,0, 0). La ecuacién de la recta pedida es:

X—-2=y=z

78. Dadas las rectas siguientes:
r=(xyz)=3,-40) +a(2,-3,-2); aeR
s=(xyz)=(-7,1,2) +b4,-1,0); beR
a) comprueba que las rectas se cortan en un punto.

b) halla la ecuacién general del plano que determinan.

Solucion:

a) AB(-10,5,2)
u2,-3,-2)
v(4,-1,0)

-10 5 2
2 -3 -2[=0
4 -1 0

Como los vectores directores no son proporcionales,
el rango es 2

Las rectas se cortan en un punto.

b) El plano que determinan es:

x—-3 y+4 z
2 -3 -2|=0
4 -1 0

x+4y-5z+13=0
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79. Sean las rectas:

yol 241 x=1+A
rex—2= T 5 ST y=2-A; AeR
z=  2A

a) Halla el valor de k para que r y s sean coplanarias.

b) Para el valor anterior de k, halla la ecuacién del pla-
no que contiene a ambas rectas.

Solucion:

a) A, 1,-1)er, B(1,2,0) s
AB(=1,1,1)
u(l, k,—2)
v(l,-1,2)

q AR =
Para que las rectas sean coplanarias, los vectores AB, u
- o
y v deben ser dependientes.

-1
| k -2|=0=>-3k-3=0=k=-1
I -1 2
b) u(l,—1,-2),v(l,—1,2),A2, I,-1)
x—-2 y—-| z+]
| —1 -2 [=0
[ —I 2
x+y=3
80. Sea la recta:
_x—I_L_z+I
S T

a) Determina la ecuacion del plano T, que es perpendi-
cular a la recta r y que pasa por P(l,2,3)

b) Determina la ecuacion del plano 7, que es paralelo a
la recta r y que pasa por los puntos P(l, 2, 3) y
Q(-1,0,2)

c) Sea la recta s, en la que se cortan los planos 1, y 7,.
Determina de forma razonada la posicién relativa de
las rectasrys

Solucion:

a) El plano T, tiene como vector normal al vector de di-
reccion de la recta r

n=u@3,2-1)
3x—1)+2(y-2)-(z-3)=0
T, =3x+2y-z=4

—
b) El vector de direccion de r y el vector PQ son vecto-
res directores del plano.

u@3,2,-1)
PQ-2-2-1) | 2.2 1)
x—1 y-2 z-3
3 2 - [=E
2 2 |

T, =4x—5y +2z=0

206

c) Recta r:

A(1,0,-1)
u@3,2,-1)
Recta s:
< = z+20
3x+2y— z=4 23
SE{4x—5y+2z:0 ~)  26z+8)
Y= o3
B(1,2,3)
C(, 12,26)

v = BC(I, 10,23)
Hay que estudiar el rango de la matriz formada por las
coordenadas de los vectores:

AB(0,2,4) || (0, 1,2)

u@3,2,-1)
v(l,10,23)
0o 1 2
3 2 —1|=-1420
I 10 23

Los vectores son linealmente independientes.

Las rectas se cruzan.

81. Demuestra que las rectas:

_ y=0 _Jx—ay =0
r._{z=0' s_{ z=5

se cruzan, cualquiera que sea el valor del parametro a

Solucion:

*Recta r:

A
0; LeR
0

.,
I}

N < X
1}

A(0,0,0)
u(1,0,0)

* Recta s:

X = alL
s=qy=u ;ueR
z=5
B(0,0,5)
v(@a 1,0)
AB(0,0, 5)
Se estudia el rango de la matriz formada por los vectores
AB,uyV:
0 O

I 0

5
0| = 5 # 0 para cualquier valor de a
a | 0

Luego las rectas se cruzan independientemente del valor
del parametro a

SOLUCIONARIO
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82. Determina para qué valores de a y b los planos:
T, =2x-y+3z -1=0
M,=x+2y-z+b=0
Ty=x+tay— 6z+10=0

a) tienen un solo punto en comun.
b) pasan por una recta.

c) se cortan dos a dos en tres rectas paralelas distintas.

Solucion:

Se estudia el sistema segln los valores de ay b y se con-
testa a las preguntas:

2 -1 3
I 2 -1
I a -6
5a—-35=0=a=7
Paraa#7,el R(C) = R(A) =3
El sistema es compatible determinado para cualquier va-
lor de b

=5a-35

*Sia=7:
2 -1 3 -1
RIIT 2 -1 b|=
I 7 -6 10
I 7 -6 10
=R|2 -I 3 —l)2-1P-22 =
I 2 -1 b/ -3
I 7 -6 10
=R|0 I5 -I5 21 2°:3 =
0 5 -5 10-b/2:3-3
I 7 -6 10
=R[{0 5 -5 7
0 0 O b-3
Sib-3=0=b=3
R(C) =R(A) =2
El sistema es compatible indeterminado.
*Sib#3:

R(C) =2yelR(A) =3
El sistema es incompatible.

a) Se cortan en un punto para a # 7 y cualquier valor de b

b) Sia =7y b = 3, los tres planos tienen una recta en
comun.

c) Sia=7yb#3,los planos se cortan dos a dos y for-
man una superficie prismatica.

TEMA 6. ESPACIO AFIN

83. Sean las rectas siguientes:

+ + =
rz{x y+t z=2

_Jkx—y-z= |
x+2y—-3z=8" "

Xx—y+z=-2

a) Determina el valor del parametro k para que las rec-
tas ry s se corten.

b) Halla el punto de corte de las rectas r y s para el va-
lor de k hallado anteriormente.

Solucion:

a) Las dos rectas estdn definidas mediante dos planos ca-
da una. Si las rectas se cortan, los cuatro planos deben
tener un punto en comun, es decir, el rango de la ma-
triz ampliada del sistema formado por los cuatro pla-
nos debe ser 3. Por tanto, el determinante de orden 4
de la matriz ampliada debe ser cero:

| | | 2
I 2 -3 8
k -1 -1 |
[ I -2

=0=16-8k=0=k=2

b) Para k = 2 se resuelve el sistema:

x+ y+ z= 2

x+2y—-3z= 8| 22-1°
2x— y— z= I|[2-1>-3
x— y+ z==2| -4
X+ y+ z=2
y—4z=6
3y+3z=3|3:3
2y =4|y=2
x+2+z=2
2-4z=6
2+z=1||z=-1I
y=2
x+2-1= 2 x = |
z=—1
y= 2
La solucién es:x = |,y =2,z=—|
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Paso a paso

84. Representa el punto A(5, -2, 4) y el vector direc-
tor v(~3, 4, 1). Halla y representa la recta que de-
terminan.

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

85. Representa el punto A(3, —4, 2) y los vectores
ﬁ)(l, 2,-1)y 7(4, 3, 5). Halla el plano que deter-

minan y represéntalo.

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

86. Halla la posicién relativa de la recta y el plano si-
guientes, y si se cortan, halla el punto de corte. Re-

presenta la recta y el plano.
x—1

= 2=
3 T

T=x+2y-3z=11

r

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

87. Estudia la posicién relativa de los siguientes planos
y represéntalos.

M=Xx-y +z2=2
m=x+y-3z=4
n'=3x-y-z=-3

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

88. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es y elige
Matemdticas, curso y tema.

Practica

89. Representa los puntos A(3, 4, —1), B(-1, 2, 5).
Halla y representa la recta que determinan.

Solucién:

.- Ejedsicio B0

(| & ! = puntofd, 4, 1] =+ puntofdd -1)
dibujar2d (A, {coler = azul, amafs_punto = B})
B = punta(=1, Z, &) =+ punte|=1,2.5)
dibujasr3d (B, {color = verde, tamano_punto = 8}
r=metafA B) =+ x-32-y+5=0M11-2=-T-y+5:-7=0
dibujar3dir, {color = rajo. snchura_linea = Z})
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90. Halla la ecuacién del plano que pasa por A(2, -3, 5)
y es perpendicular a la recta:

X+2y+ z=1
3x +2y +42=0
Representa la recta y el plano.
Solucién:
| Ejercicio 80

| & = puntof2, =3, &) =+ punto[2,-3.E)
p=planofx = 2y + 2= 1) = xe2-yez=-1=0

| g=plano{dn + 2y e Sz m0) == J-xe2-yod-za0
r=pig =+ {-x-6-y+d=0rd-x+2 -y+d-z=0}

| dibujardd (b, {color = rojo, tamafio_punto = B

| dibujarddir, {eodor = apul, anchurs_lines = J})

A2 1] =[3 2 4] == [6=1-4]

o= plano{A, n) == 8 -x=y=-4-z+5=0

dibujarddi o, (coler = fasal)

=
a =
240

91. Halla la ecuacién del plano que pasa por los puntos
A(1, 2, 1), B(2, 0, 5) y C(3, —1, 6). Represéntalo.

Solucién:

Ejercicio 81
A= punto]l, 2, 1) == punta(i 2,1]

|B = pumta(2, 0, §] = punie(Z.0.5)

| C oo purta(d, =1, 6 == punte(d, =1,8]

| dibujas3diA, {color = azul, tamana_purta = 8))

| dibujar3d{B, {color = clan, tamafic_punto = B}

| dibujar3di €, {color = magenta, tamafio_punto = B}
p =planold, B, C] == 2-g+3.yez=0=)
dibujardd{p, (color = rosal] == tableral

TEMA 6. ESPACIO AFIN

Windows Derive [/

92. Estudia la posicién relativa de las siguientes rectas
y represéntalas:
—2 y—3 _ z—2; Xx—5 _ y+5 _ z—1

-3 2 2 -5 -3

Solucién:

| Ejereicie 92

|| A= pumisd2, 3. 2] =+ [2,3.7)

us1, =33 = [1,-3.2}

r=mctalf u) = =-J-x-y+I=0N =13 x+2-y+5-x=0

I cinujarddir, (eolor = azul, anchurs_lines = 77

|| B = pimba (5, =5, 1] == (5 =51}

w=[2, -5 -3 = [1,-5-7]

ﬁ # = rectall, v] =+ -5.¥-2 -+ =00 ~20 =17 y+15.2=0

I diEjardd (e, {eoler = varde, snchusa_linea = Z})

AB = wector( i, B] == [3,-8,=1]

IJ = =1
1 -3 2
2 =6 =3

L8 weiored U ¥ ¥ o §on parslslos porgus no

son proporcicnales, las rectas son secantes

BF=rfim == {{3.0,4)}

El punds de interssccion sn P{3, 0,4)

dibujardd] P, {codor = rojo, tamafo_punto = &)

=% 0
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= R NERE

93. Estudia la posicién relativa de los siguientes planos
y represéntalos:

T=x+y+52=3; T=2x—y+3z=1

Solucién:

Ejercicio 83

pEplanE + y+ 5 =]) == xeyrh-z-3=0
qg=plangin -y * Iz = 1) =+ F-@-y+I-z-1=0
Les conficiertes oo x, ¥, T N0 200 proprocioneles,
los dos plenos a8 cortan &n une recta

| dibaaridip, {coler = azul)

| dibujar3d| g, {color = verde])

lr=pnig == {7 -8-B y+d=0NS-x-d -y+d-g=0}

| dibujar3dir, {color = rojo, anchira_lnea = £))

(B &=
WIRIS
B p i |
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94. Estudia la posicién relativa de los siguientes planos
y represéntalos:

T=x+3y—z=15 T =2x+6y—2z=1

Solucién:

Ejercicio B
|p=plano{x + Iy = 2 = 15] =+ p+3.y-z=-15=0
g planpIN + By - I3 =) == J.p+H-y-F.p=1=0
Les cosficlentss de x, ¥, T son proprocionales y
ne be #on lew rminos Mdependisniss,
o8 dod planaa Bon paralelos.
| dibujar2d g, {splor = rajal
| dibujar3d|q, {ealar = azul}]

-
- »
2 e

95. Estudia la posicidn relativa de los siguientes planos
y represéntalos:

T=x+2y—z=-3
T=x+7y—6z2=-10
n'=2x-y+3z=1

Solucidn:
| Epirgetig
g el b 2y - &8 =] = gediy=-gedag
= planciy & Ty =@y m =53} == msT-p=L-z+10=0
o piwnelie -y + e i) = I-e-yedp-tud
| 1 1
.....[- ; -.] -1

=11

{1 3 = J:I
(gl § T -4 -0 | =}

-1 3 1
| RG] = RLA) =y daemsd i iy Mg 08
slanen cancidrinn k2 Fen piahze e
| COTiER N LU e
| g0, joolne T emarsal
el B, (Eeki § padei])
ditugnild|g, jcolor = can}]
(mgfip == [ ool y+EadnT o-yel pa)
I-.-uhqr.tmnr-rm wrchurs_nam = 4§

SOLUCIONARIO
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96. Estudia la posicidn relativa de los siguientes planos

y represéntalos:
T=3x—-2y+z=38
TC'EX+y—z=1
n'=-6x+4y—-2z2=7

Solucién:

Ejercicio D6
|a = plane|dN - Iy + E=@) =+ 3.5~ yweE-0=0
p=plano{k =+ y= 2= 1] == yey-z=-1=0
(g = plendf{-5x + dy - Iz = 7] = —G a+d y-3.z-T=0
| 3 -2 1
F-'Iﬂvl;l{ 1 1 —l} - 3
-4 4 -2
{3 =2 1 E]
jmangof 1 1 =1 1| == 3
=8 4 =27
RIC) = 2 R{A] =3, los planos 1° ¥ J* son paralelos,
#l 2" on sacants a lon olros dos.
| dibufsrd o, (soler = rajel]
dibujasdaip, {ealor = azulf]
| dibujerddig, (eoler = verdej]

TEMA 6. ESPACIO AFiN

Windows Derive [/

97. Estudia la posicidn relativa de los siguientes planos

y represéntalos:
T=3x+y—-z=8
T=x+2y+z=9
n'=2x—-y+3z=4

Solucién:

Ejpedeicio 97
|a=plana(dd + Y= F =) == J:pey=-r=0=0
p=plano{x & Iy + 2 = §) =+ x+l-wez-0=0
g planp(ly -~ Y+ IE = d) =+ 2:g-y+J-p-d=0
31 -1
'rm'n[1 2 4 | =2
2 =12
(‘.‘l 1 =18
jrangoj1 2 1 8| == 3
2 =13 4
RIC) = R[A] = 3, los tres plancs se cortan en un punts
| dibujadddi e, {caler = rosal)
| dibujarkdip, {coles = amarillal]
dibujasrdd{gq. {caler = cian}]
{Peafpfg =+ {[2,31))

dibujar3Id{ P, {color = rojo, tamafio_punto = B}

AN



98. Determina el valor de k para que los siguientes pla-
nos se corten en una recta:

T=x+2y—-z=-3
' =x+ ky — 6z=-10
n'=2x—-y+3z=1

Representa los tres planos para el valor de k hallado.

Solucién:

| Ejereicin 58

Pifa Gus 58 Earien an une mets, RC) = RIA) =2

Para e, hacemss qua [S] = 0y comprobames ios dos rangos.

R
e
{333

-n--hru{u?g <=1 = ge2-y-z+I=0

= plano(x + Ty — Gz = -10) = x+7-y-5.z+10=0
q-ﬂ'ﬂﬂ‘l yedz=1) = Jg-y+3-z=1=0
 dibugardd(a, {color = rowal)
 dibugar3dip, {color = amarillaj)
- dibugarddig, {color = clan}]
(F®gNp = (5-x+5 yrEs0NT g=y+i-290)
dibugarddir, {color = rojo, anchura_lines = 4}

212

. X —
99. Considera la recta: r=

1=y+5=z+3
-5 4

yelplanom=2x + 4y + 42=5
a) Estudia la posicién relativade ry 7

b) Calcula la ecuacién implicita de un plano T,
que es perpendicular a Ty contiene a r

Solucién:

' Ejercicic &9

L]

|w=[2, -5, 4] = (2.-5,4)

(A=[24 4] = [2,4.4]

[w-m==0

| A = punto(1, =5, =3] =+ punto(1.=5,-3]

| p=planojix + dy » 4z = §] == 2.x+4-y+d-2-f=0
(21 @ df=E) + d{=T) == =30

La recta y #l plana sen paralslos,

[ r=roctalA, v] == B.x+2.y+B=0M=T -x=2-y+z=0
| dibujsad(r, {celor = rajo, anchura_inea = 4} )

| dibujar3dip, {color = amarilic})

SOLUCIONARIO
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TEMA 6. ESPACIO AFiN

K
B}
| & = puntol1, =5, =) == (1,-5 =3)

|¥=F2 -5, 4] == [ -6,4]

| rmrctinfd, v] = B x+2-yrEs0N=T 2=1-yezsl
| dibujarddir, {color = cian, anchura_linea = 4} )

| p = planc{ix + dy + 4 = 6] =+ Z-x+d-y+d .z=6=0
| dibujar3dip, {color = azul})

a=1 ye5 1+3
2 =5 4
T 4 &

| g =plang =36 g+ 18 .g==-9]) =+ =7-x=p+5=0

= =3-x* 1§ -z+00

| dibujardd{g, {color = amarilic})
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