y@l Espacio metrico

1. Distancia entre puntos y rectas en el espacio

Piensa y calcula

Dados los puntos A(3,—4, |) y B(5, |, 4), halla las coordenadas del vector: AB

Solucioén:
AB(2,5,3)

® Aplica la teoria
l. Calcula la distancia que hay entre los puntos: 3. Calcula la distancia existente entre las rectas:
A(l,-2,3) y B(4,5,-7) x= 2
r=qy= |l +t;teR s= x+tz=4
Solucién: =1 ' T |2y+z=5
z=-2-t
d(A, B) = \/(XZ - X|)2 + ()’2 - )’|)2 + (Zz - Z|)2
— Solucién:
ABG,7,-10) olucion -
d(A,B) = V32 + 72+ (=10)2 = 12,57 unidades. d(r,s) = QLT |
[u xv|
A2,1,-2)er
2. Halla la distancia entre el origen de coordenadas y la rec- B(3,2 1) es
ta interseccion de los planos de ecuaciones respectivas: s
xX+y+2z=4 ﬁ‘B(l’I‘:;)ﬁ
x—y+z=2 u@, 1,-1),v(=2,-1,2)
. - I 1 3
Solucién: [AB,u,v]=| 0 | —1{=9=0
IAP x V| -2 -1 2
dBr)=—=—
[v] Las rectas r y s se cruzan.
P(0,0,0) uxv(l,22) o .
A(0,0,2) er d(r,s) = ———= = —— = 3 unidades.
— N |2 + 22 + 22 \/;
AP(0,0,2)
Vector director de la recta r 4. Calcula el plano mediador del segmento que tiene por
v(,3,-3) extremos los puntos A(1,4,3) y B(5,2,—1)
AP XV = (=6,6,0) Solucion:
. El punto medio del segmento es M(3, 3, I)
|AP x V| = 6V2 =
n=AB(4,-2,-4) || 2,-1,-2)
vl = 33 El plano es:
d(Pr) = o2 %\/Z = 1,63 unidades. 2x=3)-(=3-20-D=0
33 2x—y—-2z=|
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2. Distancia a un plano en el espacio

Piensa y calcula

Calcula mentalmente la distancia del punto P(0, 0, 5) al plano z =0

Solucion:
d(P, ) = 5 unidades.

@ Aplica la teoria

5. Calcula la distancia del origen de coordenadas al pla-
no T determinado por los puntos:

A(1,-3,1),B(2,3, 1) y C(1,3,-1)

Solucion:
|AP| + BPz + CP3 + Dl

d(fm) =
VAZ + B2+ C?

P(0,0,0)
Determinacién del plano 1
A(l,-3,1)emn
4 = AB(I, 6,0)
v = AC(0,6,-2) || (0,3,~1)
x—1 y+3 z-1I

I 6 0 =0

0 3 -1
6x—-y—-3z-6=0

d(Pm) = 6-0—1-0-3-0-6| =|—6|=

&+ ()P + (3

= 0,88 unidades.

6. Halla la distancia entre la recta:
z— |
—1

:y_2=
yelplanoim=x—-y+z+2=0

Solucion:

Se estudia en primer lugar la posicién relativa entre la
recta y el plano:

v, 1,-1)

n(l,=1,1)

veon=2-1-1=0

La recta y el plano son paralelos o la recta estd en el plano.

A(l,2,1)er
Se comprueba si el punto A esta en el plano &
1 -2+1+2=2%0
Como el punto A no estd en el plano T, la recta y el pla-
no son paralelos.

Se calcula la distancia de un punto de la recta r al plano 7

|AP| + BPz + CP3 + Dl

d(Fm) =
VA? + B2 + C?
A(l,2, 1)
d(A ) = D-i—1-2+1-1+21 _ 2 _ 15

VErCEe 3

7. Halla la distancia que hay entre los planos:
3x—2y+z+5=0
4x+3y-z-7=0

Solucion:

Se estudia en primer lugar la posicién relativa entre los
dos planos:

Los dos planos se cortan.
Por tanto, la distancia entre ellos es cero:
d(m, ') =0

8. Calcula el plano bisector de los planos:
2x—-y+2z+3=0
6x+2y—-3z-5=0

Solucién:
Sea P(x, y, z) un punto genérico del plano bisector:
d(Pm) = d(P rt)
[2x—y+2z2+3| _ |6x+2y—3z-5|
V224 (-1)2+22 V62 +22+ (-3)2
|2x—y+ 2z + 3| - l6x + 2y—3z—5|
3 7

7|2x—y + 2z + 3| = 3|6x + 2y — 3z - 5|

Del valor absoluto se obtienen dos soluciones:
7(2x—y +2z+3)=3(6x + 2y —3z-5)
4x + 13y—-23z-36=0
72x—y+2z+3)=-3(6x + 2y — 3z - 5)
32x—-y+52+6=0

TEMA 7. ESPACIO METRICO
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3. Angulos en el espacio

Piensa y calcula

Calcula mentalmente el angulo que forma la recta x = 0,y = 0, con el planoz =0

Solucion:

El angulo que forma la recta con el plano es de 90°

® Aplica la teoria

Vector director de la primera recta: u(-2,0, 1)
Vector director de la segunda recta:v(l, I, 1)
U'v=-2+0+1=-I
[u-v|=|-1=1
[u] =5
N =3
[ul - vl =15
I

cos 0L = —

Vis

o=75°2"12"

10. Halla el 4ngulo que forman los planos:
m=2x—-y—-3z+4=0
m=4x+2y-5=0

Solucién:
Cos O = =75 ol

Inl - ']
n2,-1,-3)
n'(4,2,0)
n-n'=8-2+0=6
Iﬁ n =
] = m
In'| =20
In| - [n'| = V280

6
cos O = ——
V280
o = 68°59' 16"

9. Halla el éngulo que forman la recta r, que pasa por el

punto A(l, =1, 0) y tal que su vector director es
u(=2,0,1),y Ia recta s, de ecuacion:
x-7=y+6=1z
Solucién:
- -
|u-v
cos o =
lul - v

I 1. Halla el 4ngulo que forma la recta:

_y—2 _z+5
=x—|=L—Z==2_
r=x 3 >
conelplano: t=2x—-3y+z—-1=0

Solucion:
sen o = ﬁ

vl - [nl
v(l,3,2)
n,-3,1)
V'n=2-9+2=-5%0
IV -n|=|-5=
VI =14
Il =14
sen Ol = —— — = i

Vi4-N14 14

o = 20° 55' 29"

12. Considera los planos:

T, =2x+5=0
T, =3x+3y-4=0

{Qué angulo determinan ambos planos?

Solucion:

[n-n'l

CosS O = — =1 1=
Inl - Il

n(2,0,0) || (1,0,0)

n'(3,3,0) || (1,1,0)

n-n'=1+0+0=1

[n-n =1

nl =1

HERR

Iml- IR =2

COSOL=L=£
7 2

o = 45°
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4. Perpendicularidad en el espacio

W Piensa y calcula

Solucion:

Halla mentalmente un vector paralelo y otro perpendicular al vector v(3, 0, 4)

Un vector paralelo sera cualquier vector que sea proporcional:—v = (—3,0,—4) o bien 2v = (6,0, 8)

Un vector que sea perpendicular es aquel que al multiplicarlo escalarmente dé cero. Como tiene una coordenada cero,
cambiamos las otras dos coordenadas y una de ellas la cambiamos de signo: n(4,0,-3)

@ Aplica la teoria

I13. Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto
P(2,—1, 1) y corta perpendicularmente a la recta:
x—=2 _y—-1I| _

=7 2

Z

Solucion:

En primer lugar hay que hallar el plano perpendicular a
la recta r que pasa por el punto P(2,—1, I)

Después se halla la interseccién de la recta y del plano.
La recta pedida es la que pasa por Py P'

n2,21)
2x—2) +2y+ ) +z—1=0
2x+2y+z=3

Se pasa la recta a forma paramétrica y se sustituyen los
valores de X, ¥,z en la ecuacién del plano.

x=2+2t
r=qy=1+2t
z=t

22 +20) +2(1 +2t) +t =3

Y

(41 1

P(3'3' 3)
vepp|-L 4 _4
VEPP|-To 3)||(|, 2,2)

14. Halla la ecuacién cartesiana del plano que contiene a
la recta:
X I+ t
r=qy=-1+2t;teR
z t

y es perpendicular al plano: T=2x+y—-z=2

TEMA 7. ESPACIO METRICO

Solucién:
Un vector director del plano es el vector director de la
recta r:

v(l,2,1)
Otro vector director es el vector normal del plano per-
pendicular m:

u=n(1,-1)
Un punto del plano es un punto de la recta r:
P(1,—-1,0)
Ecuacién del plano:
x—1 y+I z
2 I -1 [=0
I 2 I

3x-3y+3z-6=0
x—y+tz=2

I5. Considera los planos:
T, =2x+5=0
T, =3x+3y-4=0
Halla el plano que pasa por el origen de coordenadas
y es perpendicular a los dos planos dados.

Solucién:
Un vector perpendicular a los dos planos dados es el
producto vectorial de sus vectores normales:
n xn'(0,0,6) || (0,0, 1)
P(0,0,0)
0x—-0)+0(y-0)+1(z-0)=0
z=0

16. Halla la ecuacion de la recta que se apoya perpendicu-
larmente en las rectas r y s, definidas respectivamen-
te por

| x—4 _y+l _z

77—
r=x—1=y-2= 5 SET 3 >
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Solucion:

=3

U r
a) Vector director de la recta r: u(l, I, —2); punto
A(l,2,1)
Vector director de la recta s: v(-1, 3, 2); punto
B(4,-1,0)
b) Se halla el vector perpendiculara u y v:
ik
n=| 1 | -2/=8i+4k=n(8,0,4) | (2.0,1)
-1 3 2

c) El plano m, que contiene a la recta r y es perpendicu-

lar a s:
x—1 y-2 z-1
n=| | I -2 |=0=
2 0 I
=S>n=x-5y-2z+[1=0
El plano @', que contiene a la recta s y es perpendicu-
lara r:
x—4 y+1 z
= —I 3 2|=0=>
2 0 I
=>n=3x+5y-6z-7=0
La recta es:

t

x—5y—-2z+11=0
3x+5y—-6z— 7=0

5. Simetria en el espacio

Piensa y calcula

Calcula mentalmente el punto simétrico del punto P(l, 2, 3) respecto del origen O(0, 0, 0)

Solucion:

P'(-1,-2,-3)

® Aplica la teoria

17. Calcula el punto simétrico del punto P(l,-2,4) res-
pecto del punto A(2,-3, 1)

Solucion:

Sea P'(x, y, z). Se tiene que verificar:

| +x
2 =2=1+x=4=x=3
_2—2+L=—3=>—2+y=—6=>y=—4
+
%= | >4+z2=2>2=-2
P'(3,-4,-2)

218

18. Calcula las coordenadas del punto simétrico del punto
P(1,-3,7) respecto de la recta dada por la ecuacion:
z—4
2

r=x—-1l=y+3=

Solucion:

. -
a) El vector director de la recta r es v(l, I, 2), que es el
. -
vector normal al plano ® perpendicular, n(l, I, 2)

x—|l+y+3+2z-7)=0
Xx+y+2z-12=0

b) Se pasa la recta a forma paramétrica:

x= |+ t
r=qy=-3+ t; teR
z= 4+2t

SOLUCIONARIO
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20. Halla las coordenadas del punto simétrico de A(0,— 1, 1)

Se sustituyen las variables en la ecuacidn del plano:
con respecto a la recta

| +t-3+t+24+2)-12=0

x-5__z-2
t=1=M(@2,-26) ERAE
c) Sea P'(x, y, ). Se tiene que verificar: Felnfems
I ; X 29 | +x=4=>x=3 a) El vector director de la recta r es v(2, I’j)’ que es el
vector normal al plano ® perpendicular, n(2, I, 3)
-3+
%32:_3”:_4:,:_. Wx+y+ 1 +3@z=1)=0
2x+y+3z-2=0
744 X +y+3z
—— =6=>7+z=12=2z=5 .
2 b) Se pasa la recta a forma paramétrica:
P'3,-1.5) x=5+2
r=4y= t;telR
19. Halla las coordenadas del simétrico del punto P(l,2,-2) z=2+3t

respecto al plano de ecuacién:

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:
x—-2y+z-7=0

25+2t)+t+3Q2+3t)-2=0
Solucion: t=—1=M@3,-1,-1)
a) El vector normal del plano m, n (I, =2, 1), que es el

' en o o
vector director v_(1,-2, 1) de la recta perpendicular r c) Sea P'(x,y,2); se tiene que verificar:

x= |+t %=3:>x=6
r=qy= 2-2t;teR

z=-2+ t _I—;L=—|:>—I+y=—2:>y=—l
Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano: | +2
| +t-22-2)-2+t-7=0 g o L= ISBSea=asse
t=2= M(3,-2,0) P'(6,—1,-3)

b) Sea P'(x, y, z); se tiene que verificar:
| +x

2

=3=1l+x=6=>x=5
+
2—2L=—2:>2+y=—4:>y=—6

-2+z

2
P'(5,-6,2)

=0=>-2+z=0=2z=2

TEMA 7. ESPACIO METRICO



Ejercicios y problemas

Preguntas tipo test

PAU

Contesta en tu cuaderno:

BN Dada la recta definida por:
x—| _y+Il _z-2
2 3 I

la ecuacién del plano que pasa por el origen y es
perpendicular a r es:

0 7x-3y-52=0
X] 2x+3y+z=0
3x-2y+z=0
3x-7y-52=0

r=

X = A
Pl Eipuntodelarectar=Jy=3—- A; LeR
z=1+2A
cuya distancia al punto P(1,0,2) es igual a V5, es:
U @©3,1) aa,-1,2)
x] (1,2,3) Ol(,-3.1)

Dados el punto O(0,0,0) y el planot=x+y +z =6,
las coordenadas del punto simétrico de O respecto
del plano 7 son:

U (-4,-4,-4) (=2,-2,-2)
222 (X] (4,4, 4)
Il Dadalarectar = {X ="
y—-z—-1=0

y el plano 1= x +y -2 =0, la posicion relativa de la
recta y el plano y el angulo que forman es:

[ La recta esta contenida en el plano y forman un
angulo de 0°

[X] La rectay el plano se cortan y forman un angulo
de 30°

[ La recta es paralela al plano y forman un 4ngulo
de 0°

] Ninguna de las anteriores es correcta.

Il Dadas las rectas

x+ y—-z=0 o= X=2
x+2 =7 “ly=-5

un punto de cada una de ellas, de tal forma que el vec-

r

tor que los una sea perpendicular a ambas rectas, es:

[ No tiene solucién porque las rectas son perpen-
diculares.

O AG, 1,6) B(2,-5,1)
] A(7,0,7) B(2,-5,0)
X] A5, 1,6) y B(2,-5,6)

A Sean las rectas rz{y: I;SE{X= 0
z=0 z=2

iCual es su posicidn relativa y la distancia entre r y s?

[¥] Se cruzan y su distancia es 2 unidades.

[] Son paralelas y su distancia es 2 unidades.

[ Son paralelas y su distancia es V3 unidades.

[ Son secantes y su distancia es 0 unidades.

Se considera el punto P(3,2,0) y la recta

{x+y— z-3=0

"S1x  +2z+1=0

El punto Q simétrico de P respecto a r es:

g Q. 1,-1)
] Q(-1,0,-2)
U Q@3.2,0)

] Ninguna de las anteriores es cierta.

IEJ Sean las rectas

3 | x=1-t
Xty = -

=4y =2+ 3t; R
r {x ) s ;’ zte

El valor de k que hace que las rectas sean perpendi-

culares es:
k=1 dk=-1/10
X1 k=1/10 [ Para ningin valor de k pue-
den ser perpendiculares.
x=1-t
El Sealarectar={y=2+3t; teR
z= t
La distancia del punto A(l, I, 1) ala recta r es:
3V22
(x] 7 o
a2 [INinguna de las ante-

riores es cierta.

] Los puntos de la recta:
x-3 _y-5_z+]|
I I -1
cuya distancia al plano t=2x -y + 2z + | =0 es
igual a I, son:
U AG3,5,—1) y B(6,8,—4)
] Solo hay un punto A(6, 8,—4)
[] Es imposible porque la recta estd contenida en
el plano.
(X] A(0,2,2) y B(6,8,—4)

r
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Ejercicios y problemas

1. Distancia entre puntos y rectas
en el espacio

21. Calcula la distancia que hay entre los puntos:
A(2,-3,5) y B(7,-1,-4)
Solucion:
d(A,B) = \/(xz — xl)2 +(y, - yl)2 +(z, - zl)2
AB(5,2,-9)
d(A,B) = V52 + 22 + (—9)2 = 10,49 unidades.

22. Encuentra la distancia del punto P(l, I, I) a la recta de

ecuacion:
x+ty—z=2
2x +y

Solucion:

|AP x V|
d(r) = T
P(I, 1, 1)
AQ©,I,-1)er
AP(1,0,2)
Vector director de la recta r:
v(l,-2,-1)
AP xV = (4,3,-2)
|AP x V| = V29
VI =e

V29

d(P, r) = —— = 2,20 unidades.

3

23. Halla la distancia que hay entre las rectas:

pe X2 =23
© 3 2
x+ | _y+
= = =z+
s > 3 z+5
Solucion:
'A_)B"\r"\r
d(ryS) = |[ =3 u—>V]|
|u x v|
AQ2,-1,-3)er
B(-1,-2,-5)€s
AB(=3,—1,-2)
uB3, 1,2),v(2,3,1)
. -3 -1 -2
[AB,u,vl=| 3 1 2[=0
2 3 |
Las rectas r y s estan en el mismo plano:
3 |

2
5 #3 #7 ynoson paralelas. Por tanto, se cortan.

d(r,s) =0

TEMA 7. ESPACIO METRICO

24. Halla la distancia que hay entre las rectas:

x= t+ | X=t
r=4{y=-t s=qy=3t+1;teR
z=2t+?2 z=—t-— |

Solucioén:

_ [AB, 4, V]|
d58) =y
A(1,0,2) er
BO,l,-1)es
AB(=1,1,-3)
u(l,-1,2)
v(l,3,-1)
i -1 1 -3
[AB,u,v]=| I -1 2|=-4=20

Las rectas r Y s se cruzan.
uxv=(-53,4)
|-4| _ 4

d(rs) = NG —@

= 0,57 unidades.

25. Calcula el plano mediador del segmento que tiene por
extremos los puntos A(-3, |,—4) y B(1,—-1,2)

Solucién:

El punto medio del segmento AB es M(—1,0,—1)
N = AB(4,-2,6) || (2,-1,3)

El plano es:

2x+ 1) —y+3(@z+1)=0

2x—y+3z+5=0

2. Distancia a un plano en el espacio

26. Halla la distancia del punto P(2,7, 3) al plano determina-
do por los puntos:

A(1,0,0),B(2,—1,2) y C(5,- 1, 1)

Solucion:
|AP| + BP;_ + CP3 + Dl

dPm) =

VAZ + B2 + C?
P(2,7,3)
Determinacién del plano
A(1,0,0) em
U =AB(l,~1,2)
v=ACH#,-1,1)



Ejercicios y problemas

x— | y z
I =1 2|=0
4 -1 |
x+7y+3z—-1=0
. + . + . =
AP = [1-2+7-7+3-3-1] _ [59] _

=59 = 7,68 unidades.

27. Halla la distancia entre la recta:

x—1 _y+l
3 2
yelplanomr=2x-3y +4z+2=0

r= =z+2

Solucion:

Estudiamos en primer lugar la posicién relativa entre la
recta y el plano:

v(3,2, 1)

n(2,-3,4)
V'n=6-6+4=4%0

La recta y el plano se cortan.
d(r,w) =0

28. Calcula el volumen de un cubo sabiendo que dos de sus
caras estan, respectivamente, en los planos:

m=2x—-2y+z-1=0
m=2x-2y+z-5=0

Solucion:

Estudiamos, en primer lugar, la posicién relativa entre los
dos planos:

Los dos planos son paralelos.

La arista del cubo es la distancia que hay entre los dos
planos.

Para hallar la distancia que hay entre ellos, se halla un pun-
to en el primero y se calcula la distancia desde ese punto
al segundo plano.

|AP| + BPz + CP3 + Dl

a=d(Pr) =
VA? + B2+ C2
P(0,0,1) er
azdpr)=—120-2:0+1-1-5] _|4 _4_
«[22 + (_2)2 + |2 3 3
= 1,33 unidades.

Volumen del cubo: a3 = 1,333 = 2,35 unidades cibicas.

222

29. Calcula el plano bisector de los planos:
n=3x—6y—2z+5=0
n=x+2y-2z-3=0

Solucién:
Sea P(x, ¥, z) un punto genérico del plano bisector:
d(Pm) = d(P ')

|3x—6y—21+ 5| _ [x + 2y—22—3|
32+ (—6)2+ (-2)2  VI12+22+ (-2)2
[3x—6y—2z+5| |x+2y—2z-3|

7 3

3|3x— 6y —2z + 5| = 7|x + 2y — 2z - 3|
Del valor absoluto se obtienen dos soluciones:
33x—6y —2z+5) =7(x + 2y — 2z - 3)
x—léy+4z+18=0
33x— 6y —2z+5)=—-7(x + 2y — 2z - 3)
8x—-2y—-10z-3=0

3. Angulos en el espacio

30. Calcula el angulo que forman las rectas r y s

x—3 z— |
= —y-—-2=
=Ty 7Y 2
o= x+ y—-z=2
T l2x=2y+z=-1
Solucion:
lu-v
CoOs O = =5 =
[ul - |v]

Vector director de la recta r: u(2, 1,2)

Vector director de la recta s: v(~1,—3,—4)
u'v=-2-3-8=-13
[u-v|=]-13]=13

[u| =3

V| =26
4] [v] = 3V26
13 26

Cos O = -—
3W26 6
o =31°48' 22"

31. Halla el angulo que forman los planos:
n=x-z+5=0
n'=3x—-4y+z=0

Solucion:

vl
Cos O = 11 1=
[n| - [n'|

SOLUCIONARIO
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n(l1,0,—1)

n'(3,-4,1)
n-n'=3+0-1=2
[n-n'|=2

HERE
In| =26
[n] - [n'] = V52 = 2V13

2 |
cosolL=—r—="—

V13 i3
o= 73° 53' 52"

32. Dada la recta:

r X+ y—-z= 2

{ZX -3y =-
y el plano:
m=ax-y+z=5
halla el valor de a para que el dangulo formado por la
recta ry el plano T sea de 30°

Solucion:
Iv-n
sen O = —=7 1=
Iv] - Inl
v(3,2,5)
n@-1,1)
.

v'n=3a-2+5=3a+3
[V -n|=|3a+3|

V| =38

[n] = Va2 +2

[3a + 3|

sen QL= —————
\38-vVa2+2
sen30°=%
[3a + 3|

|
V38 Va2 +2 2

a=18+4V19
a=18-4V19

33. Considera los planos siguientes:
n=5x—-3y+4z-1=0
m=4y+3z+2=0

iQué angulo determinan ambos planos?

TEMA 7. ESPACIO METRICO

Solucion:
sen oL = lj)—i

Inl - [n'|
n(5,-3,4)
n'(0,4,3)
n-n'=0-12+12=0
[n-n'|=0
Los planos son perpendiculares.
o =90°

4. Perpendicularidad en el espacio

34. Calcula el punto de la recta de ecuacién:
_yt2 _z+|

2 -3
mas cercano al punto A(l,—1, 1)
Solucién:
El punto pedido es la proyeccién A" del punto A(l,—1, 1)

sobre la recta r
A’ es la interseccion de la recta con el plano perpendicu-
lar que pasa por (I,—1, 1)
El vector normal al plano perpendicular es el vector di-
rector de la recta.

n(l,2,-3)
El plano perpendicular que pasa por A(l,—1, 1) es:
x—1+2(y+1)-3(z-1)=0
x+2y—-3z+4=0
Se pasa la recta a forma paramétrica y se sustituyen los
valores de x, Y,z en la ecuacidn del plano:

x= |+ t
r=qy=-2+2;telR

z=—-1-3t
| +t+2(-2+2t)-3(-1-3t)+4=0
2

7
(5 18 |
A(7' 7’ 7)

35. Halla la ecuacién del plano cuyo punto mas préximo al
origen es P(—1,2, 1)
Solucién:
Es el plano perpendicular al vector opP que pasa por
P-1,2,1)
OP =n(-1,2,1)
—I(x+1)+2(y-2)+z-1=0
x—2y-z+6=0
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36. Considera los planos:
T, =x+2y-3=0 T,=2x-3z+1=0

Halla el plano que pasa por el punto P(l,I, I) y es per-

pendicular a los dos planos dados.

Solucion:

Un vector perpendicular a los dos planos dados es el pro-
ducto vectorial de sus vectores normales:

nxn'(=6,3,-4) || (6,-3,4)
P(I, 1, 1)
6(x—1)—3(y—1)+4@z-1)=0
6x—3y+4z-7=0

37. Halla las ecuaciones paramétricas de la recta que corta
perpendicularmente a las rectas

-1 + 1
rEx=yT=ZT SEX—|=)’=3
Solucion:
t s
B ﬂ
v
T
n
________ = -
a) Vector director de la recta r: u(l,2,2); punto A0, I,— 1)

Vector director de la recta s: v(1, |, 2); punto B(1,0,0)
b) Se halla el vector perpendicular a u y v:

i j k

n=[1 2 2[=2i-k=n(2,0,-1)
I 2 2
c) El plano T, que contiene a la recta r y es perpendicular
as:
x y—-1 z+]
=1 2 2 =0=
2 0 -1

=S>n=-2x+5y-42-9=0

El plano ', que contiene a la recta s y es perpendicular
ar:

;I-
I
N
I
o
U

=S>n'=-x+5y-2z+1=0
La recta es:

_J2x—-5y+4z+9=0
=) x-5y+2z-1=0
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5. Simetria en el espacio

38. Calcula el punto simétrico del punto P(—4, I, 0) respec-
to del punto A(-1, 3,-2)

Solucién:

Sea P'(x, y, z); se tiene que verificar:
—4 +x

2
+

=-l=>-4+x=-2=>x=2

I +y

2 =3=>l+y=6=y=5

z _ __
27 2=z 4

P'(2,5,-4)

39. Dado el punto A(3, 1, 0), halla su simétrico respecto de
la recta r dada por las ecuaciones paramétricas:

x= -t
r=qy=-2+ t;teR
z= 2t
Solucién:
a) El vector director de la recta r es v(~1, I,2), que es el
vector normal al plano T perpendicular, n(-1, I,2)

—(x-3)+y-1+2z=0
x—y—2z-2=0

b) La ecuacién de la recta ya nos la dan en forma paramé-
trica.

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:
l-t—(-2+t)-2(2t)-2=0

=%
o)

c) Sea P'(x, y,z); se tiene que verificar:
3;" =%:> 18 + 6x = |0:>x=—%
Y =—%:>6+6y=—22:>y=—|3—4
%=%=>3z=2:>z=%
-5

SOLUCIONARIO
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40. Calcula el punto simétrico de P(2,—3,-2) respecto del
plano: t=x+y+z=0

Solucién:
a) El vector normal al plano m es n(l, I, 1), que es el vec-
tor director v(1, I, 1) de la recta perpendicular a r
x= 2+t
r=qy=-3+t;teR
z=-2+t

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:
2+t-3+t-2+t=0
t=1=M@3,-2,-1)
b) Sea P'(x, y, z); se tiene que verificar:
2 +x

2 =3=2+x=6=>x=4
-3+
—2L=—2:>—3+y=—4:>y=—|
-2+

==l =>-2+2=-252=0
P'(4,-1,0)

Para ampliar

41. Calcula el punto simétrico de P(1,-2, 3) respecto de la
recta de ecuacién:

e x—-2y =1
T x- y-z=0

Solucion:

a) El vector director de la recta r es:
v, 1, 1)

que es el vector normal al plano 7 perpendicular,
=

n2,1,1)
2x—1)+y+2+z-3=0
2x+y+z-3=0

b) Se pasa la recta a forma paramétrica.

Un punto de la recta es A(1,0, |):

x=1+2t
r=qy= t;telR
z=1+ t

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:
2(l +2t)+t+ 1 +t-3=0
t=0= M(I,0,1)

c) Sea P'(x, y, z); se tiene que verificar:

42. Halla la distancia desde el punto P(0, 0, 10) al plano que
pasa por los puntos:

A(0,0, 1),B(4,2,7) y C(4,0,3)

Solucion:
|Ap; + Bp, + Cp; + D|
d(P, TC) - | 2 3
VA? + B2 + C?
P(0,0, 10)

Determinacién del plano w: A(0,0, 1) e w

U=AB(4,26) | (21,3)

v=AC(4,0,2) || (2,0, 1)

x y z-1

2 1 3 =0 x+4y-22+42=0

2 0 |

d(rm) = 1-0+4-0-2-10+2] _ I8 3930

i+ @2+ 2R 2

TEMA 7. ESPACIO METRICO

+ 1
= lox+l=2=x=|
-2+
—2L=0=>—2+y=0=>y=2
3+
To=l=3+z=2=2=—|
P'(1,2,—1)
43. Encuentra la distancia del punto P(l, I, 1) al plano de-

terminado por las rectas:

x=1+t
r=qy=2-t;teR
z= t

Solucién:

|Ap, + Bp, + Cp; + D|
dPm) = — ——

VA? + B2 + C?

P(I, 1, 1)
Determinacién del plano m en forma general:
A(l,2,0)em
u=(l,-1,1)
v=(1,1)
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x-| y-2 z
| -1 I =0
| | |
x—-z—1=0
4Py -1 +0-1=1-1-1] :L—ﬂ:o,ﬂu
1[|2+02+(_|)2 \/E 2

44. Determina todos los puntos del plano
2x—-y+2z—-1=0
que equidistan de los puntos:
A(3,0,-2) y B(I,2,0)
iQué representan geométricamente?!
Solucion:
Sea P(x, ¥, z) un punto del plano. Se tiene que cumplir:
d(RA) = d(RB)
Se resuelve el sistema:
{Wx—sv 7+ @+ 2P = P+ (27 + 2
2x-y+2z—-1=0
—6x t4z+13=-2x—-4y+5
{ 2x—y + 2z —

=0

x—-y— z-2=0
2x-y+2z—-1=0

Son dos planos que definen una recta.

Un punto de la recta es (-1, -3, 0) y el vector director
-3,-4 1)

N A
r= 3 = 4 =z

45. Considera los puntos A(l, 2, 3), B(3,2, 1) y C(2,0, 2).
Halla el punto simétrico del origen de coordenadas res-
pecto del plano que contiene aA,By C

Solucion:

Determinacién del plano 1 en forma general:

A(l,2,3) en

4 =AB(20,-2) || (1,0,~1)

v =AC(l,-2,1)

x—| y-2 z-3

| 0 -1 |=0=>x+z-4=0
I -2

a) El vector normal del plano 1 es n(1,0, I), que es el vec-
tor director v(1,0, 1) de la recta perpendicular r

X=t
r=9y=0;teR
Z=t

Se sustituyen las variables en la ecuacion del plano:
t+t-4=0
t=2= M(2,0,2)
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b) Sea P'(x, y, z); se tiene que verificar:

%—22x—4
y _
L-og=y=0
2 Y
%—2=>z—4
P'(4,0,4)

46. Halla el valor de k para que las siguientes rectas sean
perpendiculares:

X
r=x—1= = — s= y=—|+kt;t€|R
z= 3t

Solucion:

Para que sean perpendiculares, el producto escalar de sus
vectores directores tiene que ser cero:

u-v=0

u(l,3,5)

v(0,k, 3)
U-v=0+3k+15=3k+15
3k+15=0

k=-5

47. Los puntos A(l, 1, 1),B(2,2,2) y C(l, 3, 3) son tres vér-
tices consecutivos de un paralelogramo. Clasifica el pa-
ralelogramo por sus lados y por sus angulos.

Solucion:

a) Clasificacion por sus lados:
d(A,B) = \/(x2 =%+ (y, -y + (z, - 2))?
AB(I, I, 1)
d(A,B) =V 12+ 12 + 12 =3 unidades.
BE(-1, 1, 1)
d(B,C) = V(=1)2 + 12+ 12 = V3 unidades.

Los lados consecutivos son iguales; por tanto, es un
cuadrado o un rombo.

b) Clasificacion por los angulos:

Si los lados son perpendiculares, es un cuadrado; en
otro caso, es un rombo.

AB-BC=—l+1+1=1%0

Por lo tanto, es un rombo.

48. Halla la distancia desde el punto P(0, 0, 7) al plano que
pasa por los puntos:

A(0,0,0),B(0,2,2) y C(2,0,2)

SOLUCIONARIO

© Grupo Editorial Brufio, S.L.



© Grupo Editorial Brufio, S.L.

Solucion:
_ |Ap, + Bp, + Cp; + D|

A = VA? + B + C?

P(0,0,7)
Determinacién del plano T
A(0,0,0) e

U =AB(0,2,2) || (0 1,1)

v=AC(2,0,2) | (1,0, 1)

X y z

0 I I|=0=x+y-z=0

10 |

dP )= l-0-1-0-1-7+0 _|-7| _

VIZ+ 12+ (C1)2 \3
7V3
3

= ——— = 4,04 unidades.

49. Halla razonadamente las ecuaciones de los dos planos
paralelos al plano mt = |2x + 3y — 4z = 7, que dista 6 uni-
dades de

Solucion:
|AP| + BPz + CP3 + Dl
VA2 + B2 + C?

[12x + 3y — 4z - 7| _
V122 + 32 + (—4)?
[12x + 3y —4z - 7| =4

13
[12x + 3y —4z-7| =78

De la igualdad del valor absoluto se deducen dos igual-
dades:

a) 12x+3y—-4z-7=78

dPm) =

12x + 3y — 4z =85
b) I12x + 3y —4z-7=-78
12x + 3y — 4z =-7I
+ —
50. Halla el punto de la recta r = x = )’22 == |3 que

equidista del punto A(1,2, I) y del origen de coordenadas.

Solucion:

Tomamos un punto genérico de la recta e igualamos las
distancias desde dicho punto al origen de coordenadas y
al punto A(1, 2, 1)

Pasamos la recta a forma paramétrica:

X = t
r=qy=-2+2t;telR
z= 3- t

P(t,—2 +2¢,3 - t)

TEMA 7. ESPACIO METRICO

d(O,P) = d(A,P)

OP(t,~2 + 2¢,3 — 1)

d(O,P) = Ve + (-2 + 2t)2 + (3 — )2
AP(t— 1,—4 +2t,2 — 1)

d(A,P) =V (t—1)2 + (4 + 20)2 + (2 — 1)2
V2 +(-2+202+(3-1)?2 =

=V(E- 12+ (-4+202+2-0)2 = t=|
P(1,0,2)

51. Determina los puntos de la recta:

x—1 _y+l _z+2
2 3 2

que equidistan de los planos de ecuaciones

n=3x+4y—-1=0 m=4x-3z-1=0

r

Solucion:

Tomamos un punto genérico de la recta e igualamos las
distancias desde dicho punto a cada uno de los planos.

Pasamos la recta a forma paramétrica:

x= | +2t
r=qy=-1+3t; teR
z=-2+2t

P(l +2t,— | + 3t,—2 + 2t)

d(Rm) = d(P )

|3(1 +2€) + 4(—1 +3t) — 1| _

[4(1 +2¢) - 3(=2+2¢t) - 1|
V42 + (-3)2 + 02

301 +20) +4(=1 +3 - I| _
5

_ |41 +2t) —3(=2+2t)— ||
5

13(1 +26) + 4(=1 +3t)— 1| = [4(1 +2) — 3(=2 + 2t) — ||

De la igualdad del valor absoluto se deducen dos igual-
dades:
a) 3(1 +2t) +4(-1 +3t) - | =
=4(1 +2t) - 3(-2+2t)— |
I 19 17 5
"= e :>A( 8 16 8)
b) 3(I +2t) +4(-1 +3t)—- | =
=—[4(1 +2t) - 3(-2+2t) - I]
S A O N TR 74
20 10 20’ 10
52. Dados los planos
T=6x—ay+4z+9=0
T'=9%-3y+bz-b=0
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a) determina a y b para que sean paralelos.
b) calcula la distancia entre dichos planos.

Solucion:

2)

b)

Para que los planos sean paralelos, los coeficientes de
las variables tienen que ser proporcionales y no serlo
los términos independientes:

6 _-a_4_ 9

9 3 b -b

a=2,b=6

Para hallar la distancia entre los dos planos paralelos:
T=6x—2y+4z+9=0

T=9%-3y+6z-6=0

se halla un punto P de uno de los planos y se calcula la
distancia desde ese punto P al otro plano:

P'(0,0,1) e '
6:0-2-0+4-1+9 13
d(R TC) = | | = =
V62 + (-2)2 + 42 V56
= |,74 unidades.

53. Calcula alguna recta que sea paralela al plano de ecua-
cién x + z = 2 y corte perpendicularmente a la recta de
ecuaciones:

y+z=0
Solucién:

Para que una recta s sea paralela a un plano, el vector di-
rector de la recta tiene que ser perpendicular al vector
normal al plano.

n(l1,0, 1)

Vector director de la recta del enunciado:

Problemas
55. Calcula la distancia entre las rectas r y s, donde r tiene 5
por ecuacion: U(|5£, 3)
x =3y =5z v =PQ(0, I,-4)
[
la recta s pasa por los puntos P(l, I, 1), Q(Il,2,-3 —
’ pea P P (11 1. Qf ) [AB,u,v]=|15 5 3|=52=0
Solucién: o1 -4
d(rs) = ”ﬁj, vl| Las rectas r y s se cruzan.
’ lux V]| i ]k
x Y z uxv=[I15 5 3[=-23i+60j+ I5k
TU5 53 I
A(0,0,0) er d(r,s) = |52] __ 52 _
B(l, 1. 1) es V(-23)2+ 602+ 152 4354
AB(l, I, 1) = 0,79 unidades.
228 SOLUCIONARIO

v(l,—1,1)

Para que la recta s sea perpendicular a la recta anterior,
sus vectores directores tienen que ser perpendiculares.

Luego estamos buscando un vector perpendicular a n(1,0, 1)
yav(l,—1,1),es decir, su producto vectorial:

u(l,0,—1)
Como nos piden una recta cualquiera, elegimos un punto;
por ejemplo, O(0, 0, 0)

X= t
s=qy= 0;telR
z=—t

54. Escribe la ecuacién de la recta que pasa por los puntos
A(-1,0, 1)y B(l,2,3).Halla los puntos de dicha recta tales

que su distancia al punto C(2,—1, I) es de tres unidades.
Solucion:
A(-1,0,1)
v=AB2,22) | (1,1,1)
x=—1+¢t
r=4y= t;telR
z= |+t

Se toma un punto genérico de la recta:
Pl +tt | +t)
C@2,—-1,1)
d(C,P) =3
VE-32+ @+ 1)2+2=3
(t=3)2+(t+ 1)2+¢2=9

I

t=1,t=—

3

t=1=Q(@,1,2)
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56. Encuentra la ecuacién de la perpendicular comun a las

rectas:
x= 5+¢ x= |+t
r=qy= 6+t;teR s=y= t;teR
z=—1+t z=-1-1t
Solucion:
t s
- T['
v
I
n
________ = -
a) Vector director de la recta r: u(l, I, I); punto
A(5,6,—1)
Vector director de la recta s: v(l, |, —1); punto
B(1,0,—1)
b) Se halla el vector perpendiculara u y v:
i j k
n=[1 | 1[|=-2i+2j=n(-220)] (I,-1,0)

[

c) El plano m, que contiene a la recta r y es perpendicular
as:

x—-5 y—-6 z+|
I I I [=0=
I -1 0

a
Il

>n=x+y—-2z-13=0

El plano ', que contiene a la recta s y es perpendicular

ar:
x—1 y z+]

= | | -1 |=0=>
| -1 0

=S>n'=-x-y-2z-1=0

La recta es:

57. Se consideran el plano T y la recta r siguientes:
n=x+y-2z=6

_ox—=1 _y _z-— |
T T T
Se pide:
a) hallar el punto simétrico de M(I, I, |) respecto del
plano &
b) hallar el punto simétrico de M(l, I, I) respecto de la
recta r

TEMA 7. ESPACIO METRICO

Solucién:
a) El vector normal del plano 7t es n(l, I,-2), que es el
. - .
vector director v(I, |,—2) de la recta perpendicular r
x=1+t
r=qy=1+ t;teR
z=1-2t

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:

l+e+1+t-2(1-2t)-6=0

t=1=P22-1)

Sea M'(x, y, z); se tiene que verificar:

I +x
2

I +y
2

| +z
2

M'3,3,-3)

=2= |l +x=4=>x=3

=2 l+y=4=y=3

=-l=>l+z=-2=z=-3

b) El vector director de la recta r es v(2, 3,—1), que es el
vector normal al plano T perpendicular, n(2,3,-1)

2x=1)+3(y-1)-(z-1)=0
2x+3y—-z—-4=0

Se pasa la recta a forma paramétrica:

x=1+2t
r=1y= 3t; telR
z=1- t

Se sustituyen las variables en la ecuacion del plano:
20 +t)+3-3t—(1-t)—-4=0

| 333
t"4:>Q(2'4’4)

Sea M'(x, y, z); se tiene que verificar:

ﬂ=%=>2+2x=6:>x=2

2
l+y 3 |
=— ar = = —
> 4:>4 4y=6=>y >
l+z 3 |
= — + = = —
> 4:>4 =61z >

I
M2, =

58. Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos en los
puntos P(2, I,3) y Q(l, 3, I), y los otros dos sobre una
recta r que pasa por el punto R(—4,7,-6).

Se pide:
a) ecuacién de la recta r
b) hallar el plano que contiene al cuadrado.

c) calcular los otros dos vértices de este cuadrado y la
longitud de su diagonal.
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Solucion:

a) La recta r pasa por el punto R(—4, 7, —6) y tiene de
vector director:
v =PO(-1,2,-2) || (1,-2,2)
y—7

+ = =
x+4 ) )

b) El plano 7 pasa por el punto P(2, |, 3) y tiene como
vectores directores:

vV =PQ(1,2,-2) || (1,-2,2)

U =PR(=6,6,-9) || (2.-2,3)
x-2 y—-1 z-3
I -2 2 |=0
2 -2 3

2x—y—2z+3=0
c) La recta esta contenida en el plano.

El vértice A del cuadrado es el punto de corte de la
recta r y del plano perpendicular que pasa por

P2, 1,3)

X=—4+ t
r=qy= 7-2t
z=-6+2t

Plano perpendicular a r que pasa por P(2, I, 3):
n=v(l,-2,2)

x—-2-2(y—-1)+2(z-3)=0

Xx—2y+2z-6=0

Se sustituyen las coordenadas de la recta en la ecua-
cion del plano:

4+ t-27—-20)+2(-6+2t)—6=0
t=4

AQ.-1,2)

OB =OP +PA + PO

OB=(21,3) + (-2,-2,—1) + (-1,2,-2)
OB = (-1, 1,0)

B(-1,1,0)

La longitud de la diagonal es la distancia entre los pun-
tosPyB

PB(-3,0,~2)
dRC)=V(3)2+ 02+ (-2)2 =13 =
= 3,6 unidades.

59. Se consideran los puntos:
A(l,1,1),B(0,-2,2),C(-1,0,2),D(2,-1,-2)
a) Calcula la distancia del punto D al plano determina-
do por los puntosA,By C

b) Halla unas ecuaciones cartesianas de la recta que pa-
sa por D y es perpendicular al plano determinado
por los puntosA,By C
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Solucion:
3 dD.my = 1P 1—? Pf;ipé: 2l
D@,-1,-2)
Determinacién del plano m:
Al L 1) em
U=AB(=1,-3,1)|| (1,3,—1)
V=ACE2—1, )| @ 1,=1)
x—1 y—-1 z-1
| 3 -1 1=0
2 | =1
2x+y+5z-8=0
4D = R-2+1-()+5-(2-8 _ 15 _

V22 + |2 + 52 V30
V30

= T = 2,74 unidades.

b) Vector director de la recta r es el vector normal al plano.
n21,5)
D(2,-1,-2)

X—2 z+2

60. Se consideran las rectas:
-1 z—3
= y - y S =

-2 2

a) Calcula la distancia entre ry s

x—2
3

r=x =y=1l-z

b) Halla unas ecuaciones cartesianas de la recta per-
pendicular a r y s, y que corta a ambas.

Solucioén: i
a) d(rs) = —l[?ﬁstT“

AQO,1,3)er

B(2,0,1) es

AB(2,—1,-2)

u(l,-2,2)

V3, 1L,-1)

. 2 -1 -2
[AB,u,v]=|1 -2 2|=-21=%0

31 -1

Las rectas r y s se cruzan.
- >
uxv=(0,7,7)

|-21 21
= =3V2 =424u
72

RN e

SOLUCIONARIO
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b)

61.

t S
- T['
v
T
n
________ = -
Vector director de la recta r: u(l, -2, 2); punto
A0, 1, 3)
Vector director de la recta s: v(3, |, —1); punto
B(2,0, 1)
Se halla el vector perpendicular a U y v:
i j k
n=[l -2 2|=7j+7k=n(0,7,7)| (O, 1,1)

El plano T, que contiene a la recta r y es perpendicular
as:

a
It

=S>n=-4x-y+z-2=0
El plano ', que contiene a la recta s y es perpendicular
ar:

x-2 y z-—1I
T=| 3 | -1 [=0=>
0 | |
=S>n'=2x-3y+3z-7=0
La recta es:

t

4x+ y—- z+2=0
2x—-3y+3z-7=0

Se considera el tetraedro cuyos vértices son los puntos
A(1,0,0),B(l, 1,1),C(-2,1,0) y D(O, I, 3)

a) Calcula la distancia de D al plano determinado por
los puntos A,By C

b) Halla la distancia entre las rectas AC y BD

Solucion:

a)

|Ap, + Bp, + Cp; + D|

VAZ + B2+ C?

d(D, ) =

D(, I, 3)
Determinacién del plano
A(1,0,0) em

U =ABO, 1, 1)

TEMA 7. ESPACIO METRICO

v =AC(=3,1,0)
x—1 y z
0 I 1]=0
-3 I 0
x+3y—-3z-1=0
. + . — . -
4D = [1-0+3-1-3-3-1] _ 7 _
VI2+ 32+ (-3)2 V19
= 1,61 unidades.
|[AB, 4, V1|
b)yd(ns)=—=—=—
)8 = T
A(1,0,0) er
B(I,I,1)es
AB(O, I, 1)
U =AC(=3,1,0)
v =BD(-1,0,2)
. o I 1
[AB,u,v]=|-3 I 0|=7=%0
-1 0 2
Las rectas r y s se cruzan.
uxv=(261)
7] 7
d(r,s) = = = 1,09 unidades.
22+ 62+ 12 4l
62. Sean los puntos P(8, 13,8) y Q(—4,—11,—8). Se conside-
ra el plano m, perpendicular al segmento PQ por su
punto medio.
a) Obtén la ecuacion del plano ©
b) Calcula la proyeccion ortogonal del punto O(0, 0, 0)
sobre T
c) Halla el volumen del tetraedro determinado por los
puntos en los que el plano T corta a los ejes coorde-
nados y el origen de coordenadas.
Solucién:

a) El punto medio del segmento es M(2, I, 0)

n= P6(—I2,—24,—I6) [| (3,6,4)
El plano es:
3x—2)+6(y—1)+4z=0
3x+6y+4z—-12=0

b) Es el punto O', de corte de la recta perpendicular que

pasa por O(0, 0, 0) con el plano obtenido.

Vector director de la recta:

vV=n(3,64)
x =3t
r=qy=6t; telR
z=4t
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63. Seanlarecta r=——=+=
m

Ejercicios y problemas

Se sustituyen las coordenadas de la recta en el plano:
3:3t+6-6t+4-4t-12=0
9t+36t+ 6t—12=0

6lt—12=0
c=J2

6l
(36 72 48

c) Volumen del tetraedro = %I[O_A, OB, O_E:]|

0O(0,0,0)

A es el punto donde corta al eje X,y =0,z=0
A(4,0,0)

B es el punto donde corta al ejeY,x =0,z =0
B(0,2,0)

C es el punto donde corta el eje Z,x =0,y =0

C(0,0,3)

I 4 0 0
|[oA, OB,OC]|=|0 2 o0|=24
0 0 3

[OA, OB, OC]| = 24

Volumen del tetraedro = % -24 =443

z— |
4 2
yelplano m=2x—-y+kz=0

x—1 _y

a) Calcula my k para que la recta sea perpendicular al
plano.

b) Calcula m y k para que la recta esté contenida en el
plano.

Solucion:

a) Para que la recta sea perpendicular al plano, las coor-

denadas del vector director de la recta tienen que ser
proporcionales a las del vector normal al plano.

v(m,4,2)
n2,-1,k)
m_4_2
2 -1k
[
m=-8k= 2

b) Para que la recta esté contenida en el plano:

*A(1,0, I) er tiene que estar en el plano
2:1-0+k-1=0
k=-2
La ecuacion del plano es:
T=2x—y—-2z=0

. 4 .
* El vector director v de la recta r tiene que ser per-
. -
pendicular al vector normal n al plano m:

v(m,4,2)

n2,-1,-2)

Por tanto, su producto escalar tiene que ser cero:
v-n=0

2m-4-4=0

m=4
64. Resuelve las siguientes cuestiones:

a) Halla el lugar geométrico de los puntos que equidis-
tan de los planos de ecuaciones:
n=3x—-4+5=0
m=2x-2y+z+9=0

b) ;Qué puntos del eje Y equidistan de ambos planos,
Ty n?

Solucién:

a) Como los planos no son paralelos, las soluciones son

planos bisectores:

|3x—4y+5| _ |2x—2y+z+9|

V32442402 22422+ )2
[3x—4y +5] _ |2x-2y+z+9|
5 3
3]3x—4y + 5| =5|2x -2y + z + 9|

De esta igualdad de valor absoluto se derivan dos igual-
dades:

33x—4y +5)=5(2x-2y+z+9)
o=x+2y+5z2+30=0
33x—4y + 5) =-52x -2y +z +9)
6'=19x—-22y +5z2+60=0

b) Sea el punto P(0, b, 0) que pertenece al eje Y:

d(Pm) = d(P.)

3:0-4-b+5| _ [2:0-2-b+1-0+9|
«[32+42+02 «[22+22+|2
|-4b+5  |-2b+9|

5 - 3

3|-4b + 5| = 5]-2b + 9|

De esta igualdad de valor absoluto se derivan dos igual-
dades:

3(-4b +5)=5(-2b+9)

b=-15

P(0,-15,0)

3(-4b +5) =—-5(-2b+9)

30
b=-"
I

P(O, %, O)

SOLUCIONARIO
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65. Sean la recta ry el plano w, dados por:

x==1=-2A
r=qy= -A; AeR n=2x-3y+z+1=0
z= 2\

a) Calcula el seno del angulo que forman la recta ry el
plano ©

b) Halla la ecuacion de la recta proyeccion ortogonal
de rsobre

Solucion:
) o o BL
vl - Inl

vVL=1L2) ] (1,1,-2)
n2-3,1)
V-on=-2+3+2=3%0
La rectay el plano se cortan.
[v-n|=3

V="

Il =14

sen o =

33
Ve-\ia o4

b) La recta de proyeccién ortogonal es la que pasa por el
punto de interseccion de la recta con el plano y la pro-
yeccién de cualquier punto de la recta sobre el plano.

* Para hallar el punto P de interseccion de la recta con
el plano, se sustituyen las variables en la ecuacién del

plano:
21=-2) =31 +21A+1=0
=1
"=3
4 1 2
P(‘?‘??)

*SeaA(—1,0,0) € r. Vamos a calcular la recta perpendi-
cular al plano que pasa por este punto A:

u=n(2,-31)
x=—1+2t

s=\y= -3t;teR
z= t

2-1+20)-3(3t)+t+1=0

Ty
(-6 _3 I
77 147 14
La recta pedida pasa por el punto:

4 12
P(‘?‘? ?)

TEMA 7. ESPACIO METRICO

y tiene como vector director:

— (10 5 25

PA(2|,42, 42)||(4,|,—5)

x+43 _ 1 _z-23
4 VT 37 5

66. Considera los puntos
A(1,0,3),B(3,-1,0),C(0,-1,2) y D(a, 4, 1)

Halla a sabiendo que la recta que pasa por Ay B es per-
pendicular a la recta que pasa por Cy D

Solucién:

Los vectores AB y CD tienen que ser perpendiculares:

AB(2,-1,-3)

CD(a, 5,-3)

AB-CD=0

2,-1,-3)- (a,5-3)=0

2a+4=0

a=-2

67. Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto

A(l,0,—1), es perpendicular al planox —y + 2z + | =0
y es paralelo a la recta:
x—2y=0
z=0
Solucién:

* Pasa por el punto A(1,0,—1)
* Si es perpendicular al plano:
x—-y+2z+1=0
Un vector director es:
u=n(l,-1,2)

* Si es paralelo a la recta:

El otro vector director es:
VE2-1,00 ]| 2.1,0)

* Ecuacion del plano:

x—1 'y z+]
| —1 2 [=0
2 | 0
2x—4y-3z-5=0
68. Sear la recta de ecuacién:
. 3x + 2y =0
T ]3x +z=0

a) Halla los puntos de r cuya distancia al origen es de
7 unidades.
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b) Halla la ecuacién del plano perpendicular a r que pa-
sa por el punto P(1,2,—1)

Solucion:

a) Pasamos la recta a paramétricas:

0O(0,0,0) er
v(2,-3,-6)
x= 2t
r=qy=-3t; teR
z= -6t

Un punto genérico de la recta es:
P(2t,—3t,—6t)

d(O,P) =7

VU2 + (=302 + (~6)2 = 7
(26)% + (-3t)2 + (-6t)%2 = 72
t=1l,t=—1

Se obtienen dos puntos:
A(2,-3,-6)
B(-2,3,6)
b) El vector normal al plano es el vector director de la
recta.
n=v(2,-3,-6)
P(1,2,-1)
2x—1)-3(y-2)—-6(z+1)=0
2x—3y—-6z—-2=0

69. Considerael plano 2x +y +2z-4=0

a) Halla el area del triangulo cuyos vértices son los pun-
tos de corte del plano con los ejes coordenados.

b) Calcula la distancia del origen al plano dado.

Solucion:

a) A es el punto donde corta al eje X,y =0,z=0
A(2,0,0)
B es el punto donde corta al ejeY,x =0,z =0
B(0,4,0)
C es el punto donde corta al eje Z,x =0,y =0

C(0,0,2)

Area del triangulo = % AB x AC
AB(-2,4,0)

AC(-2,0,2)

AB x AC = (8, 4,8)

|AB x AC| =82+ 42 + 82 = 2

Area del triangulo = %| 12| = 6 unidades cuadradas.
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|Ap, + Bp, + Cp; + D|

b) d(P. ) =

) d(Rm) —a

P(0, 0, 0)

dpmy =270+ 104204 _ 4]

«l22+|2+22 3

=% = 1,33 unidades.

70. Halla el punto del plano de ecuacién x—z =3 que es-

td mas cerca del punto P(3, |, 4), asi como la distancia
entre el punto Py el plano dado.

Solucion:

* El punto mas cercano es la interseccion del plano con la
recta perpendicular que pasa por el punto P(3, I, 4)

El vector director de la recta perpendicular es el vector
normal al plano:

XxX=3+t
v=n(l,0,-)=>r={y=1 ;teR
z=4-t

Se sustituyen las variables en la ecuacidn del plano:
J+t-(4-t)=3=t=2
P'(5 1,2)
- PP'(2,0,-2)
|I$'| =22 unidades.

71. Dada la recta:

x—y -=-5=0
x—-3y—-z-7=0

a) calcula un punto R de la recta r que equidiste de los
puntos P(1,0,— 1)y Q(2, 1, I)

b) calcula el drea del tridngulo determinado por los
puntos BQyR

r

Solucion:

a) Pasamos la recta a paramétricas y tomamos un pun-
to R genérico:

A(5,0,-2)
v(l, 1,-2)
x= 5+t
r=qy= t;teR
z=-2-2t

RG +t,t,—2 — 2t)
d(PR) = d(Q,R)

PR(4 +t,t,— | —2t)
QR +t,t— I,-3-2¢)

SOLUCIONARIO
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VEA+02+ 2+ (-1 -202 =

=V@E+ )2+ (t— 1)2 + (-3 - 2¢)2
@+t2+e2+ (-1 -2t)?2=
=3+ )2+ (t— 1)+ (-3 - 2)?

9 |
R[Z -1
)

, |  — —
b) Area del triangulo = ?|PR x QR|

(7 |
PR|<,——,0
[z
> (5 3
R[Z,-=,-2
R3]

PR x QR = (1,7,-4)
IPRx QR| =12+ 72+ (-4)2 = V66 = 8,121

. |
Area del tridangulo = ?|8,I2| = 4,06 u?

72. Consideremos el punto P(I,0,—1) y la recta r, dada por
_|x+y=0
r_{z—|=0
a) Halla el punto de la recta r mas cercano a P
b) Calcula la distancia entre Py r

c) Determina el plano que pasa por el punto Py con-
tienea la rectar

Solucion:

a) El punto méds cercano es la interseccién de la recta con
el plano perpendicular que pasa por el punto P(1,0,—1)

El vector normal al plano perpendicular es el vector di-
rector de la recta:

n=v(l,-1,0)
x—1-y=0
x—y—1=0
Pasamos la recta a forma paramétrica:
A(0,0, I)
v(l,-1,0)
X= t
r=qy=-t; telR
z=|

Sustituyendo estas variables en la ecuacién del plano,
se tiene:
t+t—1=0

I

t=—
2

TEMA 7. ESPACIO METRICO

I
El to es:Bl—,—— |
punto es (2 ) )

b) d(P.r) = d(P. B)

S

PB(—E,—E,Z)
d(PB) =V (1/2)2 + (-1/2)2 + 22 =92 =
3 _3\2

\2 2

c) El plano pedido pasa por los puntos P(l, 0, —1),
A(0,0, I) y otro punto cualquiera de la recta r

= 2,12 unidades

Por ejemplo, para t = | se obtiene:

C(l,-1,1)
Los vectores directores del plano son:
U = AP(1,0,-2)
v =AC(l,~1,0)

n=2,-2,-1) [ (2,2,1)
Tomando el punto A(0, 0, I)
2x+2y+z—-1=0

73. Calcula todos los planos perpendiculares a la recta r,
de ecuaciones paramétricas:

x=—10+ 5t
r=4y=100 ;teR
z=250- 12t

que se encuentra a 2 unidades de distancia del punto
P(2,-7,1)
Solucién:

. - , -
El vector director v de la recta r sera el vector normal n
a los planos © perpendiculares:

n=v(5,0-12)
Las ecuaciones de dichos planos serdn de la forma:
n=5x-12z+k=0
Se tiene que verificar:
d(Pm) =2
|AP| + BPz + CP3 + Dl

d(P m) =
VA? + B2 + C?
PQ,-7,1)

. P — . = +
= 5-2+0-(7)-12-1+k _| 2|3k|
V52 + 02 + (-12)2
-2+ Kk _
3 -2
-2+ k| =26

De la igualdad de valor absoluto se deducen dos igual-
dades:
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—2+k=126
k=28
—2+k=-26
k=-24

Luego se obtienen dos planos de ecuaciones:
T, =5x—-122+28=0
T,=5x—-122-24=0

74. Dados los puntos
A(l, 1, 1),B(-1,3,1),C(1,0,0) y D(0, 2,0)
halla el punto P perteneciente a la recta determinada

por A y B tal que el triangulo CDP sea rectangulo con
hipotenusa CP

Solucion:

Recta determinada por Ay B:
vV = AB(=2,2,0) || (1,-1,0)

| +t
l-t;telR
|

X
r=3Yy
z

Un punto genérico de la recta r es:
Pl +¢1-t1)

Si la hipotenusa es CP, entonces los otros dos lados son
perpendiculares:

CD 1 DP
Por lo tanto:
CD-DP=0
CD(-1,2,0)

DP(l +t,—1 -t 1)
=120 (1 +t,—-1-¢t1)=0
-3t-3=0

t=—1

El punto P es: P(0, 2, |)

75. De los planos paralelos al plano x +y + z = 8, halla los
que determinan_con los ejes de coordenadas un trian-
gulo de area 8V3

Solucion:
Los planos paralelos tienen de ecuacién:
X+ty+z=m
Este plano corta a los ejes en los puntos:
A(m, 0,0), B(0,m,0), C(0,0,m)
Area del triangulo = %L@ X Az".|

AB(=m, m, 0)
AC(=m, 0,m)

236

ABXAC=[-m m 0|=m2i+m?}+mZk
-m 0 m

|AB x AC| = Vm* + m* + m* = m2\3
AE

& I
Area del tridngulo = ?|m2\/§| = - m

Por lo tanto:

2
m2 =16
m =14

Para m = 4, se obtiene el plano:
xty+z=4
Para m = —4, se obtiene el plano:

x+ty+z=-4

76. Larecta:
x=-2+3t
r=qy= 4-2t;telR
z=-6+5t
corta al plano x —y —2z = | en el punto A,y al plano

x+y—z=0enel punto B
Si O es el origen de coordenadas:

a) halla el angulo que forman los vectores OA y O

b) halla el area del triangulo OAB

Solucion:

Para hallar el punto A, se sustituyen las variables de la rec-
ta en la ecuacién del plano:

—2+3t—(4-2t)—2(-6+5¢t) = |
t=|
A(l,2,-1)

Para hallar el punto B, se sustituyen las variables de la rec-
ta en la ecuacién del plano:

—2+3t+4-2t—(-6+5t)=0
t=2
B(4,0,4)
a) OA(1,2,-1)

OB(4,0,4)

Se observa que su producto escalar es cero:

(1,2,-1)-(4,0,49) =0
Por tanto, son perpendiculares:
o =90°

SOLUCIONARIO
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b) Area del triangulo OAB:
Como OA L OB

Area del triangulo = %|6A| : |(§B|
|OA| = V6
|OB| = 42

Area del tridngulo = %\/Z 42 =43 =693 u?

77. Considera los puntos A(-5,2,4),B(-3,2,0) y la recta

x— | z
r= —y=—
3 77
a) Calcula la recta que corta perpendicularmente a r y

pasa por B

b) Se considera el rectangulo que tiene dos vértices en
Ay B,y uno de los lados que pasa por A esta conte-
nido en la recta r. Calcula su area.

Solucion:

a) Hay que hallar el plano perpendicular a la recta r que
pasa por B y luego hallar el punto de interseccién P de
dicho plano con la recta dada. La recta pedida es la que
pasa por By P:

n=v(312)
El plano es:
-3(x+3)+y-2+2z=0
3x-y—-2z+11=0

Pasamos la recta a forma paramétrica:

x=1-3t
r=4y= t;telR
z= 2t

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:
3(1-3t)—t—2-2t+ 11=0
t= 1
P(-2,1,2)
Ecuacién de la recta que pasa por By P
Punto: B(—3, 2, 0)
U =BP(l,-1,2)
b) El punto A(-5,2,4) er
El drea del tridngulo es:

Area = |AP| - |BP|

AP(3,-1,-2)
|AP| = V14
BP(I, 1,-2)

1BP| =6
Area del tridngulo = \/ﬁ : \/Z = 2\/5 =917 u?

TEMA 7. ESPACIO METRICO

78. Dada la recta:

3x-y+z=0
r=
X—y =1
a) determina la ecuacién de la recta s que pasa por el
punto P(2,—1,0) y corta perpendicularmente a r

b) obtén, explicando el procedimiento utilizado, una rec-
ta paralela a s que se cruce con r

Solucion:

a) Hay que hallar el plano perpendicular a la recta r y lue-
go hallar el punto de interseccién de dicho plano con
la recta.

La recta pedida es la que pasa por P y el punto de in-
terseccion.

El vector director de la recta es el vector normal al
plano:

n=v(l,1,-2)

El plano perpendicular que pasa por P(2,—1,0) es:
x—2+y+1-2z=0

n=x+ty—-2z—1=0
Pasamos la recta a forma paramétrica:
A(l1,0,-3) er
x= |+t
r=4y= t
z=-3-2t

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:
l+t+t-2(-3-2t)-1=0

-3
ST
I 3 3
oft-2-3)
Ecuacién de la recta que pasa por Py Q
P(2,-1,0)
> 71 3
PQ( yapy 2)||(7,—I,6)
o= x=2 _ y+ | _z
-7 -1 6

b) Cualquier recta paralela a s que esté en el plano per-
pendicular que hemos calculado y que no pase por el
punto Q; por ejemplo:

R(I,0,0) e

_x-l_Yy _z

-7 -1 6

79. Dadoelplanom=3x+my+z=6

a) calcula m para que la recta r que pasa por el punto
P(l, 1,2) y es perpendicular a este plano 7, sea para-
lela al plano: m, =x—-y =3

b) calcula la distancia de la recta r al origen.
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Solucién:
a) Recta perpendicular que pasa por P

El vector normal al plano es el vector director de la
recta:

Esta recta es paralela al plano 7, si el vector de la rec-
ta es perpendicular al vector normal al plano; por tan-
to, el producto escalar tiene que ser cero.

B,m,1)-(l,-1,00=0

3-m=0

m=3

Ecuacion de la recta:
x=1 _y-l

r=—j =3 =z-2
|AP x|
b) d(P,r)=T
0(0,0,0)
P(I,1,2) er
oP(1, 1,2)
V3.3, 1)
OP x v = (-5,5,0)
|OP x V| = 5V2

V=19
_5\2

—— = 1,62 unidades.

V19

d(Rr)

80. Dado el punto P(1, I, 1) y la recta:

x=1+t
r=qy=I1- t;teR
z=3+12t
a) calcula la distancia del punto P(I, I, 1) alarectar

b) comprueba si los puntos A(l, 1, 3) y B(0, 2, ) perte-
necen a la recta r, y determina el area del triangu-
lo PAB

Solucion:

|AP x V|
a) d(Pr) = T

P(IL 1, 1)
A(lL1,3)er
AP(0,0,-2)
v(l,-1,2)

AP xV = (=2,-2,0)
IAP x v| = 2\2
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V| =Ve
22 _2\3

——— = 1,15 unidades.

\e 3

b) En las ecuaciones de la recta para t = 0, se obtiene el
punto A

dPr) =

En las ecuaciones de la recta para t = —1, se obtiene el
punto B

Area del triangulo = %Mté X ATI3|
AB(-1,1,-2)

AP(0,0,-2)

AB x AP = (-2,-2,0)

|AB x AP| = 2V2

Area del triangulo = %|2\E| =2 = 141 u?

81. Resuelve las siguientes cuestiones:

a) Determina la distancia del punto P(12,—1, 1) a la rec-
ta r que pasa por el punto A(l, I, |) y que tiene co-
mo vector de direccion el vector v(3, 4, 0)

b) Encuentra qué punto (o puntos) de la recta r deter-

mina (o determinan) junto con A y P un triangulo de
area igual a 50 unidades cuadradas.

Solucion:
|AP x V|
a) d(Pr) = T
P(12,—1,1)
AL er
AP(11,-2,0)
v(3,4,0)
AP xV = (0,0, 50)
|AP x V| = 50
V=5

d(Pr) = 55—0 = |0 unidades.

, | , — —
b) Area del tridngulo = ?|AP x AQ|

Las ecuaciones paramétricas de la recta r son:

Q(l +3¢, I +4¢,1)
Area del triangulo APQ = 50

o AP x AQ| = 50

AP(11,-2,0)

SOLUCIONARIO
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AQ(3t, 4t,0)

AP x AQ = (0,0, 50t)
|

—|50¢| = 50

~Isoq
[t|=2=t+2

Parat=2= Q(7,9, )
Parat=-2 = Q'(-5,-7, 1)

82. Se considera un paralelepipedo de bases ABCD vy
EFGH, siendo A(I, I, 1) B(2, 1, 1),C(2,4, 1) y D(l,2,7)

a) Halla el area de una de las bases.
b) Calcula el volumen del paralelepipedo.

c) Halla la distancia entre las bases.

Solucion:

a) Area del paralelogramo = |A?B X AE|

AB(1,0,0)

AC(1,3,0)

L

BxAC=|I 0 0]=3k
I 3 0

Area del paralelogramo ABCD = 3 u?2

b) Volumen del paralelepipedo = |[A73 AC, ATD]|
AB(1,0,0)

AC(1,3,0)

AD(0, 1, 6)

. |t o o

|[AB,AC,AD]|=|1 3 o0|=18
0 1 6

[AB, AC, AD]| = 18

Volumen del paralelepipedo = 18 u3

c) La distancia entre las bases es la longitud de la altura.
Volumen del paralelepipedo = A; - H
18 = 3H = H = 6 unidades.

Para profundizar

83. Sea r| la recta que pasa por los puntos A(0, 0, 0) y
B(80, 10, 0) y sea r, la recta que pasa por C(0, 0, 10)
y D(m, 10, 10).

a) Obtén la distancia que hay entre r; y r,

b) Justifica geométricamente que la distancia entre r y
r, es independiente del valor de m

TEMA 7. ESPACIO METRICO

Solucién:
_IAG, 6,V
a) d(r,s) = T
A(0,0,0) r
C(0,0,10) s
AC(0,0, 10)
U = AB(80, 10, 0)
v = CD(m, 10,0)
. 0 0 10
[AC,u,v]=|80 10 0|=8000- 100m
m 10 0
i j k
Uxv=[80 10 0|=(800-I10m)k
m 10 0
8000 — 100
d(r,s) = ﬁ = 10 unidades.

b) La recta r, estd contenida en el planoz =0y larectar,
esta contenida en el planoz = |10

La distancia entre ellas es la distancia que hay entre
ambos planos, es decir, de 10 unidades.

84. Dadoselplanom=x+y+z=1,larecta
r=(xyz) = (1,00 +A0,1,1) A eR
y el punto P(1, I, 0):

a) halla la ecuacién de una recta s que sea perpendicu-
lar a Ty pase por P

b) halla el punto P', simétrico de P respecto de r

c) halla el punto P", simétrico de P respecto de &t

Solucion:

a) El vector director de la recta s es el vector normal al

plano 7
v=n(l, 1,1
s=x—-l=y-1=z

b) Tenemos que hallar, en primer lugar, el punto de inter-
seccion de la recta r con el plano perpendicular que
pasa por Py ése sera el punto medio entre P y P'

El plano perpendicular tiene como vector normal el
vector director de la recta r

u=n'0,1,1)
y—1+z=0
y+tz=1

Un punto genérico de la recta r es:
M1, %)
Se sustituyen sus coordenadas en la ecuacion del plano:

A+tA-1=0

-
}”'2
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(4

Sea P'(x,y, z)

+

Xt o Sxtl=2x=1
2

+
y2|=—=>y+|=I=>y=0
i1,

2 2

P(1,0, 1)

85. Resuelve las siguientes cuestiones:
a) Halla un punto A que esté sobre la recta:
y=1+ x
; R
{z =1+2x €
que diste del punto B(l,0, I) el doble que del punto
C(0, 0, 0) y que esté por debajo del plano XY

b) Halla la proyeccién ortogonal de C sobre la recta BP,
donde P es el punto en el que la recta dada en el
apartado anterior corta al planoYZ

Solucion:
a) Un punto genérico de la recta estA(t, | +¢t, | + 2t)
B(1,0, 1)
BA(t— It + 1,2t)
dB, A) = V(t— 1)2 + (¢t + )2 + (2t)?
C(0,0,0)
CA@L, | +1t, 1 +2t)
d(C,A) = V2 + (£ + 1) + (I + 2¢)2

240

d(B.A) = 2d(C.A)

V= 12+ e+ )2+ (202 =

=2V + (e + )2+ (1 +20)2

|
t=—-1l,t=——

3
Parat=—-1 = A(-1,0,—1)

| o121
Parat = 3 :>A( 3,3,3)

Como se pide que esté por debajo del plano XY, la z
tiene que ser negativa.

Es el punto:A(-1,0,—1)

b) La proyeccién ortogonal es el punto de corte de la
recta BP con el plano perpendicular que pasa por C
Se halla el punto P en primer lugar.

En el planoYZ,x =0
PO, I, 1)
Recta BP:

U =BP(I,1,0) || (1,-1,0)

t
Recta BP = -t
|

N < X
1

Plano que pasa por C y es perpendicular a la recta BP

x—-y=0
Interseccion de recta y plano:
t—(l-t)=0
t=
2

1)

SOLUCIONARIO
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Linux/Windows WiRis

Paso a paso

Windows Derive [/

86. Halla d(P, 1), siendo: P(2, — 3, 5)
x—1 _y+ 6 _z

4 -2 3

Representa el punto Py la recta r

r

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

87. Halla el valor de k para que los siguientes planos
sean perpendiculares y represéntalos:

n=x-4y+1=0
nw=2x+ky—-32-8=0
Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

Practica

88. Halla la ecuacién de la recta que corta perpendicu-
larmente a las siguientes rectas y representa las tres
rectas:

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

89. Halla el punto simétrico Q del punto P(2, -3, -5)
respecto del punto M(3, 1, -1)

Representa los puntos B, M, Q y el segmento PQ

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

90. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es y eclige
Matemaiticas, curso y tema.

91. Dado los puntos A(3, —4, 1) y B(5, 1, 4), halla la

distancia de A a B y representa el segmento AB

Solucién:

| Ejareicie @
A := punbold, =4, 1) == purts(3, =4, 1}
B o= purtels, 1, 4] = punto(s,1,4)
distancialf, B) == /38
V3B = 5184
diA, B) =8 18 unkdades
dibujardd] A, (color = nzul, temafo_punts = B])
dibujardd{8, {color = verde, famanfo_punto = B}
|| dlbgjarddsegmantalA, B), {celor = raje, anchura_linea = 7}

M
WiRS
|z e wie@es sl |

TEMA 7. ESPACIO METRICO

92. Calcula la distancia que hay entre las rectas si-
guientes y represéntalas:

x= 1+6t 3 )

r=qy=—4+ t;teR sEX; —y=2F

z= 3 -2t -3
Solucién:
| Ejercicio 92

{| A = punto1, -4, 3) = puntofi,-4,3)
lu=[6,1.—-3] == [61,-%]
B purtafd, 0, =1] == punds{d0 =1)
w=f2 1, -8] == [2,1,-5]
AR = vector{A, B) == [2.4, -4]
24 -4
- B ]
21 -5

= B2

[usw] = o700
12|
3 701
| dir, 8) = 3,10 unddmdes
r=reciafA, U} == =g+E-yeJSs0NE+d -y+5-2=0
dibujar3dir, {color = roja, anchurs_lines = 23
I8 = pecta{B, ¥] =+ =x+2-yeIalMx+13-¢¢3-220
| dibujarddis, (color = axul, anchiura_linea = 37)

= J AT
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93. Calcula el plano mediador del segmento que tiene
por extremos los puntos.

A(2,-3,5) yB(4,-1,-3)

Representa el segmento AB y el plano mediador.

Solucién:

[E}mu:iu:

| A = punbedZ, -3, &) == punia(l, -35)
|8 = pumte(d, -1, -3) = puntn(d,~1,-1)
A;B - 3213

i n = vected A, B} == [2.2,-8]

(pEplene =3 ye 2 2=1] [, =0] =0] == gep=d-peInd
| dibujarIdiA, feolor = axul, tamanio_pusta = E])
imu.{em = gimn, tarmane_punbs = B])

{ dujardd{wegmanto| A, BY, {color = cian, anchura_linea = Ijj

| dibujar3diM, [ooler = rojo. tamefio_punio = 05

| disujarddip, eelor = vardel)
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94. Halla la distancia que hay desde el punto P(4, -1, 3)
al plano: t=2x-3y +52-7=0
Representa el punto Py el plano 7

Solucién:

[ﬂ-r:l:h:-u
P:w purte(d, =1, 3} == purds(d,=1,3)
p=plano(2n -y + 62~ 7=0) = 2.a-3.y+52-7=0

| distanciaiP, p} == JTH
@ - ) OEFD

d[P, p) = 3,08 unidaden

|p=planc{x - Iy + 5z~ T=0] =+ 2 g-3.ye5-z-T=0
| dibujardd|P, {color = azud, temafo_purto = &}

| dibujarda]p, {coled = refall

95. Calcula la distancia que hay entre la recta y el pla-
no siguientes:

= x=2 _ y+5 -,
3 -4
n=06x+7y—10z+9=0
Representa la recta r y el plano 7

Solucién:

| Ejercicio 56
A = pune[Z, - 0] — puris[2, -5.0)
p = plena{By & Ty - 10z + 8 =0} = B-xs7-y-10-zs@=0

1l 188
disancia(A, Bl = L
1+ 185
T = 10399

dir, g) = 1,00 unéidades

[ w=[3, -4 -1] = [3,-4,-1]

O rpcka A, W) = Ao Sy TR0 - gl e T -2R0
dibujerddr, (colar = reja, anchurs_Bnaa = 4f)
p=planaiiy = Ty - 102 = 0 =0) = G.x=T y-10-2=G=0
dibujardap, {oolor = wardel)

SOLUCIONARIO
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0 g

=
-
28

96. Calcula la distancia que hay entre los planos si-
guientes:

n'=x-3y-22+4=0
T =2x—-6y—-42-7=0
Representa ambos planos.

Solucién:

" Ejercicio 96

|p=plano(x - 3y ~ 22+ 4 = 0] = ¥=3.y-2 2ed=0

| q = plano(2x - By - 42 - 7= 0] = 2.6 y-d.z-T=0
| ditujar3d g, {coler = cian}] == inbleral

1844
distencis(p, gl == =

1i;!.1-l o S
d(P. p) = 2 unidades
| dibujar3dp, {color = rosal]
| dibujar3dia. {coler = clan}]

TEMA 7. ESPACIO METRICO

97. Calcula el plano bisector de los planos:
T=x+2y—22=5
T =8x—-4y+z=3

Representa los cuatro planos.

Solucién:

art ¥
o

FIRL: |
T

o v ST T T I I T I

a2
i

il
i3

i
i
’;

s

BLEL LR o]
e

e LR T
e

filil
Felals

!.

98. Halla el valor de k para que las siguientes rectas
sean perpendiculares:

2 l X=—3+2t
rEX_ =y+3=Z— S=4qy = S+kt;telR
5 4 -2
Z=—2— t

Representa ambas rectas.
Solucién:

' Ejercicio 58

| A 1= punto(2, -3, 1) = punto(2,-3,1)
|u=[54, -3 = [54.-2]

| B m purdel =3, 6, =2) =+ purte(=15 =2)
[w=[2 k& =1] = [2k-1]

| repobver{u - ¥ =0] = {{k=-3}}

|w=[2, =3, =1] = [2,-3,~1]

| r=rectafA, uj = -d-x+5.9+TI=0N2 0+l y+ 23220
| 8= rectalB, ¥] =+ ~3-g=2-y+ 18011 T -yer=0
| dibujarIcr, {ealar = roja, anchura_lines = 4}

| dibujardale, {color = azul. anchura_linea = 4]
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99. Justifica por qué la recta r y el plano 7 son perpen-
diculares:

x+1 _y+4
2 -1
nm=4x-2y+22+7=0

Representa la recta y el plano.

r

=z

Solucién:

Ejercicio 29

| A = punto{-1, =4, 0] = punto{-1,-4,d)

v =[2 =1, 1] = B -1,1]

[ rmrectafl, v) == xel ye@mldfi=4 -xeyef-2ul

P plarefdy = 2y & 2F ¢ T Q] = 4.g=0-y+2 - 2+TE0
In=[d4 -2 2] = [4,-22)

La recta y ol plano son perpendiculares porque

|am wectores ¥ ¥ mEon proporcicnales.

| dibujarddir, {color = rojo, anchira_linea = 41

| dibujardcdp, (colar = axul}] == isblerad
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100. Halla el punto Q simétrico del punto P(2, -3, 5)
respecto de la recta:

p=X=8_y+2 3
5 2
Representa los puntos Py Q y la recta r
Solucién:
Ejergicio 100

| P 1= punto{2, -3, §) = punto |z, -3,5)

{ A= plantodd, =2, 3) = pumte (B, -2,3]
{W¥m[§ I 1] = [62.1]

(r=rectafA, v] =¢ -2.x+8.ype2f=0 -8 u+T y+25-z=0
|p = planofP, v] =+ 8-x+3-ysz-0=0
|M=rnp = {(3.-42)}

| M= puntof { {3, -4.2)}] =+ [3,-4,2)

(B =2-M-P = (4,-8-1)

| dibajardd{ P, {color = magenta, tamafio_punto = B}
| dibujard{Q, {coler = rojo, tamafo_punto = &)}

| dibujar3d{M, {colar = verde, tamafio_punto = B}

| PO = segmento(P, Q) = (2,-3,8)- (4-5,~1]

| dibujardd{PO, {color = cian, anchura_linea = 2}

| dibajar3dir, {caler = azul, snchura_nea = 4})

| dibujar3dip, {color = rosa})

SOLUCIONARIO
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101. Halla el punto P' simétrico del punto P(3, —4, 4)

respecto del plano:
n=2x-3y+22-9=0
Representa los puntos Py P' y el plano m

Solucién:

| Ejercicio 101

|P = puntold, -4, 4) == punto(d, -4.4)
|p=plano{2x =Ty + 22 -8=0) = 2.x=3.y+2.2-6=0
[n=[2-3,1] == [2,-3.12]

| r= ractalP, nj =+ =3-x=2-yeisb=d g=2-y+ 2=l
[M=piAr=+ {{1,-13]}

|“-m{"i_1|=l}1 = “i-1I=I

Q=2 -M=P = (=120

| dibujas3dP, [cclor = magents. tamafo_punta = @)}

| dibujsr3 Q. {coler = nojo, amafo_punta = §))

| dibujar3ei M, {colar = virds, tamano_purta = 8]}

| PQ = segmento(P, Q) =+ (3,~4,4)=[=1,2,0)

| dibujar3a{PQ, {color = clan, anchura_lines = 23)

| dibujarddir, {ealor = azul, anchusa_lines = 4})

| dibujardip, (eolar = narsnial)

TEMA 7. ESPACIO METRICO
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