9 Limites, continuidad

y asintotas

1. Limite de una funcidn en un punto

W Piensa y calcula

Completa mentalmente la tabla siguiente:

Solucion:
X 1,9 1,99 1,999 - 2 - 2,001 2,01 2,1
f(x) =x+ | 29 2,99 2,999 - 3 - 3,001 3,01 3,1
® Aplica la teoria
I. Observando la gréfica, halla el limite en cada caso;si no Siempre que 0 < [x — I| < | = /3, se tiene

existe, justificalo:

a) lim f(x) b) lim g(x)
x—3 x—3

AY AY

f(x) g

X
Y X

Solucion:

a) lim fx) = 4

b) lim g(x) no existe porque los limites laterales son
x—3
distintos.

lim g(x) =—2; lim g(x) = |
x—3" x—3*
2. Demuestra que el IimI (3x+2)=5
xX—

Solucion:

Hay que demostrar que para todo € > 0, existe un 6 > 0
tal que

|3x + 2 — 5| < £ siempre que 0 < |[x — || < &
I3 +2-5|=[3x=3| = 3(x = 1)| = 3] - ||

Para cualquier € > 0, se puede tomar 0 = €/3 y se cumple
la condicion:
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|2x—2—5|=3|x—||<3%=e

3. Completa las tablas para estimar el limite en cada caso:

X 09 099 099 - 1
f(x) = x% - | —
X 1 1,01 1,001 — 1
f(x) = x% - | —

a) lim_ x2=1) b) lim_ x2-1)

Solucion:
X 0,9 0,99 0999 —> 1
f(x) = x2—1 -0,19 -0,0199 —-0,001999 — 0
X 1,1 1,01 1,001 - |
f(x) = x2 — | 0,21 0,0201 0,002 — 0

a) lim (¢~ 1)=0 b) lim, (<2~ 1) =0

4. Calcula mentalmente los siguientes limites:

2x
lim (3 —2x + | b) Ii
a)xTZ(X % ) )XT3X+3
o) lim \x2 + 4 d) lim 5%-2
x—0 x—2
e) lim L (4x +2) f) lim sen (2x + m)
x— | xX—>m/2
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Solucion:
a) lim (x3—2x+ 1)=8-4+1=5
x—2

2x 6

36

c) I|’mo Vx2+4 =4 =2
X—

d) lim 5%-2=50= |

x—2

e) limL(4x+2)=L6
x— |

f) lim sen (2x + m) =sen2w =0
x—>T/2

2. Limite de una funcion en el infinito

W Piensa y calcula

Completa mentalmente la siguiente tabla:

cilando continuamente entre —1| y |

No se acerca a ninglin valor cuando la x tiende a —co

lim g(x) no existe porque la funcién sen x estd osci-
X— too

lando continuamente entre — | y |

No se acerca a ninglin valor cuando la x tiende a + oo

6. Indica si los siguientes limites son infinitos, un nimero
o una indeterminacion:

a) lim (x®+3x) b) I_|)n30° (x% - 3x)

X— too
o lim 27 d) lim x>
X—> +oo X— too

Solucion:
X —o¢« —1000 -100 -I10 -1 I 10 100 1000 — +o
f(x) = 1/x 0 -000I -001 -0, -l I 0,l 0,01 0,00l 0
® Aplica la teoria
5. Usa la gréifica para estimar el limite en cada caso;y si no . log x i X
existe, justificalo: - e) e f) am N
a) lim f(x), lim f(x) siendo f(x) = 2 \x 5
X—>—00 X—>+oo x— | , . e
g lim ( 5 ) h) lim T ae
b) lim g(x), lim g(x) siendo g(x) = sen x xote | X5 =5 xote L(x+3)
X—>—co X—> teo
AY AY ) lim x2- 27X ) lim (Vx2+x —3x)
X—> +oo0 X—>—00
f(x) /= x+ g(x) =/sen x »
x| I Solucién:
Z( /\ Z( a) 0o + oo = + o0
N - N b) [ — o] = lim X2 = +oo
X—>too
(Observa que: lim x2> lim 3x
X—> +oo X—>+teo
I
Solucién: c) - 0
a) xll)njw f(x) =1, XI_I)n:w f(x) = 1 d) TO_S =0
o g oz z f = L 11 < | 2
b) xl_l)njw g(x) no existe porque la funcién sen x esti os- e) _(x,] 0 (Observa que: X'_')";'w log x x'_')";‘w X )

f) %] Indeterminado.

g) [1=°] Indeterminado.

h) f] = dhes

(o]

(Observa que: lim e<=°> lim L(x+ 5))
X— too X— too

i) lim X—Z:[g]:o

X— too 2X

(Observa que: lim x2< lim 2")
X— too X—>+eo

l) 0o + 0o = 00

TEMA 9. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS
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3. Limites de funciones polindmicas y racionales

W Piensa y calcula

Indica cual de las siguientes expresiones es determinada, y calcula el resultado, y cual indeterminada:
4 0 0 5 oo
00)3 b) o3 — d) — — - —_—
2) (=) ) 95 )% 9% 0> 9~
Solucién:
4 0
—°O3=—<x> <x>3:<x> — = oo —_—=
2) (~=<) b) 93 d) 4 =0
0 . 5 o ,
e) 0 Indeterminado. ) -=0 g) = Indeterminada.
® Aplica la teoria
7. Calcula los limites siguientes: 10. Calcula los limites siguientes:
im (—x5 + x2 (=3 _ 24 24
3) lim & *xE+3)  b) lim (x+ 5x—4) 2) lim 3 b) lim %2
x—>+e X7+ 2X x—+eo X+ |
Solucién: Solucién:
7 ) 2) 0 b) 3
8. Calcula los limites siguientes:
2 2 1. Calcula los limites siguientes:
, X —X X+ 2x-3
DN S st M e e X3+ | 5x* — x
X2l X XEEX X3 xmEXx a) lim (= -x b) lim 5 - 2x
x—+eo | X5+ 2 x>+ | X5+ 3
Solucion:
+ 2 4
a) 112 b) 2 9 lim (3x | x 3)
X—>+oo 2 X
9. Calcula los limites siguientes: 3 N
, x° — 4x X
i, 2 b) lim X+ 2 9l (22 |_7)
a)xl)nj2 <+ )XT)']le_I x—>>+oo | 2X% —
Solucion: Solucion:
. x+5 . x+5 a) 0
a) XE}":'Z_ x+2 7 xinjr a b) +o
+2 X +2 €) +oo
b) lim X% = - li = +oo
) Jim | A | d)-2

4. Limites de funciones irracionales y potenciales-exponenciales

M Piensa y calcula

Indica cudl de las siguientes expresiones es determinada, calcula el resultado, y cuél indeterminada:

a) V+oo b) +o0 — oo €) o0 d) 3*= e) 0° f) I
Solucién:
a) +oo b) Indeterminada. c) Indeterminada.
d) +oo e) Indeterminada. f) Indeterminada.
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® Aplica la teoria

12. Calcula, si existen, los siguientes limites: I5. Calcula los limites siguientes:
a) lim Vx-5 b) lim Vx-5 . N4+x-2
x—>5 x—>5* a) lim ———~
x—0 X
Solucion:
: . V6+x—-3
a) No existe. b) 0 b) lim ————
x—3 x—3
13. Calcula, si existen, los siguientes limites: Solucién:
a) lim Vx-3 b) lim Vx-3 a) 174 b) 1/6
X—>—c0 X—>+oo
Solucién: 16. Calcula los limites siguientes:
a) No existe. b) +oo ) x+5\%
3) xln:w x+2
14. Calcula los limites siguientes: 24 \x*!
m [ X e
a) lim (bE+1-x) b) lim (3x+Vox2+x) b) Jim, (3x_|)* !
Solucion: Solucién:
a) 0 b) —1/6 a) &3 bye ! = l/e

5. Continuidad

B Piensa y calcula

Indica en qué valores es discontinua la funcién parte entera del " grafico del margen:

Solucion:

En los valores enteros en los que tiene una discontinuidad de salto finito.

® Aplica la teoria

17. A la vista de la grafica, clasifica las discontinuidades de
las siguientes funciones:

Solucion:

a) Tiene una discontinuidad evitable en x = 3, que se

2) AY b) AY evita haciendo f(3) = 6
2-19 . q A . . q
S / y=X V b) Tiene una discontinuidad de |* especie de salto infini-
=g toenx=—lyx=1|
X X c) Tiene una discontinuidad de |? especie de salto finito

| en los valores enteros.

d) Tiene una discontinuidad de 2* especie en los valores

x=—-lyx=l|
©)
1Y 18. Representa y estudia la continuidad de las siguientes
funciones:
y = x +|Ent(x) 5 ) 5
X _ )2 six <
> a) fx) {x2—2x+ | six>2
/] »-2  six<|
b =
) &) {L X six> |

TEMA 9. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS



Solucion:

¥ X

La funcién esta definida a trozos con dos funciones poli-
némicas que siempre son continuas en su dominio. El
Unico punto conflictivo puede ser para x =2

a) f(2) =—4
b) lim f(x) = lim (-2x)=-4
x—2" x—2"
lim f(x) = lim (Z—-2x+1)=1|
x—2* x—2"
Como los limites laterales no son iguales, no existe el
lim f(x)
x—2
Existe una discontinuidad de |I* especie de salto finito

enx =2

b)

\ 1=
<

N
Y

La funcién esta definida a trozos con una funcién ex-
ponencial y una logaritmica que siempre son conti-
nuas en su dominio. El tnico punto conflictivo puede
ser para x = |

2) g(l)=0
b) lim f(x) = lim (2*-2)=0
x— |~ x— |~
lim f(x) = lim Lx=0
x— 1" x— 1t
Como los limites laterales son iguales, el IimI f(x) =0
X—>

La funcién es continua.

19. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

2_
a) f(x) = ﬁ b) f(x) = %4

2
o) f(x) = V16— x2

Solucién:

a) Es una funcién racional que es continua en todo su
dominio.
Los valores donde no existe la funcién son x = —1 y
x = |

e Enx=-1
P X z X
lim 5 =—oo lim > = +oo
x——-1" x4 — | x——1* x5 — |

La funcion tiene una discontinuidad de |* especie
de salto infinito.

* Enx =1
lim > =—oo lim > =+oo
x— 1= x5 — | x— 17 x4 — |

La funcién tiene una discontinuidad |* especie de
salto infinito.

b) Es una funcién racional que es continua en todo su
dominio.

El valor donde no existe la funcién es x = 2

La funcién tiene una discontinuidad evitable. Se evita
haciendo f(2) = 4

c) Es una funcién irracional que es continua en todo su
dominio. Los puntos conflictivos se encuentran en los
valores de los extremos finitos del dominio x = —4y
x =4

* Enx=-4
f(-4)=0
Iim4 V16 — x2 no existe.
X—>—4"
lim V16-x2=0
x——4*

La funcién tiene una discontinuidad de 2* especie

enx =—4
*Enx= 4
f(4) =0
lim VIe—x2 =0
x—4"
XILn1+ V16 — x% no existe.

La funcion tiene una discontinuidad de 2* especie
enx =4

20. Halla el valor del parémetro k para que la siguiente
funcién sea continua en x = 2

fx) = V2-x six<2
=1 six>2
Solucion:
a) f(2) =0

b) lim f(x)= lim V2—x =0
x—2" x—>2"
lim f(x) = lim (kx—1)=2k— |
x—2* x—2*

c) Para que sea continua, el limite debe existir cuando x
tiende a 2,y ser igual que f(2)

2k—1=0=k=1/2
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6. Propiedades de la continuidad

W Piensa y calcula

En la grafica siguiente se representa la funcion parte decimal. ;Es continua en el interva-

lo (1,2)?

Solucion:

Si, es continua en el intervalo abierto (1, 2)

@ Aplica la teoria

21. Estudia la continuidad de las siguientes funciones en
los intervalos cerrados correspondientes:

a) Es una funcién racional que es continua en su domi-
a) f(x) = V25 - x? en [-5, 5] nio. Luego es continua en:

(oo, 1) U (1, +o0)

Solucion:

b) f(x) = — y en[-1,2]
X4 — . . .
b) Es un cociente de dos funciones continuas en sus do-
2 Py .
x~+ | minios respectivos.
9 f6) = 25— en[0,2] Dt _
x5 = La funcién no existe para x = 0 y tampoco existe en
.. aquellos valores en que el radicando es negativo, es
Solucién:

decir, (—oo,— 1)
a) Es una funcién irracional que es continua en su domi-

Luego la funcién es continua en [-1,0) U (0, +0)
nio. Hay que estudiar los extremos.

Enx=-5
f(=5)=0 23. Halla los intervalos en los que las siguientes funciones

lim V25—s2 =0 son continuas:
x—-5*%

X .

La funcién es continua por la derecha en x = =5 2)fx) =172 +1 six<2
Enx =5 -x+3 six>2
f5)=0

©) —x+ 1 six<|

lim V25-x2 =0 b) g(x) =y _I i
x—5" <=7 SiX > |

X —
La funcién es continua por la izquierda en x = 5
La funcién es continua en el intervalo cerrado [-5, 5] Felnfems
b) La funcién es racional, que es continua en su dominio. a) La funcién esta definida por dos funciones polinémi-
Los valores para los que la funcién no esta definida cas que son continuas en sus dominios.
sonx=-2yx=2 Se estudia x = 2
Como 2 € [-1, 2], la funcién no es continua en dicho f(2) =2
intervalo porque x = 2 tiene un discontinuidad de <
I* especie de salto infinito. lim f(x) = lim |5 +1] =2
x—2" x—2" | 2
c) La funcién es racional, que es continua en su dominio. . .

Los valores para los que la funciéon no esta definida XI'_?}, fex) = x"_[‘} (x+3)=1

sonx=—1; x= | . - _ .
’ Como no existe el limite para x = 2, la funcién no es

Como | €[0,2],la funcién no es continua en el inter- continua en x = 2. Luego la funcién es continua en
valo porque en x = | tiene una discontinuidad de (=0,2) U (2, +0)
I* especie de salto infinito.

b) La funcion estd definida por una funcién polinémica

y una funcién racional que son continuas en sus do-
22. Halla los intervalos en los que las siguientes funciones

minios.
son continuas: .
Se estudia x = |
2 _ Vx + |
2) f(x)=% b) £ = ——— f(1y=0

TEMA 9. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS 267



lim_f6) = lim_(-x+1)=0

|
lim f(x) = i =-1
xl—>rr.||+ (X) xl—>n?+ x—2

Como no existe el limite para x = |, la funcién no es
continua en x = |

Como para x > | la funcién racional no esta definida
para X = 2, en ese valor no es continua. Luego la fun-
cion es continua en: (—oo, 1) U (1,2) U (2, +o0)

24. Demuestra que las siguientes funciones tienen un ce-
ro en los intervalos correspondientes:

2) f(x) =x3 + 3x— 2 en [0, I]
b) f(x) = x2 — 2 — sen x en [0, 7]

Solucién:
Se comprueban las hipétesis del teorema de Bolzano:
a) f(x) es continua en [0, I] por ser una funcién poli-

némica.
f(0)=—-2<0
f(1)=2>0

Por el teorema de Bolzano, se tiene que existe al me-
nos un valor c € (0, I) tal que f(c) =0

b) f(x) es continua en [0, 7] por ser la resta de un poli-
nomio y la funcién sen x, que son continuas.

f(0) = -2

f(m) =n2-2>0

Por el teorema de Bolzano se tiene que existe al me-
nos un valor c € (0, ) tal que f(c) =0

7. Asintotas

W Piensa y calcula

Calcula mentalmente los siguientes limites:
I

a) XII—Q‘ x—2 b) XII—?;+ x—2 C) xl—l>n;]r>o ;
Solucion:
a) —oo b) +oo 0

® Aplica la teoria

—X

25. f(x) = -

Solucion:

Verticales: x = —-2,x =2

. | , |
lim s lim ——— =+
x—-2" 4 —x

, | , |
lim =+ lim = —o0
x—2" 4 — x2 x—2t 4 — x2

Horizontales:y = 0

. |
lim - =0
x——0 4 —x

La gréfica esta por debajo de la asintota.

, |
lim =0
x—+oo 4 — X2

La grifica esta por debajo de la asintota.

Oblicuas: no tiene.
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Calcula las asintotas y la posicion de la grifica respecto de las asintotas de las siguientes funciones:

2
_ X
26. f(x) = <+2
Solucion:
Verticales: x = -2
x2 x2

lim = —o0 lim
xo-2- X+2 x—-2t X+ 2

I
+
8

Horizontales: no tiene.
Oblicuas:y = x — 2

. 4 _
xI—I>njoo x+2 =

La gréfica esta debajo de la asintota.
. 4 _ o+
xl_lmoo x+2 0

La grifica esta encima de la asintota.

SOLUCIONARIO
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X
x2 + |

27. f(x) =

Solucion:

Verticales: no tiene.

Horizontales:y = 0

p X - A=
lim > =0
x——0o X%+ |

La grifica esta debajo de la asintota.

=0t

lim )
x—+oo X& + |

La gréfica esta encima de la asintota.

Oblicuas: no tiene.

2 _
28. f(x) = = 2'

X

Solucion:
Verticales: x = 0

X2 , X
lim 7 = lim
x—0" X x—0* X

Horizontales:y = |

lim — =0~
X—>—c0 X

La gréfica esta debajo de la asintota.

. =1
lim Ny =0
X—too X

La grifica esta debajo de la asintota.

Oblicuas: no tiene.

29. f(x) = Vx2—x

Solucién:

Verticales: no tiene.
Horizontales: no tiene.
Oblicuas:

a) =—+l
y=-x*3

lim (mu—l):o—

x—>—o 2

La grifica esta por debajo de la asintota.

b)y=x-5
lim (\/xz—x —-x+ %) =0
X—>too

La gréfica esta por debajo de la asintota.

x+ |
x—2

30. f(x) =

Solucion:
Verticales: x = 2

lim — il no existe

x—2" VX -2 '
, X+ |

lim =+

x=2" \x -2

Horizontales: no tiene.

Oblicuas: no tiene.

TEMA 9. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS
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Ejercicios y problemas

Preguntas tipo test

2
BN sea f(x) = x:|
Bl lim [}2(f(x + 1) = f(x))] es:
D + o DO
(2 0-2
A La funcion f(x) = (i:Z—__'_Izz tiene:

] una asintota horizontal,y = 1/2
[ dos asintotas verticales,x = *+ 1/2
[¥] una asintota horizontal,y = |
[ una asintota oblicua,y = x
Dada la ecuacién x3 + x — 5 = 0, tiene en el interva-
lo (1,2)
[ dos soluciones
[X¥] al menos una solucién
] ninguna solucién

[ ninguna de las anteriores es correcta

Vx2 -5 —
I El lim X—Szes:

x—3 x—3

au O+e

go x]132
ﬂEIXE)n:m(I—ﬁ)Xes

de

x] 1

o

d /e
A Se sabe que el lim (m+x)=2

X——o0
El valor de a es:

] No se puede calcular. Queda una expresién del

tipo%
go
4
X -4

PAU

Contesta en tu cuaderno:

La funcién f(x) = x + e™
[ tiene una asintota vertical,x = 0

[ tiene una asintota oblicua, y = x, y una horizon-
tal,y=0

tiene una asintota oblicua, y = x

[ no tiene asintotas

[EJ Dada la funcién

fx) = ax2+ | six<2
e2™X+2 si x>2
el valor de a que hace que f(x) sea continua en
X =2es:
I
Ua=-7
Ka=~
2
Oa=—
4
Oa=—
4
y __Id
A Dada la funcién f(x) = )
-X

tiene:
[ una asintota vertical en x = 0

(] una asintota vertical, x = =2,y una asintota hori-

zontal,y = 2
[ una asintota vertical, x = —2, una horizontal,
y=-2

una asintota vertical, x = 2,y dos asintotas hori-
zontales,y = |,y = —1

1] Se tienen dos programas informaticos A y B. Para
procesar n datos, el programa A realiza un nimero de

operaciones elementales no superior a 12 + nw,
mientras que el programa B ejecuta n? — 2n + 10
operaciones elementales. Cuando el nimero n de
datos es grande, ;qué programa procesa los n datos
con menos operaciones elementales?

A
s
[ Los dos iguales

] Ninguna de las anteriores es correcta
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Ejercicios y problemas

1. Limite de una funcidén en un punto

31. Observando la grifica en cada caso, halla el limite, y si
no existe, justificalo:

x2—3x+2

a) x|T>12 f(x) siendo f(x) = -

-1 six<0

b) lim g(x) siendo g(x) =10 six=0
x—0

| six>0
AY AY
f(x) g(x)
X 1 X
Ll I Ll

Solucion:

a) lim £ = |

b) lim f(x) no existe.
x—0

32. Completa la tabla para estimar el limite en cada caso:

29 299 299 > 3

ﬁ

3,01 3,000 — 3

b) lim

x—=3" X —
299 299 —> 3
1,0 1,001 — |

3,01 3,000 — 3

0,909 0,990 0999 — |

| b) lim

x—3- X—2 x—3t X —2

TEMA 9. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS

33. Demuestra que el lim (i + I) =3
x—4\2

Solucion:

Hay que demostrar que para todo € > 0, existe un & > 0
tal que

[x/2 + | — 3| <& siempre que 0 < [x —4| <&
[x/2 + | —3|=|x/2—2|=%|x—4|

Para cualquier € > 0, se puede tomar 8 = 2¢ y se cumple la
condicién:
Siempre que 0 < |x — 4| < § = 2¢, se tiene

| |
2 +1=3| = > |[x—4| < 26 =¢

34. Calcula mentalmente los siguientes limites:

, . x+4
) Jm 0-5e2) bl S
O Mm T 9y
e) lim log, V4x -8 f) lim cos 2x
x—3 x—> /6
Solucion:
a) -2 b) 2
) 2V2 d) 112
e) | f) 1/2

2. Limite de una funcion en el infinito
35. Completa la tabla en cada caso:

-10 -100 -1000 —» -

10 100 1000 — +00

—
a) lim b) lim
x——o0 X+ | x—+eo X + |
Solucion:

-100 -100 -1000 —» -co

LIreer 1,01 1,000 — |

10 100 1000 — +oo

09090 0,99 0999 — I

X
a) lim =1 b) lim
)x_>_.x,x+l )x_>+°ox+l
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Ejercicios y problemas

36. Asocia cada grafica con una funcién ayudéndote de los
limites a los que tiende la funcién cuando x tiende a in-

finito.
X 3x
f = =
6= s 509 =
6 sen 4x . x2
h(x) = ﬁ i(x) =3+ 1
a) AY b) AY
X X
c) AY d) AY

¥ X
¥ X

Solucién:
= X (g
f(x) = 2472 es la grafica d)

- 3x .
g(x) = ﬁ es la grafica b)

h(x) = 652e—n4x es la gréfica a)
xX- +

ix) =3+ 4X— es la gréfica c)
X

+ 1

37. Ordena de menor a mayor los érdenes de los siguientes

infinitos:
a) lim X3, lim x, lim x23
X—>+oo X—>+oo X—>+eo
b) lim 2%, lim 1,5%, lim e*
X—>+oo X—> +oo X—> teo
¢) lim log,x, lim 3%  lim x!°
X—>+oo X—> +oo X—>too
d) lim x* lim Lx, lim 2,5%
X—>+oo X—> +oo X—>+eo
Solucion:
a) lim x3< lim x< lim x3
X—>+oo X— too X—> +oo
b) lim 1,5*< lim 2*< lim e&*
X—>+oo X—>+oo X—> too

) lim logy,x< lim x'9< lim 3*

X—> + oo X—> +oo X—> too

d) lim Lx< lim x*< lim 2,5%

X—> +oo X—> +oo X—>+too
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38. Indica si los siguientes limites son infinitos, un nimero
o una indeterminacion:

a) lim (x*+x?)

b) lim (x—\/;)

X—>—00 X—>+oo
, [1 —X
90m S5 9 2
. log 2+ 1) . x3 +2
) f Jim Nocyar
Solucion:
a) + co b) [oo—oo] c)+oo
d) 0 e)0 f) -1

3. Limites de funciones polindmicas
y racionales

39. Calcula los limites siguientes:
a) lim (x*+5x2—x+2)

X— too

b) lim (-2x3 +5x2—4x + 1)

X—>—00
Solucion:

a) + oo b) + oo

40. Calcula los limites siguientes:

X — 42+ 4x 3 x2+2x -3
a) lim —4—————— b) lim ——
x—>2 X3 —3x2+4 x—>-3 X2+ 4x+3
X322+ x 3 x2+4x -5
c) lim T 2. 5 d) lim T I
x> X-+x—-2 x—-6 x> + |0x* + 25x
Solucion:
a) 2/3 b) 2 c)0 d) -7/6
41. Calcula los limites siguientes:
li b) i
3) oy X2 2x )anjl x2 — |
Solucion:
a) lim — X — = |im =—oo
x—2" X% —2x x—2" X —2
lim > X = lim =+
x—2" x4 — 2% x—2t x =2
2
b i =+ oo
) xirPl’ x2 — |
lim 22 =—o0
x—o—1* xc— |
42. Calcula los limites siguientes:
i 2x2 + x B 7x2—x + |
?) Jim o2 b Jim a3
) x3+5 ) 23 + x— |
) Jim e+ ax N e+ 3

SOLUCIONARIO
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Solucion:
a) 0 b) 7/2 c) —oo d) 1/2

43. Calcula los limites siguientes:

a) lim (X:;—x) b) lim (2X3_4—2x)

x—+oo | X x—+e | X2+ |
| 3
lim |———
° <0 (2x x)
Solucion:
a) —oo b) 0

4. Limites de funciones irracionales
y potenciales-exponenciales

44. Calcula los limites siguientes:

a) Iin;m(Zx—\sz—l) b) lim_ (x + Vx2—x)

Solucion:
a) 0 b) 172

45. Calcula los limites siguientes:

. N5+ x—\/g i x—2
a) lim ———— b) lim ——
x—0 2 x—2 "X+7—3
Solucion:
V5

46. Calcula los limites siguientes:
x— | |2x+5
a) lim ( )

2x2 + 3x — | \3x+5
2x2 + |

c) lim (ZX_ ! )XZ—Xl

Solucion:
a) e—8 b) e9/2 C) e4/3

5. Continuidad

47. Se considera la funciéon

x2 + x six>0
f(X)_{e"‘—l six<0

Razona si es continua en x =0

TEMA 9. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS

Solucién:
f(0) =0
; = M x|\ =
xII—>m0’ f(x) xII—>m0’ (e 1)=0
lim f(x) = lim (2 +x)=0
x—0* x—0*
lim f(x) =0
x—0
f(0) = lim f(x) =0
x—0

f(x) es continua en x = 0

48. Representa y estudia la continuidad de la siguiente

funcién:
—x2 + 5x si0<x<5
f =
¢ {x—s Si5<x<10
Solucion:

g

Como la funcién esta definida por dos funciones poliné-
micas que son continuas, el Unico punto conflictivo puede
ser para el valor x =5

f(5) =0

lim f(x) = lim (—x%+5x) =0
x— 57 x— 57

lim f(x) = lim (x-5)=0

x— 5% x— 5%

f(5) = I|’m5 f(x) = 0 = f(x) es continuaenx =5
X—>

49. Dada la funcién f(x):
x% — 4x
-4
el segundo miembro de la igualdad carece de sentido

cuando x = 4. ;Cémo elegir el valor de f(4) para que la
funcién f(x) sea continua en ese punto?

f(x) =

Solucion:

2
XT—4x o Xee—d)
-4 _XIE& x—7 _)!T4X_4

= I,

50. Estudia la continuidad de la funcién:
Vx -2
x—4

f(x) =

Solucién:
La funcién esté definida para [0, 4) U (4, + o)
Se estudian los valores x =4y x =0

K]
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* Enx=4
f(4) no existe.

Vx -2 _

=1/4

lim
x—>4 X -

Tiene una discontinuidad evitable que se evita haciendo
f(4) = 1/4

*Enx=0
f(0) = 1/2

lim f(x) no existe.
x—0"

lim f(x) =1/2
x—0*

Es continua por la derecha.

Hay una discontinuidad de 2* especie en x = 0

51. Se considera la funcién:
six< |
six > |

Determina el valor de k para que la funcién sea con-
tinua.

Solucion:

Como esta definida por funciones polindmicas, el punto
que puede ser conflictivo se da para el valor x = |

f(ly=7

lim f(x)= lim 2x+5)=7
x— I~ x— I~

lim f(x) = lim (x*+k)=1+k
x— 1t x— 1t
Como para ser continua
f(1) = lim f(x)

x— |

se tiene:

| +k=7=k=6

6. Propiedades de la continuidad

52. Estudia la continuidad de las siguientes funciones en los
intervalos cerrados correspondientes:

a) f(x) = Vx + 3 en [-3,0]

2_3x+3

b) g(x) = ——

] en[l,2]

Solucion:

a) f(x) es una funcién irracional que es continua en su do-
minio [—3, +o0). Como el intervalo (-3, 0) estd incluido
en su dominio, la funcién es continua en él.

Se estudian los extremos:

Enx=-3
f(-3)=0
lim Vx+3 =0
x—-3*
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La funcién es continua por la derecha en x = -3
Enx=0

Como 0 € [-3, +), la funcién es continua en x = 0y,
por tanto, es continua por la izquierda en x = 0

La funcién es continua en el intervalo cerrado [-3, 0]
b) La funcién es racional y es continua en su dominio

R — {I}. Como el intervalo (I, 2) esti en el dominio, la
funcién es continua. Se estudian los extremos:

Enx =1
f(1) no existe.
La funcién no es continua por la derecha en x = |

La funcién no es continua en el intervalo cerrado [I, 2]

53. Halla los intervalos en los que las siguientes funciones
son continuas:

2x — | 2x
a) f(x) = b) f(x) = ———
) 169 = )1 = =
Solucion:

a) Es una funcion racional que es continua en su dominio.
El tnico punto donde no existe la funcién es x = 0

Luego es continua en (—2o,0) U (0, +c0)

b) Es el cociente de un polinomio y una funcién irracional,
que son continuas en su dominio. Como Vx2+ | # 0
ya que x2 + | > 0 para todo x, la funcién cociente es
continua en R = (—co, + o)

54. Prueba que la funcién f(x) = 2 cos x — x tiene un cero
en el intervalo [0, it]
Solucién:
Se prueban las hipdtesis del teorema de Bolzano:
La funcién es continua en (0, )
f0)=2>0
f(m)=-2-m<0

Por el teorema de Bolzano, existe al menos un valor
c € (0,m) tal que f(c) =0

55. Dada la funcién

x2 + x

f(x) =

x— |
demuestra que existe un valor ¢ € (2, 5) tal que
f(c) =20/3

Solucién:

Se prueban las hipétesis del teorema de los valores inter-
medios:

SOLUCIONARIO

© Grupo Editorial Brufio, S.L.



© Grupo Editorial Brufio, S.L.

f(x) es continua en (2, 5) Horizontales:y = |

Observa que el tnico valor de x en el que la funcién no es lim =Q*
continua no pertenece al intervalo. x> X2 —
f(2) = 6 La gréfica esta por encima de la asintota.
f(5) = 30/4 = 15/2 lim — =0*
X—teo X4 —

Como 6 < 20/3 < 15/2, por el teorema de los valores in-

La grafi ta ima de la asintota.
termedios existe un c € (2, 5) tal que f(c) = 20/3 3 greica esta por encima de fa asintota

Oblicuas: no tiene.

d) Verticales: x =-2,x = |

-
7. Asintotas . x2
m 2. 4 - + oo
x—-2" Xt +x-2
56. Calcula las asintotas de las siguientes funciones y estu- 2
dia la posicién de la curva respecto de ellas: lim ———— =-c
x—>-2t X+ x—-2
2x2 x + | 2
= = , X
2) 09 =~ b) ) =25, g i =
x—>1= X+ x—-2
2 2 2
x-+3 X X
o) f(x) =——+ d) f(x) =——— lim ————— =+
) 1 x2— 4 ) 769 x2+x-2 x— 1t X2 +x—2
2a Horizontales:y = |
Solucién: );
: - —x+
a) Verticales: x = | lim —————=0"
) x——c0 X°+ X —2
, x4 o . . .
lim —1 La grafica esta por encima de la asintota.
x— |~ -
—x+2
, 2x2 lim ————=0"
lim = e x—te X2+ X =2
x— 1t x— |

. . La gréfica esta por debajo de la asintota.
Horizontales: no tiene.

Oblicuas:y = 2x + 2 Oblicuas: no tiene.

lim =0 57. Calcula las asintotas, y la posicién de la curva respecto
x——co X — | .
L . e de ellas, de la funcion:

a grafica esta por debajo de la asintota.

a) f(x) = S - b) f(x) = Vx2 + 2
2 N

lim ——— =0* x2 + 4

Xx—+oo X — |
Solucién:

La gréfica esta por encima de la asintota.
a) Verticales: no tiene.

b) Verticales: no tiene. Horizontales:y = 0

Horizontales:y = 0 lim 2 =0*

lim X% l =0 o
x—— x2 + 8 La gréfica estd por encima de la asintota.
La gréfica esta por debajo de la asintota. , 2 _ A+

lim —— =0

I x+ | o+ xo+oo \y2 + 4

im =
x—teo x2+8 La gréfica estd por encima de la asintota.
La gréfica esta por encima de la asintota. Oblicuas: no tiene.

Oblicuas: no tiene. b) Verticales: no tiene.

c) Verticales: x =—2,x =2 Horizontales: no tiene.
2+ 3 Oblicuas:
lim >, - +oo
Xx—=-2" X° - 4 y =X
x2+3 lim (Vx2—1 +x)=07%
lim ——— =-o0 N

La gréfica esta por encima de la asintota.

lim S y=x
im ——— =—c =
x—>2" X2 —4 ‘ 2 i
lim (Vx*-=1 —x)=0
; X2 + 3 X—> +oo
lim, ——— =+ ” . . ,
x—2* X2 —4 La grafica esta por encima de la asintota.

TEMA 9. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS
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Para ampliar

58. Calcula:
a) Iinz [Lx+ 1)-Lx] b) Iin: x[L(x + 1) - Lx]

Solucion: |
+
a) lim [L(x+1)-Lx]= lim L—X =LI=0
X—> 4o X—>+ oo X
x+ |
b) lim x[L(x+[l)-Lx]= lim xL =
X—> 4o X—> + oo X

= lim L(I+L) =Le=1I
X

X—> too

59. Calcula:
3 2 _3 =N -x2
a) lim x> b) lim 7
X—>+oo x—0 X

X
i x—|
c) lim
x—+oo \ X + |

Solucion:
a) 0 b) 1/2 c) e ?

60. Estudia la continuidad de la funcién:

| —x2 six < |
f(x) =13x2—12x+ 9 sil<x<3
—2x2+ 16x—30 six>3
Solucion:
* Enx = |
f(1)=0

lim f(x) = lim (1 —x% =0

x— |~ x— |~

lim f(x) = lim (3x2-12x+9)=0

x— 1" x— 1"

I|'mI f(x) = f(I) = La funcién es continua en x = |
X—>

* Enx=3
f3)=0
lim f(x) = lim 3x*—12x+9)=0
X— 3" x— 3"

lim f(x) = lim (-2x*+ 16 x—30) =0

x—3* x— 3"

I|'m3 f(x) = f(3) = La funcién es continua en x = 3
X—>

La funcién es continua en R

61. Estudia la continuidad de la funcién:

X2+ 2x + |

six<-—I
f(x) =¢2x +2 si—1<x<2
—x2 + 8x six>2
Solucion:
e Enx=-1
f(-1)=0
276

lim f(x)= lim (2+2x+1)=0
x——1- x——1-

lim f(x)= lim (2x+2)=0
x—-1* x——1*

I|’mI f(x) = f(—1) = La funcién es continua en x = — |
X——

* Enx=2
f(2) =6
lim f(x) = lim 2x+2)=6
x—>2" x—2"

lim f(x) = lim_ (-x*+8) =12
x—2* x—2*

Iim2 f(x) # f(2) = La funcién no es continua en x = 2
X—>

Tiene una discontinuidad de |* especie de salto finito.

62. Estudia la continuidad de f(x)

x2+3 six< |
f(x) =14 sil<x<4
(x—4)2+2 six>4
Solucion:
* Enx = |
f(l) =4

lim f(x)= lim (x*+3)=4
x— 1~ x— 1~
lim f(x) = lim 4=4
x— " x— "
IimI f(x) = f(I) = La funcién es continua en x = |
X—>
* Enx=4

f(4) =4
lim f(x) = lim 4=4
x—4 x—4
lim f(x) = lim ((x—4)2+2)=2
x—4* x—4*
Iim4 f(x) # f(4) = La funcién no es continua en x = 4
X—>

Tiene una discontinuidad de |* especie de salto finito.

63. Estudia la continuidad de la funcién:

Vx -2 six>2
f(x) = .
X(x—2) six<?2
Solucion:
Enx =2
f(2) =0

0

lim f(x) = lim x(x—2)
x—2" x—2"

lim f(x)= lim ¥x-2=0

x—2* x—2*

I|’m2 f(x) = f(2) = La funcién es continua en x = 2 y por
X—

consiguiente es continua en R

SOLUCIONARIO
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64. Estudia la continuidad de f(x)

x+2
x—|
3x2 — 2x
x+2

six<2

f(x) =
six>2

Solucion:

La funcién estd definida mediante dos funciones raciona-
les. Ademas de estudiar el valor x = 2, hay que estudiar
el valor x = |, para el que no esta definida la funcién
x+2

x— |

s Enx=1

f(1) no existe.

, o x+2
lim f(x) = lim =—oo
x— 1= x=1- x— |
i i x+2
lim_ f(x) = lim = +oo
x— 1" x—=1* X— |
La funcién es discontinua en x = |, donde tiene una dis-

continuidad de |? especie de salto infinito.

* Enx=2
f2) =4
lim 60 = lim X222 =4
x—2" x—2- X— |
i _ 3x2 — 2x _
)(II—>rr;+ f(X) - )(II—>rr;+ x+2 =2

La funcién es discontinua en x = 2, donde tiene una dis-
continuidad de |? especie de salto finito.

65. Se considera la funciéon

x2 —25
x—5
0 six=5

six#5

f(x) =

a) Demuestra que f(x) no es continua en x =5

b) iExiste una funcién continua que coincida con f(x)
para todos los valores x # 5? En caso afirmativo, da
su expresion.

Solucion:

a) f(5) =0
. o x2=25 . e=S)(X*5) _
)!TS fq = XIT;‘S x-5 = JTS *>=5 -

= lim (x+5) =10
x—5

En x = 5 hay una discontinuidad evitable. Se evita defi-
niendo f(5) = 10

MM{WQWS

six=5

TEMA 9. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS

66. Sea f(x) una funcién continua en [-1, 5] tal que
f(—1) <0y f(5) = 7. Responde de forma razonada si la
funcién g(x) = f(x) — 5 tiene al menos un cero en (-1, 5)

Solucién:

La funcién g(x) cumple con las hipdtesis del teorema de
Bolzano:

g(x) es continua en [-1, 5] por ser continua f(x)
g-1)=f(-1)-5<0
g5)=f(5)-5=7-5=2>0

Luego existe al menos un c € (—1,5) tal que g(c) =0

67. Sea la funcion f(x) = 4x? — 4x + 1. Utiliza el teorema de
Bolzano y justifica si existe un c € (0, |) que verifique que
f(c) = 0. En caso afirmativo calcula dicho valor.
Solucién:
f(x) es continua en [0, ]
f0)=1>0
f(l)=1>0

No se cumplen las condiciones del teorema de Bolza-
no, pero no podemos concluir que no exista un valor
c € [0, 1] tal que f(c) = 0.Si se resuelve la ecuacion f(x) = 0
se obtienen las raices x; = x, = 112 € (0, I)

68. Calcula las asintotas de la funcion y estudia la posicion
de la grafica respecto de ellas.

3x? - 3x
M==c2

Solucion:

Verticales: x = -2

lim 3x2 - 3x _
i — = —
x—s2" X+2

lim 3x2 - 3x -

i — = 4+
x—2* X*2

Horizontales: no tiene.

Oblicuas:
3x% —3x _ 18
x+2 X2
y=3x-9

lim — 15 =0
xm—e X +2

La grifica esta por debajo de la asintota.
A x+2 T

La grafica esta por encima de la asintota.
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Problemas
69. Se considera la funcién
3
% Gix>—|
flx) = 2x .
six<—lI
x— |

a) Estudia la continuidad de f

b) Halla las asintotas de la grafica de f

Solucién:

a) La funcién estd definida mediante dos funciones racio-
nales.Ademas de estudiar el valor x =—1, hay que estu-
diar el valor x = 0, para el que no estd definida la fun-

ox3+3x+ |
cion ——
* Enx=-1
f-1)=3
fm_ 169 = lim T = |
im f(x) = lim =
x——1" ( ) x——1" x—1
3
. x>+ 3x+ |
lim f(x)= lim ——=3
x——* x—>—I1* X
La funcién es discontinua en x = — 1|, donde tiene una

discontinuidad de |I* especie de salto finito.
*Enx=0

f(0) = no existe.

; o X3+ 3x+ |
lim f(x) = lim ————— =—o
x— 0" x—0" X
3
3 . x>+ 3x+ |
lim f(x) = lim ———— = +o
x—0* x— 0" X

La funcién es discontinua en x = 0, donde tiene una
discontinuidad de |? especie de salto infinito.

b) La funcién tiene una asintota vertical en x = 0

Tiene una asintota horizontal eny = 2

70. Determina el valor de a y b para que la funcién f(x) sea

continua.
-2x—a six<0
f(x) =9x—1 si0<x<2
bx -5 six>2
Solucion:

Hay que estudiar los valoresx =0y x =2
f(0) = —a
lim f(x) = lim (-2x—-a)=-a
x—0" x—0"
i, 1 = i, e 1) ==
Se tiene que cumplir:
lim f(x) = lim_f(x) = f(0)
x— 0~ x—0*

—l=—a=a=|
Enx =2
f2) = |
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lim {69 = lim (x=1) =1

lim, ) = lim_ (bx ~5) = 2b -5
X—>

x—2*
Se tiene que cumplir:

lim f(x) = lim_f(x) = f(2)
x—2" x—2*
I=2b-5=2b=6=b=3

71. Determina el valor de a y b para que la funcién f(x) sea

continua.
5+ 2sen x six<0
f(x) = 2 .
—x*+ax+b six>0
Solucion:

La funcion esta definida por dos funciones que son conti-
nuas. El punto que hay que estudiar es x = 0

f(0)=5

lim f(x) = lim (5+2senx)=5
x— 0~ x— 0~
lim f(x) = lim (-x*+ax+b)=b
x—0* x—0*
Se tiene que cumplir: lim f(x) = lim_f(x) = f(0)
x—0" x—0*

b=5

La funcién sera continua para b = 5 y cualquier valor de a

72. Se considera la funciéon

f()():{21"—6 s?x<2

[x =5 si2<x< 10
Determina el valor de a sabiendo que f es continua y
quea>0

Solucién:

f(2) =3

lim f(x)= lim (@*—6)=a%2-6
x—2" xX—2"
Jm, 1 = iy, be-5] =3

Se tiene que cumplir:

lim f(x) = lim_f(x) = f(2)

x—2" x—2*
al-6=3=2a2=9=>a=1%3
Comoa>0=a=3

73. Se considera la funciéon

3x + 5a six<0
f(x) =4bx2 +3 si0<x<2
x2—4 si2<x

Estudia la continuidad de f(x) segun los valores de las
constantesay b

SOLUCIONARIO

© Grupo Editorial Brufio, S.L.



© Grupo Editorial Brufio, S.L.

Solucion:
Enx=0
f(0) =3
I|m f(x) = XILn?)i (3x + 5a) = 5a

lim 6 = lim _(bx?+3)=3
x—0*

Se tiene que cumplir:
lim f(x) = lim_f(x) = f(0)
x— 0" x—0*

5a=3=a=3/5
Enx =2
f2) =0

lim f(x)= lim (bx?+3)=4b+3
x—>2" x—>2"

lim f(x) = lim (x*—4)=

x—2* x—2*

Se tiene que cumplir:

xli_)n}_ f(x) = XIi_}n}f f(x) = f(2)

4b+3=0=b=-3/4

74. Estudia la continuidad de f(x)
=1 Tramx X*0
0 six=0

Solucion:

La funcion esta definida por funciones continuas en sus
dominios. El valor que hay que estudiar es x = 0

£0) =0

lim f(x)= lim ——— = =1

x—0" x—0~ | +elx | +0
. I I

lim f(x) = lim =—=0

x—0* x—0" | + el/x €2

La funcién tiene una discontinuidad de |* especie de salto
finitoenx =0

75. Estudia la continuidad de f(x)

ex six<—1
4
fx) =y—= si—l <x<|
™) =1%73
I+Lx six>|
Solucion:
La funcion esta definida por funciones continuas en sus
dominios. Los valores que se estudian son x = —I;x = |
* Enx=-1
f—1)=2

lim f(x)= lim e*=l/e
x——1" x—=—I1"

xln—‘]l" flx) = E}mﬁ x+3

La funcién tiene una discontinuidad de | especie de sal-
to finito en x = —|

TEMA 9. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS

e Enx=1|
f(l) =1
Jm 1= Jim s =

lim f(x) = lim (1 +Lx)= |
x— I* x— 1%

La funcién es continua en x = |

76. Se considera la funcién
x2+ax+a—| six<2
f
69 = { L(x—1) six>2

Estudia la continuidad segun el valor del parametro a

Solucién:
f2)=3a+3
Iim f(x) = lim (2 +ax+a—1)=3a+3
-2 x—2"
lim f(x) = lim L(x—-1)=0
x—2* x—2*
Se tiene que cumplir:

lim 6 = lim, () = (2)

3a+3=0=>a=-1

77. Se considera la funcién

ax?—2 six<-2
f(x) =4a si—2<x<2
X six>2

a) Calcula el valor de a para que f(x) sea continua en

X =-2.
b) Para el valor de a hallado, ;es continua la funcién en
x=2?
Solucién:
a) Enx=-2
f(-2) =4a-2

lim f(x)= lim (ax?®-2)=4a—-2
x—>-2" x—-2"

xinjf f(X) - xinjf a=a
Se tiene que cumplir:

lim f(x) = lim _f(x) =f(-2)
x—-2" x—-2*
4a-2=a=a=2/3

b) Paraa = 2/3

f(2) = 2/3
Iimi f(x) = Iimi 2/3=2/3
I|m f(x) = ||m x=2
x—2

La funcién tiene una discontinuidad de |I* especie de
salto finito.



Ejercicios y problemas

78. Se ha estudiado la evolucién de la ganancia y en cénti-
mos de euro en cada instante desde un tiempo inicial,
hasta pasados 5 afios, por la fabricacién de un determi-
nado producto y se ha modelizado funcionalmente di-
cha evolucion asi:

Durante el primer afio:y = 2t2
Durante el segundo y tercer afio:y = 4t — 2
Durante el resto:y = e3¢

Explica la continuidad de la funcion.

Solucion:

Se escribe la funcién:

2¢2 sio<t< |
ft) =94t—-2 sil <t<3
ed-t sit>3

Se estudian los valorest= | yt =3

Ent= I

f(l)=2

lim f(x) = lim 22=2
x— 1~ x— 1~

lim f(x) = lim (4t—2) =2
x— 1 x— 1

La funcién es continua en t = |

Ent=3

f3) = |

lim f(x)= lim (4t—2)=10
x— 3" x— 3"

lim f(x)= lim e3~t=|
x—3* x—3*

La funcién no es continua en t = 3.Tiene una discontinui-
dad de |I? especie de salto finito.

79. Un comerciante vende un determinado producto. Por
cada unidad de producto cobra la cantidad de 5 €. No
obstante, si se le encargan mas de |10 unidades, decide
disminuir el precio por unidad, y por cada x unidades
cobra la siguiente cantidad:

5x si0<x<10
)=\ rEen <
ax“+500 six>10
a) Halla a para que el precio varie de forma continua al
variar el nimero de unidades que se compran.

b) (A cuanto tiende el precio de una unidad cuando se
compran «muchisimas» unidades?
Solucién:
a) Se estudia enx = 10
f(10) = 50

lim f(x)= lim 5x =50
x— 10~ x— 107

lim f(x)= lim_ Vax?+ 500 = v100a + 500
x— 10* x— 10*

Se tiene que cumplir:
lim f(x) = lim f(x) =f(10)
x— 10~ x— 10*

V100a + 500 =50 = a =20
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b) El precio por unidad es:

c(x)
X
N 2]
Se calcula lim M =20

X—> oo X

Para profundizar

80. Se considera la ecuacién:
X3+ mx2—2x= |
Utilizando el teorema de Bolzano:

a) prueba que si m > 2 la ecuacién admite alguna solu-
cion menor que |

b) prueba que si m < 2 la ecuacién admite alguna solu-
ciéon mayor que |
Solucién:
a) Se considera la funcién:
f(x) =>3 + mx% —2x — |
Como la raiz debe ser menor que |, se toma:
f()=1l+m-2-1=m-2>0sim>2
Si se toma el intervalo [0, 1], f(x) cumple las hipotesis
del teorema de Bolzano.
f(x) es continua en [0, ]
f0)=-1<0
fl)=m-2>0sim>2
Luego existe al menos un c € (0, |) tal que f(c) =0
b) Razonando de la misma forma en el intervalo [I, 2]:
f(x) es continua en [I,2]
f(l)=m-2<0sim<2
f2)=8+4m—-4—-1=-3 +4m
3+4m>0=m>-3/4
Siempre que —3/4<m <2 =1f(2) >0
Se cumplirian las hipdtesis del teorema de Bolzano y se

puede garantizar que existe al menos un c € [I, 2] tal
que f(c) =0

81. Si f(x) es una funcién continua para todo valor de x, y
se sabe que f(-1) = —1 y f(1) < |, demuestra que existe
un punto a € [—1, |] con la propiedad de que f(a) = a

Solucion:

¥ X
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Se trata de ver si la funcién f(x) y la funcién y = x tienen
algin punto en comun.

Se construye la funcién g(x) = f(x) — x
g(x) es continua por serlo f(x)
g=N=f)+1=2-1+1=0

gHh=fl)-1<1-1=0
Luego por el teorema de Bolzano existe al menos un
ae[-1,1] tal que g(a) = 0, es decir:

g@)=f@)—a=fR)=a

82. Se sabe que una funcion g(x) es continua en el inter-

=1

valo [0, I] y que para 0 < x < | es g(x , donde

f(x) = |x3 — x|. ;Cuénto vale g(0)?

Solucion:

Como g(x) es continua en [0, 1], se tiene que:

Como f(x) = [x3 = x|, x € (0, I)
X3 <x = f(x) =x—x3 = g(x) = | —x?
g(0) = lim (1 -x% =1

x—0*

83. Supongamos que nos dan la funcién

1 x—4

io<x<
) si0<x<

I
2
=1" |

e si 5 <X <

Esta funcion esta definida en el intervalo [0, I],
f(0) =—1 <0yf(l) =e! >0, pero no existe ningun
punto c € (0, 1) tal que f(c) =0

iContradice el teorema de Bolzano? Razona la respuesta.

Solucion:

La funcién no cumple con la hipdtesis de ser continua en
el intervalo [0, |]

En x = 1/2, se tiene:

f(1/2) =-7/8
; o e L -
i, 109 = i, (e =78
lim f(x)= lim e !/
x— 1/2* x— 1/2*

La funcién tiene una discontinuidad de |* especie de salto
finito en x = 1/2

No se contradice el teorema de Bolzano.

TEMA 9. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS

. - . X
84. Estudia la continuidad de la funcién f(x) = J;l- en el
intervalo [— I, I]. ;Se cumple el teorema de Bolzano?
Solucion:

ﬂ@:%?:ﬁl

f(x) es discontinua en x = 0 porque no existe f(0), luego
no se puede aplicar el teorema de Bolzano.

si—1 <x<0
si0<x< |

. - - X
85. Estudia la continuidad de la funcién f(x) = I+—|x|
Solucién:

Es el cociente de dos funciones continuas, luego es conti-
nua; salvo cuando se anule el denominador, lo que nunca
sucede, ya que:

| +|x| =1

La funcién es continua en R

86. Calcula, de forma razonada, dos funciones que no sean
continuas en un cierto valor x = a de su dominio y tales
que la funcién suma sea continua en dicho valor.

Solucion:

Cualquier funciéon constante es continua en R. Se trata de
buscar dos funciones que se rompan en un punto y que al
sumarlas dé una constante. Por ejemplo:

_Jo six<0
“”‘{l six >0
_Jl six<0
&) = {0 six>0
La funcién f(x) + g(x) = | es continua en R
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Paso a paso

87. Halla el siguiente limite y representa la funcién co-
rrespondiente para comprobarlo grdficamente.

lim (x*-1)
x—2

Solucién:
Resuelto en el libro del alumnado.

88. Halla los siguientes limites y representa la funcién
correspondiente para comprobarlo grificamente.
lim _2x ; lim _2x
A e e
Solucién:
Resuelto en el libro del alumnado.

89. Representa la siguiente funcién y estudia sus dis-

continuidades.
x—1 si x<2
y=143 si x=2
2 —4x+5 six>2
Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

90. Representa la siguiente funcién, halla sus asintotas

y represéntalas.
_x*-3x+3

- x—1
Solucién:
Resuelto en el libro del alumnado.

91. Representa la siguiente funcidn, halla sus asintotas
oblicuas y represéntalas.

fx) =Vx* -1

Solucién:
Resuelto en el libro del alumnado.

92. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es y elige
Matemdticas, curso y tema.

Practica

Halla los siguientes limites y representa la funcién
correspondiente para comprobarlo grificamente.

93. lim (x3—2x+ 1)

x—2
Solucién:

[ Ejercicio 93
[Hx)=x? - 2x 4+ 1 = xax?=2-x+1
limf{x) == 5

=T
| dibujar(fix), {color = rojo, anchura_linea = 2})
Cuandox =+ 2, sevequay —+ 5
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94. lim 4+ 5

x—+o00 X 4 6X

Solucién:
| Ejercicio 94
4% + 5H 4H 4 5H
X = e ™ " g

lim f{x) = O

| dibujar (f{x), {color = rojo,anchura_linea = 2}]
Cuando x — +53 gavaquay — 0

95. lim (X —x?)

X—> 400

Solucién:

[ Ejercicio 95
|nﬂ =g¥ = !2’ — HH'I‘"IE
lim flx} =+ +od

| ek
| dibujar (f{x), {color = rojo, anchura_linea = 2}
Cuando x = +00 g8 va qua y = =07

TEMA 9. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS

96. lim 52

x—2

Solucién:

Elercicio 96

| Ax) =62 = gagu-?
| limf{x) =+ 1.

= —7

| dibujar (f{x), {color = rojo, anchura_linea = 2}
Cuando x = 2, se ve que y — 1
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97. lim (x> +x%+3x—1)
X—>—oo

Solucién:

[ Ejercicio 97

[Ffix) = -x® +xZ +3x -1 = wre—ulex?e3-x-1
| lim Kx) =+ +co

K-

| dibujar(f{x), {celor = rejo, anchura_linea = 2})
Cuanda x — -89, 86 v quey — +30

98. lim (x> +x%*+3x-1)

X—> +00
Solucién:

[ Ejercicio 58

|“II s-x'+ "+ 3u-1 = w——ut+x+3-x-1
| lim fx) =+ -oo

i

| dibujar(f{x], {eoler = rojo, anchura_linea = 2})
Cuanda x — +80, 86 Ve que y = -20
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99. lim —X=3
x—3 X2 — 3X
Solucién:
Elercicle 99
x=3 1
= —_ —_
| fxl a2 - 3 .
1
li -
T Y

| dibujar(fx), {color = reje, anchura_linea = 2}

1
Cuandox =+ 3, vy = 3

SOLUCIONARIO

© Grupo Editorial Brufio, S.L.



© Grupo Editorial Brufio, S.L.

100, lim SX =2

x—2 X—2

Solucién:

Ejercicia 103

-8 3o
L ey e

mﬂﬂ-llllﬂ

Im Mz} = e
i iy} = o3

diujar e}, {oplor = rje. snokre_ines = I])
Cuandax = 2%, vl ve gue iy = =i}
Camngs &~ 1°, 18 ¥ el i = -~

X—> +00 X2—9

3
101. lim (x+1— X )

Solucién:

| Ejerciciolo

:_, ;;zng.;.;*g
=x+] = —m——
1) x -9 oo
lim f[x) = 1
Rl

| dibwjar (f{x), {color = rojo, anchura_linea = 2})
Cuando x — =83, y— 1

TEMA 9. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS

Comi di il § =aeai Fite REMBE Sur Ry 108 358 bl e ale

102. Iim (x + Vx2 + x)

X—>—00

Solucién:

Ejercicio102
|‘-‘I:]I =x eyl + 5 = xeey/xlenex

1
) = -3

| dibujar{f{x), {coler = rojo.anchura_linea = 2})
Cuamdo x — =), 4 - —1?
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103, lim Y2X=0=2

x—2 Xx—2
Solucidn:

| Ejercicialt3

_VEx-6-2 1 — 2
Al x=12 T 6-x-8 Y]
B
min = 3
| dilsujar(f{x), {ealor = rojo, anchura_linea = 2})

Cuwande x — 'W.r-*%

104. lim (ﬂ)x—l

x—>1{2x+ 1
Solucién:
| Elercicio104
® X
= ”2];-1 L
X =\ e - A ——
e’
lim fix) =+
i g
Tt
TR = (. T1653
| dibwjar (f{x), {color = rojo, anchura_linea = 2}]
1l
Cuando x = 1, 58 ve que y -t—:—# 0.716853
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Representa las siguientes funciones y estudia sus conti-
nuidades.

2
105, f(x) = X1
Solucidn:
Ejercicio s
E =1
fig = =Y R Tkl

dibujar (x], {ealor = feje, anchumm_lnes = I])
E4 discontirus e s = 1, donde Hend une discontruided evitabes,

SOLUCIONARIO
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106. f(x) = Vx2 — 1

Solucidn:

Epresa | D0
Fnd = ofaF =0 = o=

A ST B T, BTts_ieae w51}
EnderptmmEa » = § yeang = i derdds parg orn dae cmirassial o T sEsacE

_ 1 <
107. f(x) = 22" six<2
x“—=2x+1 st x>2
Solucién:
Ejaraiis 107

abujer| = Tu, =901, josler ® oo, anchuen_lnan s 7)== faSlarol

amigar(zh = Jus 8,1 =0t jcoiee = oo, snchors Enas = T} = tabirad
B ghaeoniieum in o § 3, Sosdd Dite ol ek siitusded o 1" anpete o8 iete

TEMA 9. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS

108. f(x) = 42 ~ 2 st x=1
Lx st x> 1
Solucidn:
Ejercicio 108

| dibujar (2¥ - 2, &1, {colar = rojo, anchurs_nes = 2}

| dibujar{indx), 1.. =00, {color = roje, anchura_lines = 2})
Es continua en foda ke recta real R
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109. Demuestra que la funcién f(x) = x> — 2x — 1 tiene
un cero en el intervalo (2, 3). Representa la fun-
cién y comprueba que se cumplen las condiciones
del teorema de Bolzano.

Solucién:

[ Proddsma 2

LR ST N LB A

| etvajr (M), foslor = roje, snchurs_leas = Ij]

Torrar=cs ¢ riarvele cemeda [T H ool oo Ba| o coniram por aer colinsms s
A = =i

L

| A il s emiaren de nepe soueEia en koa ETemEn
.ﬁﬂmhmllttm:mmllmmﬁ i

Representa las siguientes funciones, halla sus asintotas
y represéntalas:

%2

110. f(x) =

X +

Solucién:
[ Ejercicio 110

v
| :um.i-{ :’: 5 {ealor = rojo, anchura_linea = z]}

Asintota vertical :
| dibugjar(x = = 2, {colosr = varde, anchura_linea = 2}
Aszintolta horizantal | no tiene
Azintola oblicua:

2t |x42 = x? [xe+2

= x=2
4

La asintota chlicuaesy =x - 2
| dibugar{x = 2, {color = verde, anchura_linga = 2})
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1M1 f(x) = Vx% —x

Solucién:

" Ejercicio 111

M) = fu? = x = xeayfu?-x

| dilbujar (fx), {celor = reje, anchura_linea = Z})
!m'l:l:h'n ol =h 1

1

b1=Im_ (M) - mi-x) = -2

1
La asintots oblicus por ks derechaesy = x - 2

Iﬂ.ﬂu{im:— %.[l.'ﬂ'l'ﬂ"lﬂ. m_lul=2}}

Inﬂ:h H-‘-—‘

b2= im_(fx) - m2-x) =

1
L ssintots oblicus por ks izquisrda gsy = — x + 2

l;h:q-{1r= =u+ % {color =verde, anchura_linea = ?}]

SOLUCIONARIO
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TEMA 9. LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS
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