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MATEMATICAS II

INDICACIONES

- Para obtener la méaxima calificacion, debe responder a una tarea de cada apartado/bloque.

- En aquellos apartados/bloques en los que se ofrece la posibilidad de elegir entre varias tareas,
debe responder solo a una de las opciones. Si realiza mas de una opcion, se corregira la
primera de ellas, segun el orden en que aparecen resueltas en el cuadernillo de examen.

- Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su
resolucion. Todas las respuestas deben ser razonadas.

- Entre corchetes se indica la puntuacion maxima de cada apartado.

- No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso
de dispositivos con acceso a Internet.

APARTADO 1 (Bloque A+D) [2,5 PUNTOS]
Resuelva una de las siguientes cuestiones (1A o 1B):

1A) Considere las matrices

1 -1 -1 2 -2 0 -3 0 2
A=-1 1 0| B=0 -1 2| C=-1 2 1
2 -1 0 1 -1 -1 0 -2 -1

1A.a) [1 PUNTQO] Razone si A tiene inversa. En caso afirmativo, calculela.
1A.b) [0,5 PUNTOS] Calcule C — 3B.
1A.c) [1 PUNTO] Resuelve la ecuacion AX +3B=C.

1B) Considere el siguiente sistema de ecuaciones:
X-3y+z=2
—2Xx+22=0
—Xx—-3y+3z=a
dependiente del parametro aeR.
Determine si este sistema es incompatible, compatible determinado o compatible indeterminado
en el caso en que:

1B.a) [1,25 PUNTOS] a = 2. Resuelvalo si es compatible.
1B.b) [1,25 PUNTOS] a=8. Resuélvalo si es compatible.

APARTADO 2 (Blogque B) [2,5 PUNTOS]
Resuelva una de las siguientes cuestiones (2A o 2B):

2A) Considere la siguiente funcion definida a trozos
x*—6x*+9x si x<3

Flx ={In(xz—Q) si x>3

donde In denota al logaritmo neperiano.
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2A.a) [0,5 PUNTOS] Determine el dominio de definicion de f(x).

2A.b) [0,75 PUNTOS] Determine los intervalos de continuidad de f(x).

2A.c) [0,5 PUNTOS] Halle los puntos de corte de f(x) con el eje OX de abscisas.

2A.d) [0,75 PUNTOS] Calcule la(s) asintota(s) de f(x) y diga de que tipo(s) es(son), si la(s)
tiene.

2B) Considere la funcién f (x)=—=

X241

2B.a) [0,5 PUNTOS] Determine la parte del dominio de definicion de f(x) en que es
decreciente.

2B.b) [1 PUNTO] Determine la parte del dominio de definicion de f(x) en que es concava.
2B.c) [1 PUNTQ] Determine los puntos de inflexion de f(x).

APARTADO 3 (Bloque C) [2,5 PUNTOS]

X+y—2=0

2x-2-1=0

3.2) [0,75 PUNTOS] Obtenga la ecuacion de la recta paralela a r que pase por el punto P.
3.b) [1,25 PUNTOS] Considere un punto P’ en r y un vector direccion de r. Calcule el area
del paralelogramo determinado por PP y el vector direccion de r elegido.

3.¢) [0,5 PUNTOS] Calcule la distancia entre Py r.

Considere el punto P(1,5,0) y larecta r:{

APARTADO 4 (Bloque E) [2,5 PUNTOS]
Resuelva una de las siguientes cuestiones (4A o 4B):

4A) Determinada enfermedad es curable si se trata antes de que aparezcan sus sintomas. Para
poder tratar a los pacientes a tiempo, se pasa un test a la mayor parte de la poblacion. EI 1,5%
de la poblacion sufre esta enfermedad. La probabilidad de que, no sufriendo la enfermedad, el
test de positivo es 0,021 y la de que si estas enfermo de negativo también es 0,021.

4A.a) [0,5 PUNTOS] ¢Cual es la probabilidad de no sufrir la enfermedad?

4A.b) [0,75 PUNTOS] ¢Cual es la probabilidad de que el test de positivo si la persona esta

enferma?

4A.c) [1,25 PUNTQOS] ¢Cuél es la probabilidad de que la persona esté enferma si el test ha

dado positivo?

4B) Sean Ay B dos sucesos asociados a un experimento aleatorio tales que P(A) =0,8,
P(B)=0,5y P(AUB)=1.

4B.a) [0,5 PUNTOS] Calcule la P(ANB).

4B.b) [0,75 PUNTOS] Razone si A 'y B son independientes.
4B.c) [0,5 PUNTOS] Calcule la P(B°), con B® el suceso contrario a B.

4B.d) [0,75 PUNTOS] Calcule la P(A°B®), con A® el suceso contrario a A.
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Distribuciéon normal

X

F(x)=p(X <x)= f l—_e‘%’zdt
Va2

-0

x 000 001 002 003 004 005 006 007 008 009
00 | 5000 5040 5080 5120 5160 5100 5230 5279 5310 5350
01 | 5398 5438 5478 5517 5557 5596 5636 5675 5714 5753
02 | 5793 5832 5871 5010 5048 5087 6026 6064 6103 6141
03 | 6179 6217 6255 6203 6331 6368 6406 6443 6480 6517
04 | 6554 6391 6628 6664 6700 6736 6772 6808 6344 6879
05 | 6915 6050 6985 7010 7054 7088 7123 7157 7190 7224
06 | 7257 7201 7324 7357 7389 7422 7454 748 7517 7549
07 | 7580 7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794 7823 7852
08 | 7881 7910 7939 7967 7995 8023 8051 8078 8106 8133
00 | 8150 8186 8212 8238 8264 8280 8315 8340 8365 8380
10 | 8413 8438 8461 8485 8508 8531 8554 8577 8500 8621
11 | 8643 8665 8686 8708 8720  §740 8770 8790 8810 8830
12 | 8840 8869 8888 8007 8925 8044 8962 8080 8997 9015
13 | 0032 0040 0066 0082 00990 0115 9131 0147 9162 9177
14 | 0102 90207 9222 9236 0251 0265 9279 0202 90306 0319
15 | 9332 9345 0357 9370 9382 9304 0406 0418 0420  944]
1.6 | 0452 0463 0474 0484 9495 9505 9515 0525 9535 0545
17 | 9554 9564 0573 0582 0501 0500 0608 9616 9625  .9633
18 | 0641 0640 0656 0664 0671 0678 0686 0603 0600 0706
19 | 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767
20 | 0772 9778 9783 0788 0793 0798 0803 0808 0812 90817
21 | 9821 9826 9830 9834 0838 9842 0846 9850 0854 0857
22 | 0861 0864 0868 0871 0875 0878 0881 0884 0887 0800
23 | 0803 0806 0808 0001 0004 0906 09090 0011 0913 0016
24 | 0018 0020 0022 0025 0027 0920 0031 0032 0034 0036
25 | 0038 0040 0041 0043 0045 0046 0048 0040 0051 0052
26 | 0053 0055 0056 0057 0050 0060 0961 0062 0063 0064
27 | 9965 90066 9967 9968 9960 9970 9971 9972 9973 9074
28 | 0074 0075 9076 9977 9977 9978 9979 9979 0080 0081
20 | 0081 0082 0082 0083 0084 0084 0085 0085 0086 0086
30 | 0087 0087 0087 0088 0088 0980 0080 9080 0000 0000
31 | 0000 0001 0001 0001 0002 0092 0002 0002 0003 0003
32 | 9993 0003 0004 0004 0004 0004 0004 9005 0095 0005
33 | 9995 0005 0005 0006 0096 9996 9996 9996 0996 9007
34 | 0007 0007 0007 0007 0007 0997 9907 0007 0007 0008
36 | 0008 0008 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000
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SOLUCIONES
1A) Considere las matrices
1 -1 -1 2 -2 0 -3 0 2
A=-1 1 0| B=0 -1 2|, C=/-1 2 1
2 -1 0 1 -1 -1 0 -2 -1

1A.a) [1 PUNTO] Razone si A tiene inversa. En caso afirmativo, calculela.
1A.b) [0,5 PUNTOS] Calcule C — 3B.
1A.c) [1 PUNTO] Resuelve la ecuacion AX +3B=C.

1A.a) Para que la matriz tenga inversa su determinante no debe ser nulo.

1 -1 -
|Al=|-1 1 0|=0+0-1+2-0-0=1%0
2 -1 0

El determinante de A es distinto de cero y esta matriz tiene inversa. La calculamos.

1 -1 2 1 - -1 -1 -1 1
+ - -
Adj|-1 1 -1 0 O -1 0 -1 0
ja Ad(A) (0 o) | g j12 1A
oA 1 | jo o |10 |10
-1 2 1 2 1 -1
+ —
1 - -1 -1 -1 1
0 1 1
At=l0 2
-1 -1 0
1A.b) Calculamos la matriz C — 3B .
-3 0 2 2 2 0 -3-6 0+6 2-0 -9 6 2
c-3B=|-1 2 1|-30 -1 2|=-1-0 2+3 1-6 |=|-1 5 -5

0 -2 -1 1 -1 -1 0-3 -2+3 -1+3 -3 1 2
1A.c) Despejamos X de la ecuacion matricial.
AX+3B=C=AX=C-3B=X= A’l(C—3B)
Determinamos la expresion de la matriz X.

0 1 1)(-9 6 2) (-1-3 5+1 -5+2
X=A*(C-3B)=| 0 2 1||-1 5 -5|=[-2-3 10+1 -10+2
1 -1 0)\-31 2) (9+1 -6-5 -2+5

-4 6 -3
La matriz X tiene la expresion X = -5 11 -8/|.
10 -11 3
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1B) Considere el siguiente sistema de ecuaciones:
X-3y+z=2
—-2x+22=0
—Xx—-3y+3z=a

dependiente del parametro aeR .

Determine si este sistema es incompatible, compatible determinado o compatible indeterminado
en el caso en que:

1B.a) [1,25 PUNTOS] a = 2. Resuélvalo si es compatible.

1B.b) [1,25 PUNTOS] a=8. Resuelvalo si es compatible.

X-3y+z=2
1B.a) Para a =2 el sistema queda {—2x+2z=0
—X-3y+3z=2
1 -3 1
Este sistema tiene como matriz de coeficientes A=| -2 0 2| y como matriz ampliada
-1 -3 3
1 -3 12
A/B=|-2 0 2 0].
-1 -3 3 2

Utilizamos el método de Gauss para transformar la matriz ampliada y obtener un sistema
triangular equivalente.

Fila 32 + Fila 12

/ 12 -3 ; -1 -3 32

A/B=|- 0 0= 1 -3 1 2
-1 -3 3 2

0 -6 4 4— Nuevafila3?
Fila 22 + 2-Fila 12

20 2 0 1 -3 1 2
5 6 2 4 =0 -6 4 4|=
0 -6 4 4-— Nuevafila2? 0 6 44
Fila 32 — Fila 22 G,
0o 6 4 a4 1 31 2
0 6 4 4 =|0 -6 4 4
0 0O 0 0 — Nuevafila3? LO,—/O 0

A

Los rangos de la matriz A y de A/B son iguales a 2, menor que el nimero de incognitas
(3). El sistema es compatible indeterminado.
Lo resolvemos partiendo del sistema equivalente obtenido.
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A/B

/—/%
1 312

X-3y+z=2 X—-3y+z2=2 X—-3y+z2=2
0 6 4 4|= = =
—-6y+4z=4 -3y+2z2=2 -3y=2-2z
0 0 0O
%,_J

A

X=«a

> X+2-272+2=2=%x-2=0=>x=1=> —3y:2—2a—>y:%2+§a

I=x

. . -2 2 .
Para a=2 las soluciones del sistema son x=«; y = ?+ §a; z = o para cualquier valor

aclR.
X—-3y+z=2
1B.b) Para a=8 el sistema queda {-2x+2z=0
—Xx—-3y+3z=8
1 -3 1
Este sistema tiene como matriz de coeficientes A=| -2 0 2| y como matriz ampliada
-1 -3 3
1 -3 12
A/B=|-2 0 2 0].
-1 -3 38

Utilizamos el método de Gauss para transformar la matriz ampliada y obtener un sistema
triangular equivalente.

Fila 32 + Fila 12

1 -3 1 2 1 33 8
A/IB=|-2 0 2 0|= 31 9

1 =338 0 -6 4 10— Nueva fila3?
Fila 22 + 2-Fila 12
2 0 2 0 1 31 2
5 6 2 4 =0 -6 4 4 |=>
0 -6 4 4— Nuevafila22 0 -6 410
Fila 32 — Fila 22 — 2
0 -6 4 10 1312
0 6 4 4 —=|0 -6 4 4
0 0 0 6 —Nuevafila3? O%OA_/O °

El rango de la matriz A es 2 y el de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema es
incompatible (sin solucién).
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2A) Considere la siguiente funcién definida a trozos
f x® —6x*+9x si x<3
X)=

( In(x2—9) si x>3
donde In denota al logaritmo neperiano.
2A.a) [0,5 PUNTOS] Determine el dominio de definicion de f(x).
2A.b) [0,75 PUNTOS] Determine los intervalos de continuidad de f(x).
2A.c) [0,5 PUNTOS] Halle los puntos de corte de f(x) con el eje OX de abscisas.
2A.d) [0,75 PUNTOS] Calcule la(s) asintota(s) de f(x) y diga de que tipo(s) es(son), si la(s)
tiene.

2A.a) El tnico problema se puede plantear al calcular el logaritmo neperiano, pero si x >3
entonces x> —9>9-9=0 y el logaritmo neperiano In (x2 —9) existe.

El dominio de la funcién es todo R .

2A.b) Enel intervalo (—o,3) la funciénes f (x)=x’—6x"+9x que es una funcion
polinémica y por tanto continua.
En el intervalo (3,+) lafunciénes f (x)=1In(x*-9) que es una funcién logaritmica que

es continua pues x*—-9>0.
Comprobamos la continuidad en x = 3.

f(3)=3"-6-3°+9-3=0

. L 3_ 2 _ . .
lim f(x)_lemst 6x>+9x=0 = lim f(x)= lim f(x)
i =i 2— = — = —

lim f (x)_XILm3+ In(x 9) IN(9-9)=—o

La funcién no es continua en x = 3. La funcién es continua en (—oo,3)u(3, +oo) )
2A.c) Hallamos los puntos de corte.

x3—6x2+9x:0—>x(x2—6x+9)=0—>

x=0e(<0.3)

>, 63200 E (—6)2—36_3
f X2 —6x%+9x si x<3 X ZXFI=l—oX= 2 B
(x)= In(x2—9) six>3 =

eje OX - y=0 In(x2—9):0—>x2—9=1—>x2=10—>

—[x=410|=3.16 € (3,+)

Los puntos de corte de f(x) con el eje OX de abscisas son (0,0), (3,0) y (\/1_00)
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2A.d) Asintotas verticales. x =a.
x=3 es asintota vertical por la derecha pues lim f (x)= limIn(x* ~9)=In(9-9) =—o.

x—3" x—3"

Asintota horizontal. y=b.
Buscamos en —co.

lim f (x)= lim x* —6x* +9x =—o0

X—>—00 X——00
No existe asintota horizontal cuando x tiende a —oo.
Buscamos en +oo.

lim f(x) = lim In(x* -9) =+

X—>+00 X—>+0

No existe asintota horizontal cuando x tiende a +o.

Asintota oblicua. y=mx+n

3 a2
i XXX i %2 x4 9 = 400
) f X X—>—0 X X—>—0
mzllm%: , 2X
o In(x*-9 2 2
= lim M=£={L’H6pital}= lim X =9 = lim —=X_ =0
X—>+0 X 0 x>0 ] X+ X —

Como el valor obtenido es +oo y 0 la funcion no tiene asintota oblicua.

Resumiendo: La funcion tiene una asintota vertical por la derecha: x =3 y no tiene ni
asintota horizontal ni oblicua.
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X
X241

2B.a) [0,5 PUNTOS] Determine la parte del dominio de definicion de f(x) en que es decreciente.
2B.b) [1 PUNTO] Determine la parte del dominio de definicion de f(x) en que es concava.
2B.c) [1 PUNTQ] Determine los puntos de inflexion de f(x).

2B) Considere la funcion f (x)=

2B.a) El dominio de la funcion es todo R, pues el denominador nunca se anula. Buscamos
los puntos criticos de la funcién usando la derivada.

1.(X* +1) - 2x-x X +l-2x 1%

f(x)= £(x)= =
) a1 ) (x2 +1)2 (x2 +1)2 (x2 +1)2
F(x)=0= (;—:{12)2 —0=1-X=0= X =1= |x=1=#1

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos dos puntos criticos:
x=-1y x=1

e Enelintervalo (—o,—1) tomamos x = -2y la derivada vale

2
f(-2)= LZ)Z — =3 0. La funcion decrece en (—o0,-1).
((-2) +1]
2
e Enelintervalo (—1,1) tomamos x = 0y la derivada vale f"(0)= ( 12_0 )2 =1>0.La
0°+1
funcion crece en (-1,1).
2
e Enelintervalo (1,+w) tomamos x = 2y la derivada vale f’(2)= 1_—22 _3 0
(22 +1) 25
La funcién decrece en (1,+0).
La funcion es decreciente en (—oo0,—1)U(1,+)
2B.b) Buscamos los valores que anulan la segunda derivada.
2
) 1-x2 3 =2X(X* +1) —2(1+x*)2x(1-Xx°
T SR L e e 0
(x*+1) (x*+1)

—ZX(XZ +1)—4X(1—X2) —2x* —2x—4x+4x* _ 2x* —6x

(x* +1)3 (x? +1)3 (x? +1)3
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x=0
x2—-3=0—|x=+3

3
f"(x):O:zx 6X0:>2x3—6x0:>2x(x2—3)0:>{

(x2 +1)3

Estudiamos el signo de la segunda derivada antes, entre y después de estos tres valores.

e Enelintervalo (—oo, —J§) tomamos x = -2 y la segunda derivada vale

-2)= 2(=2) _6(_32) ~ =% 0. Lafuncion es céncava (n) en (—oo,—\/g).
(2y+1) 1

e Enelintervalo (—J§, 0) tomamos x = -1y la segunda derivada vale

3
-1)= 2(-1) _6(_31) _% 0. Lafuncién es convexa (U) en (—J§,O).
((—1)2 +1)
e Enelintervalo (O,+J§) tomamos x = 1y la segunda derivada vale

2017 -6(1) -
f7(1)= ()—3() =% 0. La funci6n es céncava (n) en (O,+J§).
(1°+12)
e Enelintervalo (+ 3,+oo) tomamos x = 2 y la segunda derivada vale

3
f”(2 = L_(ng) = 4 > 0. La funcion es convexa (U) en (+ 3,+oo).
(22+1) 125

La funcién es concava en (—oo —\/§)u(0, +\/§) :

2B.c) La funcién cambia de concavidad a convexidad o viceversaen x=0, x= +\/§ y

(-
=B g
) {67
f(o):(o)‘3+l:o »B(0,0)
+J3)= 3 :+\/§ >C| + 3
) o)

Sus puntos de inflexion son A(_ﬁ,__f} B(0,0) y C[+J§, +;/§J
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APARTADO 3 (Bloque C) [2,5 PUNTOS]

X+y—-2=0

2x-2-1=0

3.2) [0,75 PUNTOS] Obtenga la ecuacion de la recta paralela a r que pase por el punto P.

3.b) [1,25 PUNTOS] Considere un punto P’ en r y un vector direccion de r. Calcule el &rea del
paralelogramo determinado por PP y el vector direccion de r elegido.

3.¢) [0,5 PUNTOS] Calcule la distancia entre Py r.

Considere el punto P(1,5,0) y larecta r:{

3.a) Hallamos un vector director y un punto de la recta r.

X=«a
X+y—-2=0 [y=2-x P (0,2,-1)
r: = =>riy=2-a =4_.
2Xx—2-1=0 2Xx-1=1z v :(1,_1,2)
z=-1+2« r

La recta s paralela a r tiene como vector director el vector director de r.

P(15,0)es x=lva
. =s:qy=5-1;1€R
u, =V, =(1,-1,2)

2=24

3.b) Dibujamos el paralelogramo.

Consideramos el punto P"= P, (0,2,~1) y el vector director v, =(1,-1,2). Hallamos las

coordenadas del punto Q sumando al punto P el vector \Tr
Q=P +v, =(0,2,-1)+(1-12)=(111)

El area del paralelogramo es el médulo del producto vectorial P~ Px\/T.

P"P=(150)-(0,2,-1)=(131)
i ] k

P Pxv, =l 3 1/=6i+j-k-3k—-2j+i=7i—j-4k=(7,-1-4)
1 -1 2

Area =[P Pxv,| =7 +(-1) +(-4)° =|B6 =8.124 U’
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El 4rea del paralelogramo tiene un valor de /66 =8.124 unidades cuadradas.

3.c) La distancia del punto P a la recta r es el valor del area del paralelogramo dividida por el
modulo del vector v, (base del paralelogramo).

v, =(L,-12)= v, | =12 +(-1)" +22 =6
d(P,r)= Area Earale "19 ramo _ \/\/6? =11 = 3.32unidades
ase =|v,
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4A) Determinada enfermedad es curable si se trata antes de que aparezcan sus sintomas. Para

poder tratar a los pacientes a tiempo, se pasa un test a la mayor parte de la poblacion. EI 1,5%

de la poblacion sufre esta enfermedad. La probabilidad de que, no sufriendo la enfermedad, el

test de positivo es 0,021 y la de que si estas enfermo de negativo también es 0,021.

4A.a) [0,5 PUNTOS] ¢Cual es la probabilidad de no sufrir la enfermedad?

4A.b) [0,75 PUNTQOS] (Cual es la probabilidad de que el test de positivo si la persona esta
enferma?

4A.c) [1,25 PUNTOS] ¢Cual es la probabilidad de que la persona esté enferma si el test ha dado
positivo?

Llamamos M al suceso “sufrir la enfermedad” y T a “el test da positivo”.
Tenemos que P(M)=0.015, P(T/M)=0.021y P(T/M)=0.021.

4A.a) Nos piden calcular P(M) . Como es el suceso contrario de sufrir la enfermedad

tenemos que P(M) =1-P(M)=1-0.015=0.985.

4A.b) Nos piden calcular P(T /M ). Como es el suceso contrario de dar negativo si tienes la

enfermedad tenemos que P(T /M )=1— P(f/ M ) =1-0.021=0.979.

4A.c) Nos piden calcular P(M /T). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema

de Bayes.
CP(MAT) P(M)P(T/M) B
P(MIT)= P(T)  P(M)P(T/M)+P(M)P(T/M)
0.015-0.979 979

= = =0.415
0.015-0.979+0.985-0.021 |2358

La probabilidad de que la persona esté enferma si el test ha dado positivo tiene un valor
aproximado de 0.415.
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4B) Sean Ay B dos sucesos asociados a un experimento aleatorio tales que P(A) =0,8,
P(B)=0,5y P(AUB)=1.
4B.a) [0,5 PUNTOS] Calcule la P(ANB).

4B.b) [0,75 PUNTOS] Razone si A'y B son independientes.
4B.c) [0,5 PUNTOS] Calcule la P(B°), con B® el suceso contrario a B.

4B.d) [0,75 PUNTQOS] Calcule la P(Ac N B°) , con A° el suceso contrario a A.

4B.a) Utilizamos la formula de la probabilidad de la union de dos sucesos.

P(AUB) =1

P(A)=0.8

P(B)=0.5
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

—1=08+05-P(ANB)=

=|P(AnB)=13-1=0.3

Hemos obtenido que P(ANB)=0.3.

4B.b) Para que Ay B sean independientes debe cumplirse que P(AnB)=P(A)P(B).
Averiguamos si se cumple la igualdad o no.

P(ANB)=0.3

P(A)P(B):0.8-0.5=0.4}:> P(ANB)=03#04=P(A)P(B)

No se cumple la igualdad y los sucesos A y B no son independientes.
4B.c) P(B°)=1-P(B)=1-05=05
4B.d) Utilizamos las leyes de Morgan.

P(A°nB°)=P((AUB)’)=1-P(AUB)=1-1=[0]
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