PAU Modelo 2025 Matemadticas Il en Castilla-Ledn Juan Antonio Martinez Garcia

g Prueba de acceso a la Universidad MODELO 0
Z Castilla y Ledn MATEMATICAS Il N° paginas: 3
%
APARTADO 1: (elegir UN problema)
Problema 1A.
a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales segun los valores del pardmetro aeR :
X+X+Z=O
2ax+y=0 (1,5 puntos)
2Xx+y+az=0
b) Resolverlo para a=1. (1 punto)
Problema 1B.
0 2
. 101 1 -1 0 3
a) Dadas las matrices A= ,B=|1 0|, C= y D= , hallar la
110 0 1 1 3
-1 1
matriz X tal que AB+CX =D. (1,5 puntos)

b) Sea M una matriz cuadrada de orden 2 tal que |M | = -3, calcular el determinante de 4M y el
-1

determinante de (2M ) (1 punto)
APARTADO 2: (obligatorio)
Problema 2.
a) Dada la funcion f (x)=e™(x—1), determinar su dominio de definicion, asintotas, intervalos
de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos. Esbozar su gréfica. (1 punto)
b) Calcular el &rea de la region limitada por la gréfica de la funcion f vy el eje de abscisas en el
intervalo [1,3]. (1 punto)
c) Demostrar que la funcién g(x)=2x+senx se anula en un Gnico punto. (0,5 puntos)
APARTADO 3: (elegir UN problema)
Problema 3A.
x=1
X—2=3
Seanlasrectas r=qy=a y s= :
y—-3z=4
I=a
a) Estudiar la posicion relativa de r y s. (1 punto)
b) Hallar el punto simétrico a P(1,0,1) respecto de la recta r. (1 punto)
c) Calcular el plano que contiene a la recta s y al punto P(1,0,1). (0,5 puntos)
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Problema 3B.

Los puntos A(1,1,1), B (2,2,2) y €(1,3,3) son Vértices consecutivos del paralelogramo ABCD.

a) Calcular el area del paralelogramo. (1 punto)

b) Hallar la ecuacién general del plano que contiene a dicho paralelogramo (1 punto)

c) Calcular las coordenadas del vértice D. (0,5 puntos)
APARTADO 4: (elegir UN problema)

Problema 4A.

En las pruebas de acceso a la universidad, las notas que se han obtenido por 1000 estudiantes
han seguido una distribucién normal de media 6,05 y desviacion tipica 2,5.

a) ¢Cuantos estudiantes han superado el 7? Razona la respuesta. (1,25 puntos)
b) Si tenemos que adjudicar 330 plazas, calcula razonadamente la nota de corte. (1,25 puntos)

Problema 4B.

En una oficina del ayuntamiento se asigna un nimero a cada persona que entra. Se observa que
el 70% de las personas que entran son mujeres y que el 40% de los hombres y el 30% de las
mujeres que entran son menores de 30 afos.

a) Indicar las probabilidades que aparecen en el enunciado utilizando una notacion adecuada
(0,5 puntos)

Si se escoge una persona al azar, calcula:

b) La probabilidad de que un nimero sea asignado a una persona menor de 30 afios. (0.5 puntos)
c) La probabilidad de que un nimero sea asignado a un hombre que no tiene menos de 30 afos.

(0.75 puntos)
d) Si la persona a la que se le ha asignado un nimero no tiene menos de 30 afios ¢cuél es la
probabilidad de que sea hombre? (0.75 puntos)
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Distribucion Normal
1 = —;F
Flx)=—=| e* dt
A 20 =
0.00 0.0 0.02 0.03 0.04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0.0 | 05000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 05100 05230 05270 05318 0,5358
0.1 | 05393 0.5433 0.5478 0.5517 05557 05506 05636 0,5675 05714 0.5753
0.2 | 05793 0.,5832 0.5871 0.5810 D.5848 05087 06026 0,6064 0,6103 06141
0.3 | 08179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 D.&368 06406 06443 0,6480 086517
0.4 | 08554 0.6581 0.6623 06684 0.6700 06736 06772 06808 06844 06878

0.3 | 08913 0.68350 0.6835 0.7018 0.7054 D.70BB 07123 0,757 0.7120 07224
06 | 07257 0.7281 0.7324 0.7357 D.73B0 D.7422 0,7454 0,7486 07517 0, 75480
0.7 | 0.7530 0.7811 0.7642 0.7673 0.7704 07734 07764 07704 07823 0. 7852
0.8 | o0.7a: 0.7810 0.7838 0.7887 D.7885 08023 0.8051 08078 0.5106 0.8133
0% | 08159 0.8138 0.8212 0.8233 D.B264 D.&280 0,8315 0,834D 0,8365 0,8380
1.0 | 08413 0.8433 08481 0.8485 D.B50B 08531 08554 08577 0,8500 08821
1.1 | 0.3843 0.6885 0.6638 0.6703 06728 D.&748 08770 0,6780 0.8510 0,8830
1.2 | 03349 0.8889 0.8833 0.8007 08025 02044 08862 0,8880 08807 02014
1.3 | 09032 0.0048 0.00aa 0.0082 00000 02115 0213 02147 02162 02177
14 | 08182 0.8207 08222 0.8238 08251 02265 02278 08282 02306 0.2318
1.5 | 08332 0,8345 0.8357 0.8370 09382 02304 0,24D6 02418 02420 02441
1.6 | 09452 0,0483 08474 08484 0.8405 02505 0,2515 08525 08535 02545
1.7 | 09554 0.8584 0.8573 0.8532 08581 02588 02608 02616 02625 028633
1.8 | 0984 0.0840 0.0658 0.0684 09671 D.267E 0,2686 02603 028600 0.9706
1.5 | og7i3 08719 00728 08732 00738 02744 0,2750 0,8756 0,2781 0,9787

20 | ogrrz 0.8773 0.8733 0.8733 08783 D27es 0,2803 02808 02812 02817
21 | 089 0.0828 0.8830 0.0834 00838 D.2B42 02846 0,8850 02854 09857
22 | 093 0,0884 0.0888 08871 D.08TS D.2B7E 02881 02884 02887 02820
23 | 09333 0.9388 0.8883 088 02804 0 2006 02208 02211 02213 02216
24 | 0993 0.0820 08022 0.0025 09027 02020 02831 02232 0,204 09226
25 | 09933 0,0840 0.0041 00043 D.0045 02046 02248 02240 0,2051 02252
26 | 09933 0,8835 08858 08857 D.ea58 02060 02261 02262 02263 02284
27 | 09985 0.0088 0.0087 0.0083 00060 02070 0,2471 08472 0,2073 02274
28 | 09974 0,0875 00078 00077 0.0O77 02078 02070 0,2a70 0,2280 02281
23 | 089 0.8832 08832 08833 09884 02054 02285 02285 02286 02286
3.0 | 09937 0.0887 0.0087 0.0033 D.0oBB D.20BD 0,208D 02080 0,200 0,2220
31| 09930 0,008 0.8081 0,888 D.eeB2 D.2pB2 02202 02202 0,223 02283
3.2 | 09993 0,8883 0.8084 0.8884 09884 02084 02284 02285 025 0, 2225
33 | 09995 0.0885 0.0085 0.0008 00006 0 2006 0,2006 0,206 02006 0,92a7
34 | 09997 0,0847 0.0087 0.0087 00007 02007 02207 0,2e07 02007 02228

3.3 | 09997 0.8847 0.0083 0.0083 D.oooE D.200E 02008 02208 02008 09228
36 | 09923 0.0843 0.0083 0.0083 00000 02000 02000 02200 0,200 0, 2220
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SOLUCIONES
Problema 1A.
a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales segun los valores del pardmetro aeR :
X+X+Z=O
2
2ax+y=0 (1,5 puntos)
2X+y+az=0
b) Resolverlo para a=1. (1 punto)
1 051
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A={2a 1 0
2 1 a
1 0510
y la matriz ampliadaes A/B={2a 1 0 0].
2 1 ao
VVeamos cuando se anula el determinante de A.
1 05 1
|Al=[2a 1 O0|=a+0+2a-2-a’-0=-a’+3a-2.
2 1 a
-3+1 1—a
-3+ -4(-1)(-2) —3+1 | o =
|Al=0=>-a’+3a-2=0=a= 3AN(2) 31 |7
-2 -2 -3-1
R

Al ser un sistema homogéneo siempre va a ser compatible pues el rango de la matriz Ay el de
A/B son iguales.

Existen tres situaciones diferentes que estudiamos por separado.

CASO1l.a#1lya=2
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el de A/B y el
namero de incognitas, por lo que el sistema es compatible determinado, tiene solucién
Gnica: x=y=z=0.

CASO2. a=1
El determinante de la matriz A es nulo, por lo que su rango no es 3.
1 051
Al sustituir el valor de a la matriz de coeficientes queda A={ 2 1 0|, si tomamos el
2 1 1

menor que resulta de quitar la 32 fila y 12 columna su determinante es

1
‘=—1¢0.Por
0

lo que el rango de A es 2.
Rango de A = Rango de A/B = 2 < NUmero de incégnitas = 3.
El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO3.a=2
El determinante de la matriz A es nulo, por lo que su rango no es 3.
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1 05 1
Al sustituir el valor de a la matriz de coeficientes queda A=|4 1 0 |, si tomamos el
2 1 2

menor que resulta de quitar la 32 fila y 12 columna su determinante es

1
‘=—1¢0.Por
0

lo que el rango de A es 2.
Rango de A = Rango de A/B = 2 < Numero de incégnitas = 3.
El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Si a=1y a# 2 el sistema es compatible determinado, tiene solucion unica:
Xx=y=2=0.Si a=1 0 a=2 el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

x+L+2=0
2

a) Para a=1 el sistema queda {2x+y=0 . Hemos visto que el sistema es compatible
2X+y+2=0

indeterminado. Hallamos sus soluciones.

X+ +7=0 X+ +2=0
2 2 -
X+——+2=0 z=0
2X+y=0 =y=-2x = :>{ 0 =
7=

2x+y+2z=0 |2Xx+y+z=0 [2X-2Xx+z=0

=>2X+y=0=2y=-2Xx= | y=—2a

z=0
X=a
Las soluciones son <y = -2« , para cualquier valor ¢ €R.
z=0
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Problema 1B.
0 2
. 101 1 -1 0 3
a) Dadas las matrices A= ,B=l1 0], C= y D= , hallar la
110 0 1 1 3
matriz X tal que AB+CX =D. (1,5 puntos)

b) Sea M una matriz cuadrada de orden 2 tal que |M | = -3, calcular el determinante de 4M y el
-1

determinante de (2M ) (1 punto)

a) Despejamos X de la ecuacion matricial.
AB+CX =D=>CX =D-AB= X =C™*(D-AB)
Comprobamos que la matriz C tiene inversa.

1 -1

el

‘=1—0=1¢0

Su determinante es no nulo y existe la inversa de C. La calculamos.

o) 1) o

g 1 lo1

Determinamos la expresion de la matriz X.
0 2
0 3y (101 0 3) (-1 2+1 10
D-AB= — 1 0|= - =
1 3 110 11 1 3 1 2 0 1

GG R A S

11
La matriz X solucion de la ecuacion matricial AB+CX =D tiene la expresion X = (0 1] .

b) Por las propiedades de los determinantes sabemos que si M es una matriz cuadrada de orden

2 entonces [4M|=4%-M| y |2M|=2?-|M|=4-|M|. También se cumple que ‘(ZM )7l :ﬁ

Obtenemos el determinante de 4M: |[4M|=4%-|M|=16-(-3) =—48.

1 1 1 -1

TleM| T 22{M| a(=3) 12

Obtenemos el determinante de (2M )"

(2m)”
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Problema 2.

a) Dada la funcion f (x)=e™(x—1), determinar su dominio de definicion, asintotas, intervalos
de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos. Esbozar su grafica. (1 punto)

b) Calcular el area de la region limitada por la gréafica de la funcion f'y el eje de abscisas en el
intervalo [1,3]. (1 punto)

c) Demostrar que la funcion g(x)=2x+senx se anula en un Gnico punto. (0,5 puntos)

.. ., X -1 .
a) El dominio de la funcién f (x)=e™(x-1) =X—X es todo R, pues no presenta ningdn
e

problema al sustituir la “x” por cualquier valor real. Dominio = R .
Asintota vertical. No tiene, pues no tiene discontinuidades.

Asintota horizontal. y=b

b=Ilim f(x)= lim X—_Xlzfz Indeterminacion (L"Hoépital) = lim %:1:0
o0 X—H—ooe o0

X—>+0 X—>+0 e

b= lim f(x) = lim e (x~1) =™ (=) = —0

X—>—00 X—>—a0

Tiene una asintota horizontal cuando x tiende a +co: y =0.

Asintota oblicua. y =mx+n
Veamos cuando X — —oo, pues en esa rama no tiene asintota horizontal.

m= lim L0 i D iy XL iy (f_lj:

X—>—o X X—»—0 X X—>—%0 X X—>—%0 X X

= lime™ (1—% =e* (1_£j —e* = 40
X—>—00 X o0

No tiene asintota oblicua.

Para estudiar el crecimiento y decrecimiento utilizamos la derivada para encontrar sus
puntos criticos.

f(x)=e"(x-1)= ()= (x-D)+e ()= (L-x+1) = (2-x)e " = =
Igualamos a cero.
f '(x):O:%:O:ﬂ-x:O:
Estudiamos el signo de la derivada antes y después de 2.
e En (—oo,2) tomamos x =0 y la derivada vale f (0)= Ze_o =2>0. Es positiva, por

lo que la funcion crece en (—o,2).
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e En (2,+oo) tomamos x=3 y la derivada vale f (3)= 2e_33 = ;—31 < 0. Es negativa, por
lo que la funcién decrece en (2,+oo) :
- : s : :
0 1 2 3 3

La funcion crece en (—o0,2) y decrece en (2,+o). Tiene un maximo en x=2.

Para esbozar la grafica hallamos las coordenadas de algunos puntos de la funcion.

x |y=e"(x-1)
-1 —2e

0 -1

1 0

2 e’

3 2e°

4 3™

Asintota horizontal y = 0 iMdximo! .

o

-2 -1 1

[y

Slx)=€"(x-1)

(&%

E=

b) El &rea de la region limitada por la gréfica de la funcion f'y el eje de abscisas en el intervalo
[1,3] es el valor de la integral definida de la funcion entre 1 y 3. Como podemos apreciar en
el dibujo de la grafica de la funcion esta area va a tener un valor muy pequefio.

Calculamos primero la integral indefinida.
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Integracion por partes
I f(x)dx= _|.e‘X (x-1)dx=<u=x-1—du=dx =—e* (x—l)—j—e‘xdx =

dv=edx >v= Ie‘xdx =—e "
=™ (1-x)+[edx=e (1-x)—e™ =™ (1-x-1) =—xe " + K

Lo usamos para el calculo del &rea.

3

Area = f e (x-1)dx = [—xe’*]i = [—3e’3] —[—1e’l] = ;—3+ % =0.2185 u?

c) La funcion g(x)=2x+senx es continua y derivable en todo R .

Esta funcion se anula para x =0, pues g(0)=2-0+sen0=0.

Si esta funcion se anulase en mas de un punto, por ejemplo, en x = 0 y en X = a entonces
podriamos aplicar el teorema de Rolle a la funcion g(x) enelintervalo [0,a] y deberia existir

un valor ce(0,a) tal que g”(c)=0.

Pero esto no es posible pues la derivada de la funcién g(x)=2x+senx es g"(x)=2-cosx
y deberia cumplirse que g”(c)=2-cosc=0=>jcosc = 2.

El coseno no puede tomar el valor 2 pues su valor esta comprendido entre -1y 1.

La hipotesis de partida no es posible y la funcién solo se anula en x = 0.
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Problema 3A.
x=1
X—2=3
Seanlasrectas r=<y=a y s= :
y-3z=4
I=a
a) Estudiar la posicion relativa de r y s. (1 punto)
b) Hallar el punto simétrico a P(1,0,1) respecto de la recta r. (1 punto)
c) Calcular el plano que contiene a la recta s y al punto P(1,0,1). (0,5 puntos)
x=1

a) Larectaes r =1y = a tiene como vector director u, =(0,1,1) y uno de sus puntos es P.(10,0)
I=a
Hallamos un vector director y un punto de la recta s.

X=3+41 —
x-z=3 x=3+1z v, =(1,31)
S= = =S:qy=4+31=>

y—-3z=4 y=4+3z

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas no son ni
paralelas ni coincidentes.

Las rectas se cortan o cruzan. Hallamos el valor del producto mixto [ur,vs, RQS} :

Q,(340)]

= - =(2
R(l,O,O)}:RQS (3,4,0) (1,0,0) ( 14’0)
U =(0L) 011
v,=(131) t=[u,v,PQ =1 3 1/=0+2+4-6=0
PQ. =(2,4,0) 2 40

Como el producto mixto es nulo las rectas se cortan (estan en un mismo plano y coinciden en
un dnico punto).

b) Seguimos el procedimiento descrito en la imaTen.
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Hallamos el plano m perpendicular a la recta que pasa por el punto P. El vector normal del
plano es el vector director de la recta.

=u,=(0,11)] 7:y+z+D=0
= =0+1+D=0=D=-1=|7r:y+z2-1=0
P(101)ex

Hallamos el punto Q de corte de recta y plano.

r:y+z-1=0 x=1
x=1
:>a+a—1:O:2a:l:>a:1:> y:le(Ll,lj
r = y:a 2 2 2
1=« z:l
2

Hallamos el punto P ~ sumando al punto Q el vector @

Po-{133)-000-(037]

—0+pPo=1% 1 )+[0t L)
P—Q+PQ—(1,2,2)+[0,2, 2) (11,0)

El punto P~ simétrico a P(1,0,1) respecto de la recta r tiene coordenadas P(1,1,0).

c) El plano que contiene a la recta s y al punto P(1,0,1) tiene como vectores directores el vector
director de la recta: v, =(1,3,1) y el vector PQ, .

PQ. =(3,4,0)~(10,1)=(2,4,-1)

i=PQ=(24-0] ety o
v=v,=(131) =72 4 -1|=0=
P(LOl)er 1 3 1

:>4x—4—y+6z—6—4z+4—2y+3x—3=0:>|7z':7x—3y+22—9:0

El plano que contiene a la recta s y al punto P(1,0,1) tiene ecuacion z”: 7x—3y+2z-9=0.
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Problema 3B.
Los puntos A(1,1,1), B (2,2,2) y €(1,3,3) son vertices consecutivos del paralelogramo ABCD.
a) Calcular el area del paralelogramo. (1 punto)
b) Hallar la ecuacién general del plano que contiene a dicho paralelogramo (1 punto)
c) Calcular las coordenadas del vértice D. (0,5 puntos)
D
C
A B

a) El area del paralelogramo es el valor del mdulo del producto vectorial BC x BA.

BC = (13,3)-(2,2,2)=(-111) BA= (1L11)-(2,2,2)=(-1,-1,-1)

i ]k
BCxBA=|-1 1 1|=-i—j+k+k-j+i=-2j+2k=(0,-22)

Area ABCD =[BC xBA| =0 +(-2)° +2* =[\B ?

b) El plano que contiene el paralelogramo es el plano que contiene los puntos A, By C. Este
plano tiene como vector normal el vector BC x BA.

ﬁ:B_C'xﬁz(O,—Z,Z)} 7:-2y+2z+D=0

= =-2+2+D=0=>
A(l,l,l) er A(l,l,l) e }

= D:037Z':—2y+22202>
¢) El punto D se obtiene sumando al punto A(1,1,1) el vector BC = (—1,1,1).
D=A+BC=(111)+(-111)=(0,2,2)

El cuarto vértice del paralelogramo tiene coordenadas D(0,2,2).
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Problema 4A.

En las pruebas de acceso a la universidad, las notas que se han obtenido por 1000 estudiantes
han seguido una distribucién normal de media 6,05 y desviacion tipica 2,5.

a) ¢Cuantos estudiantes han superado el 7? Razona la respuesta. (1,25 puntos)
b) Si tenemos que adjudicar 330 plazas, calcula razonadamente la nota de corte. (1,25 puntos)

X = La nota de un estudiante. X = N(6.05, 2.5)

a) Calculamos P(X >7).

7-6.05
2.5

P(X >7)= {Tipificamos) = P(Z > ]: P(Z >0.38)=1-P(Z <0.38)=

Miramos en la
:{ }:1—0.648: 0.352

tabla N(O, 1)

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,08 0,07
0,0 | 05000 05040 05080 05120 05160 05168 05230 05278
01| 05388 05438 05478 05517 05557 05508 05638 05675
02| os7e3 05832 05871 05910 05048 05087 08026 06084
'm
na4 n AsRL n ARO1 N AR?R N ARRA nA7TN n ATIA neR7TT2? N ARNA n ARda

La probabilidad de que un estudiante supere el 7 es de 0.352. De los 1000 estudiantes es de
esperar que 1000 - 0.352 = 352 estudiantes superen el 7.

b) Nos piden hallar “n” tal que P(X >n)= % =0.33

n-6.05

P(X >n)=0.33= {Tipificamos} = P(Z > ]: 0.33=

Si tenemos que adjudicar 330 plazas la nota de corte debe ser 7.15 puntos.

:1—P(Z < ”_6'05j=o.33:> P(Z < ”_26505}1—0.33:0.67:
Buscamos en la n-6.05
:{ } =0.44=|n=6.05+0.44-25=7.15
tabla N(O, 1) 2.5
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04
0,0 | D000 05040 05080 06120
01 0.5388 0.5438 0.5478 0.5517 D.5@57 |
0,2 05783 0.5832 0.5871 0.5010 0.5p48 |
032 08179 0.8217 0.8255 08203 0,631 |
= |
? N /RO1R N RO&SN N ROaR nn1a n 7naa |
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Problema 4B.

En una oficina del ayuntamiento se asigna un nimero a cada persona que entra. Se observa que
el 70% de las personas que entran son mujeres y que el 40% de los hombres y el 30% de las
mujeres que entran son menores de 30 afos.

a) Indicar las probabilidades que aparecen en el enunciado utilizando una notacion adecuada
(0,5 puntos)

Si se escoge una persona al azar, calcula:

b) La probabilidad de que un nimero sea asignado a una persona menor de 30 afios. (0.5 puntos)
c) La probabilidad de que un nimero sea asignado a un hombre que no tiene menos de 30 afios.

(0.75 puntos)
d) Si la persona a la que se le ha asignado un nimero no tiene menos de 30 afios ¢cual es la
probabilidad de que sea hombre? (0.75 puntos)

a) Llamamos M= “Ser mujer”, M® = “ser hombre” y J = “Ser menor de 30 afios”.
Sabemos que P(M)=0.70,P(M¢)=1-0.7=0.3,P(J/M)=0.30 y P(J/M®)=0.40.

b) Realizamos un diagrama de arbol.

Menor de 30 anos
P(J/M) =0.30
Mujer
P(M) = 0.70
30 aflos 0 mas
P(J¢/M) = 0.70
Mujeres y la edad
Menor de 30 anos
P(J/MC) = 0.40
Hombre
P(M€) =0.30
30 aflos 0 mas
P(J¢/M€) = 0.60

Nos piden calcular P(J). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(J)=P(M)P(J/M)+P(M®)P(J/M®)=0.7-0.3+0.3-0.4=[0.33]
c) Nos piden calcular P(M€J€).
P(M®nJ%)=P(M®)P(J°/M°®)=0.3-0.6=[0.18]

d) Nos piden calcular P(M “13° ) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de
Bayes.

P(M®nJ°) P(M°NJ%) 018 18 _ 1 »ea7

P(M®/3%)= P(3°) ~ 1-P(J) 1-033 |67
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