PAU 2025 Modelo Matemadticas Il en Castilla La Mancha Juan Antonio Martinez Garcia

Evaluacion para el Acceso a la Universidad
Curso 2024/2025

Materia: MATEMATICAS II

Instrucciones: El estudiante debera resolver los cuatro ejercicios propuestos. En los
ejercicios 2, 3 y 4 debera contestar solamente a UNO de los dos apartados
propuestos. Si resuelve mas, se corregira solo el primero de los dos apartados
CAMPUS DE EXCELENCIA INTERMACIONAL resueltos. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando
las respuestas. Solo se permite el uso de calculadores de tipo 1 y 2 (tal y como se
indica en la informacion de las pruebas). Cada ejercicio completo puntuara 2,5
puntos. Duracion de la prueba: 90 minutos.

EJERCICIO 1. Con el objetivo de reducir el coste, una cooperativa de aceite quiere disefiar
unos envases con forma de prisma de base cuadrada con un volumen de 1 dm? (tal como se
muestra en la figura adjunta) pero que tengan la minima superficie.

........................

a) [1 punto] Determina la funcion de la superficie del envase en funcién de x (incluidas las dos
bases).

b) [1 punto] Calcula, razonadamente, los valores de x e y, para que la superficie sea minima.

¢) [0,5 puntos] Con los datos obtenidos en los apartados anteriores, determina la superficie de
cada envase y su coste, sabiendo que el material tiene un precio de 5 euros el dm?.

EJERCICIO 2. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes:
Apartado a)  Carla esté disefiando el tejado de una casa con Geogebra. Para ello, debe unir
una viga que tiene de extremos los puntos de coordenadas A(2,—1,3) y B(—2,4,5).
a.1) [1 punto] Determina la ecuacion de la recta que representa la viga.
a.2) [0,5 puntos] ¢Cual es la longitud de la viga?
a.3) [1 punto] Si se quiere colocar una placa metéalica triangular de veértices los puntos A, B 'y
€(0,0,1). Determina el area de la placa triangular.

Apartado b)  Resuelve los problemas siguientes:
b.1) [1,25 puntos] Sean los vectores u =(1,a,a) y v=(-10,2) con acR . Determina el

valor de a para que el angulo entre los vectores u y v sea de 60°.
b.2) [1,25 puntos] Calcula la ecuacion de la recta que contiene al punto A(1,0,0) y que es
perpendicular a los vectores u=(1,2,1) y v=(1,0,0)..

EJERCICIO 3. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes.
ax+2y+z=1

Apartado a) Considera el siguiente sistema de ecuaciones, donde acR: 2x+ay+z=a
5x+2y+z=1

a.1) [1°5 puntos] Discute el sistema de ecuaciones segun los valores de a, e identifica el
namero de soluciones en cada caso.
a.2) [1 punto] Resuelve, razonadamente, el sistema de ecuaciones para a = 1.
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Apartado b)  Resuelve los problemas siguientes:

b.1) [1,25 puntos] Estudia el rango de la matriz A=

DN
O O
o N -

0
1 | en funcién de los
1

valoresde aeR.

. a1l i ,
b.2) [1,25 puntos] Sea la matriz A= [1 Oj' con aeR. ¢Existe algin valor de a parael

que la matriz A y su inversa sean iguales? Si es asi, indica cuéles. Justifica tu respuesta.

EJERCICIO 4. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes:
Apartado a) Resuelve los problemas siguientes:

a.1) Sean dos sucesos A y B tales que P(4) =0,2; P(AnB)=0,1y P(AUB)=0,3.
Calcula:
e [0,5puntos] P(B) y P(Amﬁ), con B el suceso complementario de B.

e [0,5puntos] P(A/B)y P(B/A).

a.2) En un mazo hay 40 cartas. De estas, 4 estan marcadas solo con un punto verde, 5 solo
con un punto rojo y 7 estan mascadas con los dos puntos (verde y rojo).
e [0,75 puntos] ¢Cual es la probabilidad de sacar dos cartas sin reemplazamiento y que
ambas tengan un punto verde?
e [0,75 puntos] Si saco una carta y tiene un punto verde, ¢cudl es la probabilidad de que
tenga también un punto rojo?
En ambos apartados se considera que una carta tiene un punto verde si tiene solo un punto
verde o también si tiene un punto verde y otro rojo

Apartado b) Resuelve los problemas siguientes:
b.1) En un club se juegan tres deportes. Cada socio solo puede apuntarse a un Unico deporte.
El 60% juega al tenis, el 25% practica natacion y el resto, golf. En los campeonatos locales,
han obtenido algun premio el 21% de los socios que juegan al tenis, el 30% de los que
practican natacion y el 12% de los que practican el golf.
e [0,5 puntos] Calcula la probabilidad de que uno de los socios, seleccionado al azar, haya
obtenido algun premio.
e [0,75 puntos] Sabiendo que un socio ha obtenido algun premio en los campeonatos
locales, calcula la probabilidad de que practique natacion.

b.2) El tiempo que una persona sana invierte en recorrer 5 km sigue una distribucion normal
de media 60 minutos y una desviacion tipica de 8 minutos.
e [0,5 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que una persona sana invierta menos de 50

minutos?
e [0,75 puntos] ¢Cuél es la probabilidad de que una persona sana invierta entre 50 y 66
minutos?
z 0.00 | 0.01 | 0.02 | 0.03 | 0.04 | 0.05 | 0.06 | 0.07 | 0.08 | 0.09 |
0.50 0.6815 0.6850 0.6885 0708 0.7054 0.7088 07123 07157 0.7180 0.7224
060 0.7257 07291 0.7324 07357 0.7380 07422 0.7454 0.7486 0.7517 07540
0.70 0.7580 0.7811 0.76842 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 07784 0.7823 0.7852

0.80 0.7881 0.7810 0.7839 0.7867 0.7885 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133

0.90 0.8158 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8280 0.8315 0.8340 0.8385 0.8380

1.00 08413 0.8438 0.8481 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8588 0.8621

1.40 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8728 08740 0.8770 0.8780 0.8810 0.8830

1.20 0.2840 0.2860 0.8888 0.8007 0.8025 0.2044 0.8082 0.8080 0.8007 D.2015

1.30 0.8032 0.2048 0.9066 0.8082 0.0092 0.8115 0.9131 0.9147 0.9162 0.8177
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1. Con el objetivo de reducir el coste, una cooperativa de aceite quiere disefiar
unos envases con forma de prisma de base cuadrada con un volumen de 1 dm? (tal como se
muestra en la figura adjunta) pero que tengan la minima superficie.

........................

a) [1 punto] Determina la funcién de la superficie del envase en funcion de x (incluidas las dos
bases).

b) [1 punto] Calcula, razonadamente, los valores de x e y, para que la superficie sea minima.

¢) [0,5 puntos] Con los datos obtenidos en los apartados anteriores, determina la superficie de
cada envase y su coste, sabiendo que el material tiene un precio de 5 euros el dm?,

1
a) El volumen debe ser 1 dm?, por lo que X’y =1=y= Z

La superficie del envase es la suma de las dos bases y el lateral.

Base — x°

:>S(x):2x2+4xy:{y:i2}:>8(x):2x2+4xi2:2x2+ﬁ
Lateral — 4x-y X

X X

La superficie del prisma tiene la expresion S (x)=2x’ +ﬂ .
X

b) Utilizamos la derivada de la funcién S(x)= 2x° +— para encontrar sus puntos criticos.
X

4 4
S(X)=2x2 += = 8" (X) = 4x——
(x) X +X: (x) X 2

S’(x)=0:>4x—i2:0:>4x:i2:>4x3:4:>x3=1:> x=31=1
X X

Sustituimos este valor en la segunda derivada.
. 4 2 . 3 8 . 8
S (x)=4x—?=4x—4x = S”(x)=4+8x =4+?:>S (1):4+1—3:12>0

Como la segunda derivada es positiva la funcion superficie tiene un minimo para x = 1.

La superficie es minimaparax =1 dme y= 112 =1dm.

c) La superficie minima tiene un valor de S (1) =21 +% =6dm?*. Como cuesta 5 euros el dm?

el coste del envase sera de 6 - 5 = 30 euros.
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EJERCICIO 2. Apartado a) Carla esta disefiando el tejado de una casa con Geogebra. Para
ello, debe unir una viga que tiene de extremos los puntos de coordenadas A(2,—1,3) y
B(-2,4,5).

a.1) [1 punto] Determina la ecuacién de la recta que representa la viga.

a.2) [0,5 puntos] ¢Cudl es la longitud de la viga?

a.3) [1 punto] Si se quiere colocar una placa metalica triangular de vértices los puntos A, B 'y
€(0,0,1). Determina el area de la placa triangular.

a.1) Hallamos la ecuacion de la recta r que pasa por Ay B.

A(2-13)er e
e =r:qy=-1+54;1eR
v, = AB=(-2,4,5)-(2,-1,3)=(-4,52) 7=3+22

a.2) La longitud de la viga es la distancia de A a B, es decir, el médulo del vector AB .

AB=(-4,52)= ‘ﬁ‘ = \J(~4)" +5% +22 = /45 = 6.7 unidades

La longitud de la viga es de /45 = 6.7 unidades

a.3) El area del triangulo ABC es la mitad del médulo del producto vectorial ABxAC .

AB =(-4,5,2) B L
. = ABxAC=|-4 5 2|=
AC =(0,0,1)-(2,-1,3)=(-2,1,-2) o1

— —10i—4j—4k +10k -8 — 2i =—12i —12 j + 6k = (-12,-12,6)

[ABx AC|=|[(-12)° +(-12)° +6° =18

El area de la placa triangular tiene un valor de 9 unidades cuadradas.
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EJERCICIO 2. Apartado b) Resuelve los problemas siguientes:
b.1) [1,25 puntos] Sean los vectores u =(1,a,a) y v=(~1,0,2) con acR. Determina el valor

de a para que el angulo entre los vectores u y v sea de 60°.
b.2) [1,25 puntos] Calcula la ecuacion de la recta que contiene al punto A(1,0,0) y que es
perpendicular a los vectores u =(1,2,1) y v=(1,0,0).

b.1) Utilizamos la férmula del producto escalar para obtener el &ngulo.

_uv o (La,a)(-10,2) _ -l+2a
H'M VI? +a’+a’ \/(—1)2 10242 1+2a*\6

El &ngulo debe ser de 60°.

cos(ﬁﬁ)

cos(ﬁﬁ)— —1+2a

o 2 _
Vi+2a*+5 :1;261=1:>—2+4a:\/§ 1+2a° =

, 2
cos(60°):% 1+2a°\5

= (-2+4a)  =5(1+2a") = 4+16a’ ~16a=5+10a" =

16+/(-16)" ~4(6)(-1) _ 16+ /(-16)° - 4(6)(-1)

=6a’-16a-1=0=a=

2(6) 12
8++/70 -
_— = — 1 |
_Sim_ 5 2.72 - -1+2(2.72) > 0 —jEs valido!
6 -
8 ;3/% =—-0.06 - —1+2(—0.06) < 0 — coseno negativo jNo es valido!

8+\/%

6

=272.

El Unico valor que hace que cos(ﬂﬁ) =60° es a=

b.2) Si la recta r buscada es perpendicular a los vectores u y v su vector director es el producto
vectorial de los dos vectores.

i j ok
v, =uxv=[ 2 1f=j-2k=(0,1-2)
10 0

La recta r que cumple lo pedido es la recta que pasa por Ay tiene como vector director
v, =(0,1,—2). Hallamos su ecuacion.

A(1,0,0)er x=1
— =>|r:sy=4 ;4eR
v, =(0,1,-2) S 9
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EJERCICIO 3. Apartado a) Considera el siguiente sistema de ecuaciones, donde ac R :
ax+2y+z=1
2Xx+ay+z=a

5x+2y+z=1
a.1) [1°5 puntos] Discute el sistema de ecuaciones segun los valores de a, e identifica el

namero de soluciones en cada caso.
a.2) [1 punto] Resuelve, razonadamente, el sistema de ecuaciones para a = 1.

a 21
a.1) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|2 a 1|y la matrizampliada es
521
a 211
A/B=|2 a 1 a|.
5211

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

a 2
|Al=|2 a 1=a’+10+4-5a-4-2a=a’-7a+10
5 2
7+3
——=|5=a
|A|=0:>a2—7a+10=0:>a:7i\/(‘7)2‘4(1)(10):713: 2
2 2 |7-3
o C2=8

Distinguimos tres casos que analizamos por separado.

CASO 1l a=2ya=#5.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, asi como el de A/B e igual
al nimero de incégnitas. El sistema es compatible determinado (una Unica solucion).

CASO 2. a=2.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Analizamos el rango de Ay

A/B usando el método de Gauss para triangular el sistema.

2-Fila3* — 5 - Fila 12

2211 10 4 2 2
A/IB=|2 2 12| 10 -10 -5 -5
> 211 0 -6 -3 —3— NuevaFila3?
Fila2® — Fila 12
s 9 1 2 2 2 1 1
o o 1 1 =0 0 0 1 |=
0 6 -3 -3

0 0 O 1 — NuevaFila?2?
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A/B
2 2 11
:>{Fi|a3a<—> Fila 2"‘}:> 0 6 -3-3
0 0 01

[N ——
A

El rango de A es 2 y el rango de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema es
incompatible (sin solucién)

CASO 3. a=5

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Analizamos el rango de Ay
A/B usando el método de Gauss para triangular el sistema.

Fila 3% — Fila 12
5 2 11 & o 1 1
AlB=|2 5 15|=1 . , .
5211 0O 0 O O0—NuevaFila3?
5-Fila22—2 - Fila 12 N LR,
10 25 5 25 > 2 11
10 4 -2 2 =0 21 323
0 21 3 235 NuevaFilae| |20 00

A

El rango de Ay A/B es 2. Los rangos son iguales, pero menores que el nimero de
incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)

Resumiendo: Si a=2 ya=5 el sistema es compatible determinado, si a =2 el sistema es
incompatible y si a=>5 el sistema es compatible indeterminado.

a.2) Para a = 1 el sistema es compatible determinado (apartado anterior). Hallamos su solucion.
Ecuacion 32 —5- Ecuacion 12
5k 42y +z =1
2X+y+z=1 >

-5x -10y -5z =-5
-8y -4z =-4— NuevaEcuacion3?

X+2y+z=1

5Xx+2y+z=1

Ecuacion 28 —2 Ecuacion 12
2x -y 4z =1
-2x -4y 27 =-2
-5y -z =-1-— NuevaEcuacion 22

X+2y+z=1
= -8y-4z1=-4=
-Sy-z=-1
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2-Ecuacién 32 + 5 - Ecuacién 22
X+2y+z=1

) ) -10y -2z = -2
y+z= 1:> 10y +5z = 5 N
-5y- z=- 3z = 3 — NuevaEcuacién3?

X+2y+z=1 X+2y+z=1
= 2y+z2=1= 2y+z=1

{x+2y+1=1 {X+2y=0
—
3z=3

2y+1=1 | 2y=0-[y=0]"

z=§:1
3

:>x+0=0:>

La solucion del sistemaesx =0, y=0, z=1.

EJERCICIO 3. Apartado b)

b.1) [1,25 puntos] Estudia el rango de la matriz A= en funcion de los valores

O ON
mr O O
o N P
B O

de aeR.

La matriz A es de dimensiones 3x4. Surangoes 1,20 3.
Consideramos el menor que resulta de quitar la primera columna -

010
0 2 1=0+1+0-0-0-0=1=0.
1 01

El rango de A es 3 para cualquier valor de a.

EJERCICIO 3. Apartado b)

a1l
b.2) [1,25 puntos] Sea la matriz A= [1 Oj' con aeR. ¢(Existe algun valor de a para el que

la matriz A y su inversa sean iguales? Si es asi, indica cudles. Justifica tu respuesta.

Si la matriz y su inversa son iguales debe cumplirse que A-A=1.

wne=( 8 -5 S el

1 0)\1 O 01 a 1) \0 1 a=0

Para que la matriz A y su inversa sean iguales debe ser a = 0.
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EJERCICIO 4. Apartado a)
a.1) Sean dos sucesos A y B tales que P(4) = 0,2; P(AnB)=0,1y P(AUB)=0,3. Calcula:

e [0,5puntos] P(B)y P(AmE), con B el suceso complementario de B.
e [0,5puntos] P(A/B)y P(B/A).

i) Utilizamos la férmula de la probabilidad de la unién de dos sucesos.

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=03=0.2+P(B)-0.1=

=0.3-0.2+0.1=P(B)=|P(B)=0.2

Calculamos P(Amﬁ).

P(A)=P(ANB)+P(ANB)=02=01+P(ANB)=|P(ANB)=01

i) Calculamos P(A/B).

Calculamos P(B/A).

9de 12


http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Modelo Matemadticas Il en Castilla La Mancha Juan Antonio Martinez Garcia

EJERCICIO 4. Apartado a)

a.2) En un mazo hay 40 cartas. De estas, 4 estdn marcadas solo con un punto verde, 5 solo con
un punto rojo y 7 estdn mascadas con los dos puntos (verde y rojo).

e [0,75 puntos] ¢Cual es la probabilidad de sacar dos cartas sin reemplazamiento y que ambas
tengan un punto verde?

e [0,75 puntos] Si saco una carta y tiene un punto verde, ;cudl es la probabilidad de que tenga
también un punto rojo?

En ambos apartados se considera que una carta tiene un punto verde si tiene solo un punto
verde o también si tiene un punto verde y otro rojo

Llamamos V a “sacar carta con punto verde” y R a “sacar carta con punto rojo”.
Realizamos una tabla de contingencia.

Cartas con punto rojo (R) | Cartas sin punto rojo (R)

Cartas con punto

verde (V) ! 4
Cartas sin punto 5
verde (V')
40
Completamos la tabla.
Cartas con punto rojo (R) | Cartas sin punto rojo (R)
Cartas con punto
verde (V) ! 4 11
Cartas sin punto
— 5 24 29
verde (V')
12 28 40

i) En la primera extraccion de la carta tenemos 40 cartas y 11 con punto verde, por lo que la

- . ., 11
probabilidad de que en la primera extraccion la carta tenga un punto verde es 20 En la

segunda extraccion solo quedan 39 cartas y 10 con punto verde la probabilidad de que en la

o . 10
segunda extraccion (sin reemplazamiento) la carta tenga un punto verde es — .

La probabilidad de que al sacar dos cartas sin reemplazamiento ambas tengan un punto

verde es EE = £ =0.0705.

40 39 156

ii) Si la carta extraida tiene un punto verde significa que es una de las 11 cartas con punto verde.
Como de estas solo hay 7 con punto rojo tenemos que la probabilidad de que si la carta extraida

tiene punto verde tenga también un punto rojo es de %: 0.6364.
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EJERCICIO 4. Apartado b)

b.1) En un club se juegan tres deportes. Cada socio solo puede apuntarse a un Unico deporte. El
60% juega al tenis, el 25% practica natacion y el resto, golf. En los campeonatos locales, han
obtenido algin premio el 21% de los socios que juegan al tenis, el 30% de los que practican
natacion y el 12% de los que practican el golf.

e [0,5 puntos] Calcula la probabilidad de que uno de los socios, seleccionado al azar, haya
obtenido algin premio.

e [0,75 puntos] Sabiendo que un socio ha obtenido algin premio en los campeonatos locales,
calcula la probabilidad de que practique natacion.

Llamamos T a “el socio juega al tenis”, N a “el socio practica natacion”, G a “el socio
practica golf” y A a “el socio ha obtenido algin premio en los campeonatos locales”.

Sabemos que P(T)=0.6, P(N)=0.25 P(G)=0.15 P(A/T)=0.21, P(A/N)=03y

P(A/G) = 0.12.

i) Nos piden calcular P(A). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(A)=P(T)P(A/T)+P(N)P(A/N)+P(G)P(A/G):
=0.6-0.21+0.25-0.3+0.15-0.12 = [0.219)]

La probabilidad de que el socio elegido al azar haya obtenido algun premio es de 0.219.

ii) Nos piden calcular P(N /A). Aplicamos el teorema de Bayes.

P(NNA)_P(N)P(A/N) 02508 (25 ..,
0 P(A) 0219 |73

P(N/A):

La probabilidad de que elegido al azar un socio que ha obtenido premio esté sea de

natacion es de 3—2 =0.3425.
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EJERCICIO 4. Apartado b)

b.2) El tiempo que una persona sana invierte en recorrer 5 km sigue una distribucién normal de
media 60 minutos y una desviacion tipica de 8 minutos.

e [0,5 puntos] ¢Cudl es la probabilidad de que una persona sana invierta menos de 50 minutos?

e [0,75 puntos] ¢Cuél es la probabilidad de que una persona sana invierta entre 50 y 66 minutos?

X = El tiempo (en minutos) que una persona sana invierte en recorrer 5 km. X = N(60, 8).

i) Nos piden calcular P(X <50).

50-60

P(X <50)= {Tipificamos) = p(z < j: P(Z <~125)=P(Z >1.25)=

Miramos en la
=1- P(Z s1.25) = =1-0.8944 =|0.1056
tabla N(O, 1)

.50

0.60

a7

080

0.50

1.0

[—H.E'—

1.20

1.30 0e0a2 DR04E 0,088 0.e0a2 0 G006 Da118

La probabilidad de que una persona sana invierta menos de 50 minutos en recorrer 5 km
es de 0.1056.

ii) Nos piden calcular P(50< X <66).

50-60 <7< 66 —60

8 8

P(50< X <66)={Tipificamos} = P( j: P(-1.25<Z<0.75)=

=P(Z<0.75)-P(Z <-1.25)=P(Z <0.75)—-[1-P(Z <1.25) | =

{Miramos en la

=0.7734—(1-0.8944)=|0.6678
tabla N(0, 1)

z 0.00 [ 0.01 I 0.02 l 0.03 [ 0.

0.50 0.e1s 08650 08085 o.T01%

0.7324

La probabilidad de que una persona sana invierta entre 50 y 66 minutos en recorrer 5 km
es de 0.6678.
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