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No olvides incluir el código en cada una de las hojas de examen. 

Este examen tiene CINCO ejercicios, de 2,5 puntos cada uno. EL PRIMER EJERCICIO 

ES OBLIGATORIO y de los otros cuatro debes elegir TRES. 

En caso de responder a más preguntas de las estipuladas, las respuestas se corregirán en 

orden hasta llegar al número necesario. 

Las respuestas deben escribirse con bolígrafo azul o negro. No pueden usarse ni lápiz, ni 

bolígrafo borrable, ni bolígrafo de otro color. 

No se podrán usar calculadoras que tengan alguna de las siguientes prestaciones: 

• pantalla gráfica, posibilidad de transmitir datos, programable, 

• resolución de ecuaciones, operaciones con matrices, 

• cálculo de determinantes, 

• cálculo de derivadas e integrales, 

• almacenamiento de datos alfanuméricos. 
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EJERCICIO OBLIGATORIO (2,5 puntos). Los resultados publicados en diciembre de 

2019 sobre la aplicación de la vacuna M72 en Sudáfrica, Kenia y Zambia revelaron que la 

probabilidad de quedar protegido contra la tuberculosis pulmonar activa es de 0,54. Se aplica 

la vacuna a un grupo de 3289 adultos. 

Identifica la distribución correspondiente al número de adultos que quedan protegidos, y 

determina sus parámetros. 

Calcula la probabilidad de que la vacuna haya sido efectiva en 1800 adultos. 

Calcula la probabilidad de que la vacuna haya sido efectiva en menos de 1700 adultos. 

¿La probabilidad de que la vacuna haya sido efectiva entre 1750 y 1850 en adultos puede 

ser 0, 0037? Razona tu respuesta. 

 

SEGUNDO EJERCICIO (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos apartados. 

(2A) Discute la existencia de solución del siguiente sistema en función de los valores del 

parámetro  : 

4 3

5 2 2

2 3 1

x y z

x y z

x y z





+ + =


− + = −
 − + =

 

Resuelve el sistema, si es posible, en el caso 0 =  y 1 = . 

 

(2B) Calcula el rango de la matriz A dependiendo de los valores del parámetro m: 

1 3 4 1

2 2 1

2 2 1

A m m

m m

 
 

= − 
 − − 

.  

 

TERCER EJERCICIO (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos apartados. 

 

(3A) Se consideran las siguientes rectas: 

2 ,
2 1,

1 4 ,
3.

2 ;

x
x y

r y s
z

z







=
− =

 = − +  
= = −

, 

Calcula la posición relativa de las rectas r y s. 

Calcula la ecuación del plano que contiene a ambas rectas. 

Dado el punto P(−8,−8, 0), calcula el punto Q de la recta r de modo que el vector PQ  sea 

perpendicular a la recta r. 

 

(3B) Se consideran la recta y el plano siguientes: 

2 0
: 2 3 10

4 1

x y z
r x y Az

x y z


− + =
 − + =

− + =
 

Calcula el valor del del parámetro A para que la recta r y el plano π sean paralelos. 

Si A = 21, calcula la intersección del plano π y la recta r. 

Si A = 1, calcula el punto simétrico del origen de coordenadas respecto del plano π. 

 
CUARTO EJERCICIO (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos apartados. 
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(4A) Sea ( ) 3 2f x x Ax Bx C= + + + . Las rectas tangentes a la gráfica de la función f en los 

puntos de abscisa 1x = −  y 2x =  son paralelas. Además, f tiene un extremo relativo cuando 

1x =  y ( )
2

0

1
0 lim

x

x

e
f

x→

−
= . 

Encuentra los valores de los parámetros A, B y C. 

Encuentra la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa 1x = −  

para los valores de los parámetros A = −3, B = 0 y C = 4. 

 

(4B) Sea ( )
222 xf x xe−= . 

Encuentra los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f. 

Encuentra los extremos relativos de f y razona si son máximos o mínimos. 

Calcula las asíntotas de f. 

 

QUINTO EJERCICIO (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos apartados. 

 

(5A) Calcula las dos integrales siguientes: 

3

2

2 3

2 1

x x
dx

x x

− +

+ +





     
2

2 3

2 1

x
dx

x x

−

+ +





 

 

(5B) Se consideran las curvas de ecuaciones 2y x=  e 
2

3

x
y =  y la recta de ecuación y x= . 

Dibuja el recinto del primer cuadrante limitado por esas tres curvas y calcula el área de ese recinto. 
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Soluciones 

EJERCICIO OBLIGATORIO (2,5 puntos). Los resultados publicados en diciembre de 

2019 sobre la aplicación de la vacuna M72 en Sudáfrica, Kenia y Zambia revelaron que la 

probabilidad de quedar protegido contra la tuberculosis pulmonar activa es de 0,54. Se aplica 

la vacuna a un grupo de 3289 adultos. 

Identifica la distribución correspondiente al número de adultos que quedan protegidos, y 

determina sus parámetros. 

Calcula la probabilidad de que la vacuna haya sido efectiva en 1800 adultos. 

Calcula la probabilidad de que la vacuna haya sido efectiva en menos de 1700 adultos. 

¿La probabilidad de que la vacuna haya sido efectiva entre 1750 y 1850 en adultos puede 

ser 0, 0037? Razona tu respuesta. 

 

Primero. Consideramos la variable aleatoria X = Número de adultos que quedan protegidos 

contra la tuberculosis pulmonar. 

Hay n = 3289 repeticiones del experimento y son independientes entre si, siendo la 

probabilidad de éxito (quedar protegido) p = 0.54. 

La distribución es una binomial de parámetros n = 3289 y p = 0.54. X = B(3289, 0.54) 

 

Segundo. Nos piden calcular ( )1800P X = . 

( ) 1800 1489 ¡La calculadora no es capaz de hacer este cálculo!
3289

1800 0.54 ·0.46
1800

P X
 

= = = 
 

 

Usando internet y la web “wolfram Alpha” obtenemos que la probabilidad vale 0,009837. 

 

Calculamos esta probabilidad aproximando la binomial X a una normal Y de media 

3289·0.54 1776.06np = = =  y desviación típica 3289·0.54·0.46 28.58npq = = . 

Y = N(1776.06,  28.58) 

Esta aproximación es buena pues 1776.06 5np =   y 3289·0.46 1512.94 5nq = =  . 

 

( )   ( )  

( )

( ) ( )

1800 Corrección de Yates 1799.5 1800.5

1799.5 1776.06 1800.5 1776.06
0.82 0.855

28.58 28.58

Miramos en la 0.8023 0.8051
0.855 0.82 0.7939 0.0098

tabla N(0, 1) 2

P X P Y Tipificamos

P Z P Z

P Z P Z

= = =   = =

− − 
=   =   = 

 

  +
=  −  = = − = 

 
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Tercero. Nos piden calcular ( )1700P X  . 

Usamos la aproximación a la normal Y para obtener esta probabilidad. 

 

( )   ( )  

( ) ( )

( )

1700 Corrección de Yates 1699.5

1699.5 1776.06
2.68 2.68

28.58

Miramos en la
1 2.68 1 0.9963 0.0037

tabla N(0, 1)

P X P Y Tipificamos

P Z P Z P Z

P Z

 = =  = =

− 
=  =  − =  = 

 

 
= −  = = − = 

 

 

 

 
 

Cuarto. Nos preguntan si es posible que ( )1750 1850 0.0037P X  = . 

  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1750 1850 1750 1751 1752 .....

.... 1800 ...... 1850 1800 0.0098

P X P X P X P X

P X P X P X

  = = + = + = +

+ = + + =  = =

 

 

Hemos visto que ( )1750 1850 0.0098P X   , por lo que esta probabilidad no puede 

valer 0.0037 (menor que 0.0098). 

  

http://www.ebaumatematicas.com/


PAU 2025 Modelo Matemáticas II en el País vasco                  Juan Antonio Martínez García 

7 de 23    

(2A) Discute la existencia de solución del siguiente sistema en función de los valores del 

parámetro  : 

4 3

5 2 2

2 3 1

x y z

x y z

x y z





+ + =


− + = −
 − + =

 

Resuelve el sistema, si es posible, en el caso 0 =  y 1 = . 

 

La matriz de coeficientes es 

4 1

5 2

2 1 3

A





 
 

= − 
 − 

 y la matriz ampliada es 

4 1 3

/ 5 2 2

2 1 3 1

A B





 
 

= − − 
 − 

. 

Averiguamos cuando se anula el determinante de A. 

 

4 1

5 2 15 16 10 12 2 26 26

2 1 3

26
0 26 26 0 26 26 1

26

A

A



     

  

= − = − + − + − + = − +

−

=  − + =  =  = =

 

 

Nos planteamos dos situaciones diferentes que analizamos por separado. 

 

CASO 1. Si 1  . 

En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, al igual que el rango 

de A/B y el número de incógnitas (3). El sistema es compatible determinado (una 

única solución). 

 

CASO 2. Si 1 =  

En este caso el determinante de A es nulo y el rango de A no es 3. 

Usando el método de Gauss transformamos la matriz ampliada A/B en otra triangular 

equivalente más fácil de estudiar. 

 

2ª 1ª
1 4 1 3

1 5 2 2
/ 1 5 2 2

1 4 1 3
2 1 3 1

0 9 1 5 Nueva fila 2ª

Fila Fila

A B

− 
   

− −  
= − −     − − − −

  −   − − →
 

 

 

3ª 2· 1ª
1 4 1 3

2 1 3 1
0 9 1 5

2 8 2 6
0 9 1 5

0 9 1 5 Nueva fila 3ª

Fila Fila− 
  

−   
 − −    − − − −

   − −  − − →
 
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/
3ª 2ª

1 4 1 3
0 9 1 5

0 9 1 5
0 9 1 5

0 0 0 0
0 0 0 0 Nueva fila 3ª

A B

A

Fila Fila  − 
  

− −   
 − −   −

   
 →     

 

 

Las matrices A y A/B tienen rango 2, menor que el número de incógnitas (3). El 

sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones). 

 

Resumiendo: Si 1   el sistema es compatible determinado y si 1 =  el sistema es 

compatible indeterminado. 

 

Para 0 =  el sistema es compatible determinado (caso 1). Resolvemos el sistema. 

 

( )

( )

4 3 3 4
5 2 3 4 2

5 2 2 5 2 2
2 3 3 4 1

2 3 1 2 3 1

8
5 6 8 2 13 8

13
2 9 12 1

2 13 8

8 8 7
2 13 8 2 8 8 0 0 3 4

13 13 13

y z z y
y y

y z y z
x y y

x y z x y z

y y y y

x y y
x y

x x x z

+ = = − 
− + − = −   

− + = −  − + = −    
− + − =   − + = − + = 


− + − = − − = − → = 

   
− + − =  − = − 

 − = −  = − + =  =  = − =

 

  

Para 0 =  la solución es 
8 7

0; ;
13 13

x y z= = = . 

 

Para 1 =  el sistema es compatible indeterminado (caso 2). Resolvemos el sistema 

partiendo del sistema triangular equivalente obtenido. 

 
/

1 4 1 3
4 3 4 3

0 9 1 5 4 5 9 3
9 5 5 9

0 0 0 0

8 13

8 13 ;

5 9

A B

A

x y z x y z
x y y

y z z y

x

x y y

z



 



 
 

+ + = + + =  
− −    + − + =    − + = − = − +  

 
 

= −


 = −  = 
 = − +

 

 

Para 1 =  las soluciones del sistema son 8 13 ; ; 5 9x y z  = − = = − + , siendo α 

cualquier valor real.  
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(2B) Calcula el rango de la matriz A dependiendo de los valores del parámetro m: 

1 3 4 1

2 2 1

2 2 1

A m m

m m

 
 

= − 
 − − 

.  

 

La matriz A tiene dimensiones 3 4   y puede tener rango 3, 2 o 1. 

Utilizamos el método de Gauss para triangular la matriz y estudiar con más facilidad su 

rango. 

 

Fila 3ª  Fila 2ª
1 3 4 1

2 2 1
2 2 1

2 2 1
2 2 1

0 4 4 0 Nueva fila 3ª

Columna 2ª  Columna 3ª
1 3 4 1

3 4 1
2 2 1

2 2
0 4 4 0

4 4 0

1 1 4 1

2 1

0

m m
A m m

m m
m m

m m

m m
m m

m m
m m

m m

− 
   

− −  
= −     − − + − −

  − −   − − →
 

− 
   

− −  
 −     − − −  − −   − − + 

−

 −

Columna 2ª + Columna 1ª
0 1 4 1

1 1 0
0 2 1

0
0 4 0 0 0 4 0

0 0 0

m
m m

m m

 
−    

−    
  −    −    − −     

 

 

Averiguamos cuando se anula el determinante del menor de orden 3 que resulta de quitar la 

primera columna (todo ceros). 

 

( ) ( ) ( )( )

( )( )

1 4 1

2 1 4 4 1 4

0 4 0

1 0 1
1 4 0

4 0 4

m m m m m m

m

m m
m m

m m

−

− = − − + − = − + −

−

− + = → =
− + − =  

− = → =

 

 

Estudiamos las tres situaciones diferentes que nos planteamos. 

 

Situación 1ª. 1m   y 4m  . 

En este caso el menor de orden 3 considerado tiene determinante no nulo y el rango de la 

matriz A es 3. 

 

Situación 2ª. 1m =   

En este caso el menor de orden 3 considerado tiene determinante nulo y el rango de A no 

es 3. 
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La matriz equivalente a A obtenida queda 

0 1 4 1

0 1 2 1

0 0 3 0

− 
 

− 
 − 

. Si consideramos el menor 

de orden 2 que resulta de quitar la 1ª y 2ª columnas y la primera fila → 
2 1

3 0
3 0

= 
−

. 

El rango de A es 2. 

 

Situación 3ª. 4m =   

En este caso el menor de orden 3 considerado tiene determinante nulo y el rango de A no 

es 3. 

La matriz equivalente a A obtenida queda 

0 1 4 1

0 4 2 1

0 0 0 0

− 
 

− 
 
 

. Si consideramos el menor de 

orden 2 que resulta de quitar la 1ª y 2ª columnas y la tercera fila → 
4 1

4 2 2 0
2 1

= − =  . 

El rango de A es 2. 

 

Resumiendo: Si 1m   y 4m   el rango de A es 3 y si 1m =  o 4m =  el rango de A es 2. 
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(3A) Se consideran las siguientes rectas: 

2 ,
2 1,

1 4 ,
3.

2 ;

x
x y

r y s
z

z







=
− =

 = − +  
= = −

, 

Calcula la posición relativa de las rectas r y s. 

Calcula la ecuación del plano que contiene a ambas rectas. 

Dado el punto P(−8,−8, 0), calcula el punto Q de la recta r de modo que el vector PQ  sea 

perpendicular a la recta r. 

 

Primero. Hallamos un vector director y un punto de cada recta. 

( )

( )

( )

( )

2 ,
2,4, 1

1 4 ,
0, 1,2

2 ;

1,2,02 1, 1 2 ,
1 2 ,

3. 3. 0, 1,3
3.

r

r

s

s

x
u

r y
P

z

x
vx y y x

s s s y
z z Q

z











=
 = − 

 = − +  
− = −

=
 =− = = − +   

     = − +    
= = −   =  

Comprobamos si los vectores directores tienen coordenadas proporcionales. 
 

( )

( )

2,4, 1 2

11, 02

4

,

1

0 2

r

s

u

v

= − 
 =



−


= 

 

 

No tienen coordenadas proporcionales y las rectas no son ni paralelas ni coincidentes. 

Las rectas se cortan o cruzan. 

Hallamos el valor del producto mixto , ,r s r su v PQ 
 

. 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

0, 1,3 0, 1, 2 0,0,1

2,4, 1 2 4 1

1,2,0 , , 1 2 0 4 4 0

0 0 10,0,1

r s

r

s r s r s

r s

P Q

u

v u v P Q

P Q

= − − − =

= − −
  =  = = − =  


= 

 

 

Como el producto mixto es nulo las rectas se cortan. Están en un mismo plano y 

coinciden en un único punto. 

 

Segundo. El plano que contiene ambas rectas tiene como vectores directores los vectores 

directores de las rectas y pasa por el punto ( )0, 1,2rP − . 
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( )

( )

( )

2,4, 1 1 2

1,2,0 : 2 4 1 0

1 2 00, 1,2

1 4 8 4 8 2 0 : 2 1 0

r

s

r

u u x y z

v v

P

y z z x x y







= = − + −


= =  − = 


−  

 − − + − − + + =  − − =

 

 

Tercero. Nos piden hallar el punto Q del dibujo. 

   
Hallamos el plano perpendicular a la recta que pasa por el punto P. Luego hallamos el 

punto de corte del plano y la recta que será el punto Q. 

El plano π´ perpendicular a la recta tiene como vector normal el vector director de la 

recta. 
 

( )

( )

( )8, 8,0 ´ 8, 8,0 ´
16 32 0

:́ 2 4 0´ 2,4, 1

48 :́ 2 4 48 0

r

P P
D

x y z Dn u

D x y z

 





− −   − −   
 − − + =  

+ − + == = − 

 =  + − + =

 

 

Hallamos el punto Q de corte de la recta r y el plano π´. 
 

( )

( )

( ) ( )

2 ,

1 4 ,
4 4 1 4 2 48 0

2 ;

:́ 2 4 48 0

4 4 16 2 48 0 21 42 2

2 2 4

1 4 2 9 4, 9, 4

2 2 4

x

r y

z

x y z

x

y Q

z




  





    

= 
 

 = − + 
 + − + − + + =  = − 

+ − + = 

 − + − + + =  = −  = − 

= − = −


 = − + − = −  − −


= + =

 

 

El punto Q proyección ortogonal de P sobre la recta r tiene coordenadas ( )4, 9,4Q − − . 
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(3B) Se consideran la recta y el plano siguientes: 

2 0
: 2 3 10

4 1

x y z
r x y Az

x y z


− + =
 − + =

− + =
 

Calcula el valor del del parámetro A para que la recta r y el plano π sean paralelos. 

Si A = 21, calcula la intersección del plano π y la recta r. 

Si A = 1, calcula el punto simétrico del origen de coordenadas respecto del plano π. 

 
Primero. Para que recta y plano sean paralelos el vector normal del plano y el director de la 

recta deben ser ortogonales (producto escalar nulo) y además, ningún punto de la recta 

debe pertenecer al plano. 

Hallamos el vector normal del plano. 
 

( ): 2 3 10 2, 3,x y Az n A − + =  = −  

 

Hallamos un punto y un vector director de la recta. 

 

( )

( )

2 0 2 0
2 2 8 0

4 1 1 4

7 2 0 2 7 1 2 7 4 1 3

1 3
1, 2,0

2 7
3,7,1

r

r

x y z x y z
r y z y z

x y z x y z

y z y z x z z z

x
P

r y
v

z







− + = − + = 
   + − − + =  

− + = = + − 

 − + =  = − +  = − + − = − + 

= − +
 − − 

  = − +  
= =

 

 

Aplicamos la condición · 0rv n = . 

 

( )( )· 0 3,7,1 2, 3, 0 6 21 0 15rv n A A A=  − =  − + =  =  

 

Comprobamos que para A = 15 la recta no está contenida en el plano. 

 

( )
( ) ( )

: 2 3 15 10
¿2 1 3 2 15·0 10?

¿ 1,
?

2,
¿ 2 6 10

0 ?r

x y z

P





− + = 
 − − − + = 

− − 
− + =


 

 

La igualdad no es cierta. La recta no está contenida en el plano. 

Para que la recta r y el plano π sean paralelos debe ser A = 15. 

 

Segundo. Si A = 21 el plano queda : 2 3 21 10x y z − + = . 

Hallamos el punto de intersección de recta y plano resolviendo el sistema formado por 

sus ecuaciones. 
 

( ) ( )

: 2 3 21 10

1 3
2 1 3 3 2 7 21 10

2 7

x y z

x

r y

z




  





− + = 


= − + 
 − + − − + + =  

 = − + 
 = 
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1 3 2

2 6 6 21 21 10 6 6 1 2 7 5

1

x

y

z

    

= − + =


 − + + − + =  =  =  = − + =
 =

 

 

La intersección del plano π y la recta r es el punto A(2, 5, 1). 

 

Tercero. Si A = 1 el plano queda : 2 3 10x y z − + = . 

Nos piden hallar el punto ´O del dibujo. 

 
 

Hallamos la recta perpendicular al plano que pasa por O, después hallamos el punto Q de 

corte de recta y plano. El punto Q es el punto medio del segmento ´OO . 

La recta perpendicular al plano tiene como vector director el vector normal del plano. 
 

( )

( )

( )

: 2 3 10 2, 3,1

2
2, 3,1

: 3
0,0,0

r

x y z n

x
v n

r y
O r

z









− + =  = −

=
= = −  
 = − 

   =

 

 

Hallamos el punto Q de corte de recta y plano. 
 

: 2 3 10

2 10 5
4 9 10 14 10

: 3 14 7

x y z

x

r y

z




    





− + = 


= 
 + + =  =  = =  

= − 
 = 

 

 

5 10
2

7 7

5 15 10 15 5
3 , ,

7 7 7 7 7

5

7

x

y Q

z


= =


− −  

 = − =   
 


=



 

 

Para obtener el punto ´O  simétrico de O respecto del plano π le sumamos al punto Q el 

vector OQ . 
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( )
10 15 5 10 15 5

, , 0,0,0 , ,
7 7 7 7 7 7

10 15 5 10 15 5 20 30 10
´ , , , , , ,

7 7 7 7 7 7 7 7 7

OQ

O Q OQ

− −   
= − =   
   

− − −     
= + = + =     

     

 

 

El punto simétrico del origen de coordenadas respecto del plano π es 
20 30 10

, ,
7 7 7

− 
 
 

.  
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(4A) Sea ( ) 3 2f x x Ax Bx C= + + + . Las rectas tangentes a la gráfica de la función f en los 

puntos de abscisa 1x = −  y 2x =  son paralelas. Además, f tiene un extremo relativo cuando 

1x =  y ( )
2

0

1
0 lim

x

x

e
f

x→

−
= . 

Encuentra los valores de los parámetros A, B y C. 

Encuentra la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa 1x = −  

para los valores de los parámetros A = −3, B = 0 y C = 4. 

 

Primero. Si las rectas tangentes a la gráfica de la función f en los puntos de abscisa 1x = −  

y 2x =  son paralelas significa que tienen la misma pendiente y por tanto ( ) ( )´ 1 ´ 2f f− =  

 

( )

( ) ( )
( )

2

22
´ 3 2

3·2 4 3 1 2

9 3
12 4 3 2 6 9

6 2

´ 1 ´ 2

f

f
B

f

x x Ax B
A B A

A A A A

= + + 
 + + = − − + 



− −
 + = −  = −  = =

− =

 

 

La función queda ( ) 3 23

2
f x x x Bx C= − + + . 

Si la función tiene un extremo relativo cuando x = 1 entonces la derivada se anula para 

este valor → ( )´ 1 0f = . 

 

( )

( )

2

2
´ 3 3

3·1
1

3 0 0
´ 0

f x x x B
B

f
B

= − + 
 − + =  =

=
 

 

La función queda ( ) 3 23

2
f x x x C= − + . 

 

Aplicamos la condición  ( )
2

0

1
0 lim

x

x

e
f

x→

−
= . Calculamos el valor del límite. 

 
2 0 2

0

0 0

1 1 0 2
lim Indeterminación (L´Hôpital) lim 2 2

0 0 1

x x

x x

e e e
e

x→ →

− −
= = = = = =  

 

Por lo que ( )0 2f = . Aplicamos esta condición y obtenemos el valor de C. 

 

( )

( )

3 2

3 2

3
3

2 0 ·0 2 2
2

0 2

f x x x C
C C

f


= − + 

 − + =  =
= 

 

 

Los valores buscados son 
3

2
A

−
= , B = 0 y C = 2. 

 

Segundo. Para los valores de los parámetros A = −3, B = 0 y C = 4 la función queda 
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( ) 3 23 4f x x x= − + . 

La ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa 1x = −  es 

( ) ( )( )1 ´ 1 1y f f x− − = − + . 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

( )

3 2

2

1 3 1 4 0

´ 3 6 ´ 3 6 9 9

1

1 0 9 1 9

1 ´ 1 1

f

f x x x f y x y x

y f f x

−


−  − = +  = +


−

=

=

− −



− + =

= − → =

− −


+ =

+

 

 

La recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa 1x = −  es 9 9y x= + . 
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(4B) Sea ( )
222 xf x xe−= . 

Encuentra los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f. 

Encuentra los extremos relativos de f y razona si son máximos o mínimos. 

Calcula las asíntotas de f. 

 

Primero. Hallamos la derivada de la función y la igualamos a cero en busca de sus puntos 

críticos. 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 ´ 2 2 4 2 8 2 8

´ 0 2 8 0 2 8 0 8 2

2 1 1 1

8 4 4 2

x x x x x x

x

f x xe f x e x xe e x e x e

f x x e x x

x x

− − − − − −

−

=  = + − = − = −

=  − =  − =  = 

 = =  = = 

 

 

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos dos valores obtenidos. 
 

• En el intervalo 
1

,
2

 
− − 
 

 tomamos x = –1 y la derivada vale 

( ) ( )( ) ( )
22 2 1

2

6
´ 2 8 1 01f e

e

− −
= − − =−

−
 . La función decrece en 

1
,

2

 
− − 
 

. 

• En el intervalo 
1 1

,
2 2

 
− 
 

 tomamos x = 0 y la derivada vale 

( ) ( )
22 2·0´ 2 8·0 2 00f e−= − =  . La función crece en 

1 1
,

2 2

 
− 
 

. 

• En el intervalo 
1

,
2

 
+ 

 
 tomamos x = 1 y la derivada vale 

( ) ( )
22 2·1

2

6
´ 2 8·1 01f e

e

− −
= − =  . La función decrece en 

1
,

2

 
+ 

 
. 

 

La función sigue el esquema siguiente: 
 

 
 

La función decrece en 
1 1

, ,
2 2

   
− −  +   
   

 y crece en 
1 1

,
2 2

 
− 
 

. 

 

Segundo. La función tiene un mínimo relativo en 0.5x = −  y un máximo relativo en 0.5x =

. Como ( ) ( ) ( )
2

2· 0.5 0.55 2 0.0. 5f e e
− − −= − −− =  y ( ) ( )

22·0.5 0.50 5 2 0.5.f e e− −= =  el mínimo 

relativo es ( )0.50.5, e−− −  y el máximo relativo es ( )0.50.5, e−
. 
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Tercero. El dominio de la función es . 

Asíntota vertical. x a= . 

Al ser su dominio de definición todos los números reales no existe asíntota vertical. 
 

Asíntota horizontal. y b= . 

Cuando x tiene a +∞. 

( )
2

2

2

2

2

2

2
lim lim 2 lim Indeterminación(L`Hôpital)

2 2
lim 0

4

x

xx x x

xx

x
b f x xe

e

xe

−

→+ →+ →+

→+

+
= = = = = =

+

= = =


 

 

Cuando x tiene a –∞. 

( )
2

2

2

2

2

2

2
lim lim 2 lim Indeterminación(L`Hôpital)

2 2
lim 0

4

x

xx x x

xx

x
b f x xe

e

xe

−

→− →− →−

→−

−
= = = = = =

+

= = =
−

 

 

La recta 0y =  es una asíntota horizontal. 

 
 

Asíntota oblicua. y mx n= + . 

Al existir asíntota horizontal no puede existir asíntota oblicua. 
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(5A) Calcula las dos integrales siguientes: 

3

2

2 3

2 1

x x
dx

x x

− +

+ +





     
2

2 3

2 1

x
dx

x x

−

+ +





 

 

Primero. Resolvemos la primera integral. 

 

( )
( )

( )

3

2

3 2

3 2

2

3
2

2 2

2

2 2

2 2
2

2

12 2

2 3
...

2 1

3 2 2 1

2 2

2 4 2
2 3 4

2 4 2 2
2 1 2 1

4

4 4
... 2 2

2 1 2 2 1

4
2 2 4 1

2 21

1 4
2 4 2

2 1 2

x x
dx

x x

x x x x

x x x x

x x
x x

x x x
x x x x

x
x dx x dx

x x x x

x x
x dx x x dx

x

xx x
x x

x

−

−

− +
=

+ +

− + + +

− − − −

− − +
− +

+ +  = − +
+ + + +

= − + = − + =
+ + + +

= − + = − + + =
+

+
= − + = − −

−





 
 
 







1
K+

+

 

 

Segundo. Resolvemos la segunda integral 

 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

2

2 2 2 2 22

22

2 3
...

2 1

12 3 2 3 2 3

2 1 11 1 1 1 1

1 2 3 5
2 3 1

0 2 2 5 3

2 3 3 5

2 1 1 1

x
dx

x x

Descomposiciónen fracciones simples

A xx x A B x B

x x xx x x x x

x B B
x A x B

x A B A A

x

x x x x

−
=

+ +

+− − −
= = +  = + 

+ + ++ + + + +

= − → + = → =
− = + +  

= → = + → = + → = −

− −
= +

+ + + +




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( ) ( )
( )

( )

2

2 2

1

3 5 3 5 1
... 3 5 1

1 1 11 1

1 5
3ln 1 5 3ln 1

1 1

dx dx dx dx x dx
x x xx x

x
x x K

x

−

−

− −
= + = + = − + + =

+ + ++ +

+
= − + + = − + − +

− +

  
    


 

 

  

http://www.ebaumatematicas.com/


PAU 2025 Modelo Matemáticas II en el País vasco                  Juan Antonio Martínez García 

22 de 23    

(5B) Se consideran las curvas de ecuaciones 2y x=  e 
2

3

x
y =  y la recta de ecuación y x= . 

Dibuja el recinto del primer cuadrante limitado por esas tres curvas y calcula el área de ese recinto. 

 

Averiguamos donde se cortan sus gráficas. 
 

( )

( )

2

2
2 2 2 2

2

2
2

2 2

2

2 2

3 2 0 03
3

0
3 3 0 3 03

3 3

0
0 1 0

1

x
y x

x x x x x

y x

x
xy x

x x x x x x x
xy x

xy x
x x x x x x

y x x


= 

 =  =  =  =
= 

  ==  
 =  =  − =  − =  

= = 

 == 
 =  − =  − =  

= = 

 

 

Hacemos una tabla de valores y representamos las gráficas y el recinto limitado por ellas. 
 

2

2 2

2

/ 3

1 11 1 1 1/ 3

0 00 0 0 0

1 11 1 1 1/ 3

2 22 4 2 4 / 3

3 39

3

3 3 3

y

x y

y

x

x y x

x y x x

x

y x == =

− −−

= ==

−
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El recinto limitado por las curvas lo dividimos en dos partes para hallar su área. 

Hallamos el valor del área de R1. 

 
11 12 2 3 3 3

2 2

0 0 0

2 2 2 1 0 2
1

3 3 3 3 3 3 3 9

x x x
Área x dx dx u

   
= − = = = − =   

   

 
 
 

 

 

Hallamos el valor del área de R2. 

 
3 33 2 2 3 2 3

1 1 1

2 3 2 3
2

1
2

3 2 3 3 2 9

3 3 1 1 9 1 1 10
3 1.111

2 9 2 9 2 2 9 9

x x x x x
Área x dx

u

   
= − = − = − =   

   

   
= − − − = − − + =   
   





 

 

El área total es la suma de las áreas obtenidas → 22 10 12 4
1.33

9 9 9 3
u+ = =  
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