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Solucion examen XII

1.- Calcula la funcién polinémica, de grado 3, de la que se sabe que tiene un extremo relativo
en el punto (0, 2) y que la tangente a su gréafica en el punto de abscisa x=1 es la recta x+y=3.

La funcién seréd de la forma: f(x)=ax® + bx* +cx+d
Si calculamos las dos primeras derivadas:
f'(x) =3ax® + 2bx + ¢ f"(x)=6ax +2b

f0)=2 - a0 +b0%+c0+d=2 —> d=2

Como tiene un extremo relativo en (0,2)
f0)=0 > 3a0°+2b+c=0 —> ¢=0

Como la recta tangente en el punto x=1 es y=3-x y la pendiente m=-1
f)=-1 — 3al*+2b1+0=-1 —> 3a+2b=-1
Ademés, la ecuacién de la recta tangente es: y—-y_ = m(x - xo) v en el punto x=1:
v-y,=-1(x-1) - y-y,=-x+1 > y=(1+y)-x
Por tanto, comparando ambas: y=3-x < y=(1+y)-x
3=(1+y,) —-»> y,=3-1=2

Y portanto: f1)=2 — al’+b1®+cl+d=2 —> a+b+c+d=2

Si agrupamos las ecuaciones:

d=2
c=0 3a+2b=-1 3a+2b=-1 R a=-1
3a+2b=-1 a+b+0+2=2 a+b=0 b=1

a+b+c+d=2

Por tanto, a=-1, b=1, ¢c=0 y d=2 v entonces la funcién: f(x)=—-x>+x*+2

2.- Un objeto se lanza verticalmente hacia arriba desde un determinado punto. La altura en
metros alcanzada al cabo de t segundos, viene dada por:

h(t)=5-5t-5e™
a) ¢Cudl es el dominio de la altura?

b) Calcula el tiempo transcurrido hasta alcanzar la altura méaxima y el valor de ésta.
c) Teniendo en cuenta que la velocidad es la derivada de la posicién, V(t) = h'(t), halla la

velocidad al cabo de 2 segundos.

a) Sabemos que el tiempo no es negativo, asi que t >0 , y ademés sabemos que la altura tampoco puede ser
negativa:
h(t) =5-5t-5e? >0

Como igualar a cero da una ecuacién un poco extrafia: 5-5t—-5e> =0 —» 1-t-e?* =0
Tanteamos un poco con la calculadora:

h(0)=5-5=0 h(l):5—5—%:—0,68 h(0,8):5—4—%:—0,0095
e e

Asi que el dominio es [0, 0,8) aproximadamente.
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b) Para encontrar la altura méxima, vamos a derivar la funcién altura y la vamos a igualar a cero.

h(t)=-5+10e® - h()=0 < -5+10e*=0 - —2t:ln(%j —  t=0,35seg

Por tanto, la altura méxima se consigue en t=0,35 seg, y ésta sera:

h(0,35)=5-50,35-5e*%* =0,77m

Asi que la altura maxima es 77 centimetros.

c¢) La velocidad al cabo de dos segundos es:

10

V(2)=h'(2) = -5+ = —4,81ms™
e

Aunque no tiene ningin sentido puesto que a los dos segundos el cuerpo ya ha caido.

No se puede calcular la velocidad en un punto que no pertenece al dominio.

3.- Determina a, b, ¢, para que la curva a la siguiente: f(x)= a

x2+bx+c

Como la funcién tiene grado 2 en el denominador, las raices coinciden con las asintotas verticales de la gréfica:
(x+3)(x-1)=0 - x*+2x-3=0
Asi que b=2 y c=3. | |

Y si nos fijamos en la gréfica, sabemos que f(0)=-1, por tanto:

¢« 5 4 B 2 2 3 4 5 6

a a a L
- — e e - = - :3
= e~ I s 0= G203 B \
3 B
YI i6 i: = Lo |
a funcion sera: f(x) Ziox 3 :
x+1

4.- Dada la funcién f(x) = —— , determina la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x)
e

en su punto de inflexién.

Primero calculamos el punto de inflexién, v para ello nos ayudaremos de la segunda derivada:

fa=Xtl L pgogitele L) =

e (ex )2 (ex )Z e

Igualamos a cero:

fu(x)zx_xl N f"(X)ZO N x-1
e e

Por lo que su punto de inflexién estd en x=1.

Y la recta tangente sera: v — f(x,) = f'(x,)(x - x, )

Calculamos: f(1) = 2 v f1)= -1
e e
Por tanto, la recta tangente serad:
2 -1 3-x
V- f= - > -2y 5oy
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5.- Una empresa quiere fabricar vasos de cristal de forma cilindrica con una capacidad de 250
cm?. Para utilizar la minima cantidad posible de cristal, se estudian las medidas apropiadas para
que la superficie total del vaso sea minima. ¢Cuéles deben ser dichas dimensiones?

Si nos fijamos en el dibujo, el drea de un
vaso de cristal con forma cilindrica viene

- »
dada por: A(r,h)= zr? + 2zrh
Como la funcién &rea depende de dos
variables, tenemos que buscar una relacién
—

entre las variables, para poder dejarla en
funcién de una sola de ellas.

Como sabemos que el volumen es de 250 cm?®, y ademas sabemos que el volumen de un cilindro viene dado por
la expresién: V,; = 7'R*h , entonces:

V,=250 — xR*h=250 — h= 252
TR
Expresamos ahora la funcién &rea en funcién de una sola variable:
3 3
AR =ar’ +2zrh > A=’ +24F 250 - 500 7r’+500 - Ay +500

/{r f_ r B r

Derivamos la funcién érea:

3 37r® —(zr® +500 3 _
Alr) =M > A()= ( ; ) _ 2nr _ 500
r r r
E igualamos a cero:
3
A'lr)=0 2 =900 o, 2n0-500=0 > r=g20 420 _4 3,
r 27 V4
. 250 . o . .
Y de aqui: h= T =4,3 cm Faltaria comprobar que es minimo, y para ello vemos el signo de A”(4,3):
(4,
S 67r?r® = 2r(27r® =500 3
ap=2"0 A= (4 )_2m + 1000 A"(4,3)>0
r r r

Asi que las dimensiones del cilindro son: 4,3 cm de alto v 4,3 cm de radio.

X2

X+2
a) Halla las asintotas de la gréafica de f.
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, y los extremos locales de f.
c) Teniendo en cuenta los resultados de los apartados anteriores, haz un esbozo de la
gréfica de f.

6.- Sea f la funcion definida por: f(x) =

a) Dom(f)=R - {—2} por tanto, es posible que haya una asintota vertical en x=-2:

2
lim f(x)= lim A . l
2 X +22 (21 —  lafuncién f presenta una Asintota Vertical en x=-2. 2
lim f(x)= lim X -2 i \2
x—>-2" x>-2" X + 2 0+

Veamos si tiene asintota horizontal:

2

lim f(x)= lim
Xt X+ X 4 2

=10 — lafuncién f no tiene asintota horizontal.

2
Estudiamos el limite: lim —— 1) _ = lim x—
X—>+00 x X—>+0 x + 2X
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y a continuacién estudiamos el limite:
2 2 2
. . . X x“—-2x . —2x
lim f(x)—mx = lim —x = lim - = lim =-2
X—>+00 X—>+0 x + 2 X—>+00 x + 2 x + 2 X—>+00 x + 2

Por tanto, la funcién f presenta una asintota oblicua en la direccion y=x-2.

b) para estudiar la monotonia nos ayudamos de la primera derivada:

2x(x +2) — x? _ 2x% +4x —x*? _ x? +4x
(x+2)2 (x+2)2 (x+2)2

flx) = -  flx)= fx)=0 - x(x+4)=0

Igualamos a cero y obtenemos los valores: x, =—4 vy x,=0

Y si nos ayudamos de la siguiente tabla:

x (_oo,-4) (—4,—2) (—2,0) (0,+oo)

F(x) + - - +

f(x) /! N N /! ———
Max (-4,-8) Min (0,0)

=+ los extremos son relativos. [

Como lim f(x)= lim

X—>t00 X—>+00 x +

creciente en (—o0,—4)U(0,+)

Por tanto: f:
{decreciente en(—4,-2)U(-2,0)

c) El boceto de la gréfica seria:

x:sin x

7 .- Calcula: lim E
x>0 tan x

Como lim 22X =% , aplicaremos la Regla de L“Hopital que dice que:

x>0 tan x2

Sean fy g dos funciones reales que cumplen las siguientes condiciones:

v' las funciones f y g son derivables en un entorno E del punto a.

v fla)=g(a)=0

v' Existe limM

x>a g (X)
Entonces se cumple que: limM = lim&
x—a g(x) x>ag (X)

Por tanto, el limite cuando x — 0, es:

im x-sinx _ 9 L'”ipim’ im sinx + X cos X _ 9 L'”;P"m’ lim COS X + COS X — Xsenx _
=0 tanx® 0 x>0 [1 + tan® (x2 )]'ZX 0 X0 2[1 + tan® (x2 )J +2x2 tan(xz)[l + tan” (x2 )]'ZX
2c0os x — xsenx 2

= lim =—=1

x>0 2[1 +tan® (x2 )J +8x? tan(xz)[l +tan® (x2 )] 2

xX'sinx

x=>0 tan x
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