Limites
12 y derivadas

1. Funciones especiales

PLENSA Y CALCOLA

Completa la tabla siguiente:

_3)6

3)6

0,8

-0,8

X
Ent(x)
Dec(x)
Ix]
Signo(x)
Solucién:
X -3,6 1 3.6 0,8 | -0,8
Ent(x) -4 3 0 -1
Dec(x) 0,4 0,6 0,8 0,2
x| 36 | 36 | 08 | 08
Signo(x) | -1 1 1 -1

APLICA LA TEORIA

[ 1] Representa las siguientes funciones:

a) y = Ent(2x)

Solucién:
a) AY
y = Ent (2x) 2
RIS
b) AY
y = signo|(x — I)
2
366

b) y = signo(x — I)

a)y =[x +2|

Solucion:

a) AY

g

Representa las siguientes funciones:
b) y = |-x* + 4|

v X

b) AY

W

v X
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E Representa las siguientes funciones:

a) y = |log, x|

Solucion:

a)

y = log, x|

b) y = |sen x|

A

[ 4 | Representa la siguiente funcién:

x+4

Y=1 .,

X

six<—1

six>—1|

Solucion:

/.

X
Bl Representa la siguiente funcién:
1/x six<0
Y= .
3x—-2 six>0
Solucion:
AY
2

2. Limites

PLENSA Y CALCULA

Completa la tabla y estima el valor al que tiende la funcién cuando x tiende al infinito:

X 10 | 100 | 1000 § 10000 | 100000 § 1000000 ... | x> +o
y=1/x y—
Solucién:
X 10 | 100 { 1000 | 10000 | 100000 § 1 000000 X —> 400
y = 1/x | 0,1]0,011]0,001{0,0001 | 0,00001 | 0,000001 y— 0

APLICA LA TEORIA

A Calcula mentalmente los siguientes limites:
a) lim (x*-73+x-5)

X—>+oo

b) lim (x*—7x3+x-75)

X——00

TEMA 12. LIMITES Y DERIVADAS

Solucioén:

a) lim (x*=73 +x-5) =+
X—> oo

b) lim (x*=7x3+x—5)=oo
X—>—oc0
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Calcula los siguientes limites y representa la fun-
cién correspondiente:

2 _
a) lim X =4 b) lim —X*4
x—2 X — x—-4 x2 + 4x
Solucion:
2 _
) i 2 :[2]: lim X F2)0c—2) _
x—2 X—2 0 x—2 x=7

= lim(x+2)=4
x—2

Grifica:

. x + 4 0 . x+4
b) lim 5 === lim =—/———=
x——4 X% + 4x 0 x—-4 X (x+4)

. |
= lim —=——
x——-4 X 4
Gréfica:
AY
I x+4
T+ 4x
X

Bl Calcula mentalmente los siguientes limites:

. 5x3+4x , —x* + 5x
a) lim ———— b) lim ————
x>+ 2x3 + | x—-eo Ix3 — 4
3 4
¢ lim 40"t d) lim XX

n—+e 2n3 -3 xo+e T3 — 4

2
e) lim n~+>

. 5x3 +4x
M i3 f) lim ———

x>0 2x3 + |

Solucion:
. 53+4x 5
a) lim S5 =
x—+eo 2% + | 2
4
x—— Ix° —4

. 43+ |
¢ lim — =
n—+e 20> — 3

A
d) lim %SX—
x—+eo x> —4

2
e) lim i 3 =0

n—+e 4n3 -3

T 53 +4x _ 5
) lim ————=—
x——co 2% + | 2

3. La derivada

PLENSA Y CALCOLA

Un coche va de Asturias a Andalucia; recorre 800 km en 8 horas. ;Cudl es su velocidad media?

Solucién:

Velocidad media = 8ng =100 km/h
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APLICA LA TEORIA

Calcula la tasa de variacién media de las siguientes fun-
ciones en el intervalo que se indica:

[ 9 | f(x) =3x + | en [2,4]

Solucion:
TVM[2, 4] = f(4)—f2) _13-7 _ 3
' 4-2 2
K f(x) =x%— 1 en [2,3]
Solucion:
TVM[,3] = 1B =f@) _8-3 _,
3-2 I
_ 2
K ) = <" [1,3]
Solucioén:
TVM[I, 3] = f3)—f() _23-2 __2
3-1 2 3
EHA f(x) = Vx en [0,4]
Solucioén:
TVM[0, 4] = fA =f0) _2-0 _ 1
4-0 4 2

Aplica la definicion de derivada y calcula la derivada de
las siguientes funciones en los puntos que se indica:

EEfx)=2x+3enx=1I
Solucioén:

f'(l)=2
EAfx)=-3x+lenx=2
Solucion:

f(2)=-3

K3 f(x) =x?enx=3
Solucién:

f(3)=6

KA fx)=-x2+3enx=2

Solucion:
f'2) = -4

TEMA 12. LIMITES Y DERIVADAS

Calcula la funciéon derivada aplicando la tabla de derivadas:

y=3
Solucion:
y =0

[ 18 SRS
Solucion:
y =1

19 IS
Solucion:
y = 2x
Ely-=x°
Solucion:
y = 5x*
Bly=x°+x2+x+3
Solucion:

y =5x* + 2x + |

my=5x2—7x+3

Solucion:
y =10x-7

my=x3+3x2—4x+2

Solucion:
y =3x2 + 6x — 4

my=(3x+5)4

Solucion:
y = 12(3x + 5)3

25 PENCS
Solucion:

y =e
m)’= e3x—5
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Solucion:
)” = 3e3x— 5

y=Lx
Solucion:

Yy ==
X

my=L(3x— 1)

Solucion:

7= 3
3x— |

)4

EZly =L (x* +5x-6)

Solucion:

y__ 2x+5
x2+5x—6

Edy = 7x

Solucion:

y =7

Efl y = x e

Edy=xLx

Solucion:
y=1+Lx

El y =e*Lx
Solucion:

eX
y =e*Lx+—
X

Ely-<
y X
Solucion:

o (x=1)ex

Y 7

X

2x + 3
Ry =" -
s PR

Solucion:

_ 5x—1
my_ 3X+2

Solucion:
Solucion:

, 13
y = (x+ 1)eX Y= Bx + 272

4. Aplicaciones de la derivada
PLENSA ¥ CALCULA

Si la pendiente de una recta es m = 2, calcula la pendiente m | de cualquier recta perpendicular.

Solucién:

. . 1
Las PCHdlCl’ltCS son 1nversas y opuestas, IIlJ_ = _E
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APLICA LA TEORIA

Halla la recta tangente a la curva y = x2 + 2x para
x = |. Dibuja la funcién y la recta tangente.

Solucion:

Recta tangente:y = 4x — |

f(x) = x2 + 2x 'P(1.3)

y=4x— 1

EB Calcula la recta normal a la curva y = x2—5 para
x = 2. Dibuja la funcién y la recta normal.

Solucion:

_ | I
Recta normaliy = ——x — —

4 2
Y
f(x) =x*—5

L AT
Y E 4'X 2\/’:@

Bl Halla las rectas tangente y normal a la curva y = x2
para x = 2. Dibuja la funcién y las rectas tangente y
normal.

X

Solucién:
Recta tangente:y = 4x — 4

Recta normal:y = —%x + 9

2

kY
Lyt
f(x) = x Fm

X

y=4x-4

] Calcula los maximos y minimos relativos de la
funcién y = x? — 6x + 5. Dibuja la funcién.

TEMA 12. LIMITES Y DERIVADAS

Solucion:

y =2x-6

2x -6 =0,x =3,y = —-4,A(3,-4)
y’=2

f’(2) =2 > 0 = A(3,—4) minimo relativo.

P
Y

A(3,—4)

f(x) = x* — 6x + 5|

&l Halla los maximos y minimos relativos de la fun-
cion y = —x? + 4x. Dibuja la funcién.

Solucién:

y =-2x+4

—2x+4=0,x=2,y =4,A((2,4)

y’ =-2

f’(2) = -2 < 0 = A(2, 4) Maximo relativo.
Y
A(2,4)

i

>

f(x) = —x2 + 4x

EH Calcula el crecimiento de la funcidn y= x2—2x—3.
Dibuja la funcion.

Solucion:

Hay que hallar previamente los maximos y minimos
relativos:

y =2x-2
2x-2=0,x= 1,y =-4,A(l,-4)
y‘?=

f’(1) =2 >0 = A(l,—4) minimo relativo.
Crecimiento:

Discontinuidades: no hay.

f'(x)
+ + + + + + + 1
X 0 I
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y =2x-2 A Calcula el crecimiento de la funcién y = 3x. Dibu-

fv(o) = ja Ia funcién.
() - + Solucién:
x o1l y’ = 3 > 0, es siempre creciente.
(7)= (1,+) ¥
(\) = (=2 1)

AY )S

f(x) = 3x
X
f(x) =x>—-2x—3 /
N
A(l,=4)

&1 Halla el crecimiento de la funcion y = —x2 + 6x — 4.

Dibuja la funcion. & Halla el crecimiento de la funcién y = —2x. Dibuja

Solucién: la funcion.
Hay que hallar previamente los mdximos y minimos Solucioén:
relativos: y’ =—2 <0, es siempre decreciente.
y =—2x+6 AY
—-2x+6=0,x=3,y =5A(3,5)
y77 - 2

f(x) = = 2x

f’(3) =—-2 <0 = A(3,5) Maximo relativo.

Crecimiento:

Discontinuidades: no hay.

f"(x)‘ L
x 0ol 3
y =—2x+6
f(0) =+
f’ -
:(X): N S —+— E3 Calcula los maximos y minimos relativos de la
X (| 3 . — .3
funcion y = x° — 3x
() = (==, 3) .
_ Solucion:
(\) =3+ ) 2 332
y =3x“-3
M) 3x2-3=0,x2-1=0,x2=I,x= l,x=—1
x=l,y=-2A(l,-2)
X x=-1,y=2,B(-1,2)
i y’ = 6x
f’(1) = 6 > 0 = A(l,— 2) Minimo relativo.
f(x) = —x*+ 6x— 4

f’(—1) =—6 <0 = B(- |, 2) Maximo relativo.
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Ejercicios y problemas

1. Funciones especiales

Bl Representa la siguiente funcion:

© Grupo Editorial Bruiio, S.L.

Representa la siguiente funcién: y = Ent(x/2) 2 six<0
. 4 —x2 six>0
Solucién:
AY Solucion:
AY
T HX
T X
X Representa la siguiente funcién:
y = Signo(x2 — 1) IB1 Representa la siguiente funcién:
-X six < |
Solucioén: Y= :
log,, x six21
AY
Solucién:
AY
X
>
X
&l Representa la siguiente funcion:
y = [x2—2x-3|
Solucién: 2. Limites
AY ] Calcula mentalmente los siguientes limites:
a) lim (=x3+5x-3)
X—> too
X b) lim (—x3 + 5x —3)
> X—>—oco
y = [x2—2x - 3|
Solucion:
a) lim (—x3+5x—3)=-oo
X—>+oo

b) lim (—=x3 +5x—3)=+oo
. . . . X——0o0
[ 50 | Representa la siguiente funcion en el intervalo

[0, 2n]: y = |cos x| E3 Calcula el siguiente limite:

2x + 4
x—>-2 X+ 2

Solucion:

Representa la funcién correspondiente.

Solucion:
lim ﬂ:[ﬂ]: lim 2242 _ i 2=
| x—2 X+ 2 0 x—2 x+27 x—2

TEMA 12. LIMITES Y DERIVADAS



Ejercicios y problemas

Grifica: Solucion:
, Sx4 — |
Y a) lim TZ =-5
X—>+oo — X' X
- 2x+4
x+2 Ex4
. x*— |
X b) lim ————=-5
x——o0 —X* + 2X
EJ Calcula mentalmente los siguientes limites:
, 3n2-5
a) lim
no+e n# + 2n
E Calcula el siguiente limite: ) n+n
x—13 b) lim ——
lim ———— n—>+<><>_n3_2n
x=3x2_x—6
Representa la funcion correspondiente. Solucion:
a) lim 3n2 -5
Solucién: no+e n? + 2n
. x—3 0 . x=3 3
lim ———=|—| = lim ———=——= b) lim n’+n -
x>3x*—x—6 0] x-3(x+2)(x—3) n>+w—n3—2n
, |
= lim =—
x—3 X+ 2 5
EJ Calcula mentalmente los siguientes limites:
Gréfica: 3 I S+ 2
Y X—> +oo X2 — X
__x=3 . =x3+x2
' x—6 b) lim ————
x—-e x4 —x
S X
Solucion:
=X+ x2
a) lim ———=-oc0
x—+eo X5 — X
5 2
p —-x> + x
b) lim ———=+o0
. . P X—>—00 X2—X
E3 Calcula mentalmente los siguientes limites:
. 2x+
a) lim —2xt7
X—> +oo X2 + I
L= 2x+ . i
b) lim 2x+7 3. La derivada
x—>—o0 x2 4 |

Calcula la tasa de variacién media de las siguientes fun-
Nz ciones en el intervalo que se indica:
Solucién:

— a7 B f(x) =2x—4en[l,3]
a) IiT T' =0
e X Solucion:
o =2x+7 _
0l et =0 Tvmp, 3= =D 222,
3=t 2
Calcula mentalmente los siguientes limites: & f(x) = x? + 4x en [0,2]
li 5x4 -1
a) X_l)n:mm Solucion:
4 f2) —f(0) _12-0
) lim 51 TvMp,2)= 12 =10) 1220 _¢
x——o0 —y* + 2x -
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B ) - g en [2,3]

Solucion:
f(3) — f(2) _ 2-3 -
3-2 |

TVM[2,3] =

B fx) = Vx+5en[-1,4]

Solucion:

TVM[=1,4] = f(4)‘“+f(|‘ ) _ 3;2 =_!';

Aplica la definicion de derivada y calcula la derivada de
las siguientes funciones en los puntos que se indica:

BEAfx) =3x+1lenx=2
Solucion:

f(2)=3
EAfx)=-2x+3enx=1
Solucion:

f'(l)y=-2

A f(x) =x?enx=-3
Solucion:

f(-3)=-6

B fx) =-x*+5enx=1
Solucion:

P(1)=-2

Calcula la funcién derivada aplicando la tabla de derivadas:
Ey-=9
Solucién:

y =0

&Ey=-<

Solucion:
y = —3x2
y =x

TEMA 12. LIMITES Y DERIVADAS

Solucion:

y = 7x®

Elly=x-x3+x+9

Solucion:
Yy =7x6—3x2+ |
y = 3x2—4x + |

Solucion:
y =6x—4

BBy =x3-5x2+3x-8

Solucion:
y =3x?—10x + 3

EAy=(2x-3)°

Solucion:

y = 10(2x - 3)*
y= e—2x +3

Solucion:

)’, = —26_2X+ 3

Edy=L(5x+2)

Solucion:
9 = 5
Y S5k +2

Bl y=L(*-3x+1)

Solucion:
,_ 2x-—3
x2—3x + |
y = 9
Solucion:
y =9

7 PRI
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Ejercicios y problemas

Solucion:
y = (x +2)eX
Ely=xL(xx-5)
Solucion:
Y =Lix-5)+—=
x—5
El y = e L x
Solucion:
3x
y =3e>Lx+ -
X

2x

Ey-°-

X
Solucion:
s 2x — 1) e
g = ( )

x2

By-=*

x— |

Solucion:

. —1

e

3x+5
Ely=>>

T 2x— |
Solucion:
v~ 13

e ax— )2

4. Aplicaciones de la derivada

EA Halla la recta tangente a la curva y = x2 — 2x para
x = 3. Dibuja la funcién y la recta tangente.

Solucion:

Recta tangente: y = 4x -9

376

Y

|

/’P(3, 3))§

y=4x-9

f(x) = x2 = 2x

EA Calcula la recta normal a la curva y = —x? + 5 para
x = 2. Dibuja la funcién y la recta normal.

Solucion:

Recta normal:y = —x +

1
2

/ zane
P60 X

1
4

f(x) =-x2+5

Halla las rectas tangente y normal a la curva
y = x? para x = |. Dibuja la funcién y las rectas tan-
gente y normal.

Solucion:

Recta tangente:y = 2x — |

Recta normal:y = —lx o
2 2
AY
f(x) = x? /
NAPOLT)
| 3
=——X+ =
y=2x~—| f 2 2

Calcula los maximos y minimos relativos de la fun-
cién y = x? — 4x. Dibuja la funcién.
Solucién:
y =2x—4
2x—-4=0,x=2,y=-4,A(2,-4)
y’=2
f’(2) =2 > 0 = A(2,—4) minimo relativo.

SOLUCIONARIO
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AY
f(x) = x* = 4x

X

/

A('Z, —4)

EE Halla los méximos y minimos relativos de la fun-
cién y = —x? + 6x — 5. Dibuja la funcion.

Solucién:
y =—2x+6
-2x+6=0,x=3,y =4,A3,4)
y’=-2
f’(3) =—-2 <0 = P(3, 4) Maximo relativo.
kY
A3, 4)

A
f(x) = —x*>+ 6x -5 \

El Calcula el crecimiento de la funcién siguiente:
y = x% — 6x + 4. Dibuja la funcion.

Solucion:

Hay que hallar previamente los maximos y minimos
relativos:

y =2x-6
2x-6=0,x =3,y =-5,A(3,-5)
y"=2

f’(3) =2 > 0 = A(3,-5) minimo relativo.
Crecimiento:

Discontinuidades: no hay.

fe)
X 0 I 3

y =2x—-6

f(0) = -

f’(x) - +
x o1 3
() =@ +)
(W) = (===,3)

TEMA 12. LIMITES Y DERIVADAS

f(x) =x2—6x +4

"AG,~5)

EXl Halla el crecimiento de la funcién siguiente:
y = —x2 + 2x + 3. Dibuja la funcién.
Solucion:

Hay que hallar previamente los maximos y minimos
relativos:

y=-2x+2
—2x+2=0,x=l,y =4,A(l,4)
y,, :_2

f’(1) =-2 <0 = A(l,4) Maximo relativo.

Crecimiento:

Discontinuidades: no hay.

)

x ol

y=-2x+2

f(0) =+

f'(x) + -

(7)== 1)

(\) = (I, +e0)
kY
Al 4)

f(x) = —x2+2x + 3

EA Calcula el crecimiento de la funcion y = 2x. Dibuja
la funcién.

Solucion:

y =2 >0, es siempre creciente.
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Ejercicios y problemas

X<

f(x) = 2x

EA Calcula los maximos y minimos relativos de la fun-
ciony = —x3 + 3x
Solucioén:
y =-3x2+3
—3x2+3=0,x2-1=0,x2=I,x=I,x=—1
x=1l,y=2A(l,2)
x=—=1l,y=-2,B(-1,-2)

Halla el crecimiento de la funcién y = —3x. Dibuja y’ = —6x
la funcién. f’(1) == 6 <0 = A(l,2) Maximo relativo.
Solucién: f’(=1) =6 >0 = B(— |,—2) minimo relativo.
y' = -3 <0, es siempre decreciente.
AY
f(x) = =3x X
Para ampliar
EAl Representa la siguiente funcién: iPuede haber mas de una ecuacién?
_ 2X2 six< | Solucién:
Y % — six> | y = |2x — 3| o bien y = |-2x + 3|
Solucién:
AY Halla la ecuacién de una funcion cuyo valor absoluto
tenga como representacion la siguiente grifica:
)\ Y
¢ X

Ed Halla la ecuacion de una funcién cuyo valor absoluto
tenga como representacion la siguiente grafica:

AY

378

v X

iPuede haber mas de una ecuacion?

Solucién:
y = |x2—2x—3| o bieny = |-x2 + 2x + 3|

E) Halla la ecuacién de una funcion definida a trozos
cuya representacion sea la siguiente grifica:

SOLUCIONARIO
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Vi

x2+2x—3 six<|

—3x+5 six> |

Solucion:

EE] Calcula mentalmente los siguientes limites:

a) lim (3 = 5x2—x +7)
x— |

53+ x2-|0x+6
b) lim
x=>0  x3+2x2-3
Solucion:
a) lim (G -5x2—x+7)=2
x— |
5x3 +x2— 10x + 6

lim =-2
)xl—>0 3+ 2x2 -3

Calcula mentalmente los siguientes limites:

a) lim (—x3 + 5x + 3)

X—> +oo

b) lim (—x*+ 2x% - 5x)

X—>—co

Solucion:

a) Xin;lw(—x3 +5x+3)=—o0

b) lim (-=x*+ 2x% - 5x) = —c0

X——co

Calcula mentalmente los siguientes limites:

=32+ 2x
a) lim ———
x>+ 5y2 _x
_2y2
b) lim =3+ 2x
xo-o  Gx2 —x
Solucion:
—3x2+2x _ B

a) lim g

x—+eo 5x2 —x 5
_3y2

by lim =X *2x =—%

x—>—e 5x2—x

TEMA 12. LIMITES Y DERIVADAS

Calcula mentalmente los siguientes limites:

2nd + |
a) lim —/————
no+e 5n2 — 7n
24+
b) lim n~+5n
no+eo 2 — 3n
Solucion:
2nd + |
a) lim ————=

n—+e 502 — 7n

2
b) lim A-F50 _

n—>+e n2—3n

Calcula mentalmente los siguientes limites:

. —6x3+9
a) lim ———
x>+ 2x3 3
b3
b) lim =6+ 9
x—-e0 2x3 -3
Solucién:
a) lim M=_3
x—+eo G =3
b) lim _6X—+9=_3

x——e 2x3 =3

HA Calcula mentalmente los siguientes limites:

x>t _Tx3 + x

3x— |
b) lim ————=
)x—|>mw—7x3 + x

MH Calcula el siguiente limite:
im =1
x—-1 x2 + 3x + 2

Solucion:

i X _H_ LA Ty(x = 1) _
o2+ 3x+2  L0] T <0 |(x/+/r)(x+2)
= mX=l_22_,

x—-lx + 2 |

379



Ejercicios y problemas

M Calcula el siguiente limite:
. X2—4x + 4
lim ———
x—2 X2 — 2%

Solucién:

. x2—4x+4_[o]_, (x—2)2 _
im ————=|—| = lim ~—~=
x=2  x*—2x 0] x-2 x(x—2)
lim X=2 -0

x—=2 X

Calcula el siguiente limite:
. x3 — x2
lim

x=1 x3 +2x2 — 3x

Solucion:

3_2 2
P e S [2] i =)
x— 13 + 2x% - 3x 0] x=1x(x—T1)(x+3)

|
x> x+ 3 Z

M Calcula el siguiente limite:
X2+ 4x+4
lim ———
x—=-2 x2 4+ 3x + 2

Solucion:

i X Ax 4 [o] (x+2)>*

im —————=|—|= lim —=—="—=
x>2x~+3x+2 [0] xo-2(x+ I)(x+2)
= |im X +2 =0

x—>-2X + |

E Calcula el siguiente limite:
lim _2Ax=7)
x—7 x2 — 2x — 35
Solucion:
, 2x—=7) _|0f_ 2x—~7) _
lim ———=|—| = lim ————~*—=
x=7 x2=2x-35 |0] x=7 (x + 5)(x—7)
2 2 |

= lim = =]
x=>7x+5 12 6

Calcula la tasa de variacién media de las siguientes fun-
ciones en el intervalo que se indica:

BT f(x) =2x— 1 en [- 2, 1]

Solucion:

TVM[-2, 1] = f(l) — f(=2) _ | +5 P
| +2 3

380

EEH f(x) = x?en [ I, 1]
Solucion:

-1, = =T D T2l oo

Aplica la definicién de derivada y calcula la derivada de
las siguientes funciones en los puntos que se indica:

B f(x) =4x -l enx =2
Solucion:

'2) =4

KB f(x) = —x*+ 5enx =3
Solucion:

P(3)=-6

Calcula la funcién derivada aplicando la tabla de derivadas:

my=4x4—5x2—6x+2

Solucion:
y = 16x3 - 10x—6

0Hy = (5x+ 1)*

Solucion:
y' =20(5x + 1)3

EEY: e5x—2

Solucion:
),' = 5e5x -2

i y =L (x> + 5x)

Solucion:

,_ 2x+5
y x2 + 5x

BHy=-x
Solucion:

y =-I

my=(x—|)ex

SOLUCIONARIO
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Solucion:

y =xeX

BOy=(2x+1)Lx

Solucion:

+
+2x |
X

y =2Lx

2x + 3
121

4x -5
Solucion:
- -22
Y= x5
1220 —2x+ 1
3x+4
Solucion:
s =1l
Y = Bx + 2

EEE] Halla la recta tangente a la curva y = x% — | para
x = 2. Dibuja la funcién y la recta tangente.

Solucion:
Recta tangente: y = 4x — 5
AY

/P(2,3)
\// )S

f(x) =x2— |

y=4x-5

EE4 Halla la recta normal a la curva y = —x2+ | para
x = 2. Dibuja la funcién y la recta normal.

Solucion:

Recta normal:y = Lx _7
4 2
KY
/TN X
f(x) =—=x?+ | \
/\P(zﬁ)

TEMA 12. LIMITES Y DERIVADAS

8 Calcula los maximos y minimos relativos de la fun-
cion y = x2. Dibuja la funcién.

Solucioén:
y = 2x
2x =0,x =0,y = 0,A(0, 0)
y’? =
f’(0) =2 > 0 = A(0, 0) minimo relativo.
Y
f(x) = x?
X
A(0,0)

3 Halla los méaximos y minimos relativos de la fun-
cién y = —x2 Dibuja la funcién.

Solucién:

y =-2x

—-2x=0,x=0,y = 0,A(0,0)

y!’ = _2

f7(0) = -2 < 0 = A(0, 0) Maximo relativo.
Y
A(0,0) X

A

f(x) =—x2

Halla los maximos y minimos relativos y el creci-
miento de la funcién y = e*

Solucion:

Maximos y minimos relativos:

Y
e* # 0 siempre, no tiene ni maximos ni minimos rela-

eX

tivos.

Crecimiento:

y = e* > 0 siempre, es creciente siempre.
(7) = (=0, * o)

) =9
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Problemas

EEH] Representa la siguiente funcién:
six<0
six>0

||°g|/2 x|

Solucion:

AY

\L-

v X

EEZ] Calcula el valor de k para que se verifique:
kx3 +x _

Solucion:
k3 + x
lim —————

=5:>£=5:>k= 10
x—+es 23 — 4x 2

EEl] Observando la siguiente grafica:

AY

y:—x3+x2+l
X

N

>

calcula:

lim (=x3+x2+ 1)
X—> too

lim (=x3+x2+1)
X—>—o0
Solucion:

lim (33 +x%2+ 1) =—oo
X—> +oo

lim (x3+x2+ 1) =+
X—>—o00

EEf Calcula el siguiente limite:
r x3—3x+2
x=1 x* —4x +3

382

Solucién-

i X5 =3x+2 []
x— | x —4x+3

iy e _fo]
x—>|(x,—-/|’)'(x3+x2+x 3)

I L—Nx+2) . x+2
= lim > lim — =
x=>1 e—~T)(x* +2x +3) x—>Ix*+2x+3
=31
6 2

Dibuja la siguiente funcién afin:
y=2x-3
a) Halla mentalmente la pendiente.
b) Halla la pendiente derivando.

c) La funcién ;es creciente o decreciente?

Solucion:
AY
f(x) = 2x|-3 X
ajm=2
b)y =2

c) Como m =y’ =2 > 0 siempre, la funcién siempre
es creciente.

EEE] Dibuja la siguiente funcion afin:

y=-2x+ |
a) Halla mentalmente la pendiente.
b) Halla la pendiente derivando.

c) La funcién ;es creciente o decreciente!

Solucion:

fx) = —2x— |

228

SOLUCIONARIO
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aym=-2

by =-2

c) Como m =y’ = —2 < 0 siempre, la funcién siem-
pre es decreciente.

EEA Dibuja la siguiente parabola:
y=x2—4x + |
a) Viendo la grafica, halla el maximo o minimo
relativo.
b) Viendo la grifica, halla el crecimiento.

c) Halla el maximo relativo o minimo relativo
derivando.

d) Halla el crecimiento derivando.

Solucion:

f(x) =x2—4x + |

el

AQ2,-3)

a) A(2,—3) es un minimo relativo.
b) (1) = (2, + )

() = (=2)

)y =2x-4
2x —4,x =2,y =-3,A(2,-3)
y":

f’(2) =2 > 0 = A(2,—3) minimo relativo.
d) Discontinuidades: no hay.

f(x)

< oia

y =2x—-4

f(0) =-

f'(x) - +

x  oila2

() = (2, +)

(V) = (=,2)

EEH Halla las rectas tangente y normal a la curva:
y=x*—4x— | parax =3
Dibuja la funcién, asi como las rectas tangente
y normal.

TEMA 12. LIMITES Y DERIVADAS

Solucién:
Recta tangente:y = 2x — |0

Recta normal:y = —%x _s

2
Y
f(x) = x2 = 4x —

/%

/y=2x—l0
| 5

y=-ox-= /P(3,~4)

2 2 S\

EEd Halla el crecimiento de la funcién:
y=x2+6x+5

Dibuja la funcion.

\ X
\/(x)=xz+6x+5

Hay que hallar previamente los maximos y minimos
relativos:

Solucion:

y =2x+6
2x+6=0,x=-3,y =-4,A(-3,-4)
y!’=2

f’(=3) =2 > 0 = A(-3,—4) minimo relativo.

Discontinuidades: no hay.

f(x)

Y

y=2x+6

f(0) =+

f'(x) — +

X: +—+ _53 +—+ 6 i

() =(=3,+)

(\) = (o=, —-3)

Halla el crecimiento de la funcién:
=6
X

Dibuja la funcién.
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Solucién:
. 6 . . .
gEo T 0, es siempre negativa, decreciente.
X

Discontinuidades: x = 0
(=9
(\) = (=0, teo)

N

SE %
\ f(x) = 6/x

Halla los méaximos y minimos relativos y el creci-
miento de la funcién:

y=x%>—6x+4
Solucion:
y =2x-6
2x-6=0,x =3,y =-5A(3,-5)
y” =

f’(3) =2 > 0 = A(3,—5) minimo relativo.
Discontinuidades: no hay.

f'(x) L ‘
x 0ol 3
y =2x-6

f(0) = -

e = +
x ol 3
(7)) =G *e)
(V) = (==,3)

Y

/s
f(x)=x2—6x+4\/

"AG.-5)

Halla los maximos y minimos relativos y el creci-
miento de la funcién:
3

y=X?—4x

384

Calcula lim f(x), lim f(x), esboza la grifica de
X—> +oo X—>—00
la funcién.

Solucién:

Maximos y minimos relativos:

y =x2 -4

x2-4=0,x2=2,x=2,x=-2

x =2,y =-16/3,A(2,—16/3)
x=-2,y=16/3,B(-2, 16/3)

y’ = 2x

f’(2) =4 >0 = A(2,— 16/3) minimo relativo.
f’(=2) = -4 <0 = B(-2, 16/3) Maximo relativo.

Crecimiento:
Discontinuidades: no hay.

f'(x)
B .
X -2 0 2

y =x*—4

f'(l)=-

f'(x) + N
X# +—+— _|2 t (v) t i +—+
(M) = (2=2) U (2,+)
(V) =(=22)

B(=2, 16/3)1Y

/ X
f(x) = x%/3]— 4x /

YAQ2,-16/3)

EZf Halla los maximos y minimos relativos y el creci-
miento de la funcién:

x3

=+ 4
Y 3 X
Calcula lim f(x), lim f(x), esboza la grafica de
X—> +oo X—>—00
la funcién.
Solucion:

Maximos y minimos relativos:

y =—x*+4
-x2+4=0,x>-4=0,x*=2,x=2,x=-2
x =2,y = 16/3,A(2, 16/3)

SOLUCIONARIO
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x=-2,y=—-16/3,B(-2,—16/3)

y’ =-2x

f’(2) =-2 <0 = A(2, 16/3) Maximo relativo.
f’(=2) =2 >0 = B(—2,- 16/3) minimo relativo.
Crecimiento:

Discontinuidades: no hay.

F(x)
x -2 0 2

y =x*—4

f’(|):_
L e S

x -2 0 2
(") =22
(V) = (Fo0,=2) U (2, * )

f(x) = x¥3 — 4x

\

B(-2,-16/3)

Y AQ, 16/3)

|

Halla la recta tangente a la curva:
y=xt—4x+7

para x = 2. Dibuja la funcién y la recta tangente.

Solucion:

Recta tangente: y = 3

f(x)=x2—4x+7kY\/

A(2,3)

H Los beneficios de una empresa en millones de
euros vienen dados por la férmula:

y=-x%+ 18x-20
donde x indica el nimero de afios que lleva fun-

cionando. ;Qué afio alcanza los maximos bene-
ficios?

TEMA 12. LIMITES Y DERIVADAS

Solucion:

y =—-2x+ 18
—-2x+18=0,2x-18=0,x=9,y = 61

y’ =-2

f7(9) = -2 <0 = A(9, 61) Maximo relativo.

Los maximos beneficios los alcanza en el 9° afio y
son 6| millones de euros.

Para profundizar

E Representa la siguiente funcién:

2x2 +8x + 3 six<0
Y=y x+3 six>0
x+ |
Solucion:
Ay

EZ Halla el crecimiento de la funcién y = x3 — 3x. Cal-
cula lim f(x), lim f(x), esboza la grifica de
X—>too X—>—o00

la funcién.

Solucion:

Primero hay que hallar los maximos y minimos rela-
tivos.

y =3x2-3

3x2-3=0,x%-1=0,x2= I,x= |, x=~|
x=l,y=-2,A(l,-2)
x=-1,y=2,B(-1,2)

y” = 6x

f’(1) = 6 >0 = A(l,-2) Maximo relativo.
f’(-=1) =—6 <0 = B(-,2) minimo relativo.

Crecimiento:

Discontinuidades: no hay.
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foo +
x  —-101
()= o= U (1, +)

) =11

Limites:

lim x3—=3x=+oo
X—> +oo

lim x3—3x=—o0
X—>—00

B(-1,2)

<

e/

fo) =x2=3x| [ A2

HaIIa el crecimiento de la funcién y = %
X

lim f(x), esboza la grafica

Calcula lim f(x),
X—+oo X—>—o0

de la funcién.

Solucion:
y’ = _i
3

Discontinuidades de la derivada: x = 0 de orden 3,
que es impar, luego cambia de crecimiento.

(%)

X 0 i
f(l)=-4

f'(x) + -

P S S
LI S S Y LA S e

X 01

() = (===,0)
() = (0, + )
Limites:

2
||m — =+oo
X—> +oo )(2

; 2
lim = =+
X—>—00 X2

386

<

f(x) = 2/x?

4 Las pérdidas de una empresa en millones de euros
vienen dadas por la férmula:

y = —x? + 8x
donde x indica el nimero de afios que lleva funcio-
nando. ;Qué afio alcanza las maximas pérdidas?

Solucioén:

y =—-2x+8

-2x+8=0,x-4=0,x=4,y=16

y’=-2

f’(4) = -2 < 0 = A(4, 16) Maximo relativo.

Las maximas pérdidas las alcanza en el 4° afio y son
16 millones de euros.

Una determinada especie evoluciona segtn la fun-
cion:
2
fx)==+1,x>0
X
donde x es el nimero de afios y f(x) son los millo-
nes de unidades existentes.

Representa la grafica y, observandola, contesta a la
siguiente pregunta: jla especie esta en vias de
extincion?

Solucion:

wX

, 2
lim ==0
X—>+oo X

La poblacién tiende a cero, por tanto estd en vias de
extincion.

SOLUCIONARIO
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Aplica tus competencias

mEl espacio que recorre un moévil es

e(t) = 3t + 2t + 5, donde t se expresa en segun-
dos, y e(t), en metros. Calcula la velocidad que
lleva en el instante t = 4 s

@El espacio que recorre un moévil es

e(t) = 5t — 3t + 1, donde t se expresa en segun-
dos, y e(t), en metros. Calcula la aceleracién que
lleva en el instante t = 2 s

Solucién:
v(t) = e(t) = 6t + 2
v(4)=6-4+2=24+2=26m/s

Solucién:
v(t) =€(t) = 10t -3
a(t) =v(t) =10

© Grupo Editorial Bruiio, S.L.

TEMA 12. LIMITES Y DERIVADAS

a(2) = 10 m/s?

387



Comprueba lo que sabes

Il Dcfine funcién parte entera y represéntala.

Solucién:
La funcién parte entera de x asigna a cada x su
parte entera. Se representa por y = Ent(x)

AY
y = Ent(x)

2%

A Representa la grifica de la siguiente funcién:
2% ix<1
) = si x

—x2+4x+1 six>1

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

AY

Il Calcula los siguientes limites y representa la fun-
cién correspondiente:

2
2) lim X =4 b) lfm —X*4
x—2 X—2 x——4 x2+4x
Solucién:
a)lmX2_4 [ ] (X+2)(X—2)
x—=2 XxX—2 x—>2 x—2

=lim (x+2)=4
x—2

Grifica: AY

/

(o

388

X+4 0 , X+ 4
b) lim =|[—=| = lim =
x—-4x2+4x  |0] xo-4x(x+4)
= lim 11
x—-4 x 4
Griéfica
AY
X+ 4
i

<

Il Calcula mentalmente los siguientes limites:

, 2x%* — 4
a) lim =———
x—+o0 —X% + 7x
2
b) lim 2x" -4
x——o0 —X% + 7X
C) h’m —5n2+3n
n—o+e 0o+ 1
d) lim =5x% + 3x
x——e X0+ 1
x> +6
e) lim —X *°X
X—> +00 x2—7
) lim —x3 + 6x
X—>—00 x2—7
Solucién:
a) —2
b) -2
)0
d) 0
e) —oo
f) + o0

Il Calcula las derivadas siguientes:

a)y= (3X—5)4 b)y=esx+1

y=L([7x-2) d) y = x%e*
X

e)y— X+ 1

SOLUCIONARIO
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Solucién:
a)y = 12(3x - 5)°
b)y = 5%+ 1
; 7
Y - 7x—2
d) v = 2x ¥ + x%eX = xe¥(2 + %)
7y = X+ 1-—x _ 1
x+1)2%  (x+1)?

Il Escudia el crecimiento de la funcién
y=x*-2x-3

Solucién:

Primero hay que hallar lo mdximos y minimos re-
lativos:

y=x-2x-3

y =2x-2
y=0=2x-2=0=x=1
Six=1=y=-4

A(1, —4)

y =2

v (1) =2> 0 (+) = A(1, —4) es un minimo relativo
Crecimiento:

AL .

x 01

Creciente: () = (1, +<0)
Decreciente: () = (—eo, 1)

El nimero de enfermos de gripe que se contabili-
zan en una localidad durante una epidemia sigue la
funcién:

TEMA 12. LIMITES Y DERIVADAS

2
fix) = 4x— X
(x) = 4x 3

donde x se expresa en semanas, y f(x), en miles
de personas. Calcula el nimero medio de enfer-
mos de gripe durante la 2 y la 4* semanas;
y entre la 4* y la 6* semanas. Interpreta los resul-
tados.

Solucidn:
TVM[2, 4] = f(4) — £f(2) _8-6_2
42 2 2

Como TVM[2, 4] = 1 > 0, es creciente; es decir, el
ndimero medio de enfermos estd subiendo.

TVM4, 6] - KO =f4) _6-8 -2
6-4 2 2

Como TVMI4, 6] = —1 < 0, es decreciente; es de-

cir, el nimero medio de enfermos estd bajando.

=1

-1

Bl Halla las rectas tangente y normal a la curva:
y=x’—4x—1parax=3

Dibuja la funcién y las rectas tangente y normal.

Solucién:
Recta tangente: y = 2x — 10
5

Recta normal: y = Ll 2
2 2

Y
fix) = x?—4x—1

/x

//y=ix_1o
1 5
y=soX=S &.%—4)
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Linux/Windows wWiRis

Paso a paso

EHi Representa la funcién parte decimal de x, indica
si es periddica y halla el periodo.

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

Representa la siguiente funcién:
2 ix<1
X six<
f(x) =

x+2 six>1

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

Halla el siguiente limite y dibuja la funcién para
comprobarlo.

390

lim (x3-2x2—x+3)
X—> 400

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

Halla las rectas tangente y normal a la curva
f(x) =x? + 2 parax = 1. Dibuja la curva y las rectas.

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

KB Internet. Abre: www.editorial-bruno.es y elige
Matemdticas, curso y tema.

SOLUCIONARIO
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Windows Derive @

Practica

B Representa la funcién signo de x. Halla cudndo
no es continua.

Solucién:

Ejercicio 157

Sl bl | dibujar(x + 4, -00..-1, {color=rojo, anchura_linea=2})
| dibujar(x2, = 1..+00, {color=rojo, anchura_linea=2})
Ejercicio 155 Es discontinuaenx = - 1
| dibujar(signo(x), {color = rojo, anchura_linea = 2})
Es discontinuaenx =0 I nbierc1 L)

[neDBe e vmo@ss=Bo6]

B )
[ne@BEe e nn o@ss=BoD|

[ Halla el siguiente limite y dibuja la funcién para

comprobarlo.
Iim (x + 1)
., —2
Representa la funcién y = [x? — 5| x
., Solucién:
Solucién:
- Ejercicio 158
Ejercicio 156 | fix) =x + 1 => xiox+1
| dibujar(|x2 - 5|, {color = rojo, anchura_linea = 2}) | a=2 = 2
Es discontinuaenx =0 limf(x) = 3
Xx—a
B et = | dibujar (f{(x), {color=rojo, anchura_linea=2})

|—ll D EEe e uL oEs s PR | Se observa que cuandox = 2y =+ 3

B )
[neEBe e vEo@ss = Bo0]

Representa la siguiente funcién y estudia su con-

tinuidad: B Halla el siguiente limite y dibuja la funcién para
X+4 six<—1 comprobarlo.
f(X) = 2 . lim (X2 _ 5)
X six>—1 o

TEMA 12. LIMITES Y DERIVADAS 391
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Solucién:

Ejercicio 159
| f(x) =x2 -5 = x—x2-5

|a=3 => 3
lim f{x) =»

| dibujar (f(x)

4

, {color=rojo, anchura_linea=2})

Se observaque cuandox =+ 3,y =+ 4

[ne@BEe e nno@ssaBoD|

B =

[l Halla el siguiente limite y dibuja la funcién para

compro

Solucién:

barlo.

lim (x3-2x2—x+3)
X—>—oo

Ejercicio 160
[f(x) =x3 - 2x2 - x +3 = x—=x3-2-x2-x+43

|a=-00 =
lim fx) =»

Xx—a
| dibujar(f(x),
Se observa

-0
=00

{color=rojo, anchura_linea=2})
que cuando X = -00,y — -00

B et =]
[ne@BEe e nn o@s s =BoD|

Calcula las siguientes derivadas

M@y-5<-7x+3

392

Solucién:

Ejercicio 161

| f(x) =6x2 - 7Tx+ 3 = x=5-x2-7-x+3

| F(x) = 10-x-7

@y-e>5

Solucién:

Ejercicio 162
[ fix) =e3* -5 = xeIx~D
|Fix) = 3-e3%5

Ey-L& +5x-0)

Solucidn:

Ejercicio 163

| f(x) = In(x2 + 5x = 6) => x—In(x2+5-x-6)

2-xt5

fiix) =» —
0 x2+5-x-6

My-xe

Solucién:

Ejercicio 164
[f(x) =x - eX = xisx-eX
[Fix) = (x+1) eX

@y:xLx

Solucidn:

Ejercicio 165
| fx) = x - In(x) => x+—x-In(x)
[ F(x) = In(x)+1

166 y=¢e*Lx
Solucién:

Ejercicio 166
| f(x) =eX - In(x) => x—eX-In(x)

f(x) = eX:-In(x)+ ET:

SOLUCIONARIO
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Solucién:
Ejercicio 167
X
‘f(x) =L o x-—-l-e'
X X

(x=1)-eX

‘f‘(x) -

_5x—1
@Y— 3x + 2

Solucién:

Ejercicio 168

5x =1 5-x-1
‘ﬂ")'swz ERTY
13
flx) =» ——————
‘ 00 9-%x2+12-x+4

M Halla las rectas tangente y normal a la curva
y = x? para x = 2. Dibuja la funcién y las rectas
tangente y normal.

Solucién:

[ Ejercicio 169
| fix) = x2 = x—x?
[f(2) = 4
P(2, 4)
|F(x) = 2-x
|F(2) = 4
| resolver({y - 4 = 4(x - 2)}, {y}) => {{y=4-x-4}}

resolver({y - 4 = - %(x -2)}, v} = {{y=_ % X+ g}}

| dibujar(f(x), {color=rojo, anchura_linea=2})
| dibujar(4 -x-4, {color=azul, anchura_linea=2})

1 9
‘ dibujar(— 7 X+ 2 {color=verde, anchura_linea=2})

Bl ttieret -
[ne@BEe e nno@ssaBoD|

Halla los mdximos y minimos relativos de la fun-
cién y = x* — 4x + 5. Dibuja la funcién.

TEMA 12. LIMITES Y DERIVADAS

)

Windows Derive

Solucién:

Ejercicio 170
[ fix) = x2 - 4x + 5 => xx2-4-x+5
| resolver(f(x) =0) = {{x=2}}
[ f(2) = 1
A(2, 1) minimo relativo.
| dibujar (f(x), {color=rojo, anchura_linea=2})

B tsbierct -
[neDBe e vEo@ss = B0

Calcula los mdximos y minimos relativos de la
funcién y = x> — 3x

Solucién:

[ Ejercicio 171
| fx) = x3 - 3x => x—x3-3-x
| resolver(f'(x) =0) =» {{x=-1}{x=1}}
| f(1) = -2
A(1, - 2) minimo relativo.
[ f(=1) = 2
A(-1, 2) maximo relativo.
| dibujar (f(x), {color=rojo, anchura_linea=2})

B )
(0o EDBe e vEo@ss= B0

Halla mediante ensayo-acierto la ecuacién de las
siguientes funciones definidas por su gréfica:
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Linux/Windows wiR!is

172 =S % |
[neDEe e umec@sssBoD]

Solucién:

Ejercicio 172

| dibujar(suelo(x), {color=rojo, anchura_linea=2})
Es la funcion parte entera.
y = Ent(x)

173 =D . -
[ne@Be e nno@ss=BoD|
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Windows Derive [@

Solucién:

Ejercicio 173
| dibujar(|x2-4[, {color=rojo, anchura_linea=2})

Las pérdidas de una empresa en millones de euros
vienen dadas por la férmula: y = —x? + 8x, donde x
indica el nimero de afios que lleva funcionando.
;Qué afio alcanza las méximas pérdidas?

Solucién:

[ Ejercicio 174

| f(x) = -x2 + 8x => xs-x2+B.x

| resolver(f{x) = 0) => {{x=4}}

| f(4) => 16
A(4, 16) maximo relativo.

| dibujar (f{x), {color=rojo, anchura_linea=2})
Las maximas pérdidas se alcanzan el 4° afio
y son de 16 millones de euros

B tabierol

[ne@Ee s un@s s 62Bon]

SOLUCIONARIO
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